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Prevoji kubic¢nih krivulj

POVZETEK

Namen tega diplomskega seminarja je obravnava algebrai¢nih krivulj tretje stopnje
in njihovih prevojnih tock. Opisane so lastnosti kubi¢nih krivulj ter struktura Abe-
love grupe na tockah gladke kubike ter v posebnem primeru na prevojnih tockah.
Predstavljen je problem eksplictnega izracuna prevojev iz koeficientov krivulje. Re-
sljivost tega problema je ekvivalentna resljivosti Galoisove grupe prirejene krivulji.
Podan je tudi postopek za ekspliciten izracun prevojev. 7 izracunanim prevojem
lahko kubi¢no krivuljo s projektivnimi transformacijami preoblikujemo v Weierstras-
sovo obliko.

Flexes of Cubic Curves

ABSTRACT

The topic of this seminar are algebraic curves of degree three - cubic curves and
their flexes. We study properties of curves and introduce Abelian group structure
on the points of a nonsingular cubic and also on the flexes. We explain how to
calculate the 9 flexes explicitely from the coefficients of a curve. To show that the
calculation is always possible, we prove the solvability of the Galois group of flexes.
Given a flex on a cubic curve, it is possible to put the curve into Weierstrass form
using projective transformations.

Math. Subj. Class. (2010): 14H52,14H50,141.35,51N30
Kljucne besede: kubicne krivulje, prevoji kubi¢nih krivulj, Galoisove grupe, Abe-
lova grupa na kubic¢ni krivulji, Hessejeva konfiguracija

Keywords: cubic curves, flexes of cubic curves, Galois groups, Abelian group on
cubic curve, Hesse configuration



1. UvoD

Algebraicne krivulje so podro¢je matematike, ki je preucevano ze ve¢ kot 2000
let; z njimi so se ukvarjali Grki, Arabci ter kasneje renesancni slikarji (med drugimi
tudi Da Vinci). Vendar so se Sele od 17. stoletja naprej, ko so v geometrijo uvedli
uporabo koordinat (Descartes, Fermat), zacele pojavljati v obliki, kot jih poznamo
danes. Leta 1700 je Isaac Newton izdal poglobljeno raziskavo kubi¢nih krivulj ter
opisal 72 razlicnih primerov. Matematiki tistega casa so preucevali zgolj realne
algebraicne krivulje.

Sele v 19. stoletju so se z uvedbo kompleksnih tevil pokazale prednosti, da alge-
brai¢ne krivulje preucujemo tudi nad obsegom C. Prav tako so se takrat postavili
temelji projektivne geometrije, ki so dodatno pospesili raziskovanje ter povezali al-
gebraicne krivulje s topologijo in kompleksno analizo. Vodilni na tem podrocju so
bili Riemann, Dedekind in Weber.[6, poglavje 1.1]

Prevoje kubic¢nih krivulj so preucevali ze klasi¢ni geometri Hesse, Steiner, Cayley
in Clebsch. Prvi, ki je problem iskanja prevojev kubic¢nih krivulj povezal z Galoisovo
teorijo ze v Casu priCetka njenega razvoja, je bil francoski matematik Camille Jordan
v svojem delu iz leta 1870, Traité des substitutions et des équations algébriques.
Tam je izhajal iz Hessejeve interpretacije prevojev kubic¢nih krivulj in na njih nasel
Galoisovo grupo. |2, str. 686]

Algebraicne krivulje se aktivno preucujejo se danes in njihova teorija je uporabna
na mnogih podrocjih, vse od kriptografije, teorije stevil do teoreti¢ne fizike. Razlogi
za to so stevilne algebraic¢ne lastnosti, izpeljane povezave z Riemannovimi ploskvami
v kompleksni analizi ter njihova prakticna uporaba v kriptografiji. Tudi prevojne
tocke kubi¢nih krivulj imajo v teoriji velik pomen. Geometrijska konfiguracija pre-
vojnih tock omogoca njihov ekspliciten izracun, ki ima tako teoreticno kot tudi
prakti¢no vrednost.

2. ALGEBRAICNE KRIVULJE

Najprej podajmo definicijo in lastnosti afinih ter projektivnih prostorov, v katerih
bomo algebraic¢ne krivulje definirali. Naj bo O komutativen obseg. Z A" = O" ozna-
¢imo afin prostor dimenzije n, to je n-dimenzionalni vektorski prostor nad obsegom
O, ki ga bomo obravnavali kot geometrijski prostor.

Izreki in definicije iz tega poglavja so, ¢e ni drugace navedeno, povzeti po [1], [6]
in [11].

Definicija 2.1. Naj bo U C A" vektorski podprostor in a € A". Afin podprostor
prostora je mnozica

A=a+U={a+wueU}

Definicija 2.2. Afina podprostora A =a+ Z in B=b+Y v A" sta si vzporedna,
¢e velja bodisi Z C Y aliY C Z.

Definicija 2.3. Algebraicno zaprt obseg je obseg, v katerem vsak nekonstanten
polinom v eni spremenljivki razpade na linearne faktorje.

Definicija 2.4. Naj bo O algebrai¢no zaprt obseg, p(X,Y) pa polinom v dveh
spremenljivkah s koeficienti iz obsega O. Mnozica tock

M, = {(X,Y) € A% p(X,Y) = 0}

1



je mnoZica nicel polinoma p(X,Y’). Mnozico tock C C A% imenujemo afina algebra-
icna krivulja, ¢e obstaja tak polinom p(X,Y) v dveh spremenljivkah s koeficienti iz
obsega O, da velja C = M,,.

T

L
-10

SLIKA 1. Afina krivulja, podana s polinomom p(X,Y) = X3 + Y3 +
Y24+ XY +2X — 1.

SLIKA 2. Afina krivulja, podana s polinomom p(X,)Y) = X3 — Y3 —
X?4+5Y?+Y —15.

Afine algebraic¢ne krivulje so torej mnozice nicel polinomov. Vzemimo sedaj afin
prostor A". Ce sta dva afina podprostora A = a + Z in B = b+ Y vzporedna in
a # b, se ne sekata v nobeni tocki.

Poleg afinih pa definirajmo Se projektivne prostore.

Definicija 2.5. [10, Definicija 4.1] Naj bo V' kon¢norazsezen vektorski prostor nad
obsegom (0. Mnozica vseh vektorskih podprostorov v V' se imenuje projektivna
geometrija P(V) nad V. Enorazsezne podprostore imenujemo tocke projektivne
geometrije, dvorazsezne projektivne premice, vektorske podprostore korazseznosti 1
pa imenujemo projektivne hiperravnine. Projektivni prostor P(V') je mnozica vseh
tock projektivne geometrije P(V').

Za lazje razumevanje pojasnimo, kako pridemo do projektivnih prostorov s pomo-
¢jo afinih prostorov. V afinem prostoru A" smo ze omenili, da se razli¢ni vzporedni
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podprostori ne sekajo v nobeni tocki. Drugace pa je v projektivni geometriji: ce je
med dvema podprostoroma afinega prostora relacija vzporednosti, podprostoroma
dodamo neko mnozico v neskonc¢nosti, v kateri se sekata. Z dodajanjem mnozice v
neskoncnosti vsem vzporednim podprostorom afinega prostora A" dobimo projek-
tivni prostor P". Mnozica, ki jo podprostoroma dodamo, je za eno dimenzijo manjsa
od dimenzije manjSega od teh podprostorov. Tako se v projektivni ravnini P? dve
vzporedni premici sekata v to¢ki v neskonénosti, v projektivnem prostoru P? se
vzporedna premica in ravnina sekata v tocki v neskoncnosti, dve vzporedni ravnini
se sekata v premici v neskonc¢nosti ipd.

Prvo omenjeno situacijo si lahko predstavljamo s tirnicami, ki jih smatramo za
dve vzporedni premici. Vidimo, da kljub njuni vzporednosti na obzorju izgleda,
kot da imata premici presecisce. Tocki v neskoncnosti lahko re¢emo tudi tocka na
obzorju.

Tudi ve¢ paroma vzporednih podprostorov se seka v isti mnozici v neskonc¢nosti,
ki je eno dimenzijo manjSa od dimenzije najmanjSega podprostora. Torej, ¢e vza-
memo Sop vzporednih premic v afinem prostoru, se bodo te premice v projektivnem
prostoru sekale v isti tocki v neskoncénosti.

SLIKA 3. Prikaz dveh vzporednih premic, ki se sekata v tocki v ne-
skoncnosti [16].

V nadaljevanju se bomo osredotocili zgolj na projektivni prostor P? = P?(C) nad
obsegom komplesnih stevil, ki ga imenujemo tudi kompleksna projektivna ravnina.

Kompleksna projektivna ravnina P? je mnozica vseh tock, ki na tej ravnini lezijo.
Tocke kompleksne projektivne ravnine so predstavljene s projektivnimi oziroma ho-
mogenimi koordinatami oblike [x,y,z], kjer so ,y,z iz obsega C. Tak zapis ponazarja
mnozico

[.y.2] = {A(z,y,2); A € C/{0}}.

Kot vidimo, so tocke na kompleksni projektivni ravnini kompleksni enodimenzio-
nalni podprostori vektorskega prostora C® brez izhodis¢a. Premice na kompleksni
projektivni ravnini pa so kompleksni dvodimenzionalni podprostori vektorskega pro-
stora C3 brez izhodis¢a. Vsaki dve projektivni premici v projektivni ravnini se sekata
natanko v eni tocki projektivne ravnine.

Kompleksna projektivna ravnina P?(C) ima kompleksno dimenzijo 3. Ker nam
prevelika dimenzija onemogoca geometrijsko predstavo, si tocke na njej predsta-
vljamo v 3-dimenzionalnem realnem evklidskem prostoru R? kot premice skozi iz-
hodisce, premice projektivne ravnine pa kot ravnine skozi izhodis¢e. Vendar pa se
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moramo vedno zavedati, da smo dejansko nad obsegom C, zato ima vsaka podmno-
Zica P? poleg realnega dela Se nek kompleksni del, ki ga pa na grafi¢nih prikazih ne
moremo videti.

SuIkA 4. Tocka [—1,1,1] in premica y + x + z = 0 v projektivni ravnini.

Tudi pri definiciji algebrai¢nih krivulj v P? moramo upostevati homogenost koor-
dinat in jih v projektivnem prostoru malce drugace definirati.

Definicija 2.6. Naj bo O algebrai¢no zaprt obseg, p(x,y,z) pa homogen polinom s
koeficienti iz obsega 0. Mnozica tock v kompleksni projektivni ravnini

M, = {[z,y,2] € P*p(z,y,2) = 0}

je mnoZica nicel polinoma polinoma p(x,y,z). MnoZico tock C C P? imenujemo
projektivna algebraicna krivulja, ¢e obstaja tak homogen polinom p(x,y,z) v treh
spremenljivkah s koeficienti iz obsega O, da velja C = M,,.

V nasprotju z njihovim poimenovanjem si projektivne algebraic¢ne krivulje v P?
lahko predstavljamo kot ploskve skozi izhodis¢e kompleksne dimenzije 2. Spomnimo
se, da so projektivne tocke afine premice skozi izhodis¢e (brez izhodisca), projektivne
algebraicne krivulje pa so unije teh afinih premic - projektivnih tock.

Trditev 2.7. Obstaja neskoncno razlicnih polinomov, katerih mnozica nicel je ista
algebraicna krivulja.

Dokaz. Za dokaz zadosca ze, da vzamemo en polinom p(z,y,z), ki podaja krivuljo
C, ter definiramo mnozico

{p(2,y,2)";n € N}.
To je oc¢itno neskonéna mnozica polinomov, katerih ni¢le podajajo algebrai¢no kri-
vuljo C. U

Kljub temu, da ima vsaka algebraic¢na krivulja C neskonc¢no polinomov, ki jo po-
dajajo, pa lahko za vsako enoli¢no izberemo tisti polinom krivulje, ki ima najmanjso
mozno stopnjo in vodilni koeficient 1. Ta polinom imenujemo minimalni polinom
krivulje C. Stopnja algebraicne krivulje C je definirana kot stopnja minimalnega po-
linoma, ki krivuljo podaja. Oznac¢imo jo s stC. V tem besedilu se bomo ukvarjali s
krivuljami tretje stopnje oziroma kubicnimi krivuljami v projektivni ravnini P?(C).
Koeficienti njihovih polinomov bodo iz obsega C.
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Vrnimo se k algebrai¢nim krivuljam v afini ravnini. Splosna oblika polinoma, ki
podaja afino kubic¢no krivuljo, je

p(X,Y) = CL30X3 + (103Y3 + a21X2Y + angYQ -+ CL20X2 + CLOQY2+
anXY + ang + CL01Y + 0o, ;5 e C.

Vsako afino algebrai¢no krivuljo se da prevesti v projektivno algebraicno krivuljo.
To naredimo s homogenizacijo njenega polinoma, ki je definirana kot preslikava

p(XY) = 2EPE (3 /2y ) 2),

ki nam polinom v dveh spremenljivkah preslika v homogen polinom v treh spre-
menljivkah enake stopnje. Splosna oblika polinoma, ki podaja projektivno kubi¢no
krivuljo, je potem

p(.y,2) = asox” + aosy® + anx’y + a1pxy® + axr’z + agy’z+
anryz + CL10£L'Z2 + a01y22 + (1002’3, a;j € C.

Ce pa zZelimo narediti obratno, torej obravnavati projektivno krivuljo kot afino, si
moramo izbrati afino ravnino v C?, v kateri bi krivuljo opazovali. Edini pogoj za to
afino ravnino je, da ne gre skozi izhodis¢e, saj izhodisée ni vsebovano v P2. Obi¢ajno
se zaradi enostavnosti zapisa odlo¢imo kar za ravnino z = 1. Presek afine ravnine s
projektivno algebraic¢no krivuljo nam da afino algebrai¢no krivuljo. V primeru z = 1
za polinom p(z,y,z) je ta podana s polinomom p(X,)Y) = p(X,Y.,1). Afine krivulje,
ki jih dobimo s preseki projektivne krivulje z razliénimi ravninami, so si projektivno
ekvivalentne.

o
e

.l
&‘”%%i

R

SLIKA 5. Projektivna kubi¢na krivulja, podana s polinomom
p(ry,2) = 2%+ y° + 3y°2 + xyz + 2222 — 23 v preseku z afino ravnino
z = 1. Presek je afina kubi¢na krivulja na sliki 1 .

Navedimo nekaj definicij, ki jih bomo potrebovali v nadaljevanju.

Definicija 2.8. Nekonstantni polinom p(x,y,z) s koeficienti iz obsega O je nad O
nerazcepen, ¢e ga ni mogoce zapisati kot produkt dveh nekonstantnih polinomov s
koeficienti iz O.

Definicija 2.9. Projektivna algebrai¢na krivulja C v projektivni ravnini P?(C) je
nerazcepna, Ce je polinom p(x,y,z) s koeficienti iz C, ki jo podaja, nerazcepen nad
poljem C.
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SLIKA 6. Projektivna krivulja, podana s polinomom p(z,y,2) = 23 +

Y3+ 2%z — y22.

SLIKA 7. Projektivna krivulja, podana s polinomom p(z,y,z)
422z + yza +y3 — 2%z + y22.

Opomba 2.10. Vsi polinomi v eni spremenljivki so nad obsegom C razcepni do

linearnih faktorjev, kar pa ne velja za polinome ve¢ spremenljivk.
Velja pa za homogene polinome v dveh spremenljivkah.

Lema 2.11. [6, Lema 2.8] Naj bo p(z,y) nenicelen homogen polinom stopnje d v
dveh spremenljivkah s koeficienti iz C. Ta polinom je mogoce razcepiti na produkte

linearnih polinomouv
d
p(.y) = [[(eiz + Biy).

i=1

Dokaz. Ker je polinom homogen, ga lahko zapiSemo kot

d p p d T r
pey) =S ey — 1Y a (5) |
r=0 r=0
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kjer ay,as, ... ,a, € C niso vsi ni¢elni. Naj bo e najvecji tak element iz {0, ... ,d}, za
katerega velja a. # 0. Potem je

d 2\
> a, () =) au”
r=0 Y r=0

polinom s kompleksnimi koeficienti stopnje e v eni spremenljivki u = % Ker je C
algebraicno zaprt obseg, lahko po definiciji 2.3 polinom faktoriziramo kot
d e
Z a,u” = a, H(u — %)
r=0 =1
za neke yy,7, . ..,7. € C. Zato velja
e T e &
p(zy) = ay’ [ (y - %-) = acy’ ™ [[ (@ — 7y)-
i=1 i=1
To je produkt linearnih faktorjev, zato je dokaz koncan. O

Definicija 2.12. [10, Definicija 4.26 in Definicija 4.34] Naj bosta V' in V' vektorska
prostora nad obsegom O razseznosti st V' = st V/ > 3. Bijektivno linearno preslikavo
¢ P(V)— P(V"), ki poljubne tri kolinearne tocke preslika v kolinearne, imenujemo
projektivnost ali projektivna transformacija.

Definicija 2.13. Naj bo C nerazcepna kubic¢na krivulja, podana s polinomom
p(z,y,2) = —z2y° + 2° + axz® + b2®,

kjer sta a,b € C. Tako obliko zapisa kubicne krivulje imenujemo Weierstrassova
kanonicna forma. Krivulja v tej obliki je s koeficientoma a in b natanko dolocena.

Opomba 2.14. Krivuljo v Weierstrassovi formi pogosto opazujemo kot afino alge-
brai¢no krivuljo v ravnini z = 1. Tam je njena enacba Y? = X3 4+ aX + b.

Brez dokaza podajmo naslednjo trditev.

Trditev 2.15. Vsako nerazcepno kubicno krivuljo lahko s projektivnimi transforma-
cijami pretvorimo v Weiestrassovo formo.

Ker lahko vsako kubi¢no krivuljo s projektivnimi transformacijami preslikamo v
Weierstrassovo formo za tocno doloc¢ena a,b € C, opazimo, da je kubi¢nih krivulj, ki
si niso projektivno ekvivalentne, ravno za dva kompleksna prosta parametra a,b € C
oziroma 4 realne dimenzije.

Definicija 2.16. Naj bo O obseg. O-racionalna tocka je taka tocka [z,y,z] na
projektivni algebraic¢ni krivulji C, za katero so x,y,z v obsegu O. Ce ni drugace
doloc¢eno, obicajno vzamemo O = Q.

Kubicéne krivulje v Weierstrassovi obliki se zelo pogosto uporabljajo v kriptografiji.
Vendar pa so pri uporabi na tem podrocju krivulje Ze pri zastavitvi problema podane
na ta na¢in. Ce pa Zelimo krivuljo, ki je podana s homogenim polinomom, pretvoriti
v Weierstrassovo obliko, v sploSnem potrebujemo vsaj eno njeno prevojno tocko ali
racionalno tocko nad poljem Q. Ce imamo zgolj racionalno tocko na krivulji, ta
primore k postopku iskanja prevoja, vendar pa je postopek precej hitrejsi, ¢e smo
prevoj predhodno ze nasli. To je ena izmed osnovnih prakti¢nih motivacij, zakaj je
izracun prevojev kubi¢ne krivulje pomemben.

Geometrijske lastnosti prvotne krivulje se pri postopku prevedbe krivulje na We-
ierstrassovo obliko ohranijo, ali so v kanonic¢ni formi celo lepse izpostavljene. Med
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te lastnosti spadajo singularne tocke na krivulji ter celotna struktura Abelove grupe
na kubiki, katere prikaz je na transformirani kubiki mnogo elegantnejsi. Te bomo
dodatno pojasnili v nadaljevanju.

Na slikah 8, 9, 10 si lahko ogledamo, kako razli¢ne krivulje v Weiestrassovi obliki
izgledajo v afini ravnini z = 1.

SLIKA 8. Weierstrassova kubika y? = 23 + z + 1.

o

©
T

-

SLIKA 9. Weierstrassova kubika y? = 2° — .

3. PREVOJI KUBICNIH KRIVULJ

Definicija 3.1. [6, Definicija 3.27] Naj bo p(z,y,z) homogen polinom stopnje d, ki
podaja projektivno algebrai¢no krivuljo C. Hessejeva matrika krivulje C je definirana
kot matrika drugih parcialnih odvodov polinoma p(z,y,z):

?p  9%p  9%p
oz? Ozx0y Oxdz

_ |9 9 8%
Hy(z,y,2) = oydw 0y Dydz
o%p  0°p 0%

0z0x 020y 022

Determinanta te matrike je polinom h(x,y,z) = det H,, ki podaja neko drugo krivuljo
He. To krivuljo pa imenujemo Hessejeva krivulja prvotne krivulje C .
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SLIKA 10. Weierstrassova kubika y? = 23 + 03

Stopnja polinoma h(x,y,z) je najve¢ 3(d—2), zato je tudi stopnja Hessejeve krivulje
lahko najve¢ 3(d — 2).

Ce je C kubi¢na krivulja opazimo, da je stopnja polinoma Hessejeve krivulje
h(z,y,z) najvec¢ 3. Zato je v splosnem Hessejeva krivulja kubi¢ne krivulje prav tako
kubicna krivulja. Vcasih pa se zgodi, da so Hessejeve krivulje kubi¢nih krivulj tudi
krivulje manjsih stopenj.

Definicija 3.2. [6, Definicija 3.29] Nesingularna to¢ka A = [s,t,u] na projektivni
krivulji C v P?, ki je podana s polinomom p(z,y,2), se imenuje prevoj ali prevojna
tocka krivulje C, ce velja

h(s,t,u) =0,

kjer je h(z,y,z) polinom Hessejeve krivulje.

Prevojne tocke so torej tocke na C, ki lezijo tudi na He. Zato si najprej oglejmo
presek dveh kubic¢nih krivulj C; in Cy. Zanj velja sledece:

e Krivulji C; in Cy se sekata v vsaj eni tocki;
e Ce imata C; in Cy skupno komponento, potem je tock v preseku neskonc¢no;
e Ce (C; in Cy nimata skupne komponente, je v preseku koncno stevilo tock.

Ce imamo podani dve kubi¢ni krivulji brez skupne komponente, nas seveda zanima,
koliko tock vsebuje koncni presek teh krivulj. Na to vprasanje nam odgovori Bezout-
jev izrek. Za njegovo razumevanje pa bo potrebno razjasniti Se pojma rezultante in
presecne veckratnosti dveh krivulj v posamezni tocki.

Definicija 3.3. [6, Definicija 3.2] Naj bosta p(z,y,2) in ¢(z,y,2z) homogena polinoma

stopenj n in m s koeficienti iz C, ki doloc¢ata krivulji C; in Cs. Razvijmo ta polinoma
po potencah z, in tako dobimo

p(ft,y,Z) = ao(y,z) + al(y,z)x + e+ an(yaz)xn7

q<!L‘,y,Z> = bo(y,Z> + bl(y72)$ + ot bm(yaz)$m‘
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Rezultanta R, 4(y,z) polinomov p(x,y,z) in ¢(x,y,z) je determinanta n + m matrike
v odvisnosti od koeficientov polinomov, razvitih po x,

O agp aq FEPN Qp, O

_ 0 0 apg aq ap,
Rpgyz)=det |, =0 " g o
0 by b b 0

0o ... 0 bo b1 ... by

Ta polinom je bodisi homogen ter stopnje nm v spremenljivkah y in z, ali pa
je enaka 0. Koeficienti a; so vsebovani v m vrsticah, b; pa v n in tako je matrika
kvadratna.

Opomba 3.4. Rezultanta se uporablja tudi za polinome v eni spremeljivki. Za tak
polinom so koeficienti a; in b; konstantni in rezultanta nam vrne numericno resitev.

Opomba 3.5. Rezultanto lahko razvijemo po katerikoli od spremenljivk x,y ali z.
Da pa se izognemo singularnim primerom, moramo upostevati:

e Razvijamo lahko po spremenljivki x, ¢e [1,0,0] ni ni¢la polinomov p in g.

e Razvijamo lahko po spremenljivki y, ¢e [0,1,0] ni nicla polinomov p in gq.

e Razvijamo lahko po spremenljivki z, ¢e [0,0,1] ni nicla polinomov p in g.
Tako se izognemo situacijam, ko bi imela oba polinoma, razvita po doloc¢eni spre-
meljivki, koeficient pri maksimalni stopnji te spremenljivke enak 0. To bi namrec¢
povzrocilo, da bi bila njuna rezultanta enaka 0, saj bi bil cel zadnji stolpec v matriki
nicelen. Brez dokaza podajmo naslednjo lemo.

Lema 3.6. [6, Lema 3.3, Lema 3.4] Za rezultanto dveh polinomov velja sledece:
(a) Polinoma p(x) in q(z) v eni spremenljivki imata nekonstantni skupni faktor
natanko tedaj, ko velja

Rpq = 0.
(b) Naj bosta p(x,y,z) in q(z,y,z) taka nekonstantna homogena polinoma, da je

p(1,0,0) £ 0,4(1,0,0) £ 0.
Potem imata polinoma p in q skupni homogeni faktor natanko tedaj, ko velja
Rpq(y,z) = 0.

Pogoj p(1,0,0) # 0 in ¢(1,0,0) # 0 v lemi zopet zagotavlja, da polinom pri razvoju
po spremenljivki x ni manjse stopnje, kot je polinom v vseh spremenljivkah (z,y,2).

Pri tej lemi dobimo idejo, da bi morda lahko prevoje kubic¢ne krivulje iskali preko
rezultante. Naj bo p(z,y,z) polinom, ki podaja kubi¢no krivuljo C. Najprej lahko
izracunamo njeno Hessejevo krivuljo, ki ima polinom h(z,y,z), ter potem oba po-
linoma razvijemo po y; brez skode za splosnost dodatno predpostavimo, da [0,1,0]
ne lezi na obeh krivuljah. Ko izracunamo rezultanto, dobimo polinom 9. stopnje v
x in z. Kar lahko Se storimo za poenostavitev problema je, da se osredoto¢imo na
krivuljo v neki afini ravnini — to metodo bomo veckrat uporabili tudi v nadaljevanju.
Naj bo ta afina ravnina z = 1. Tako nam ostane polinom stopnje 9 v x. Tukaj pa
se postopek izracuna zaenkrat ustavi: nicel splosnega polinoma stopnje 9 namrec
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ni mozno eksplicitno izracunati. V nadaljevanju bomo videli, da za nas polinom to
vendarle lahko storimo, vendar moramo pred tem Se pojasniti, zakaj je tako.
Sedaj pa si poglejmo Se pojem presecne veckratnosti.

Definicija 3.7. [6, Izrek 3.18] Za vsako toc¢ko v P? lahko dolo¢imo presecno vec-
kratnost dveh projektivnih krivulj C; in Cs v tej tocki. Prese¢no veckratnost v tocki
A ozna¢imo z 14(C1,Cy). Presecna veckratnost je enolicno dolocena z naslednjimi
lastnostmi:
(1) 14(C1,Ca) = 14(Co,Cy).
(2) 14(C1,Cq) = 0, Ce tocka A lezi na skupni komponenti obeh krivulj, sicer pa
je nenegativno celo Stevilo.
(3) ]A(Cl,C2> =0¢ A ¢ Cl ﬂCQ.
(4) Vsaki dve projektivni premici se sekata v natanko eni tocki in v tej tocki je
presec¢na veckratnost enaka 1.
(5) Ce sta C; in Cy definirani s homogenima polinomoma p;(z,y,2) in pa(z,y,2)
in je C3 definiran z
P3s = P1p2;
potem velja
]A(037C4) = ]A(Cl,C4) —+ IA(CQ,C4).
(6) Naj bosta krivulji Cyin Cs, podani s polinomoma p(z,y,2) in ¢(z,y,2z) stopenj
n in m, in krivulja Cs s polinomom p(z,y,2)r(x,y,2)+q(z,y,2), kjer je r(x,y,2)
homogen polinom stopnje m — n. Tedaj velja

I4(C1,Co) = 14(Cy1,C3).

(7) Naj bosta krivulji C; in Cy, podani s polinomoma p(z,y,z) in ¢(z,y,z) brez
skupne komponente in izberimo take projektivne koordinate, ki ustrezajo
pogojem:

e Tocka [1,0,0] ne pripada C; N Cs,
e Tocka [1,0,0] ne lezi na nobeni premici, ki vsebuje razliéni tocki iz C; UCs,
e Tocka [1,0,0] ne lezi na nobeni tangentni premici krivulj, ki se premice
dotika v eni izmed tock A € C; N Cs.
Potem je presecna veckratnost tocke [a,b,c], ki lezi v C; N Cy, enaka kar
najvec¢jemu pozitivnemu celemu stevilu k, za katerega velja

(bz — CZJ)k | Rp.q(y:2).

Kljub obsezni definiciji pa je pojem presecne veckratnosti definiran z namenom, da
¢im bolj preprosto in intuitivno pojasni presek med dvema algebrai¢nima krivuljama.
Nastejmo par osnovnih primerov preseka premic ali algebrai¢nih krivulj. Generi¢ni
presek dveh krivulj ali premic je enostaven in ima presecno veckratnost enako 1.
Ce je premica [ tangentna na krivuljo C, vendar tocka preseka ni prevoj krivulje,
je presecna veckratnost enaka 2. Ce pa je premica [ tangentna na prevojno tocko
krivulje, imata premica in krivulja v tej tocki tocka presecno veckratnost enako vsaj
3.

Sedaj predstavimo Bezout-jev izrek, ki nam presteje, koliko tock se nahaja v
preseku dveh projektivnih krivulj.

Izrek 3.8 (Bezout-jev izrek). [6, Izrek 3.1] Ce sta C, in Cy projektivni algebraicni
krivulji brez skupne komponente v P?, potem velja

Z IA(Cl,C2> =mn,

A€eC1NCq
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kjer je stCy = m in stCy = n.

Iz Bezout-jevega izreka sledi, da je v preseku dveh kubic¢nih krivulj brez skupne
komponente bodisi 9 razli¢nih tock s presecno veckratnostjo 1, ali pa manj tock z
vsaj eno presecno veckratnostjo, strogo vec¢jo od 1. Bistvena uporabnost Bezout-
jevega izreka za nas je, da za drugo krivuljo vzamemo Hessejevo krivuljo prvotne
krivulje. Presek algebrai¢ne krivulje s svojo Hessejevo krivuljo pa so ravno njeni
prevoji. Tako vidimo, da je prevojev splosne kubiéne krivulje najve¢ 9. V resnici
se s primeri, ki imajo manj kot 9 prevojev, ne ukvarjamo prevec, saj so ti izolirani.
V splosnem namrec¢ ne pride do situacije, da bi ravno v tocki preseka dveh krivulj
njuni tangenti sovpadali (kar je pogoj, da je presecna veckratnost vsaj 2).

Opomba 3.9. Nekateri izmed prevojev so tudi kompleksni. Za krivuljo z realnimi
koeficienti so realni natanko trije prevoji.

Opomba 3.10. Za kubi¢no krivuljo C v Weierstrassovi obliki velja, da je ena od
njenih prevojnih tock tocka [0,1,0]. Hitro se lahko prepri¢amo, da to drzi: za Wei-
erstrassovo krivuljo s polinomom

p(z,y,2) = —2y* + 2% + aw2® + b2°
ter njeno Hessejevo krivuljo
h(z,y,2) = 8(3zy® + 3ax?z + Yxz? — a*2?)

dobimo

p(0,1,0) =0,

h(0,1,0) = 0.
Ker je [0,1,0] tocka na C, ki lezi tudi na H, je po definiciji 3.2 ena od prevojnih tock
krivulje.

Preden dokazemo Bezout-jev izrek, navedimo milejsi izrek.

Izrek 3.11. [6, Izrek 3.8] Vsaki dve projektivoni krivulji Cy in Cy v P? se sekata v
vsaj eni tocki.

Dokaz. Naj bosta krivulji C; in Cy, podani s homogenima polinomoma p(z,y,z) in
q(z,y,z), stopenj m in n. Po definiciji rezultante vemo, da je njuna rezultanta
homogen polinom stopnje mn. Zato po lemi 2.11 iz prvega poglavja velja, da je
R, (y,z) bodisi enaka 0, ali pa je produkt mn linearnih faktorjev bz — cy, kjer
b,c € Cin b in ¢ nista hkrati enaka 0. V vsakem primeru torej obstaja tocka (bg,co)
za katero velja
Rpﬂ(bo,CO) =0.

Ker je rezultanta polinomov p(z,bg,co) in q(z,bo,co), ki jih razvijemo po x nicelna,
imata polinoma p(x,bg,co) in q(z,bp,co) po tocki a) leme 3.6 za eno spremenljivko
nekonstantni skupni faktor in torej skupno niclo a € C. Potem velja

p(a,b,c) = q(a,b,c) =0
in tako [a,b,c] € C; N Cs. O
Dokaz Bezout-jevega izreka. [6, str. 54] Dokazimo najprej Sibko verzijo izreka, ki
pravi, da se projektivni krivulji C; in Cy brez skupne komponente, ki ju podajata
polinoma p(x,y,z) in q(z,y,z), sekata v najve¢ mn tockah.

Recimo, da bi se krivulji sekali v vsaj mn + 1 tockah. Dokazali bomo, da imata
tedaj krivulji skupno komponento. Izberimo mnozico vseh razli¢nih tock, v katerih
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se krivulji sekata in jo oznac¢imo z M. Potem izberimo tocko, ki ne lezi na nobeni
od krivulj in na nobeni premici skozi razlicni tocki iz M. Brez skode za splosnost
lahko predpostavimo, da je ta tocka [1,0,0].

Rezultanta R, ,(y,z) pri razvoju polinomov po x je homogen polinom stopnje mn
v spremenljivkah vy in z. Ce ni enaka 0, je produkt nm linearnih faktorjev oblike
bz — cy, kjer b,c nista hkrati 0. Za vsaka taka b,c je bz — cy faktor v rezultanti
R, (y,2) natanko tedaj, ko je rezultanta polinomov p(z,b,c) in ¢(x,b,c) enaka 0, tj.

Rpq(b,c) = 0.

Po lemi 2.11 imata polinom p(x,b,c) in g(x,b,c) skupni faktor. Drugace povedano,
obstaja neki a € C, da velja

p(a'7b7c) = q(a7b7c> = 0'

Zato je projektivna tocka [a,b,c] v preseku krivulj in tako v mnozici M, by — cz pa
eden izmed faktorjev rezultante. Ker tocka [1,0,0] ni vsebovana v tej mnozici, mora
veljati, da b,c nista hkrati enaka 0. Vzemimo Se drug [«,3,7] € M, razli¢en od [a,b,c].

Trdimo, da 3z — vy ni skalarni veckratnik bz — cy. Ce bi bil, bi vse tri tocke
[a,b,c],[a,B,] in [1,0,0] lezale na premici, definirani z enac¢bo

bz = cy.

To pa bi bilo v protislovju s predpostavko, da [1,0,0] ne lezi na premici, ki vsebuje
dve tocki iz M. Ker to velja za vsaki [a,b,c],[a,5,7] € M je vseh mn + 1 tock iz M
med seboj linearno neodvisnih in nobena ni podana skalarni veckratnik druge.

Vsaki tocki, ki je v mnozici M, je prirejen nek linearni faktor v rezultanti R, ,(y,2).
Iz tega sledi, da ima rezultanta R, ,(y,2) vsaj mn + 1 razliénih linearnih faktorjev.
Ker pa je rezultanta polinomov stopenj n in m bodisi polinom stopnje mn ali enaka
0, je potem edina moznost, da je rezultanta polinomov p(x,y,2) in ¢(z,y,z) identi¢no
enaka 0. Iz leme 3.6 potem vemo, da imata p(z,y,z) in ¢(z,y,z) skupen homogen
linearni faktor in krivulji C; in Cy skupno komponento, kar je v protislovju s pred-
postavko. Dokazali smo, da se krivulji lahko sekata v najve¢ mn tockah.

Naj bosta sedaj C; in Cy krivulji brez skupne komponente. Za moc¢nejso verzijo iz-
reka moramo dokazati Se, da je Stevilo tock v preseku krivulj C; in Cy z upostevanjem
presecnih veckratnosti enako natanko mn.

Ker sta krivulji brez skupne komponente, po lemi 3.6 vemo, da rezultanta R, ,
ni enaka 0. Torej jo kot homogen polinom lahko po lemi 2.11 izrazimo kot produkt
linearnih faktorjev,

k
Rp,q(y,z) = H(sz — biy)“.
i=1
Koeficienti e; so pozitivna cela stevila in velja

er1+---+e,=mn,

ter (b;,c;) ni skalarni veckratnik (bj,c;) za i # j. Na tem koraku se problema lotimo
enako kot pri sibki obliki izreka. Za vsaka taka b;,c; iz rezultante velja R, ;(b;,c;) = 0.
Torej imata polinoma p(z,b;,c;) in q(x,b;,c;) po lemi 3.6 skupni faktor, tj. obstaja
tak a; € C, da velja

plaibici) = 0= q(a;,bi,c;).
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To velja za vsak 7 iz produkta v rezultanti. Torej obstajajo take projektivne tocke
Ai = [ai,bi,ci], da je
ClﬂCQI{Allg’lSk},
in presec¢na veckratnost preseka krivulj v tocki A; je enaka
IAi (Cl,CQ) = €;.
Skupno bo teh tock z upostevanjem presecne veckratnosti natanko mn. U

Definirajmo sedaj pojem singularne tocke na projektivni algebraic¢ni krivulji.

Definicija 3.12. [6, Definicija 2.27] Tocka A na projektivni krivulji C v P?, podani
s homogenim polinomom p(z,y,z) je singularna tocka, ce velja

W a)= P4y = Lay=0

€z Y Y

Ce to za tofko A to ne velja, re¢emo da je A nesingularna ali gladka tocka na
krivulji. Ce krivulja ne vsebuje nobene singularne tocke, re¢emo, da je nesingularna
ali gladka.

Definicija 3.13. Naj bo C nerazcepna krivulja in naj za gladko tocko A na krivulji
velja A € He. Tocka A je enostaven prevoj, ¢e velja I4(C,He) = 1.

Druga ekvivalentna definicija prevoja je povezana s presecno veckratnostjo v tocki
krivulje pri preseku z tangento na krivuljo.

Izrek 3.14 (Eulerjeva Formula). [1, Odlomek 3.6] Naj bo p(z,y,z) homogen polinom
stopnje n s koeficienti iz C. Potem velja

op(z,y,z)  Op(xy,z)  Op(zy,z)
v ox Ty oy e 0z

Eulerjevo formulo lahko preprosto preverimo tako, da v formulo vstavimo nek
splosen homogen polinom stopnje n in vidimo, da se obe strani enacbe ujemata.

= np(x,y,2).

Trditev 3.15. [1] Naj bo C algebraicna krivulja in p(x,y,z) njen minimalni polinom.
Za tocko A na krivulji velja:

e Krivulja C je gladka v tocki A natanko tedaj, ko velja

0] 0] 0
grada= (.23 ) #0

o Ce je C gladka v tocki A, potem je projektivna tangenta TuC v tej tocki
podana z linearno enacbo

xgi(A) + ng(A) + zgi(A) 0.

Opomba 3.16. Za tangento na krivuljo v vsaki gladki tocki A velja
I4(C,TAC) > 2.

Trditev 3.17. Gladka tocka A € C je prevoj, ée I4(C,T4C) > 3.

V primeru enacaja je A enostavni prevoj. Tangenti v prevojni tocki recemo pre-
vojna tangenta.

Vidimo, da se v singularnih tockah zaradi nicelnih prvih odvodov zatakne pri
dolocanju tangente, saj je enacba tangente v prazno izpolnjena. Primer singularne
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tocke bi bila tocka, ki lezi v preseku dveh premic. Premici, ki sta kandidatki za
tangenti v tej tocki bi bili ravno obe premici ki gresta skozi njo, pa vendar mora biti
tangenta enoli¢no doloCena, kar pa ocitno v tej tocki ne moremo storiti. Singularnost
se da lepo razbrati iz Weierstrassove oblike kubike, ¢e ustrezno izberemo ravnino,
v kateri jo opazujemo. Za kubiki na slikah 11 in 12 dobimo singularnost v tocki
[0,0,1]. Opazimo, da v teh tockah tangente na krivuljo res ni mozno dolo¢iti.

-1

SLIKA 11. Kubi¢na krivulja podana s polinomom p(z,y,z) = y?z —a3,

prikazana v ravnini z = 1.

-1

SLIKA 12. Kubi¢na krivulja podana s polinomom p(z,y,2) = y*z —
2?(x + 1), prikazana v ravnini z = 1.

Za konec poglavja si poglejmo Se primer kubicne krivulje z enostavno simetri¢no
enacbo.

Primer 3.18. Fermatova kubika je gladka kubika, definirana kot mnozica nicel
polinoma

p(zy,2) = 2%+ + 22
[zracunajmo njeno Hessejevo krivuljo:
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&p  d’p  dPp
dx? drdy  dzdz 6x O 0

h(z,y,z) = det df;; %2’ j;fz =det| 0 6y 0 | =67y
d’p  d’p  d’p 0 0 62
dzdx  dzdy dz2

Enostavnost obeh krivulj nam omogoca izracun prevojnih tock. Ker mora za
prevoj veljati

zyz = 0,
postavimo eno od spremenljivk na 0. Naj bo
x =0.
To vstavimo v formulo prvotne krivulje in dobimo
v+ 2% = 0.
[S¢emo tocke v projektivni ravnini (spomnimo se, da so to premice skozi izhodisce

v C3{0,0,0}), zato se lahko postavimo v doloceno afino ravnino y = 1. Tako dobimo
enacbo

1+ 22 =0,
ki nam vrne resitve
21 = —1,
2y = _62/37ri’
23 = _64/37ri.

Uspelo nam je izracunati tri prevojne tocke:
Ay =101, — 1],
Ay = (0,1, — /3,
Az =1[0,1, — ¥/,
Zaradi simetrije spremenljivk z,y,2z z njihovo menjavo analogno pridemo do ostalih

6 prevojev:

Ay =11,-1,0],

As = [1, — e2*™ 0],

Ag = [1, — e*™ 0],
A; =[-1,0,1],

Ag = [—e*/3m0,1],

Ag = [—e**™ 0,1].

[zra¢unajmo sSe rezultanto polinomov p(z,y,z) in h(x,y,z) pri razvoju po x:
v +230 0 1
Re(y.z) = 8 635/ ’ 6:%2 8 = 6"y (y" + 2°)
0 0 0 6%z

Vidimo, da je v vseh izra¢unanih prevojih rezultanta krivulje enaka 0.

Poskusimo Se obratno: na podlagi izracunane rezultante izracunajmo enega od
prevojev. Potreben pogoj zanj je, da je rezultanta enaka 0, torej bo eden od treh
elementov produkta moral biti enak 0. Predpostavimo, da je 4 = 0, ter opazujmo
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SLIKA 13. Fermatova kubika v Weierstrassovi obliki v ravnini z = 1.

SLIKA 14. Fermatova kubika in njeni trije realni prevoji.

krivuljo v z = 1. Pogoj za x dobimo tako, da [z,0,1] vstavimo v prvotno enacho
krivulje, in dobimo
3= —1.
Tako dobimo zadnje tri resitve, ostale pa izracunamo analogno iz drugih faktorjev
rezultante.
Pri zahtevnejsih krivuljah seveda tako preprost izrac¢un prevojev ni mogoc¢. Zato
se moramo tam posluziti drugac¢nih metod. %

4. ABELOVA GRUPA NA KUBICNIH KRIVULJAH

Naslednja tema je zelo zanimiva algebrai¢na lastnost kubic¢nih krivulj: na tockah
krivulje lahko uvedemo strukturo grupe. Abelova grupa na kubikah je uporabna v
kriptografiji, za nas pa bo prav tako bistvenega pomena, saj ta struktura grupe igra
pomembno vlogo pri izrac¢unu prevojev.

Definicija 4.1. Naj bo C gladka kubika. Na C definiramo operacijo

x: CxC — C
AxB — (C’
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kjer je C' = A x B tretja tocka v preseku premice skozi tocki A, B € C in krivulje C.
Ce velja A = B, tedaj za premico vzamemo tangento na C v tej tocki.

Opomba 4.2. Po Bezout-jevem izreku iz prejsnjega poglavja vemo, da se premica
[ in kubiéna krivulja C sekata v natanko

stlxstC =3

tockah (z upostevanjem presecnih veckratnosti). Zato bo operacija dobro definirana
za vsaki dve tocki A,B na krivulji.

Ta operacija je sicer zgolj pomozna operacija, s pomocjo katere bomo definirali
aditivno operacijo na gladki kubiki.

Trditev 4.3. Lastnosti operacije * so:

(1) Komutativnost A* B = B A,
(2) Absorpcija (A* B) x A = B;
(3) (AxB)xC)* D =Ax((Bx*D)=x*C).

Dokaz. Preverimo lastnosti:

(1) Tocka C' = A * B je tretja tocka v preseku premice, ki gre skozi A in B,
s kubi¢no krivuljo C. To pa je hkrati tudi tocka C' = B *x A, saj je druga
premica skozi tocki B in A enaka prejsnji.

(2) Ocitno velja (Ax B)«x A = Cx A = B, kjer je C tretja tocka v preseku
premice skozi A in B in krivulje C.

(3) Za ta dokaz bi potrebovali Izrek o devetih tockah, ki ga v tem besedilu
ne bomo omenjali. Dokaz je tehni¢en in za nas ni bistven, zato ga bomo
izpustili.

O

Sedaj izberimo in fiksirajmo neko tocko na krivulji, in jo oznac¢imo z O.

Definicija 4.4. Naj bo C gladka kubika v P? in O € C izbrana toc¢ka. Potem na C
definiramo linearno operacijo

+: CxC —= C
AxB — C,
kjer je
C=A+B=(A*B)x0.
Izrek 4.5. Naj bo C gladka kubika v P? in O € C izbrana tocka. Potem je (C,+)

Abelova grupa. Pri tem je O nevtralni element, nasprotni element elementa A pa je

enak —A = Ax (0O x*0).

Dokaz. Preverimo, da veljajo vse lastnosti Abelove grupe:
(1) Komutativnost: A+ B=(Ax*B)+«O = (B*xA)*x0 = B+ A,
(2) Element O je nevtralni element: A+ O = (A% 0)x 0 = (0% A)x0 = A;
(3) Element —A je nasprotni element: A+ (—A) = A+ (A% (0O x0)) = (A=*
(A% (Ox0))*0=(0%x0)*0 = O;
(4) Asociativnost: (A+B)+C = ((AxB)*0)+C = (((AxB)*xO0)«C)*0 =
(Ax((BxC)*x0))x0O=(Ax(B+C)«0O=A+(B+ ().

Dokazali smo, da je (C,+) Abelova grupa. OJ
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SLIKA 15. Abelova grupa na Weierstrassovi kubiki.[7, str. 34]

Pogosto v povezavi s strukturo grupe naletimo tudi na pojem elipticna krivulja,
ki oznacuje dvojico (C, O), kjer je C kubi¢na krivulja v Weierstrassovi obliki skupaj
z izbrano tocko O.

Izkaze se, da nam razli¢ne izbire tocke O na isti krivulji dolo¢ajo izomorfne grupe.

Izrek 4.6. Na kubiki C naj bosta definirani grupa G, = (C,+) z nevtralnim elemen-
tom Oy in grupa Gy = (C,+) z nevtralnim elementom Oy. Potem je preslikava

0 : G1 — G2
A = Ax(0;%0y)

izomorfizem.

Dokaz. Oznacéimo

Q = 01 % Oy,
0(A) = AxQ.
Preslikava 6 je injektivna:
0(A) = 0(B),
AxQ =BxQ,

(A*Q)*Q=(B*xQ)*Q.
Iz lastnosti absorpcije sledi
A=B.

Preslikava 6 je surjektivna:
AeC

O AxQ)=(A*xQ)+xQ=(Q*A)*xQ = A.
Preslikava 6 je homomorfizem:
0(A+B)=(A+B)«Q = ((A*B)*01) *Q,
0(A)+0(B)=(AxQ)+ (BxQ)=((AxQ)*x (B*Q))*x Oy =
= Ax((Q*09)x(BxQ)) = Ax(O1x(B*Q)) = Ax((B*xQ)*0) = (A*B)x0) xQ.
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Vsi vmesni koraki sledijo iz lasnosti operacije *. Sledi
0(A+ B) =0(A) +6(B).
Dokazali smo, da je preslikava 6 izomorfizem grup. 0
Se posebej lep primer grupe pa dobimo, ¢e za tocko O izberemo enega od prevojev

kubi¢ne krivulje. Tedaj ima aditivna operacija na tockah kubicne krivulje se nekaj
dodatnih lastnosti.

Lema 4.7. Naj bo C gladka kubika in O njen prevoj. Potem velja:
(1) A+ B+C =0 <= A,B,C so kolinearne;
(2) A# O je tocka reda 2 (2A = O) <= ko gre tangenta v A skozi O;
(3) A# O je tocka reda 3 (34 = O) <= ko je A prevoj.
Dokaz. Preverimo:
(1) Predpostavimo, da velja
A+B+C=0.
Potem je
A+ B=—-C,
(A*B)*«O =C=x*(0x*0,).
Tocka (O * O) je tocka v preseku krivulje in tangente na O; ker pa je O
prevoj, je presecna veckratnost tangente v tocki O enaka vsaj 3. Zato velja
(O*x0)=0.
(A*B)*x 0O =C=x*0,
AxB=C.
Iz tega sledi, da so A,B in C kolinearne.
(2) Izra¢unajmo
2A =0,
A+ A=(AxA)x0=0.
Naj bo B = A x A. Potem je B tocka z lastnostjo, da ¢e skozi B in O
potegnemo premico, je tretja tocka v preseku s krivuljo kar O. Torej je ta
premica tangenta na O. Ker pa je O prevoj, ima tangenta v tej tocki presec¢no
veckratnost enako tri, zato je edina moznost, da je B = O. Torej velja

AxA=0,

oziroma, tretja tocka preseka tangente na krivuljo v tocki A je tocka O.
(3) Za tocko A reda 3 velja
3A =0,
A+ A=—-A,
(AxA)x O =Ax*(0x*0,).
Po ugotovitvi iz tocke (1) dobimo
(AxA)«O=Ax%0,
Ax A=A

Iscemo torej tocko A z lastnostjo, da je tretja tocka v preseku tangente v
tocki A in krivulje same kar sama tocka A. To pa velja natanko takrat, ko
je presecna veckratnost v tej tocki enaka 3, kar je natanko takrat, ko je A
prevoj.
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Aditivno grupo Se poenostavimo, ¢e opazujemo kubicno krivuljo v Weierstrassovi
obliki v ravnini z = 1. Za nevtralni element O grupe izberemo njeno prevojno tocko
[0,1,0], ki je za ravnino z = 1 tocka v neskonénosti. To grupo si podrobnejse oglejmo.

Iz enache Weierstrassove kubike vidimo, da je ta simetricna preko abscisne osi,
saj je y*> = (—y)?. Za vsako tocko A predpiSemo njeno inverzno tocko —A kar z
zrcaljenjem Cez x-0s. Za A = O pa naj bo —A = O.

Tocko A 4+ B torej dolo¢imo tako, da najprej vzamemo tretjo tocko v preseku
krivulje s premico skozi tocki A in B, potem pa slednjo prezrcalimo ¢ez z-os. To je
prikazano tudi na sliki 16.

SLIKA 16. Vsota tock A in B na kubi¢ni krivulji v Weierstrassovi
obliki, kjer za O vzamemo prevojno tocko [0,1,0] [7, str. 39].

Ce bi bila ena od to¢k A,B (privzemimo B = O) prevojna toc¢ka O, bi potem
veljalo A4+ O = A= O + A, saj je O nevtralni element. Ce sta si A in B simetri¢ni
pri ¢ez x-0s, bo A+ B = O. Ce pa vzamemo A = B, bo premica tangenta na
krivuljo v tocki A. V vecini primerov bo tangenta sekala krivuljo v neki tretji tocki
(katere zrcalno nasprotna tocka bo potem A + A). Ce pa je A sluc¢ajno prevoj, je
tudi tretja tocka A in bo veljalo A+ A = —A.

Abelova grupa na kubic¢ni krivulji, kot smo jo predstavili, nam bo v pomo¢ v
naslednjih poglavjih.

5. HESSEJEVA KONFIGURACIJA

V tem razdelku bomo kubic¢ne krivulje predstavili kot kvocientni prostor celoste-
vilske mreze v kompleksni ravnini. Namen razdelka je vzpostavitev povezav med
kubic¢no krivuljo in njeno Abelovo grupo ter med njej ekvivalentnimi strukturami
v topologiji in kompleksni analizi. Rezultat teh povezav, Hessejeva konfiguracija,
nam bo omogocila, da bomo lahko dokazali resljivost problema eksplicitnega izra-
c¢una prevojev. Dokaze vecine izrekov in trditev iz tega razdelka bomo izpustili,
saj bi nas ponesli predale¢ stran od teme in bistva diplomskega dela. Podrobnejso
razlago in dokaze lahko najdemo v [6, poglavje 5.1].
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Definicija 5.1. Naj bosta w; in ws nenic¢elni kompleksni stevili, linearno neodvisni
nad R. To pomeni, da njun kvocient o ni realno stevilo.
Naj bo
A = {nw; + mwy : nym € Z}.

Mnozico A imenujemo mreZa na kompleksni ravnini C.

MreZa A je grupa za seStevanje, izomorfna Z?2, hkrati pa tudi podgrupa aditivne
grupe C.

=

i e,
T+ W2

2w,

"""
2
| 7 ﬁ 2 WZ
+ 2 W’.
ﬁw 7

SLIKA 17. Mreza A = {nw; + mwsy : n;m € Z}. Prikazi mreze v tem
poglavju ter trojic premic v poglavju 7 so izrisani s programom Geo-

Gebra

Ker je C Abelova grupa za sestevanje, je vsaka njena podgrupa edinka. Ker je
zato mreza A njena edinka, lahko definiramo kvocientno grupo.

Definicija 5.2. Ce obravnavamo A kot podgrupo edinko v C, lahko definiramo
kvocientno grupo

C/A={a+ A acC}
V tej grupi sta dve mnozici a + A in b+ A za a,b € C enaki natanko tedaj, ko velja
a—>beA.

Poglejmo si lastnosti te grupe. Najprej uvedimo na njej topologijo, inducirano s
standardno topologijo na C.

Definicija 5.3. Naj bo
m: C — C/A
a — a+ A
surjektivna preslikava kompleksne ravnine. Potem je U € C/A odprta v kvocientni
topologiji na C/A natanko takrat, ko je njena praslika 7=1(U) odprta v C.
Naslednji lemi podajmo brez dokaza, saj gre za splosno znani dejstvi iz topologije.
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Lema 5.4. Podmnozica v C" ali R" je kompaktna natanko takrat, ko je zaprta in
omejena.

Lema 5.5. Naj bo f : X — Y zvezna preslikava med topoloskima prostoroma. Ce
je X kompakten prostor, je tudi slika f(X) kompakina.

Naj bo mnozica
P = {sw; + twsy : s,t € [0,1]}
zaprt paralelogram v kompleksni ravnini, dolo¢en s komplesnima Steviloma w; in
wy.

Trditev 5.6. Mnozica C/A je kompaktna v kvocientni topologiji.

Dokaz. Paralelogram P je zaprta in omejena podmnozica C, zato je kompaktna.
Hkrati pa velja

m(P)=C/A.
Slika tega paralelograma je torej kar cel prostor C/A. Ker je 7 zvezna preslikava,
zvezna slika kompaktnega prostora pa je kompaktna, je tudi C/A kompaktna. [

Izkaze se, da je kvocient C/A topoloski torus.

V kompleksni ravnini C si C/A lahko predstavljamo kot en sam paralelogram
(katerega ogljisCa so v mrezi) z lastnostjo: e paralelogram zapustimo na desnem
robu, se na levem zvezno vrnemo vanj. Prav tako se iz zgornjega roba vrnemo na
spodnji rob. Torus pa lahko identificiramo z zgoraj omenjenim paralelogramom P,
ki mu zlepimo nasprotne robove; naprej levega in desnega, kar nam da neke vrste
valj, z lepljenjem zgornjega in spodnjega roba pa dobimo torus. Identifikacija je
prikazana na sliki 18

wy *wy

Wi 1

SLIKA 18. Prikaz preoblikovanja paralelograma v kompleksni ravnini
v torus [6, str. 122].

Definicija 5.7. [6, Definicija 5.12] Na C obstaja meromorfna funkcija

p(z) =27+ > (z—w)?—w™)
weA—{0}
z odvodom
O'(2) = (=2)z7° + D (-2)(z —w) ™.
Funkcijo p(z) v odvisnosti od mreze A imenujemo Weierstrassova p-funkcija.
Weierstrassova p-funkcija ima naslednje lastnosti:
(1) Za vsaka z € C in n € A velja p(—2) = p(z) = p(z + n);
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(2) Funcija je dvojno periodi¢na in meromorfna [6, Dokaz, str. 117];
(3) Za funkcijo velja enacba

¢'(2)" = 4p(2)° — 920(2) — g5,

kjer sta
g = QQ(A) =60 Z U)74
weA—{0}
in
g5 =g3(A) =140 > w "
weA—{0}

Definicija 5.8. [6, Definicija 5.19] Naj bo C, projektivna krivulja v P?, definirana
s polinomom

an(1.y,2) = vz — 42 + gawz® + g32°,
kjer sta go = g2(A) in g3 = g3(A) definirani kot v prejsnji lemi.

Definicija 5.9. [6, str. 122] Obstaja dobro definirana preslikava

w: C/A — Ca

2),9'(2),1] ¢ez & A;
o g e

Trditev 5.10. [6, Trditev 5.22] Preslikava u : C/A — Cy je homeomorfizem.

Pojasnimo, kaj smo izvedeli iz zadnjih treh definicij in trditve. Ce si ogledamo
polinom krivulje Cx hitro ugotovimo, da je oblika krivulje zelo podobna polinomu
krivulje v Weiestrassovi obliki. Od nje jo lo¢i zgolj e koeficient 4 pred z?. Ce zelimo
Ca pretvoriti v Weierstrassovo obliko, polinom gy (z,y,2) s preprosto projektivnostjo
¢ preslikamo v polinom p(z,y,2) = y*2 — 2> + goz2? + g323. Preslikava ¢ je skréitev
po spremenljivki x:

T
¢ : QA<x,y,Z) — QA<an72)7

kjer dobimo

d(aa(2,y,2)) = vz — 2° + goxz® + g32°.
Koeficienta a,b v dobljeni Weierstrassovi kubiki pa bosta izrazena kot a = —go,
b= —J1-

Kubi¢no krivuljo g (z,y,2z) smo definirali, ker preslikava u tvori direkten home-
omorfizem iz kvocienta C/A na C,. Kljub temu, da ni Weierstrassova, nas od te
lo¢i le preprosta projektivnost in krivulji imata enake lastnosti. Prav tako pa Ze od
prej vemo, da je kvocient C/A torus. Vse skupaj nam da ekvivalenco med tremi
geometrijskimi objekti:

(1) Kvocient C/A;
(2) Kompleksni torus;
(3) Kubi¢na krivulja v P?(C).

Vzemimo neko mrezo A. S to mrezo je natanko dolocen kvocient C/A, ki ga s
homeomorfizmom u slikamo v to¢no doloceno kubiko v Weierstrassovi obliki. Kom-
pleksna koeficienta a in b sta natanko doloc¢ena z izborom mreze oziroma kompleksnih
stevil wy in wo. Obratno pa tudi vsaki krivulji v Weierstrassovi obliki pripada neka
mreza, torej doloceni kompleksni stevili wy in w,.
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Tudi za vsako krivuljo, podano v splosni polinomski obliki, velja enako. Po trditvi
2.15 namrec¢ lahko vsako kubi¢no krivuljo s projektivnostmi pretvorimo v Weier-
strassovo obliko. Vse krivulje, ki imajo pri pretvorbi v Weierstrassovo obliko enaka
koeficienta a in b, so si projektivno ekvivalentne.

Vendar pa preslikava u ne ohranja zgolj topoloskih lastnosti. Tako kompleksni
torus C/A kot nesingularno kubi¢no krivuljo Cy lahko obravnavamo kot komple-
ksen prostor, ki mu retemo Riemmanova ploskev. Ce tako mnozici vzamemo za
Riemmanovi ploskvi, ima homeomorfizem u Se dodatno lastnost.

Izrek 5.11. [6, Trditev 5.43] Homomorfizem u : C/A — Cy je holomorfen. Prav
tako je holomorfizem njegov inverz

u! :Cp — (C/A

Tega izreka v nadaljevanju ne bomo potrebovali. Pa vendar smo dobili obc¢utek,
da preslikava v ne ohranja zgolj topoloskih lastnosti, ampak mnogo ve¢ kot to: pri
preslikavi se ohrani tudi sama struktura mnozice, zato morata imeti C/A in Cp ve¢
skupnih lastnosti.

Z razumevanjem, da obstaja holomorfna preslikava med C/A in neko kubiko Cy
bomo poskusali povezati tudi njuni Abelovi grupi. Na kubi¢ni krivulji je to ze
opisana grupa (C,+), na mrezi pa imamo seveda kvocientno aditivno grupo C/A.

Trditev 5.12. [11] Naj bo Cy gladka kubika v P? in izberimo enega izmed prevojev
za tocko O € Cy. Tedaj so prevojne tocke na Cp natanko reda 1 ali 3 v grupi (Cy,+).

Opomba 5.13. Kljub temu, da za primerjavo s kvocientom C/A uporabljamo ku-
biko Cu, pa je rezultat veljaven tudi za projektivno ekvivalentno Weierstrassovo
kubiko, in posledi¢no po izreku 2.15 za vsako nerazcepno kubi¢no krivuljo.

Opomba 5.14. Velja Se ve¢. Edine tocke na Cy, ki so v tej grupi reda 1 ali 3, so
kar prevoji krivulje Cj.

Vemo, da je na kubi¢ni krivulji 9 prevojev. Eden je nevtralni element grupe z
redom 1, ostalih 8 prevojev pa je reda 3. Za zacetek lahko poskusamo ugibati, ali so
tocke reda 1 in 3 na kubiki v kaksni korespondenci z to¢kami v aditivni grupi C/A,
ki so reda 1 ali 3. Oglejmo si kvocient in prestejmo, koliko takih tock obstaja tam:

(1) tocke reda 1: dobimo zgolj eno tocko v kvocientni grupi, in to je
200 = (0,0) + A,

(2) tocke reda 3: v tej skupini so natanko tocke oblike
ij = %wl + ng + A,

kjer k,j € {0,1,2} in k,j nista hkrati enaka 0. Takih tock je 8.

Skupaj je teh tock ravno 9; natanko toliko, kot je prevojnih tock na kubicni
krivulji, steto po Bezout-jevem izreku. Hkrati pa opazimo, da tudi redi tock pri
obeh grupnih operacijah sovpadajo.

Na C/A mnozica tock reda 1 in 3 tvori Abelovo grupo G /s z enoto 2y, ki je hkrati
Abelova podgrupa kvocientne aditivne grupe na C/A. Ta grupa reda |Geja| = 9
ima tudi sledeco lastnost: lahko jo uredimo v 3 x 3 tabelo na tak nacin, da se trije
¢leni v vsaki vrstici, stolpcu ali po diagonalah sestejejo v 0 + A. Ce to povemo v
formalnem jeziku, je grupa izomorfna kartezicnemu produktu dveh cikli¢nih grup
celih Stevil po modulu 3, grupi Z3.

Mnozico vseh prevojnih tock na kubic¢ni krivulji Cy oznac¢imo z S.
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SLIKA 19. Tocke reda 1 in 3 v grupi C/A.

Trditev 5.15. Preslikava u je izomorfizem grup Gea in (S,+).

Trditve ne bomo dokazovali, saj ne poznamo dovolj podrobnih lastnosti preslikave
u. Vendar pa si poglejmo, do kaksnih sklepov lahko na podlagi te trditve pridemo.

Ker je u izomorfizem grup, se mora pri preslikavi celotna struktura grupe Gge,a
ohraniti. Ker je Gg,a izomorfna Z3, more biti po trditvi tudi Abelova grupa (S,+)
izomorfna Z2. Prevojne tocke projektivne kubi¢ne krivulje zato lahko uredimo v 3 x 3
tabelo na tak nacin, da tri tocke v kateremkoli stolpcu, vrstici ali na diagonali leZijo
na isti premici v P2, ter je njihova vsota enaka O. Velja tudi, da premica v P?,
ki gre skozi dva prevoja, vedno seka krivuljo Se v tretjem prevoju. Tako strukturo
9 prevojev kubicne krivulje in 12 premic, ki potekajo skozi te prevoje, imenujemo
Hessejeva konfiguracija.

Kot smo ze omenili, bo ravno obstoj Hessejeve konfiguracije prevojev omogocil,
da jih bomo lahko tudi eksplicitno izracunali.

6. GALOISOVE GRUPE

Vprasanje, ali je mogoce za splosno kubi¢no krivuljo eksplicitno izracunati njene
prevoje, razdelajmo Se malo bolj natanéno. Kar nas v resnici zanima, je: ali je za
splosno kubic¢no krivuljo, podano s homogenim polinomom

p(ry,2) =D D aya'y’ 2>
i=0 j=0
mozno eksplicitno izracunati prevoje kot funkcije koeficientov a;;, ¢e na koeficientih
lahko uporabljamo le osnovne algebraic¢ne operacije — mnozenje, deljenje, sestevanje,
odstevanje, potenciranje in korenjenje. Na to vprasanje nam elegantno odgovori
podrocje algebre, znano kot Galoisova teorija. ZacCetnik tega podrocja je francoski
matematik Evariste Galois, ki mu je uspelo problem izracuna nicel polinoma n-te
stopnje v odvisnosti od njegovih koeficientov pretvoriti na ekvivaleten problem, ali
ima polinomu prirejena grupa doloc¢ene lasnosti.

Prvotna motivacija za razvoj Galoisove teorije je bilo vprasanje: zakaj za sploSen
polinom stopnje 5 v eni spremenljivki ne obstaja eksplicitna formula za izracun
njegovih nicel kot funkcij koeficientov in uporabo osnovnih algebrai¢nih operacij?
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SLIKA 20. Hessejeva konfiguracija [12].

Tudi za splosen polinom stopnje, vecje od 5, velja enako; za tiste s stopnjo 4 ali
manj pa je bilo ze v Galoisovem c¢asu dokazano, da eksplicitne formule obstajajo.

Vzemimo nek polinom f(z) stopnje n z vodilnim koeficientom 1, torej polinom
oblike

f(x)=2" +ap_12"  + -+ ayx + ao.
Ce bi poznali njegove nicle, bi lahko iz osnovnih operacij na teh niclah izpeljali
dolocene algebraicne enachbe. Pri koeficientih teh enacb se omejimo na neko polje.
Kljub temu, da naravno lahko vzamemo katerokoli polje, bo v nasem primeru to
vedno polje Q. Tako gledamo zgolj enacbe med niclami polinoma, ki imajo racionalne
koeficiente.

Ideja Galoisove teorije je, da pois¢emo take permutacije nic¢el polinoma, da bodo
vse izpeljane enacbe po permutaciji nicel Se vedno izpolnjene. Na prvi pogled se zdi,
da bo takih permutacij zelo malo, pa vendar imajo polinomi poleg racionalnih tudi
realne in kompleksne nicle, ki nam dajo bistveno manj enacb z racionalnimi koefici-
enti, manj enacbam pa bo zadoscalo ve¢ permutacij. Prav tako pa konjugirane pare
kompleksnih stevil vedno lahko permutiramo, brez da bi enacbe izgubile veljavnost.
Permutacije, ki jih lahko izvedemo, da ohranimo veljavnost enacb, tvorijo grupo.

Zgoraj smo predpostavili, da nicle polinoma poznamo, in lahko iz njih sestavimo
enache. Kaj pa, ¢e poznamo enacbe med niclami, samih nic¢el pa ne? Videli bomo,
da lahko z Galoisovo teorijo na podlagi teh enacb Ze dolo¢imo, ali se bo nicle sploh
dalo izraziti s koeficienti polinoma.

Definicija 6.1. Naj bo polje E razsiritev polja F. Avtomorfizem ¢ razsiritve E/F
je avtomorfizem polja F, ki fiksira F'; tj. avtomorfizem ¢, pri katerem za vsak x € F'
velja

o(x) = z.
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Mnozico vseh takih avtomorfizmov oznac¢imo z Aut(E/F), to pa je grupa za kom-
poniranje funkcij.

To definicijo sedaj uporabimo na primeru polinomov in njihovih nic¢el. Naj bo
F polje, iz katerega jemljemo koeficiente polinoma. Polje E pa naj bo razsiritev
izbranega polja z ni¢lami polinoma f(z). Razsiritev E/F je razpadno polje polinoma
f(z), saj je E' najmanjse polje, v katerem f(z) razpade na linearne faktorje. Mnozica
¢ bo tedaj mnozica vseh takih avtomorfizmov, ki fiksirajo polje F' ter permutirajo
nicle polinoma. Te ni¢le so generatorji razsiritve £/ F.

Vsakemu avtomofizmu iz Aut(E/F) je enoli¢no prirejena permutacija na niclah
polinoma. Mnozica permutacij, ki so prirejene vsem ustreznim avtomorfizmom, pa
vsebuje ravno tiste permutacije, ki ohranjajo enacbe z racionalnimi koeficienti, ki
veljajo na nic¢lah polinoma. Ti avtomorfizmi in permutacije so si izomorfni.

Definicija 6.2. Razsiritev E/F je Galoisova razsiritev, Ce je razsiritev algebraicna
ter mnozica funkcij Aut(E/F) fiksira mnozico F.

Definicija 6.3. Ce je E/F Galoisova razgiritev, potem grupo Aut(E/F) imenujemo
Galoisova grupa ter jo oznacimo z Gal(E/F).

Za boljse razumevanje obravnavajmo Se primer.

Primer 6.4 (prirejeno po [13]). Naj bo f(z) = 2% — 1622 +4 = (22 —8)? — 60. Zeleli
bi opisati Galoisovo grupo nicel polinoma f(x). Koeficienti polinoma so iz polja Q.

Njegove nicle so
T = V3 + \/g,
T2 = V3 - \/5>
Ty = —V3+ \/5,
Ty = —\/§ — \/5

Nicle zadoscajo sledec¢im 6 enachbam z racionalnimi koeficienti

T1xg = =2,
T1x3 = 2,
1+ x4 =0,
To + T3 = O,
Loy = 2,
3Ly = —2.

Polje koeficientov polinoma je Q, razsirjeno polje pa polje
Q(l’1,$2,$3,x4,x5,x6> = Q(ﬁa\/g)

Poiskati moramo e avtomorfizme razsiritve Q(v/3,v/5)/Q. Nicle polinoma bi lahko
permutirali na |S4] = 4! = 24 nacinov; vendar pa vse permutacije ne ohranjajo
enacb, ki jih te nicle izpolnjujejo. Ce preverimo ustreznost vseh permutacij, nam

ostanejo samo 4 ustrezne. To so:

01 1 (21,29,23,24) — (21,22,23,24),
0y @ (x1,x9,x3,14) — (T2,71,74,73),
03 1 (21,29,23,24) — (T3,24,21,22),
0y @ (x1,x9,23,14) — (T4,73,T9,71).
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Stirje avtomorfizmi, izomorfni zgornjim permutacijam, tvorijo Galoisovo grupo
polinoma f(x). To so avtomorfizmi:

p1(a+ V3 +cV5) = a+bv3+ eV,

)

$a(a+ V34 cVB) = a+bV3 — eV,

¢3(a+ V3 +cVB) = a—bV3 + eV,
)

dala+ V3 +cV5) =a—bV3 — /5.
Galoisova grupa polinoma Gal(Q(v/3,v/5)/Q) je izomorfna grupi Z2. &

Sedaj si poglejmo pojem resljivosti grupe in nekaj izrekov ter trditev, ki so pove-
zane s tem pojmom. Ze poimenovanje "resljivost"nakazuje na povezavo s problemom
iskanja nicel polinomov — resljivosti polinomske enacbe. Kot bomo videli formula za
nicle namre¢ obstaja natanko tedaj, ko je Galoisova grupa nicel polinoma resljiva.

Definicija 6.5. [3, Definicija 6.9] Grupa G je enostavna, ¢e ne vsebuje nobene
netrivialne edinke.

Definicija 6.6. [3, Definicija 8.1 in definicija 8.3] Kompozicijska vrsta grupe G do
podgrupe N je zaporedje podgrup

G:G0>G1>G2>"'>Gn_1>Gn:N,
kjer velja Gri1 < Gy in so vse G /Gjy1 enostavne.

Definicija 6.7. [3, Definicija 8.3 izrek 8.5] Grupa G je resljiva, ¢e obstaja taka
kompozicijska vrsta

G=Gy>G >Gy>>G, 1 >G, ={e},
da je vsak faktor G} /Gyy1 Abelova grupa.
Trditev 6.8. Vsaka podgrupa resljive grupe je resljiva.
Poglejmo si se nekaj primerov resljivih grup.

Primer 6.9. Pokazimo resljivost cikliénih grup Z, in Zs, grupe simetri¢ne permuta-
cij treh elementov S5 in alternirajoce grupe vseh sodih permutacij stirih elementov
Ay

Cikli¢na grupa Zs nima nobene netrivialne edinke (je enostavna), zato je edina
mozna kompozicijska vrsta

ZQ > {O}

Kvocientna grupa Zs/{0} = Z, je enostavna in abelova, zato je grupa Z, resljiva.
Dokaz za grupo Zs je analogen.

Simetricna grupa S3 ni enostavna. Edina edinka, ki jo vsebuje, je alternirajoca
grupa As. Grupa As netrivialnih edink nima, zato zaporedje grup lahko konstrui-
ramo zgolj na sledec¢ nacin:

S3 > A3 > {ld}

Poglejmo si sedaj obe kvocientni grupi. Da bo zaporedje grup kompozicijsko zapo-
redje, morata biti obe kvocientni grupi enostavni. Da pa bo grupa Ss resljiva, pa
morata biti obe kvocientni grupi Abelovi. Prva grupa je

83/A3 = {O'Ag,O' € Sg},
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kjer je
. O'Ag,O' ¢ A37
UA3 N { Ag,O' S A3.

Ta grupa vsebuje le dve elementa, Az ter 0 As, kjer je o neka liha permutacija. Tako
je ta grupa izomorfna grupi Zs,.
Grupa
Az /{id} = A3 = ({id, 0 = (12)(23),0” = (23)(12)},0)

pa je izomorfna grupi Zz. Ker sta kvocientni grupi enostavni in Abelovi, je grupa
Ss resljiva.

Tudi alternirajoca grupa A, sama ni Abelova. Pri njej bo kompozicijsko zaporedje

Ay > {id,(12)(34),(13)(24),(14)(23)} > {id,(12)(34)} > {id}.
Preverimo, kaksni so kvocienti;
Ay /{id,(12)(34),(13)(24),(14) (23)} = 2,
id,(12)(34),(13)(24),(14)(23)}/{id (12) (34)} = Z,
{id,(12)(34)} /{id} = Zs.

Ker so kvocientne grupe enostavne in Abelove, zopet dobimo ustrezno kompozicijsko
zaporedje. Grupa Ay je zato resljiva.

Znano je, da je grupa Ay je v resnici kar najvecja resljiva alternirajoc¢a podgrupa,
saj As ni resljiva. Grupa S3 pa je najmanjsa resljiva grupa, ki ni Abelova. &

Podajmo Se par izrekov, ki jih bomo potrebovali pri dokazu resljivosti grupe v
naslednjem poglavju.

Izrek 6.10 (2. izrek E. Noether). [8, izrek 5.17] Ce sta N C H podgrupi edinki
grupe G, potem velja G/H = (G/N)/(H/N).

Lema 6.11. Predpostavimo, da velja N <G. Naj bo H taka podgrupa grupe G, ki
vsebuje N. Za vsako tako podgrupo obstaja preslikava
H — H/N,

ki ohranja red in preslika podgrupe grupe G, ki vsebujejo N v podgrupe G /N.
Po izreku 6.10 velja, da se kompozicijska vrsta

G=Gy>G, >Gy>--->G, =N
preslika v vrsto
G/N = Gy/N > G1/N > Gy/N > --- > G, /N = N/N = {id}.
Faktorji G;/Giy1 so izomorfni faktorjem (Gi/N)/(Git1/N).

Trditev 6.12. [8, Izrek 12.9] Naj bo N <G. Ce sta grupi N in G /N resljivi, potem
je resljiva tudi grupa G.

Dokaz. Ker je G/N resljiva, poznamo njeno kompozicijsko zaporedje Abelovih grup
G/N do id. Te z izomorfizmom iz leme 6.11 prevedemo v kompozicijsko vrsto G do
N, od N naprej pa vrsto nadaljujemo z faktorji iz kompozicijske vrste N, saj vemo,
da je grupa N resljiva in taka vrsta obstaja. Vrsta, sestavljena iz obeh omenjenih
vrst, je kompozicijska vrsta G do {e} in grupa G je resljiva. U
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Izrek 6.13 (Osnovni izrek o izomorfizmu). [3, Trditev 5.7] Ce je ¢ : G — H
homomorfizem grup, potem ¢ inducira izomorfizem grup

G/ ker(¢) = im ¢.

V naslednjem poglavju bomo Galoisovo teorijo uporabili, da tvorimo Galoisovo
grupo prevojev kubicne krivulje.

7. RESLJIVOST PROBLEMA

Vse ugotovitve v tem poglavju so povzete po Harrisovem ¢lanku [2], ki je bistven
vir za ta diplomski seminar. V uvodu v ¢lanek si avtor postavi sledece vprasanje:
ali je mozno iz koeficientov polinoma projektivne kubi¢ne krivulje natanko dolo¢iti,
kje na krivulji se prevojne tocke nahajajo, oziroma, ali obstaja specificna formula
prevojev v odvisnosti od koeficientov?

Naj bo C kubi¢na krivulja, podana s homogenim polinomom p(x,y,z). Polinom
njene Hessejeve krivulje oznacimo s h(x,y,z). Naj bo S = {Sk; k € {1,2,...,.9}} mno-
zica prevojev C. Vsak prevoj Sy dolocajo projektivne koordinate [z,yk,2k].

Polinoma p(z,y,z) in h(z,y,z) sedaj pod pogoji opombe 3.5 razvijmo po eni od
spremenljivk, recimo y. Potem izracunamo rezultanto R, j(x,z) obeh polinomov,
ki je polinom v odvisnosti od z in z. Ker pa smo v projektivnem prostoru, lahko
krivulji opazujemo v doloceni afini ravnin in tako fiksiramo eno od spremenljivk.
Naj bo to ravnina z = 1. Rezultanta je potem polinom R, ,(z,1), ki je stopnje 9 v
spremenljivki x.

Trditev 7.1. Naj bo C kubicna krivulja, podana s polinomom p(z,y,z) in h(z,y,z)
polinom njene Hessejeve krivulje. Polinoma razvijemo po spremenljivki y in izracu-
namo njuno rezultanto R, (x,z). Naj bo x), € C stevilo, za katerega velja

R}Lh(l‘k,l) = 0.
Tedaj obstaja tak yy, da je Sy = [xk,yx, 1] eden od prevojev kubicne krivulje C.

Dokaz. 1z enacbe

Rnh(Ik,l) = 0.
po a) tocki leme 3.6 sledi, da imata polinoma p(zx,y,1) ter h(zg,y,1) nekonstantni
skupni faktor. Ce fiksiramo koordinati ,z polinomov p(z,y,z) in h(z,y,2) kot z = 1
in x = xy, sta to namre¢ polinoma v spremenljivki y, ki imata rezultanto enako 0.
Torej imata skupno niclo. Drugace povedano, obstaja nek tak v, za katerega tocka
[z1,yx,1] izpolnjuje pogoja

p(k,yx,1) =0

h(wg,yr,1) = 0,
torej lezi na obeh krivuljah in je prevoj C.

Ugotovili smo torej, da vsaki od nicel z;, polinoma R, ,(x,1) stopnje 9 v = pripada
nek y; (lahko jih je tudi veé¢, ¢e imajo prevoji enake x-koordinate) in dobljene tocke
[k,yk,1] so prevoji krivulje C.

O

Za izrac¢un prevojev torej zelimo poiskati nicle polinoma R, j(x,1). Za splosen
polinom 9. stopnje velja, da njegovih nic¢el v odvisnosti od koeficientov ni mozno
izracunati. Pokazali pa bomo, da je polinom R, ;(x,1) poseben. To, kar vemo o
njem, bomo zdaj prevedli v jezik Galoisove teorije.
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Polje koeficientov polinoma R, ,(x,1) Zelimo razsiriti z njegovimi niclami in dolo-
¢iti njegovo Galoisovo grupo. Najprej omenimo, da so koeficienti polinoma h(z,y,z)
preko izracuna determinante Hessejeve matrike odvisni od koeficientov a;; polinoma
p(z,y,z). Prav tako pa so tudi koeficienti rezultante R(p,h)(z,1) posredno odvisni
od koeficientov a;; v p(x,y,z), rezultanta je namrec¢ funkcija koeficientov p(z,y,z)
in h(z,y,z). To lahko povemo tudi drugace: koeficienti rezultante so elementi polja
C(ay;) racionalnih funkcij desetih kompleksnih koeficientov a;;. Nasa rezultanta bo
torej oblike

9
Ryn(z,1) = falag)z®
k=0

za neke racionalne funkcije fi(a;;).

Polje koeficientov rezultante, ki ga zelimo razsiriti, je torej polje C(a;;). To polje
razsirimo na polje C(a;;, x) za vse k € {1,2,...,9} in tiste 7,7, ki dolocajo koeficiente
polinoma p(z,y,z). Polje C(a;j, z1) pa je polje racionalnih funkcij v koeficientih poli-
noma in z-koordinatah prevojev. Razsiritev C(a;;, xx)/C(a;;) je konéna algebrai¢na
razsiritev.

Sedaj naravno pridemo do naslednje trditve.

Trditev 7.2. [2, str. 686] Formula za koordinate x) prevojev Sy za k € {1,2,...,9}
v odvisnosti od koeficientov a;; polinoma p(x,y,z) obstaja natanko tedaj, ko je Galo-
isova grupa Gal(C(a;;, x;)/Cl(as;)) resljiva.

Ce torej dokazemo resljivost grupe Gal(C(ay;, zx)/C(a;i;)), se bomo prepricali, da
prevoje lahko eksplicitno izrazimo v odvisnosti od koeficientov. Galoisova grupa
prevojev kubicne krivulje, ki jo oznacimo z Gal(C(a;j, x)/C(a;j)) je grupa avtomor-
fizmov, ki fiksirajo racionalne funkcije iz C(ay;).

Ker se izkaze, da je Galoisova grupa prevojev v tem primeru tezko izracunljiva, se
avtor ¢lanka [2] problema loti tako, da izkoristi izomorfnost Galoisovih grup prevojev
in tako imenovanih monodromijskih grup [2, str. 689]. S slednjimi se mi ne bomo
ukvarjali, saj je za njihovo razumevanje potrebno poglobljeno znanje drugih podrocij
matematike. Prav tako pa avtor v ¢lanku dokaze izomorfnost monodromijske grupe
in afine specialne linearne grupe ASLo(Z3) [2, str. 694]. Zato si bomo ogledali samo
slednjo grupo.

Grupa ASLs(Z3) je podgrupa obrnljivih afinih transformacij na Zs. Generirata jo
dve vrsti elementov:

e Translacije dvodimenzionalnega vektorskega prostora nad poljem Zs za nek
vektor v.

e Elementi splosne linearne grupe SLy(Z3). To so vse linearne transforma-
cije dvodimenzionalnega vektorskega prostora nad poljem Zs, ki jih lahko
zapisemo kot 2 x 2 matrike s koeficienti Z3 in determinanto 1.

Ker je Galoisova grupa razsiritve Gal(C(a;j, zy)/C(a;;)) izomorfna grupi ASLy(Zs),
je problem resljivosti C(a;;, x)) ekvivalenten problemu resljivosti ASLo(Zs).

Trditev 7.3. Grupa ASLs(Z3) je resljiva.

Dokaz. Spomnimo se, da prostor Z2 opisuje strukturo Hessejeve konfiguracije deve-
tih prevojev kubi¢ne krivulje. Definirajmo V = Z2 kot dvodimenzionalni vektorski
podprostor nad obsegom Zj. Vsaka premica, ki gre skozi tri tocke prostora V ima
se dve vzporednici, ki gresta vsaka skozi tri druge tocke, skupaj pa tri premice po-
krijejo celoten prostor V. Po definiciji 2.12 je projektivni prostor P(V') vektorskega
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prostora V' mmnozica vseh njegovih enorazseznih vektorskih podprostorov. Tocke
P(V) so torej kar premice vektorskega prostora V. Ta vsebuje 4 trojice vzporednih
premic. Vsaka od teh trojic nam bo dala zgolj eno tocko v P(V), saj sta tisti dve
premici, ki nista vektorska podprostora, zgolj translaciji prve. Zato celoten prostor
P (V) vsebuje le 4 tocke. Na sliki 21 si te tocke lahko ogledamo.

SLIKA 21. Tocke prostora P(V), ki jih predstavljajo stiri trojice vzpo-
rednih premic.

Izkaze se, da translacije prostora V za poljuben vektor v = (v1,v;) € Z3 ohranijo
P(V). Translacija bo namre¢ vsako tocko P(V) preslikala nazaj vase. Drugace
povedano, translacija povzroc¢i zamenjavo tock prostora V, vendar se premice v vsaki
posamezni trojici, tj. tocki P(V) med seboj le permutirajo. Za lazjo predstavo si
lahko zopet pomagamo s sliko 21. Tudi involucija —I na V ima enak ucinek in
povzroci zgolj permutacijo premic. Pri involuciji je sicer to malce manj oc¢itno, pa
vendar s kratkim izracunom delovanja na tockah hitro vidimo, da to drzi.

Sedaj definirajmo homomorfizem grup

801 : ASLQ(Zg) — 54,

kjer je Sy simetri¢na grupa vseh permutacij 4 elementov. Vsakemu elementu grupe
ASLy(Zs3) s tem homomorfizmom priredimo ustrezno permutacijo tock iz P(V).
Homomorfizem mnozico translacij in involucijo —I preslika v identiteto, saj te fi-
ksirajo vse trojice premic. Zato je jedro G; = ker(yp;) generirano s translacijami
in involucijo. Slika im ¢, pa je kar alternirajoca grupa A, sodih permutacij, saj
nobena preslikava v ASLs(Z3) ne inducira lihe permutacije med trojicami premic.
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Ocitno obstajajo zgolj preslikave, ki trojice premic ohranijo, ter take, ki na trojicah
inducirajo permutacijo, ki je produkt dveh disjunktnih ciklov.
Jedro GG; homomorfizma ¢; je podgrupa edinka grupe ASLy(Z3), po izreku 6.13
pa velja
ASLQ(Zg)/Gl = A4.

Uporabimo lahko e izrek 6.12 iz prejsnjega poglavia. Ce dokazemo, da sta tako
jedro homomorfizma ker ¢, kot tudi njegova slika im ¢, resljivi, potem je tudi sama
grupa ASLy(Z3) resljiva.

Kot smo ze omenili, je slika preslikave enaka A4, to pa je resljiva grupa, kar smo
dokazali v prejsnjem poglavju. Tudi jedro G je resljiva grupa. To dokazimo tako,
da tvorimo nov homomorfizem ¢, ki bo vsakemu elementu iz G; priredil njegovo
delovanje na toc¢no doloceni trojici premic. Brez skode za splosnost lahko vzamemo
trojico na sliki 22, premice zaporedno iz leve strani oznac¢imo z l,ls in I3.

SLIKA 22. Preslikava s opazuje permutacijo premic pri delovanju
preslikav iz jedra Gj.

Vemo, da bo vsaka afina transformacija iz GG; trojico premic preslikala v enako
trojico, vendar bo ¢, vsaki taki transformaciji priredil permutacijo teh treh premic.
Dobimo surjekcijo

Y9 - Gy — Sg.
Njeno jedro je Gy = Zs. Edine afine transformacije, ki premic ne permutirajo, so
identiteta ter dve translaciji vzdolz premic (v primeru 22 sta to translaciji (0,1) ter
(0,2)). Te tri preslikave tvorijo cikli¢no grupo Zs s prastevilskim redom, ki je resljiva.
Slika te preslikave pa je kar S3, saj je generirana z involucijo (na primeru 22 bo to
(I3l3)), ki permutira dve premici, ter vsemi moznimi translacijami, ki generirajo vse
cikle dolzine 3 v S3. V prejsnjem poglavju smo dokazali, da je S5 resljiva grupa.

Ker sta jedro G, in slika S5 preslikave y resljivi, je resljiva tudi sama grupa Gj.
Ker pa sta jedro Gy in slika Ay preslikave ¢ resljivi, je resljiva tudi ASLy(Z3) in
dokaz je koncan. O

Podajmo se nekaj dodatnih pojasnil, zakaj je tak rezultat smiselen. Rezultanta, ki
smo jo opazovali, je bila polinom 9. stopnje v x. Nicle splosnega polinoma 9. stopnje
med seboj niso povezane - ¢e bi si ogledali njihovo Galoisovo grupo avtomorfizmov,
nimamo nobenega splosnega pogoja v obliki enach, ki bi jih ni¢le morale izpolnjevati.
Zato jih lahko poljubno permutiramo in Galoisova grupa polinoma 9. stopnje bo
enaka Sg. Ta grupa pa ni resljiva.

Vendar pa v nasem primeru obstajajo dolocene relacije med ni¢lami nasega poli-
noma — rezultante R, ,(x,1). To je natanko sistem Hessejeve konfiguracije. Tudi po
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permutaciji nic¢el morajo te Se vedno ostati v takem sistemu; vsaka nic¢la mora biti
vsota 4 parov drugih nicel (tistih, s katerimi lezi na skupni premici). To pa je dovolj
mocen pogoj, da niso vse permutacije iz Sg ustrezne. Ustrezne so natanko tiste
permutacije, ki lezijo v Galoisovi grupi ASLy(Z3), to so namre¢ edine permutacije,
ki Hessejevo konfiguracijo ohranjajo. Ker pa smo dokazali, da je ta grupa resljiva,
je tudi nas problem resljiv. S tem smo s pomocjo Galoisove teorije dokazali, da se
prevoje da izraziti kot funkcijo koeficientov polinoma.
V naslednjem poglavju nas ¢aka le Se izpeljava postopka za njihov izracun.

8. IZRACUN PREVOJEV KUBICNE KRIVULJE

Sedaj pa se lotimo nasega problema eksplicitnega izracuna prevojev kubic¢ne kri-
vulje, podane s polinomom
3 3—i

,Y,2) ZZ aija'y’ 27
=0 7=0
Tudi to poglavije je v celoti povzeto po ¢lanku [2].

Iz prejsnjih poglavij se spomnimo, da so prevoji kubi¢ne krivulje urejeni v Hes-
sejevi konfiguraciji s strukturo cikli¢cne grupe Z3. Vemo, da vsaka premica dvodi-
menzionalnega prostora V = Z2 vsebuje tri tocke iz prostora, ki se sestejejo v 0.
Tocka @ v P(V) pa naj oznacuje eno trojico premic {l},15, I3}, ki skupaj pokrijejo
vse tocke v V; ena tocka ®! torej skupno vsebuje vseh 9 prevojev. Vemo, da so take
tocke natanko 4.

Definicija 8.1. Naj bo kubi¢na krivulja C € P? podana s homogenim polinomom
p(z,y,2). Kubi¢na krivulja C, je krivulja, podana s polinomom

p)x(‘ruyaZ) - p(x,y,z) + )\h(l‘,y,z),

kjer je h(x,y,z) polinom Hessejeve krivulje. Mnozica polinomov {py(z,y,2); A € R}
v odvisnosti od A podaja sop, oziroma 1-dimenzionalno linearno druzino krivulj.

Opazimo, da tako definirana mnozica krivulj vsebuje vse prevoje kubi¢ne krivulje

C, saj so ti nicle tako polinoma p(zx,y,z), kot tudi h(z,y,z). Krivulje se zvezno spre-
minjajo s spreminjanjem A, pa vendar 9 prevojnih tock ostane na vsaki krivulji v
tej druzini krivulj.
Primer 8.2 (Hessejev Sop). V teoriji pogosto zasledimo t.i. Hessejev sop. Kot lahko
sklepamo ze iz imena, v tem primeru za krivuljo C vzamemo Hessejevo krivuljo, ki
jo Ze poznamo iz prejsnjih zgledov. Sop kubi¢ne krivulje C je potem enak mnozici
krivulj, podanih s polinomi

pa(r,y,2) = 2° +9° + 2° + 6% Azyz, A € C.
&

Tocke ®° smo definirali kot trojice premic v P(V); sedaj pa te premice predstavimo
v projektivni ravnini P?(C). Tocke v V bodo od sedaj naprej prevoji C. MnoZico
n premic na projektivni ravnini P? podaja homogen polinom n-te stopnje, ki je
razcepen na linearne faktorje. Torej bo nasa trojica premic podana z razcepnim
kubi¢nim polinomom in je zato razcepna kubi¢na krivulja. Za vsako tocko — trojico
premic ®* € P(V) obstaja neka razcepna kubic¢na krivulja, ki jo podaja. Krivuljo
za @' oznacimo z C* = [}1515 € P?(C). Ker je {Cy; A € C} mnozica krivulj, ki grejo
skozi vseh 9 prevojev, hkrati pa grejo tudi trojice premic skozi vse prevoje, velja
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C" € Cy. Zato bodo obstajali taki );, za katere bodo polinom p,, razcepni in bodo
produkti treh linearnih polinomov.

Motivacija iskanja C; je sledeca: izmed krivulj {C;;i € {1,2,3,4}} Zelimo dolociti
dve razcepni kubi¢ni krivulji (najti njun polinom). S podanima polinomoma bo zelo
enostavno izracunati njun presek. V tem preseku pa bodo natanko prevojne tocke
krivulje C, saj vemo, da te tocke lezijo na vsaki krivulji iz Sopa, ki ga tvori C. Lotimo
se torej izracuna C°.

Naj bo

3 3—i
h(zy,z) = det(Hp) = > bya'y/ 2"
i=0 j=0
polinom Hessejeve krivulje. Koeficienti b;; tega polinoma so Ze podani kot racio-
nalne funkcije koeficientov a;;, saj jih dobimo iz determinante Hessejeve matrike.
Izracunajmo determinanto Hessejeve matrike za Sop kubik

p/\(xvyaz) = p(l‘,y,Z) + )\h(&?,’y,Z).
Dobimo polinom Hessejeve krivulje,
hy(z,y,2) = det H,,,

v katerem parameter A nastopa kubi¢no. Da dobimo rezultanto polinomov py(z,y,2)
in hy(z,y,2), ju najprej razvijemo po eni izmed koordinat, recimo x, pri ¢emer upo-
Stevamo pogoje 3.5. Rezultanta R, ,, je polinom v odvisnosti od drugih dveh
spremenljivk (v nasem primeru y in z) ter A, v katerem je A stopnje 12. Oznacimo

A()‘> = Rp/\JM (y,Z).

Ce polinom A()\) razvijmo po A, dobimo

12

AN = caily,z)\.

i=0
Naj bo A = w; ni¢la A(X). Potem bosta imela polinoma p,,, in h,,, skupni homogeni
faktor stopnje 1 ali ve¢. Torej imamo tri moznosti:

e Polinom p,,, podaja kubiko in krivulja ima s kubiko polinoma h,,, nerazcepni
skupni faktor stopnje tri.

e Polinom p,,, podaja unijo kvadrike in premice in ima z h,,, bodisi nerazcepni
faktor stopnje 2 (kvadriko) ali nerazcepni faktor stopnje 1 (premico).

e Polinom p,, je produkt treh homogenih faktorjev stopnje 1, ter ima z h,,
vsaj en skupen nerazcepni faktor stopnje 1.

Sedaj pa se problema lotimo iz druge strani.

Trditev 8.3. Ce je kubicna krivulja C razcepna ter je unija treh premic, je njena
Hessejeva krivulja He enaka prvotni krivulji C.

Dokaz. Naj bo C razcepna kubicna krivulja, sestavljena kot unija treh premic in
torej podana s homogenim polinomom, ki je produkt treh linearnih polinomov

p(,y,2) = Lilols = (a1 + agy + azz)(bix + bay + b3z)(c1x + oy + c32)

za neke a;,b;,¢; € C,i € {1,2,3}. Ko izracunamo Hessejevo matriko in njeno deter-
minanto, dobimo

h(z,y,2) = k(a17 + azy + a3z) (b1 + bay + bsz)(c17 + coy + €32),
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kjer je k = 2(asbacy — agbscy — asbico + arbzcs + asbycs — arbacs)?. Ta polinom podaja
enako krivuljo kot polinom p(z,y,z); krivulji C in H¢ sta torej enaki. O

V nadaljevanju torej zelimo dokazati, da je p, produkt treh premic. To storimo
tako, da izloC¢imo ostali dve moznosti.

Trditev 8.4. Polinom py(z,y,z) za nicle wy,wq,wsz, wy rezultante A(N) podaja raz-
cepno kubicno krivuljo, ki je produkt treh premic ly,ly in 3.

Dokaz. Recimo, da to ne drzi, in velja ena od drugih dveh moznosti. Naj imata
polinoma p,,, in h,,, nerazcepni skupni faktor stopnje tri (sta enaki kubicni krivulji).
Ker je torej p,, nerazcepen, po [1, Izrek 4.5] dobimo protislovje, saj se krivulja brez
premic nikoli ne ujema s pripadajoc¢o Hessejevo krivuljo.

Naj zdaj polinom p,,, podaja unijo kvadrike in premice in ima s h,,, nerazcepni
faktor stopnje 2 (kvadriko). V tem primeru bi Sla premica skozi 3 prevoje krivulje,
kvadrika pa skozi ostalih 6. Specificna kvadrika, ki poteka skozi ostalih 6 prevojev
krivulje, je unija dveh premic, kjer gre vsaka premica vsaka skozi 3 tocke. Kva-
drike pa so enoli¢no dolocene Ze s 5 tockami, zato je to tudi edina mozna kvadrika.
Ker pa je po nasi predpostavki polinom kvadrike nerazcepen, ponovno pridemo do
protislovja. 0

Ugotovili smo, da bo za nicle w; rezultante A(\) Sop kubik podajal unijo treh
premic. Polinom A()) je stopnje 12 v A, in ker vsebuje Se ¢lene odvisne od y in
z se zdi, da izracun njegovih nicel v odvisnosti od A ne bo mogo¢. Vendar pa ima
ta polinom dve dodatni lastnosti. Kot prvo, so vse nicle tega polinoma trojne. To
je smiselno, saj obstajajo natanko 4 taki koeficienti A\, pri katerih bo p) razcepen
do linearnih faktorjev in tako podajal unijo treh premic. Kot drugo pa je mozno
polinom zapisati kot

A = F(y,2)9()
za neki funkciji f,g. Tako se spremenljivki lo¢ita od A in dobimo polinom 12 stopnje
zgolj v . Zaradi trojnih nicel g(\) lahko izracunamo njegov minimalni polinom, ki je
Cetrte stopnje, potem pa polinome cetrte stopnje razstavimo na linearne ¢lene. Tako
dobimo stiri nicle A(A), ki jih oznacimo z wy,ws,w;3 in wy. Koeficienti minimalnega

polinoma
4

i=1
so racionalne funkcije koeficientov polinoma A(\).

Na tem koraku pojasnimo, kaj smo pravzaprav dosegli z uvedbo Sopa p,. Ta Sop
gre skozi vse prevoje kubicne krivulje C. Zavedamo se, da Sop vsebuje tudi Stiri
razcepne krivulje C,i € {1,2,3,4}, ki gredo prav tako skozi vse prevoje. Ko prosti
parameter A pretece C, polinom py(z,y,z) pri doloc¢enih stirih vrednostih w; podaja
singularne krivulje — trojice premic, ki potekajo skozi prevojne tocke C. Te vrednosti
najdemo kot nicle polinoma A(\). Pri teh Stirih vrednostih py ne bo ve¢ nerazcepen
kubic¢ni polinom, pa¢ pa produkt homogenih polinomov prve stopnje.

Tako dobimo enacbe za razcepne kubicne polinome

gi(x7y7z) = p(xayaz) + wih’(xay7z)7

ki podajajo trojice premic C*.

Zgled 8.5. Sedaj pa ponazorimo postopek izra¢una ustreznih w;,i € {1,2,3,4} na
primeru krivulje v Weierstrassovi obliki. Pri splosni polinomski obliki bi seveda imeli
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vec¢ clenov, vendar postopek tam ostane enak. Vse izracune v tem diplomskem delu

smo naredili v programu Mathematica.
Naj bo

p(z,y,2) = v’z — 2% — axz® — b2

polinom krivulje v Weierstrassovi obliki v odvisnosti od kompleksnih koeficientov a
in b. Njena Hessejeva krivulja je

h(z,y,2) = 8(3xy* + 3ax?z + Yxz* — a*2?).
Polinom p)(x,y,2) je torej
pa(z,y,2) = —2° + y*2 — axz® — b2° + 8(3wy® + 3az’z + Ybaz® — a®2%)),
polinom hy(z,y,2) pa
ha(z,y,2) = 8(3wy* +3ax 2+ 9bx2* — a®2° + 72ax° A\ — T2ay* 2 A+ T2a* 1 2° A+ T2abz* A\ —
—5184b* \? + 1728axy?\* + 1728022 2\? + 5184by*2\* — 576a°2° \*—
—5184b%23 )2 — 138240223 \3 — 41472bxy® N3 — 41472abx? 2 N3+
+13824a”y*2\* — 13824a’r2*\* — 124416b° 2% \?).
Rezultanto teh dveh polinomov nam Mathemathica poenostavi kot
Ry iy (2) = k(7,y,2)(—1 — 1152a)\* + 55296b\° + 110592a*\*)?,
kjer je
k(x,y,2) = —5122(27y® + 216by° 2 + 18(4a® + 27b%)y*2* — (4a® + 27b%)22°).

Opazimo, da smo dobili kub polinoma 4. stopnje, iz katerega lahko z uporabo
formule za faktorizacijo polinomov 4. stopnje dobimo ustrezne A = w;, za katere bo
ta rezultanta enaka 0. Taki A so seveda odvisni od koeficientov a in b, ki nastopata
v polinomu. Torej smo za vse Weierstrassove kubike dobili kar direktno formulo za
w;, i € {1,2,3,4}. Tudi te vrednosti imajo obsezno formulo, zato zapiSimo samo eno
izmed njih:

b1 |1 92 (—4d® —27h%)s
mw = - — —_ _— J—
'To8ar 24\a ' at 9% 42
_1 i + ﬁ _ (—4a? _22762)% _ 3<_48b(13 — 8%>
2 72CL 8(],4 144(25)@2 \/1 + % + (74043;271)2)%
a a 23 a2

%

V posebnih primerih se lahko pri postopku pojavi tezava, da polinom A(\) ni
stopnje 12, ampak manj. To se zgodi, ¢e pri racunanju rezultante polinom razvijemo
po spremenljivki, v kateri polinom ne vsebuje ¢lenov vseh stopenj, oziroma, ne
zadosca pogoju 3.5. Tak primer je Fermatova kubika, pri kateri dobimo polinom
stopnje zgolj 9. Tako dobimo tri ustrezne w;, kar pa nam za izracun prevojev prav
tako zadosca.
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Primer 8.6. Naredili bomo izra¢un koeficientov w;, i € {1,2,3,4} za kubi¢no krivuljo
C, podano s polinomom

p(z,y,2) = y*2 — x(z — 2)(z + 2).

Ker je C v Weiestrassovi obliki, bi lahko za izra¢un uporabili zgoraj izpeljano formulo,
vendar pa za lazje razumevanje ponovimo postopek. Hessejeva matrika krivulje je

SLIKA 23. Kubic¢na krivulja p(z,y,2) = y*2 — x(z — 2)(z + 2).

matrika
—6z 0 2z
Hy=( 0 2z 2y],
2z 2y 2x

polinom Hessejeve krivulje pa je potem enak
h(x,y,2) = det H, = 8(3zy* — 322 — 2%).
Sop kubi¢nih krivulj v odvisnosti od A je podan s polinomi
a(z,9,2) = y*2 — z(x — 2)(z + 2) + 8(32y® — 32°2 — 2°) A\,
njihova Hessejeva krivulja pa s polinomom
ha(z,y,2) = 8(3wy? — 3%z — 2% — 722° X\ + T2y% 2\ + T202° )\ — 1728xy° N2+
+17282%20% 4 57623 A% — 1382423\ + 13824172\ + 13824222 )\%).

Polinoma py(x,y,2) in hy(z,y,z) razvijemo po potencah z in izracunamo rezultanto
Ry, hy(x). Ta je enaka

2(y? — 82%2N\) 2% + 24y —242)\ -1 0 0

0 2(y? — 82%2N\) 2% + 242\ —24z)\ -1 0

ot 0 0 2(y? — 822N\) 22+ 24y°N —24z\ —1
A B C D 0 01’

0 A B C D 0

0 0 A B C D

kjer oznac¢imo
A = 82(T2y° M1 + 192)\%) + 22(—1 + 576)?)),
B = 24(y*(1 — 5767%) + 242°X(1 + 192)?)),
C = 24z(—1 4 576)?),
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D = —576(\ + 192)?).
Determinanta te matrike nam porodi polinom stopnje 12 v A. Po poenostavljanju
dobimo

Ry ny () = 5122(—27y% + 72y"2" + 162%) (=1 + 1152A% 4 110592\%)%.

Vidimo, da nam je uspelo v polinomu c¢lene, ki so odvisni od y in z, loc¢iti od
tistih, odvisnih od A. Preko formule za faktorizacijo polinomov 4. stopnje potem
izracunamo nicle rezultante. To so

w; = —0.028385418276383887,

wy = —0.105936¢,
ws = 0.105936¢,
wy = 0.028385418276383887.

Te nic¢le nam enoli¢no tocéno dolocijo sStiri trojice premic, ki gredo skozi prevojne
tocke kubic¢ne krivulje. Njihove enacbe so

91(2,9,2) = pu, (2,9,2) = ¥*2 — x(z — 2)(z + 2) + 8(—0.0283854) (3xy* — 32%2 — 2%),
92(2,,2) = Puy (2,y,2) = y?2 — x(z — 2) (2 + 2) + 8(—0.1059364) %)
93(2,4,2) = Dus (2,y,2) = 2 — x(z — 2) (2 + 2) + 8(0.1059364 ) (
94(2,Y,2) = puy (2,y,2) = y*2 — x(x — 2) (7 + 2) + 8(0.0283854) (3xy* — 327z — 2°).
Zavedati se moramo, da so nekatere premice realne, nekatere pa ne. V resnici tako

za wy kot za w3 ne dobimo nobene realne premice; pri w; je realna zgolj ena, pri wy
pa vse tri, kot je prikazano na sliki 24.

(3zy? — 32%2 — 2

)

3xy? — 3%z — 2°),

SLIKA 24. Realni del singularnih krivulj ozroma trojic premic, poda-
nih s polinomoma g, ter g,.

&

Kljub temu, da sedaj za polinome g¢;(x,y,z) vemo, da so produkti treh linearnih
faktorjev, pa smo obticali s polinomi tretje stopnje v treh spremenljivkah, ki jih ne
znamo razcepiti. Zato se bo potrebno lotiti Se tega problema.

Tri premice krivulje C; se paroma sekajo v treh tockah, vsak par premic v eni. Te
tocke pa so singularne toc¢ke C. Ce nam jih uspe izrac¢unati, bodo premice z njimi
enoli¢no dolocene kot premice skozi dve posamezni tocki. Torej se najprej posvetimo
racunanju teh singularnih tock.
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[zracunajmo parcialne odvode polinoma g;(x,y,z). V ustreznih singularnih tockah
bo moralo veljati, da

Vgl<l',y72) _ <8gi(x,y,z)7(9gi(:€,y,z) 0gz(x,y,z)> —0.

Ox oy 1 0z

Ker pri odvajanju po katerikoli spremenljivki izgubimo eno stopnjo, nam v gradi-
entu ostanejo polinomi 2. stopnje. Ti pa podajajo vsaka svojo kvadriko oziroma
projektivno algebrai¢no krivuljo 2. stopnje. Oznacimo jih z Q}, Q% in Q%, njihove
polinome pa z ¢}(r,y,2), ¢5(x,y,2) in ¢4(z,y,2). Tocke, kjer bodo vsi parcialni odvodi
0 so natanko tiste, ki lezijo na vseh treh kvadrikah, zato moramo poiskati njihov
presek.

Avtor ¢lanka [2] to doseze z uporabo posebne rezultante za tri polinome v veé
spremenljivkah. Ta je drugacna, kot smo jo definirali mi, podrobno pa je opisana v
[4, poglavje 13]. V tem delu zgolj omenimo, da preko nje izracunamo presecne tocke
treh kvadrik — to so nicle te rezultante. Tvorimo jo tako, da vse tri polinome kvadrik
razvijemo po eni spremenljivki, ter za vsak polinom v eno vrstico 3 x 3 matrike po
vrsti dodamo tri koeficiente pri razlicnih potencah spremenljivke. Za polinome

q; (lC,y,Z) = Tlo(y,z> + Tll(y72)x + T12(y,z)£€2,
qé(x,y,Z) = TQO(yVZ> + T21 (?J,Z)ﬁ + T22(y72)x2;

¢5(2,y,2) = r30(y,2) + 131(y,2)x + r32(y,2) 27,
bo taka rezutanta enaka

ro(y,2) m(y.z) me(y,.z)
Ry g, = det | 720(y,2) 121(y,2) r22(y,2)
r30(y,2) 131(y,2) 7T32(y,2)
To je homogen kubi¢ni polinom v spremenljivkah y in z, ki ga po lemi 2.11 lahko
razcepimo na produkt treh polinomov. Ko ga izenac¢imo z 0, dobimo tri linearne
zveze med spremenljivkama y in z. Izberimo eno od teh zvez ter se vrnimo k
prvotni krivulji ¢;(x,y,2). Ce eno od spremenljivk v enac¢bi izrazimo z drugo, nam
ostaneta dve spremenljivki; ker pa smo v projektivnem prostoru, lahko brez skode
za splosnost izberemo x = 1. Vstavimo Se to v g;(z,y,z) in dobimo kubi¢ni polinom
v eni spremenljivki, recimo y. Nicle tega polinoma nam podajajo 3 mozne reSitve za
preostalo spremenljivko, in tako skupno dobimo 3 projektivne tocke, od katerih pa
je zgolj ena prava. Za vsako tocko [x,y,z] je tako potrebno preveriti, ali v njej velja
Vgi(z,y,z) = 0. To bo drzalo zgolj pri eni tocki, ki je nasa prva singularna tocka.
Drugi dve dobimo na enak nacin, s tem da v rezultanti R, 4, 4, lo¢eno obravnavamo
Se drugi dve linearni zvezi med y in z.
Da potrdimo ustreznost postopka iskanja singularnih tock, postavimo naslednjo
trditev.

Trditev 8.7. Naj bo C razcepna kubika, ki je unija treh premic in podana s polino-
mom

9(@,y,2) = (017 + 02y + 032) (M1 T + Mmay + my2)(mx + oy + n3z),
kjer so o;,m;m; € C. Singularni preseki
§1 = [03m2 — 023, 0113 — 0311, 0211 — 01m2]
S9 = [03712 — 09MN3,01M3 — 03N1,02MN1 — Olng]
S3 = [mgTLQ — Momnsg, M1Mg — M3y, MM — mlng]
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dveh premic polinoma g(x,y,z) so natanko tocke v preseku treh kvadrik, ki jih poda-
jajo parcialni odvodi polinoma g(x,y,z).

Dokaz. Poiskali bomo presecne tocke treh kvartik in pokazali, da lezijo na C. Izra-
¢unajmo parcialne odvode polinoma g(z,y,2),

([ 9g(z,y,2) Og(x,y,2) Og(z,y,2)
Vg(x,y,z) - ( 8ZE ) ay ’ 82’ .
Odvod po spremenljivki x je enak
9g(xy,2)

o o1(myx + maoy + msz)(nix + nay + nzz) +

+ny1(mix + moy + mgz)(01x + 02y + 032) +
+my(n1x + noy + n3z) (012 + 02y + 032),
odvoda po drugih dveh spremenljivkah pa izracunamo analogno z odvajanjem y
ali z. Ti parcialni odvodi nam dolocijo ¢} (x,y,2), ¢4 (z,y,2) in ¢4(z,y,2). lzraze nato
razvijemo po spremenljivki z, vstavimo v 3 X 3 matriko in izra¢unamo njeno deter-
minanto. Ta je enaka

qu’q;qé k(maoniy — mingy + maniz — minsz)
(mao1y — mio9y + M3012 — My032)
(—n201y + N102y — 3012 + Nq1032),
kjer je
k= (—m3n201 + Mongo1 + M3ni102 — M1N309 — MoN103 + m1n203).
Najprej se osredotoc¢imo na prvi ¢len (09myy — oymay+o03my —oyms). V afini ravnini
z =1 je y-koordinata iskane tocke enaka

. (03m1 - 01m3)

—0oM1 + 01 Mo )
To vrednost y vstavimo v polinome kvadrik, in ¢e upostevamo se z = 1, dobimo
polinome v spremenljivki z. Vsak od treh polinomov je druge stopnje in ga tako
lahko razcepimo na linearne faktorje. Iskana vrednost x je tista, ki se pojavi v
razcepu vseh treh polinomov. Vsak od njih mora imeti namre¢ v iskani tocki [z,y,z]
vrednost 0. V nasem primeru je to vrednost

0319 — 0213

091y — 01My
Prva iskana singularna tocka je torej tocka
03Ny — 0213 0311 — 0113

) ) )
091 — 01My  —09M1 + 01My
zaradi homogenosti koordinat pa to tocko lahko preprosteje zapisemo kot
[03my — 093, —03my + 011M3, 09M1 — 011My).
Ce to tocko vstavimo v enacbe premic
ll(QT,y,Z) =017 + 02y + 03z,
lo(z,y,2) = mix + may + Mgz,

l3(z,y,2) = nyx + noy + nsz,
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dobimo
li(moo1 — 01mg, —03my + 01m3, 09my — 0ymy) = 0,
l2(mgo1 — 011My, —03my + 01m3, 09my — 01my) = 0,
l3(m201 — 01Mo, —03M + 0o1ms, 02My1 — 01m2) 7é 0
Tocka sy je torej v preseku dveh premic krivulje C. Za drugi dve tocki je postopek
analogen.

O
Iz singularnih tock, ki smo jih pridobili po zgornjem postopku, Zelimo sedaj izra-
c¢unati vse tri premice [q,l5 in [3. Vemo, da so projektivne premice podane z enac¢bo

ar + by + cz = 0.

Ce paroma izbiramo dve od treh izracunanih tock, ter ju vstavimo v dve taki enacbi,
bomo prisli do vseh treh premic krivulje C*.
Na tak nac¢in dolo¢imo polinoma dveh izmed kubi¢nih krivulj Ct,C?,C3 ali C*.

vvvvv

lahko z izracunom presekov dveh trojic premic dobimo natanko 9 prevojev kubicne
krivulje C.

Zgornji algoritem ponazorimo na primeru.
Primer 8.8. Nadaljujmo postopek na kubic¢ni krivulji C iz prejsnjega primera, po-
dani s

pla,y,2) = y*z — a(e — z)(x + 2).

Pri njej smo ze izracunali polinome g;,92,93 in g3. Obravnavajmo dve razcepni krivulji
podani s polinomoma

g1 = v’z —x(z — 2)(x + 2) + 8(—0.0283854) (3xy* — 3%z — 2°)
in
g2 = v’z — x(z — 2)(z + 2) + 8(—0.105936i) (3zy”* — 32%2 — 2°%).
Njuna gradienta sta
Var = (q1,q12,q13) = (—2(x — 2) —z(x + 2) — (v — 2)(x + 2) — 0.227083(3y* — 622),
—1.36252y + 2yz, y* — x(x — 2) + 2(x + 2) — 0.227083(—32* — 32?))
in
Vo = (¢o1,422,023) = (—a(x — 2) —x(x +2) — (x — 2)(x + 2) — 0.847487i(3y* — 612),
—5.08492ixy + 2yz,y* — x(z — 2) + x(z + 2) — 0.847487i(—32” — 32?)).

Parcialne odvode potem razvijemo po spremenljivki x in jih vstavimo v rezultanti

—0.68125y% + 22 1.36252 -3
Ry qinars = det 2z —1.3625y 0 ,
y? + 0.6812522 2z 0.68125
—2.542461y* + 22 5.08492iz -3
Ry, go0,02s = det 2yz —5.08492iy 0
y? + 2.54246i 2> 2z 2.54246i

Rezultanti izrac¢unamo ter dobimo

Ry e (4,2) = —3.45516y° — 17.5692y 22,
Rys1 422,905 (y,z) = —48-124.22'y3 + 65.5692yz2.
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Osredoto¢imo se najprej na prvi primer za ¢;(z,y,2) in rezultanto Ry, g15.015(Y:2)-
Ta mora biti enaka 0, zato lahko y z z izrazimo na tri nacine,
Y1 = 07

Yo = —2.25498iz,

ys = 2.25498:z.
Nato fiksiramo x = 1, in ko vstavimo y = 0 in = 1 v prvotno enacbo nase krivulje,
dobimo polinom v eni spremenljivki

91(1,0,2) = —(1 — 2)(1 4 2) — 0.227083(—3z — z%),

katerega resitve so

212 = —254246,

z3 = 0.68125.
Sedaj moramo dolociti Se, katera resitev je prava. IS¢emo tako tocko, da so v njej
parcialni odvodi ¢; vsi enaki 0. Izracunamo
Vg1(1,0, — 2.54246) = (1.77636 x 107°,0,0),

V¢1(1,0,0.68125) = (—1.6077,0,2.35992).
Ocitno je, da je prava resitev z; o = —2.54246. Zaradi numericnega ra¢unanja sicer
dobimo doloc¢eno zaokrozitveno napako, vendar je vrednost odvoda v tej tocki za-
nemarljivo majhna in vemo, da gre za pravo resitev. Prva singularna tocka, ki smo
jo dobili, je torej tocka
s1 = [1,0, — 2.54246].
Postopek ponovimo za y = —2.25498z: ter dobimo
g1(1, — 2.254982i,2) = —1 4 0.68125z + 4.46412* — 4.857842°

z reSitvami

212 = 0.68125,

23 = —0.443552.
Gradienta

Vgi(1, — 1.53624,0.681250) = (—1.77636 x 107'°,4.44089 x 10~'93,4.44089 x 10 '9),

Vg2(1,1.0002¢,0.443552) = (—2.72608, — 2.25005¢, — 1.07222).
nam pokazeta, da je druga iskana tocka

s9 = [1, — 1.53627,0.681250].
Na enak nacin iz y = 2.25498:z dobimo
s3 = [1,1.53624,0.681250).

Sedaj, ko nam je uspelo dobiti singularne tocke, v katerih se premice sekajo, lahko
iz njih izracunamo vse tri projektivne premice krivulje C'. Za [{ reSimo sistem

a+ (—2.54246)c = 0,
a + —1.5362ib + 0.681250¢ = 0,

kjer dobimo zvezi za dva koeficienta v odvisnosti od tretjega, in tako projektivno
premico

x — 0.825379y + 0.393322z = 0.

Iz dveh preostalih parov pa izra¢unamo Se premici 2 in [}, ki imata enacbo
x — 1.46789z = 0,
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x + 0.8253791y + 0.39332z = 0.

Na analogen nacin obravnavamo drugo rezultanto. Po vseh potrbnih izra¢unih
dobimo, da so projektivne premice /7,13 in I3 podane z enacbami

o+ (—1.127488 4 1.127488i)y + 1.467890iz = 0,

z + 0.393320iz = 0,
z + (1.127488 — 1.127488i)y — 1.467890iz = 0.

Preostane nam Se izracun preseka C' in C?, torej presekov premic I} z [} za i,j €
{1,2,3}. To naredimo tako, da v enacbi premice preprosto izrazimo eno spremen-
ljivko, in jo vstavimo v enacbo druge premice, kar nam da pogoj za eno koordinato
v preseku. Ce upostevamo Se z = 1,y = 1 ali z = 1, ter oboje vstavimo v enacbe ene
od premic, dobimo to¢ko v homogenih koordinatah. Koeficiente, manjse od 1x 1071
bomo zaokrozili na 0, saj gre za posledico zaokrozitvenih napak pri numeriénem ra-
cunanju.
Tako izracunamo vseh 9 tock v preseku krivulj C; in Co, to pa so

Sy = [1,—1.21157 — 1.211574, — 2.542464],

Sy = [1,0.886927,0.68125],
S3 = [1,0.886927i, —0.68125],
Sy = [1,1.21157 — 1.21157i, 2.54246i],
Sy = [07 L, 0]7
Se = [1,—0.8869271, —0.68125],
Sy =[1,—1.21157 + 1.211574, —0.68125],
Sg = [1,—0.886927,0.68125],

So = [1,1.21157 + 1.21157i, —2.542464].
To je natanko devet prevojnih tock krivulje C. &
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SLIKA 25. Kubi¢na krivulja, podana s polinomom p(z,y,2) = y*z —
x(x — 2)(x + 2) ter njeni trije realni prevoji.

Kot se je izkazalo, je opisan algoritem za izracun ze pri enostavni kubi¢ni krivulji
racunsko kar zahteven. Kljub temu pa vrne eksplicitno izrazene prevoje za poljubno
kubic¢no krivuljo.
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SLOVAR STROKOVNIH IZRAZOV

affine space afin prostor

composition series kompozicijska vrsta

field extension razsiritev polja

flex prevoj, prevojna tocka

Hessian Hessejeva krivulja

intersection presek

intersection multiplicity presecna veckratnost
irreducible nerazcepen

kernel jedro

lattice mreza

zero locus of a polynomial mnozica nicel polinoma
map preslikava

monodromy group monodromijska grupa
normal subgrup normalna podgrupa, edinka
pencil of cubics Sop kubi¢nih krivulj
projective space projektivni prostor
projectivity projektivnost

reducible razcepen

solvable group resljiva grupa
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