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Prevoji kubi�nih krivulj

Povzetek
Namen tega diplomskega seminarja je obravnava algebrai�nih krivulj tretje stopnje
in njihovih prevojnih to�k. Opisane so lastnosti kubi�nih krivulj ter struktura Abe-
love grupe na to�kah gladke kubike ter v posebnem primeru na prevojnih to�kah.
Predstavljen je problem eksplictnega izra�una prevojev iz koeficientov krivulje. Re-
öljivost tega problema je ekvivalentna reöljivosti Galoisove grupe prirejene krivulji.
Podan je tudi postopek za ekspliciten izra�un prevojev. Z izra�unanim prevojem
lahko kubi�no krivuljo s projektivnimi transformacijami preoblikujemo v Weierstras-
sovo obliko.

Flexes of Cubic Curves

Abstract
The topic of this seminar are algebraic curves of degree three - cubic curves and
their flexes. We study properties of curves and introduce Abelian group structure
on the points of a nonsingular cubic and also on the flexes. We explain how to
calculate the 9 flexes explicitely from the coe�cients of a curve. To show that the
calculation is always possible, we prove the solvability of the Galois group of flexes.
Given a flex on a cubic curve, it is possible to put the curve into Weierstrass form
using projective transformations.

Math. Subj. Class. (2010): 14H52,14H50,14L35,51N30
Klju�ne besede: kubi�ne krivulje, prevoji kubi�nih krivulj, Galoisove grupe, Abe-
lova grupa na kubi�ni krivulji, Hessejeva konfiguracija
Keywords: cubic curves, flexes of cubic curves, Galois groups, Abelian group on
cubic curve, Hesse configuration



1. Uvod

Algebrai�ne krivulje so podro�je matematike, ki je preu�evano ûe ve� kot 2000
let; z njimi so se ukvarjali Grki, Arabci ter kasneje renesan�ni slikarji (med drugimi
tudi Da Vinci). Vendar so se öele od 17. stoletja naprej, ko so v geometrijo uvedli
uporabo koordinat (Descartes, Fermat), za�ele pojavljati v obliki, kot jih poznamo
danes. Leta 1700 je Isaac Newton izdal poglobljeno raziskavo kubi�nih krivulj ter
opisal 72 razli�nih primerov. Matematiki tistega �asa so preu�evali zgolj realne
algebrai�ne krivulje.

äele v 19. stoletju so se z uvedbo kompleksnih ötevil pokazale prednosti, da alge-
brai�ne krivulje preu�ujemo tudi nad obsegom C. Prav tako so se takrat postavili
temelji projektivne geometrije, ki so dodatno pospeöili raziskovanje ter povezali al-
gebrai�ne krivulje s topologijo in kompleksno analizo. Vodilni na tem podro�ju so
bili Riemann, Dedekind in Weber.[6, poglavje 1.1]

Prevoje kubi�nih krivulj so preu�evali ûe klasi�ni geometri Hesse, Steiner, Cayley
in Clebsch. Prvi, ki je problem iskanja prevojev kubi�nih krivulj povezal z Galoisovo
teorijo ûe v �asu pri�etka njenega razvoja, je bil francoski matematik Camille Jordan
v svojem delu iz leta 1870, Traité des substitutions et des équations algébriques.
Tam je izhajal iz Hessejeve interpretacije prevojev kubi�nih krivulj in na njih naöel
Galoisovo grupo.[2, str. 686]

Algebrai�ne krivulje se aktivno preu�ujejo öe danes in njihova teorija je uporabna
na mnogih podro�jih, vse od kriptografije, teorije ötevil do teoreti�ne fizike. Razlogi
za to so ötevilne algebrai�ne lastnosti, izpeljane povezave z Riemannovimi ploskvami
v kompleksni analizi ter njihova prakti�na uporaba v kriptografiji. Tudi prevojne
to�ke kubi�nih krivulj imajo v teoriji velik pomen. Geometrijska konfiguracija pre-
vojnih to�k omogo�a njihov ekspliciten izra�un, ki ima tako teoreti�no kot tudi
prakti�no vrednost.

2. Algebrai�ne krivulje

Najprej podajmo definicijo in lastnosti afinih ter projektivnih prostorov, v katerih
bomo algebrai�ne krivulje definirali. Naj bo O komutativen obseg. Z An = On ozna-
�imo afin prostor dimenzije n, to je n-dimenzionalni vektorski prostor nad obsegom
O, ki ga bomo obravnavali kot geometrijski prostor.

Izreki in definicije iz tega poglavja so, �e ni druga�e navedeno, povzeti po [1], [6]
in [11].

Definicija 2.1. Naj bo U ™ An vektorski podprostor in a œ An. Afin podprostor
prostora je mnoûica

A = a + U = {a + u; u œ U}.

Definicija 2.2. Afina podprostora A = a + Z in B = b + Y v An sta si vzporedna,
�e velja bodisi Z ™ Y ali Y ™ Z.

Definicija 2.3. Algebrai�no zaprt obseg je obseg, v katerem vsak nekonstanten
polinom v eni spremenljivki razpade na linearne faktorje.

Definicija 2.4. Naj bo O algebrai�no zaprt obseg, p(X,Y ) pa polinom v dveh
spremenljivkah s koeficienti iz obsega O. Mnoûica to�k

M
p

= {(X,Y ) œ A2; p(X,Y ) = 0}
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je mnoûica ni�el polinoma p(X,Y ). Mnoûico to�k C µ A2 imenujemo afina algebra-
i�na krivulja, �e obstaja tak polinom p(X,Y ) v dveh spremenljivkah s koeficienti iz
obsega O, da velja C = M

p

.

Slika 1. Afina krivulja, podana s polinomom p(X,Y ) = X3 + Y 3 +
3Y 2 + XY + 2X ≠ 1.

Slika 2. Afina krivulja, podana s polinomom p(X,Y ) = X3 ≠ Y 3 ≠
X2 + 5Y 2 + Y ≠ 15.

Afine algebrai�ne krivulje so torej mnoûice ni�el polinomov. Vzemimo sedaj afin
prostor An. �e sta dva afina podprostora A = a + Z in B = b + Y vzporedna in
a ”= b, se ne sekata v nobeni to�ki.

Poleg afinih pa definirajmo öe projektivne prostore.
Definicija 2.5. [10, Definicija 4.1] Naj bo V kon�norazseûen vektorski prostor nad
obsegom O. Mnoûica vseh vektorskih podprostorov v V se imenuje projektivna
geometrija P(V ) nad V . Enorazseûne podprostore imenujemo to�ke projektivne
geometrije, dvorazseûne projektivne premice, vektorske podprostore korazseûnosti 1
pa imenujemo projektivne hiperravnine. Projektivni prostor P(V ) je mnoûica vseh
to�k projektivne geometrije P(V ).

Za laûje razumevanje pojasnimo, kako pridemo do projektivnih prostorov s pomo-
�jo afinih prostorov. V afinem prostoru An smo ûe omenili, da se razli�ni vzporedni
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podprostori ne sekajo v nobeni to�ki. Druga�e pa je v projektivni geometriji: �e je
med dvema podprostoroma afinega prostora relacija vzporednosti, podprostoroma
dodamo neko mnoûico v neskon�nosti, v kateri se sekata. Z dodajanjem mnoûice v
neskon�nosti vsem vzporednim podprostorom afinega prostora An dobimo projek-
tivni prostor Pn. Mnoûica, ki jo podprostoroma dodamo, je za eno dimenzijo manjöa
od dimenzije manjöega od teh podprostorov. Tako se v projektivni ravnini P2 dve
vzporedni premici sekata v to�ki v neskon�nosti, v projektivnem prostoru P3 se
vzporedna premica in ravnina sekata v to�ki v neskon�nosti, dve vzporedni ravnini
se sekata v premici v neskon�nosti ipd.

Prvo omenjeno situacijo si lahko predstavljamo s tirnicami, ki jih smatramo za
dve vzporedni premici. Vidimo, da kljub njuni vzporednosti na obzorju izgleda,
kot da imata premici prese�iö�e. To�ki v neskon�nosti lahko re�emo tudi to�ka na
obzorju.

Tudi ve� paroma vzporednih podprostorov se seka v isti mnoûici v neskon�nosti,
ki je eno dimenzijo manjöa od dimenzije najmanjöega podprostora. Torej, �e vza-
memo öop vzporednih premic v afinem prostoru, se bodo te premice v projektivnem
prostoru sekale v isti to�ki v neskon�nosti.

Slika 3. Prikaz dveh vzporednih premic, ki se sekata v to�ki v ne-
skon�nosti [16].

V nadaljevanju se bomo osredoto�ili zgolj na projektivni prostor P2 = P2(C) nad
obsegom komplesnih ötevil, ki ga imenujemo tudi kompleksna projektivna ravnina.

Kompleksna projektivna ravnina P2 je mnoûica vseh to�k, ki na tej ravnini leûijo.
To�ke kompleksne projektivne ravnine so predstavljene s projektivnimi oziroma ho-
mogenimi koordinatami oblike [x,y,z], kjer so x,y,z iz obsega C. Tak zapis ponazarja
mnoûico

[x,y,z] = {⁄(x,y,z); ⁄ œ C/{0}}.

Kot vidimo, so to�ke na kompleksni projektivni ravnini kompleksni enodimenzio-
nalni podprostori vektorskega prostora C3 brez izhodiö�a. Premice na kompleksni
projektivni ravnini pa so kompleksni dvodimenzionalni podprostori vektorskega pro-
stora C3 brez izhodiö�a. Vsaki dve projektivni premici v projektivni ravnini se sekata
natanko v eni to�ki projektivne ravnine.

Kompleksna projektivna ravnina P2(C) ima kompleksno dimenzijo 3. Ker nam
prevelika dimenzija onemogo�a geometrijsko predstavo, si to�ke na njej predsta-
vljamo v 3-dimenzionalnem realnem evklidskem prostoru R3 kot premice skozi iz-
hodiö�e, premice projektivne ravnine pa kot ravnine skozi izhodiö�e. Vendar pa se
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moramo vedno zavedati, da smo dejansko nad obsegom C, zato ima vsaka podmno-
ûica P2 poleg realnega dela öe nek kompleksni del, ki ga pa na grafi�nih prikazih ne
moremo videti.

Slika 4. To�ka [≠1,1,1] in premica y + x + z = 0 v projektivni ravnini.

Tudi pri definiciji algebrai�nih krivulj v P2 moramo upoötevati homogenost koor-
dinat in jih v projektivnem prostoru malce druga�e definirati.

Definicija 2.6. Naj bo O algebrai�no zaprt obseg, p(x,y,z) pa homogen polinom s
koeficienti iz obsega O. Mnoûica to�k v kompleksni projektivni ravnini

M
p

= {[x,y,z] œ P2; p(x,y,z) = 0}
je mnoûica ni�el polinoma polinoma p(x,y,z). Mnoûico to�k C µ P2 imenujemo
projektivna algebrai�na krivulja, �e obstaja tak homogen polinom p(x,y,z) v treh
spremenljivkah s koeficienti iz obsega O, da velja C = M

p

.

V nasprotju z njihovim poimenovanjem si projektivne algebrai�ne krivulje v P2

lahko predstavljamo kot ploskve skozi izhodiö�e kompleksne dimenzije 2. Spomnimo
se, da so projektivne to�ke afine premice skozi izhodiö�e (brez izhodiö�a), projektivne
algebrai�ne krivulje pa so unije teh afinih premic - projektivnih to�k.

Trditev 2.7. Obstaja neskon�no razli�nih polinomov, katerih mnoûica ni�el je ista
algebrai�na krivulja.

Dokaz. Za dokaz zadoö�a ûe, da vzamemo en polinom p(x,y,z), ki podaja krivuljo
C, ter definiramo mnoûico

{p(x,y,z)n; n œ N}.

To je o�itno neskon�na mnoûica polinomov, katerih ni�le podajajo algebrai�no kri-
vuljo C. ⇤

Kljub temu, da ima vsaka algebrai�na krivulja C neskon�no polinomov, ki jo po-
dajajo, pa lahko za vsako enoli�no izberemo tisti polinom krivulje, ki ima najmanjöo
moûno stopnjo in vodilni koeficient 1. Ta polinom imenujemo minimalni polinom
krivulje C. Stopnja algebrai�ne krivulje C je definirana kot stopnja minimalnega po-
linoma, ki krivuljo podaja. Ozna�imo jo s st C. V tem besedilu se bomo ukvarjali s
krivuljami tretje stopnje oziroma kubi�nimi krivuljami v projektivni ravnini P2(C).
Koeficienti njihovih polinomov bodo iz obsega C.
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Vrnimo se k algebrai�nim krivuljam v afini ravnini. Sploöna oblika polinoma, ki
podaja afino kubi�no krivuljo, je

p(X,Y ) = a30X
3 + a03Y

3 + a21X
2Y + a12XY 2 + a20X

2 + a02Y
2+

a11XY + a10X + a01Y + a00, a
i,j

œ C.

Vsako afino algebrai�no krivuljo se da prevesti v projektivno algebrai�no krivuljo.
To naredimo s homogenizacijo njenega polinoma, ki je definirana kot preslikava

p(X,Y ) ‘æ z(st p(X,Y ))p(x/z,y/z),
ki nam polinom v dveh spremenljivkah preslika v homogen polinom v treh spre-
menljivkah enake stopnje. Sploöna oblika polinoma, ki podaja projektivno kubi�no
krivuljo, je potem

p(x,y,z) = a30x
3 + a03y

3 + a21x
2y + a12xy2 + a20x

2z + a02y
2z+

a11xyz + a10xz2 + a01yz2 + a00z
3, a

i,j

œ C.

�e pa ûelimo narediti obratno, torej obravnavati projektivno krivuljo kot afino, si
moramo izbrati afino ravnino v C3, v kateri bi krivuljo opazovali. Edini pogoj za to
afino ravnino je, da ne gre skozi izhodiö�e, saj izhodiö�e ni vsebovano v P2. Obi�ajno
se zaradi enostavnosti zapisa odlo�imo kar za ravnino z = 1. Presek afine ravnine s
projektivno algebrai�no krivuljo nam da afino algebrai�no krivuljo. V primeru z = 1
za polinom p(x,y,z) je ta podana s polinomom p(X,Y ) = p(X,Y,1). Afine krivulje,
ki jih dobimo s preseki projektivne krivulje z razli�nimi ravninami, so si projektivno
ekvivalentne.

Slika 5. Projektivna kubi�na krivulja, podana s polinomom
p(x,y,z) = x3 + y3 + 3y2z + xyz + 2xz2 ≠ z3 v preseku z afino ravnino
z = 1. Presek je afina kubi�na krivulja na sliki 1 .

Navedimo nekaj definicij, ki jih bomo potrebovali v nadaljevanju.

Definicija 2.8. Nekonstantni polinom p(x,y,z) s koeficienti iz obsega O je nad O
nerazcepen, �e ga ni mogo�e zapisati kot produkt dveh nekonstantnih polinomov s
koeficienti iz O.

Definicija 2.9. Projektivna algebrai�na krivulja C v projektivni ravnini P2(C) je
nerazcepna, �e je polinom p(x,y,z) s koeficienti iz C, ki jo podaja, nerazcepen nad
poljem C.
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Slika 6. Projektivna krivulja, podana s polinomom p(x,y,z) = x3 +
y3 + x2z ≠ yz2.

Slika 7. Projektivna krivulja, podana s polinomom p(x,y,z) =
4x2z + yzx + y3 ≠ 2y2z + yz2.

Opomba 2.10. Vsi polinomi v eni spremenljivki so nad obsegom C razcepni do
linearnih faktorjev, kar pa ne velja za polinome ve� spremenljivk.

Velja pa za homogene polinome v dveh spremenljivkah.

Lema 2.11. [6, Lema 2.8] Naj bo p(x,y) neni�elen homogen polinom stopnje d v
dveh spremenljivkah s koeficienti iz C. Ta polinom je mogo�e razcepiti na produkte
linearnih polinomov

p(x,y) =
dŸ

i=1
(–

i

x + —
i

y).

Dokaz. Ker je polinom homogen, ga lahko zapiöemo kot

p(x,y) =
dÿ

r=0
a

r

xryd≠r = yd

dÿ

r=0
a

r

A
x

y

B
r

,
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kjer a1,a2, . . . ,a
n

œ C niso vsi ni�elni. Naj bo e najve�ji tak element iz {0, . . . ,d}, za
katerega velja a

e

”= 0. Potem je
dÿ

r=0
a

r

A
x

y

B
r

=
dÿ

r=0
a

r

ur

polinom s kompleksnimi koeficienti stopnje e v eni spremenljivki u = x

y

. Ker je C
algebrai�no zaprt obseg, lahko po definiciji 2.3 polinom faktoriziramo kot

dÿ

r=0
a

r

ur = a
e

eŸ

i=1
(u ≠ “

i

)

za neke “1,“2, . . . ,“
e

œ C. Zato velja

p(x,y) = a
e

yd

eŸ

i=1

A
x

y
≠ “

i

B

= a
e

yd≠e

eŸ

i=1
(x ≠ “

i

y).

To je produkt linearnih faktorjev, zato je dokaz kon�an. ⇤
Definicija 2.12. [10, Definicija 4.26 in Definicija 4.34] Naj bosta V in V Õ vektorska
prostora nad obsegom O razseûnosti st V = st V Õ Ø 3. Bijektivno linearno preslikavo
„ : P(V ) æ P(V Õ), ki poljubne tri kolinearne to�ke preslika v kolinearne, imenujemo
projektivnost ali projektivna transformacija.
Definicija 2.13. Naj bo C nerazcepna kubi�na krivulja, podana s polinomom

p(x,y,z) = ≠zy2 + x3 + axz2 + bz3,

kjer sta a,b œ C. Tako obliko zapisa kubi�ne krivulje imenujemo Weierstrassova
kanoni�na forma. Krivulja v tej obliki je s koeficientoma a in b natanko dolo�ena.
Opomba 2.14. Krivuljo v Weierstrassovi formi pogosto opazujemo kot afino alge-
brai�no krivuljo v ravnini z = 1. Tam je njena ena�ba Y 2 = X3 + aX + b.

Brez dokaza podajmo naslednjo trditev.
Trditev 2.15. Vsako nerazcepno kubi�no krivuljo lahko s projektivnimi transforma-
cijami pretvorimo v Weiestrassovo formo.

Ker lahko vsako kubi�no krivuljo s projektivnimi transformacijami preslikamo v
Weierstrassovo formo za to�no dolo�ena a,b œ C, opazimo, da je kubi�nih krivulj, ki
si niso projektivno ekvivalentne, ravno za dva kompleksna prosta parametra a,b œ C
oziroma 4 realne dimenzije.
Definicija 2.16. Naj bo O obseg. O-racionalna to�ka je taka to�ka [x,y,z] na
projektivni algebrai�ni krivulji C, za katero so x,y,z v obsegu O. �e ni druga�e
dolo�eno, obi�ajno vzamemo O = Q.

Kubi�ne krivulje v Weierstrassovi obliki se zelo pogosto uporabljajo v kriptografiji.
Vendar pa so pri uporabi na tem podro�ju krivulje ûe pri zastavitvi problema podane
na ta na�in. �e pa ûelimo krivuljo, ki je podana s homogenim polinomom, pretvoriti
v Weierstrassovo obliko, v sploönem potrebujemo vsaj eno njeno prevojno to�ko ali
racionalno to�ko nad poljem Q. �e imamo zgolj racionalno to�ko na krivulji, ta
primore k postopku iskanja prevoja, vendar pa je postopek precej hitrejöi, �e smo
prevoj predhodno ûe naöli. To je ena izmed osnovnih prakti�nih motivacij, zakaj je
izra�un prevojev kubi�ne krivulje pomemben.

Geometrijske lastnosti prvotne krivulje se pri postopku prevedbe krivulje na We-
ierstrassovo obliko ohranijo, ali so v kanoni�ni formi celo lepöe izpostavljene. Med
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te lastnosti spadajo singularne to�ke na krivulji ter celotna struktura Abelove grupe
na kubiki, katere prikaz je na transformirani kubiki mnogo elegantnejöi. Te bomo
dodatno pojasnili v nadaljevanju.

Na slikah 8, 9, 10 si lahko ogledamo, kako razli�ne krivulje v Weiestrassovi obliki
izgledajo v afini ravnini z = 1.

Slika 8. Weierstrassova kubika y2 = x3 + x + 1.

Slika 9. Weierstrassova kubika y2 = x3 ≠ x.

3. Prevoji kubi�nih krivulj

Definicija 3.1. [6, Definicija 3.27] Naj bo p(x,y,z) homogen polinom stopnje d, ki
podaja projektivno algebrai�no krivuljo C. Hessejeva matrika krivulje C je definirana
kot matrika drugih parcialnih odvodov polinoma p(x,y,z):

H
p

(x,y,z) =

Q

cca

ˆ

2
p

ˆx

2
ˆ

2
p

ˆxˆy

ˆ

2
p

ˆxˆz

ˆ

2
p

ˆyˆx

ˆ

2
p

ˆy

2
ˆ

2
p

ˆyˆz

ˆ

2
p

ˆzˆx

ˆ

2
p

ˆzˆy

ˆ

2
p

ˆz

2

R

ddb .

Determinanta te matrike je polinom h(x,y,z) = det H
p

, ki podaja neko drugo krivuljo
HC. To krivuljo pa imenujemo Hessejeva krivulja prvotne krivulje C .
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Slika 10. Weierstrassova kubika y2 = x3 + 1
108 .

Stopnja polinoma h(x,y,z) je najve� 3(d≠2), zato je tudi stopnja Hessejeve krivulje
lahko najve� 3(d ≠ 2).

�e je C kubi�na krivulja opazimo, da je stopnja polinoma Hessejeve krivulje
h(x,y,z) najve� 3. Zato je v sploönem Hessejeva krivulja kubi�ne krivulje prav tako
kubi�na krivulja. V�asih pa se zgodi, da so Hessejeve krivulje kubi�nih krivulj tudi
krivulje manjöih stopenj.

Definicija 3.2. [6, Definicija 3.29] Nesingularna to�ka A = [s,t,u] na projektivni
krivulji C v P2, ki je podana s polinomom p(x,y,z), se imenuje prevoj ali prevojna
to�ka krivulje C, �e velja

h(s,t,u) = 0,

kjer je h(x,y,z) polinom Hessejeve krivulje.

Prevojne to�ke so torej to�ke na C, ki leûijo tudi na HC. Zato si najprej oglejmo
presek dveh kubi�nih krivulj C1 in C2. Zanj velja slede�e:

• Krivulji C1 in C2 se sekata v vsaj eni to�ki;
• �e imata C1 in C2 skupno komponento, potem je to�k v preseku neskon�no;
• �e C1 in C2 nimata skupne komponente, je v preseku kon�no ötevilo to�k.

�e imamo podani dve kubi�ni krivulji brez skupne komponente, nas seveda zanima,
koliko to�k vsebuje kon�ni presek teh krivulj. Na to vpraöanje nam odgovori Bezout-
jev izrek. Za njegovo razumevanje pa bo potrebno razjasniti öe pojma rezultante in
prese�ne ve�kratnosti dveh krivulj v posamezni to�ki.

Definicija 3.3. [6, Definicija 3.2] Naj bosta p(x,y,z) in q(x,y,z) homogena polinoma
stopenj n in m s koeficienti iz C, ki dolo�ata krivulji C1 in C2. Razvijmo ta polinoma
po potencah x, in tako dobimo

p(x,y,z) = a0(y,z) + a1(y,z)x + · · · + a
n

(y,z)xn,

q(x,y,z) = b0(y,z) + b1(y,z)x + · · · + b
m

(y,z)xm.
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Rezultanta R
p,q

(y,z) polinomov p(x,y,z) in q(x,y,z) je determinanta n + m matrike
v odvisnosti od koeficientov polinomov, razvitih po x,

R
p,q

(y,z) = det

Q

cccccccccccccca

a0 a1 . . . a
n

0 0 . . .
0 a0 a1 . . . a

n

0 . . .
... . . . . . . . . . . . . . . .
0 . . . 0 a0 a1 . . . a

n

b0 b1 . . . b
m

0 0 . . .
0 b0 b1 . . . b

m

0 . . .
... . . . . . . . . . . . . . . .
0 . . . 0 b0 b1 . . . b

m

R

ddddddddddddddb

.

Ta polinom je bodisi homogen ter stopnje nm v spremenljivkah y in z, ali pa
je enaka 0. Koeficienti a

i

so vsebovani v m vrsticah, b
j

pa v n in tako je matrika
kvadratna.

Opomba 3.4. Rezultanta se uporablja tudi za polinome v eni spremeljivki. Za tak
polinom so koeficienti a

i

in b
j

konstantni in rezultanta nam vrne numeri�no reöitev.

Opomba 3.5. Rezultanto lahko razvijemo po katerikoli od spremenljivk x,y ali z.
Da pa se izognemo singularnim primerom, moramo upoötevati:

• Razvijamo lahko po spremenljivki x, �e [1,0,0] ni ni�la polinomov p in q.
• Razvijamo lahko po spremenljivki y, �e [0,1,0] ni ni�la polinomov p in q.
• Razvijamo lahko po spremenljivki z, �e [0,0,1] ni ni�la polinomov p in q.

Tako se izognemo situacijam, ko bi imela oba polinoma, razvita po dolo�eni spre-
meljivki, koeficient pri maksimalni stopnji te spremenljivke enak 0. To bi namre�
povzro�ilo, da bi bila njuna rezultanta enaka 0, saj bi bil cel zadnji stolpec v matriki
ni�elen. Brez dokaza podajmo naslednjo lemo.

Lema 3.6. [6, Lema 3.3, Lema 3.4] Za rezultanto dveh polinomov velja slede�e:
(a) Polinoma p(x) in q(x) v eni spremenljivki imata nekonstantni skupni faktor

natanko tedaj, ko velja
R

p,q

= 0.

(b) Naj bosta p(x,y,z) in q(x,y,z) taka nekonstantna homogena polinoma, da je
p(1,0,0) ”= 0, q(1,0,0) ”= 0.

Potem imata polinoma p in q skupni homogeni faktor natanko tedaj, ko velja
R

p,q

(y,z) = 0.

Pogoj p(1,0,0) ”= 0 in q(1,0,0) ”= 0 v lemi zopet zagotavlja, da polinom pri razvoju
po spremenljivki x ni manjöe stopnje, kot je polinom v vseh spremenljivkah (x,y,z).

Pri tej lemi dobimo idejo, da bi morda lahko prevoje kubi�ne krivulje iskali preko
rezultante. Naj bo p(x,y,z) polinom, ki podaja kubi�no krivuljo C. Najprej lahko
izra�unamo njeno Hessejevo krivuljo, ki ima polinom h(x,y,z), ter potem oba po-
linoma razvijemo po y; brez ökode za sploönost dodatno predpostavimo, da [0,1,0]
ne leûi na obeh krivuljah. Ko izra�unamo rezultanto, dobimo polinom 9. stopnje v
x in z. Kar lahko öe storimo za poenostavitev problema je, da se osredoto�imo na
krivuljo v neki afini ravnini – to metodo bomo ve�krat uporabili tudi v nadaljevanju.
Naj bo ta afina ravnina z = 1. Tako nam ostane polinom stopnje 9 v x. Tukaj pa
se postopek izra�una zaenkrat ustavi: ni�el sploönega polinoma stopnje 9 namre�
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ni moûno eksplicitno izra�unati. V nadaljevanju bomo videli, da za naö polinom to
vendarle lahko storimo, vendar moramo pred tem öe pojasniti, zakaj je tako.

Sedaj pa si poglejmo öe pojem prese�ne ve�kratnosti.
Definicija 3.7. [6, Izrek 3.18] Za vsako to�ko v P2 lahko dolo�imo prese�no ve�-
kratnost dveh projektivnih krivulj C1 in C2 v tej to�ki. Prese�no ve�kratnost v to�ki
A ozna�imo z I

A

(C1,C2). Prese�na ve�kratnost je enoli�no dolo�ena z naslednjimi
lastnostmi:

(1) I
A

(C1,C2) = I
A

(C2,C1).
(2) I

A

(C1,C2) = Œ, �e to�ka A leûi na skupni komponenti obeh krivulj, sicer pa
je nenegativno celo ötevilo.

(3) I
A

(C1,C2) = 0 �e A /œ C1 fl C2.
(4) Vsaki dve projektivni premici se sekata v natanko eni to�ki in v tej to�ki je

prese�na ve�kratnost enaka 1.
(5) �e sta C1 in C2 definirani s homogenima polinomoma p1(x,y,z) in p2(x,y,z)

in je C3 definiran z
p3 = p1p2,

potem velja
I

A

(C3,C4) = I
A

(C1,C4) + I
A

(C2,C4).
(6) Naj bosta krivulji C1in C2, podani s polinomoma p(x,y,z) in q(x,y,z) stopenj

n in m, in krivulja C3 s polinomom p(x,y,z)r(x,y,z)+q(x,y,z), kjer je r(x,y,z)
homogen polinom stopnje m ≠ n. Tedaj velja

I
A

(C1,C2) = I
A

(C1,C3).
(7) Naj bosta krivulji C1 in C2, podani s polinomoma p(x,y,z) in q(x,y,z) brez

skupne komponente in izberimo take projektivne koordinate, ki ustrezajo
pogojem:

• To�ka [1,0,0] ne pripada C1 fl C2,
• To�ka [1,0,0] ne leûi na nobeni premici, ki vsebuje razli�ni to�ki iz C1fiC2,
• To�ka [1,0,0] ne leûi na nobeni tangentni premici krivulj, ki se premice

dotika v eni izmed to�k A œ C1 fl C2.
Potem je prese�na ve�kratnost to�ke [a,b,c], ki leûi v C1 fl C2, enaka kar
najve�jemu pozitivnemu celemu ötevilu k, za katerega velja

(bz ≠ cy)k | R
p,q

(y,z).
Kljub obseûni definiciji pa je pojem prese�ne ve�kratnosti definiran z namenom, da

�im bolj preprosto in intuitivno pojasni presek med dvema algebrai�nima krivuljama.
Naötejmo par osnovnih primerov preseka premic ali algebrai�nih krivulj. Generi�ni
presek dveh krivulj ali premic je enostaven in ima prese�no ve�kratnost enako 1.
�e je premica l tangentna na krivuljo C, vendar to�ka preseka ni prevoj krivulje,
je prese�na ve�kratnost enaka 2. �e pa je premica l tangentna na prevojno to�ko
krivulje, imata premica in krivulja v tej to�ki to�ka prese�no ve�kratnost enako vsaj
3.

Sedaj predstavimo Bezout-jev izrek, ki nam preöteje, koliko to�k se nahaja v
preseku dveh projektivnih krivulj.
Izrek 3.8 (Bezout-jev izrek). [6, Izrek 3.1] �e sta C1 in C2 projektivni algebrai�ni
krivulji brez skupne komponente v P2, potem velja

ÿ

AœC1flC2

I
A

(C1,C2) = mn,
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kjer je st C1 = m in st C2 = n.
Iz Bezout-jevega izreka sledi, da je v preseku dveh kubi�nih krivulj brez skupne

komponente bodisi 9 razli�nih to�k s prese�no ve�kratnostjo 1, ali pa manj to�k z
vsaj eno prese�no ve�kratnostjo, strogo ve�jo od 1. Bistvena uporabnost Bezout-
jevega izreka za nas je, da za drugo krivuljo vzamemo Hessejevo krivuljo prvotne
krivulje. Presek algebrai�ne krivulje s svojo Hessejevo krivuljo pa so ravno njeni
prevoji. Tako vidimo, da je prevojev sploöne kubi�ne krivulje najve� 9. V resnici
se s primeri, ki imajo manj kot 9 prevojev, ne ukvarjamo preve�, saj so ti izolirani.
V sploönem namre� ne pride do situacije, da bi ravno v to�ki preseka dveh krivulj
njuni tangenti sovpadali (kar je pogoj, da je prese�na ve�kratnost vsaj 2).
Opomba 3.9. Nekateri izmed prevojev so tudi kompleksni. Za krivuljo z realnimi
koeficienti so realni natanko trije prevoji.
Opomba 3.10. Za kubi�no krivuljo C v Weierstrassovi obliki velja, da je ena od
njenih prevojnih to�k to�ka [0,1,0]. Hitro se lahko prepri�amo, da to drûi: za Wei-
erstrassovo krivuljo s polinomom

p(x,y,z) = ≠zy2 + x3 + axz2 + bz3

ter njeno Hessejevo krivuljo
h(x,y,z) = 8(3xy2 + 3ax2z + 9bxz2 ≠ a2z3)

dobimo
p(0,1,0) = 0,

h(0,1,0) = 0.

Ker je [0,1,0] to�ka na C, ki leûi tudi na H, je po definiciji 3.2 ena od prevojnih to�k
krivulje.

Preden dokaûemo Bezout-jev izrek, navedimo milejöi izrek.
Izrek 3.11. [6, Izrek 3.8] Vsaki dve projektivni krivulji C1 in C2 v P2 se sekata v
vsaj eni to�ki.
Dokaz. Naj bosta krivulji C1 in C2, podani s homogenima polinomoma p(x,y,z) in
q(x,y,z), stopenj m in n. Po definiciji rezultante vemo, da je njuna rezultanta
homogen polinom stopnje mn. Zato po lemi 2.11 iz prvega poglavja velja, da je
R

p,q

(y,z) bodisi enaka 0, ali pa je produkt mn linearnih faktorjev bz ≠ cy, kjer
b,c œ C in b in c nista hkrati enaka 0. V vsakem primeru torej obstaja to�ka (b0,c0)
za katero velja

R
p,q

(b0,c0) = 0.

Ker je rezultanta polinomov p(x,b0,c0) in q(x,b0,c0), ki jih razvijemo po x ni�elna,
imata polinoma p(x,b0,c0) in q(x,b0,c0) po to�ki a) leme 3.6 za eno spremenljivko
nekonstantni skupni faktor in torej skupno ni�lo a œ C. Potem velja

p(a,b,c) = q(a,b,c) = 0
in tako [a,b,c] œ C1 fl C2. ⇤
Dokaz Bezout-jevega izreka. [6, str. 54] Dokaûimo najprej öibko verzijo izreka, ki
pravi, da se projektivni krivulji C1 in C2 brez skupne komponente, ki ju podajata
polinoma p(x,y,z) in q(x,y,z), sekata v najve� mn to�kah.

Recimo, da bi se krivulji sekali v vsaj mn + 1 to�kah. Dokazali bomo, da imata
tedaj krivulji skupno komponento. Izberimo mnoûico vseh razli�nih to�k, v katerih
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se krivulji sekata in jo ozna�imo z M . Potem izberimo to�ko, ki ne leûi na nobeni
od krivulj in na nobeni premici skozi razli�ni to�ki iz M . Brez ökode za sploönost
lahko predpostavimo, da je ta to�ka [1,0,0].

Rezultanta R
p,q

(y,z) pri razvoju polinomov po x je homogen polinom stopnje mn
v spremenljivkah y in z. �e ni enaka 0, je produkt nm linearnih faktorjev oblike
bz ≠ cy, kjer b,c nista hkrati 0. Za vsaka taka b,c je bz ≠ cy faktor v rezultanti
R

p,q

(y,z) natanko tedaj, ko je rezultanta polinomov p(x,b,c) in q(x,b,c) enaka 0, tj.

R
p,q

(b,c) = 0.

Po lemi 2.11 imata polinom p(x,b,c) in q(x,b,c) skupni faktor. Druga�e povedano,
obstaja neki a œ C, da velja

p(a,b,c) = q(a,b,c) = 0.

Zato je projektivna to�ka [a,b,c] v preseku krivulj in tako v mnoûici M , by ≠ cz pa
eden izmed faktorjev rezultante. Ker to�ka [1,0,0] ni vsebovana v tej mnoûici, mora
veljati, da b,c nista hkrati enaka 0. Vzemimo öe drug [–,—,“] œ M , razli�en od [a,b,c].

Trdimo, da —z ≠ “y ni skalarni ve�kratnik bz ≠ cy. �e bi bil, bi vse tri to�ke
[a,b,c],[–,—,“] in [1,0,0] leûale na premici, definirani z ena�bo

bz = cy.

To pa bi bilo v protislovju s predpostavko, da [1,0,0] ne leûi na premici, ki vsebuje
dve to�ki iz M . Ker to velja za vsaki [a,b,c],[–,—,“] œ M je vseh mn + 1 to�k iz M
med seboj linearno neodvisnih in nobena ni podana skalarni ve�kratnik druge.

Vsaki to�ki, ki je v mnoûici M, je prirejen nek linearni faktor v rezultanti R
p,q

(y,z).
Iz tega sledi, da ima rezultanta R

p,q

(y,z) vsaj mn + 1 razli�nih linearnih faktorjev.
Ker pa je rezultanta polinomov stopenj n in m bodisi polinom stopnje mn ali enaka
0, je potem edina moûnost, da je rezultanta polinomov p(x,y,z) in q(x,y,z) identi�no
enaka 0. Iz leme 3.6 potem vemo, da imata p(x,y,z) in q(x,y,z) skupen homogen
linearni faktor in krivulji C1 in C2 skupno komponento, kar je v protislovju s pred-
postavko. Dokazali smo, da se krivulji lahko sekata v najve� mn to�kah.

Naj bosta sedaj C1 in C2 krivulji brez skupne komponente. Za mo�nejöo verzijo iz-
reka moramo dokazati öe, da je ötevilo to�k v preseku krivulj C1 in C2 z upoötevanjem
prese�nih ve�kratnosti enako natanko mn.

Ker sta krivulji brez skupne komponente, po lemi 3.6 vemo, da rezultanta R
p,q

ni enaka 0. Torej jo kot homogen polinom lahko po lemi 2.11 izrazimo kot produkt
linearnih faktorjev,

R
p,q

(y,z) =
kŸ

i=1
(c

i

z ≠ b
i

y)ei .

Koeficienti e
i

so pozitivna cela ötevila in velja

e1 + · · · + e
k

= mn,

ter (b
i

,c
i

) ni skalarni ve�kratnik (b
j

,c
j

) za i ”= j. Na tem koraku se problema lotimo
enako kot pri öibki obliki izreka. Za vsaka taka b

i

,c
i

iz rezultante velja R
p,q

(b
i

,c
i

) = 0.
Torej imata polinoma p(x,b

i

,c
i

) in q(x,b
i

,c
i

) po lemi 3.6 skupni faktor, tj. obstaja
tak a

i

œ C, da velja
p(a

i

,b
i

,c
i

) = 0 = q(a
i

,b
i

,c
i

).
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To velja za vsak i iz produkta v rezultanti. Torej obstajajo take projektivne to�ke
A

i

= [a
i

,b
i

,c
i

], da je
C1 fl C2 = {A

i

: 1 Æ i Æ k},

in prese�na ve�kratnost preseka krivulj v to�ki A
i

je enaka
I

Ai(C1,C2) = e
i

.

Skupno bo teh to�k z upoötevanjem prese�ne ve�kratnosti natanko mn. ⇤
Definirajmo sedaj pojem singularne to�ke na projektivni algebrai�ni krivulji.

Definicija 3.12. [6, Definicija 2.27] To�ka A na projektivni krivulji C v P2, podani
s homogenim polinomom p(x,y,z) je singularna to�ka, �e velja

ˆp

ˆx
(A) = ˆp

ˆy
(A) = ˆp

ˆy
(A) = 0.

�e to za to�ko A to ne velja, re�emo da je A nesingularna ali gladka to�ka na
krivulji. �e krivulja ne vsebuje nobene singularne to�ke, re�emo, da je nesingularna
ali gladka.

Definicija 3.13. Naj bo C nerazcepna krivulja in naj za gladko to�ko A na krivulji
velja A œ HC. To�ka A je enostaven prevoj, �e velja I

A

(C,HC) = 1.

Druga ekvivalentna definicija prevoja je povezana s prese�no ve�kratnostjo v to�ki
krivulje pri preseku z tangento na krivuljo.

Izrek 3.14 (Eulerjeva Formula). [1, Odlomek 3.6] Naj bo p(x,y,z) homogen polinom
stopnje n s koeficienti iz C. Potem velja

x
ˆp(x,y,z)

ˆx
+ y

ˆp(x,y,z)
ˆy

+ z
ˆp(x,y,z)

ˆz
= np(x,y,z).

Eulerjevo formulo lahko preprosto preverimo tako, da v formulo vstavimo nek
sploöen homogen polinom stopnje n in vidimo, da se obe strani ena�be ujemata.

Trditev 3.15. [1] Naj bo C algebrai�na krivulja in p(x,y,z) njen minimalni polinom.
Za to�ko A na krivulji velja:

• Krivulja C je gladka v to�ki A natanko tedaj, ko velja

grad
A

p :=
A

ˆp

ˆx
(A),ˆp

ˆy
(A),ˆp

ˆz
(A)

B

”= 0.

• �e je C gladka v to�ki A, potem je projektivna tangenta T
A

C v tej to�ki
podana z linearno ena�bo

x
ˆp

ˆx
(A) + y

ˆp

ˆy
(A) + z

ˆp

ˆz
(A) = 0.

Opomba 3.16. Za tangento na krivuljo v vsaki gladki to�ki A velja
I

A

(C,T
A

C) Ø 2.

Trditev 3.17. Gladka to�ka A œ C je prevoj, �e I
A

(C,T
A

C) Ø 3.

V primeru ena�aja je A enostavni prevoj. Tangenti v prevojni to�ki re�emo pre-
vojna tangenta.

Vidimo, da se v singularnih to�kah zaradi ni�elnih prvih odvodov zatakne pri
dolo�anju tangente, saj je ena�ba tangente v prazno izpolnjena. Primer singularne
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to�ke bi bila to�ka, ki leûi v preseku dveh premic. Premici, ki sta kandidatki za
tangenti v tej to�ki bi bili ravno obe premici ki gresta skozi njo, pa vendar mora biti
tangenta enoli�no dolo�ena, kar pa o�itno v tej to�ki ne moremo storiti. Singularnost
se da lepo razbrati iz Weierstrassove oblike kubike, �e ustrezno izberemo ravnino,
v kateri jo opazujemo. Za kubiki na slikah 11 in 12 dobimo singularnost v to�ki
[0,0,1]. Opazimo, da v teh to�kah tangente na krivuljo res ni moûno dolo�iti.

Slika 11. Kubi�na krivulja podana s polinomom p(x,y,z) = y2z≠x3,
prikazana v ravnini z = 1.

Slika 12. Kubi�na krivulja podana s polinomom p(x,y,z) = y2z ≠
x2(x + 1), prikazana v ravnini z = 1.

Za konec poglavja si poglejmo öe primer kubi�ne krivulje z enostavno simetri�no
ena�bo.

Primer 3.18. Fermatova kubika je gladka kubika, definirana kot mnoûica ni�el
polinoma

p(x,y,z) = x3 + y3 + z3.

Izra�unajmo njeno Hessejevo krivuljo:
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h(x,y,z) = det

Q

cca

d

2
p

dx

2
d

2
p

dxdy

d

2
p

dxdz

d

2
p

dydx

d

2
p

dy

2
d

2
p

dydz

d

2
p

dzdx

d

2
p

dzdy

d

2
p

dz

2

R

ddb = det

Q

ca
6x 0 0
0 6y 0
0 0 6z

R

db = 63xyz.

Enostavnost obeh krivulj nam omogo�a izra�un prevojnih to�k. Ker mora za
prevoj veljati

xyz = 0,

postavimo eno od spremenljivk na 0. Naj bo
x = 0.

To vstavimo v formulo prvotne krivulje in dobimo
y3 + z3 = 0.

Iö�emo to�ke v projektivni ravnini (spomnimo se, da so to premice skozi izhodiö�e
v C3{0,0,0}), zato se lahko postavimo v dolo�eno afino ravnino y = 1. Tako dobimo
ena�bo

1 + z3 = 0,

ki nam vrne reöitve
z1 = ≠1,

z2 = ≠e2/3fii,

z3 = ≠e4/3fii.

Uspelo nam je izra�unati tri prevojne to�ke:
A1 = [0,1, ≠ 1],

A2 = [0,1, ≠ e2/3fii],
A3 = [0,1, ≠ e4/3fii].

Zaradi simetrije spremenljivk x,y,z z njihovo menjavo analogno pridemo do ostalih
6 prevojev:

A4 = [1, ≠ 1,0],
A5 = [1, ≠ e2/3fii,0],
A6 = [1, ≠ e4/3fii,0],

A7 = [≠1,0,1],
A8 = [≠e2/3fii,0,1],
A9 = [≠e4/3fii,0,1].

Izra�unajmo öe rezultanto polinomov p(x,y,z) in h(x,y,z) pri razvoju po x:

RC(y,z) =

Y
___]

___[

y3 + z3 0 0 1
0 63yz 0 0
0 0 63yz 0
0 0 0 63yz

Z
___̂

___\
= 69y3z3(y3 + z3)

Vidimo, da je v vseh izra�unanih prevojih rezultanta krivulje enaka 0.
Poskusimo öe obratno: na podlagi izra�unane rezultante izra�unajmo enega od

prevojev. Potreben pogoj zanj je, da je rezultanta enaka 0, torej bo eden od treh
elementov produkta moral biti enak 0. Predpostavimo, da je y3 = 0, ter opazujmo
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Slika 13. Fermatova kubika v Weierstrassovi obliki v ravnini z = 1.

Slika 14. Fermatova kubika in njeni trije realni prevoji.

krivuljo v z = 1. Pogoj za x dobimo tako, da [x,0,1] vstavimo v prvotno ena�bo
krivulje, in dobimo

x3 = ≠1.

Tako dobimo zadnje tri reöitve, ostale pa izra�unamo analogno iz drugih faktorjev
rezultante.

Pri zahtevnejöih krivuljah seveda tako preprost izra�un prevojev ni mogo�. Zato
se moramo tam posluûiti druga�nih metod. ˚

4. Abelova grupa na kubi�nih krivuljah

Naslednja tema je zelo zanimiva algebrai�na lastnost kubi�nih krivulj: na to�kah
krivulje lahko uvedemo strukturo grupe. Abelova grupa na kubikah je uporabna v
kriptografiji, za nas pa bo prav tako bistvenega pomena, saj ta struktura grupe igra
pomembno vlogo pri izra�unu prevojev.

Definicija 4.1. Naj bo C gladka kubika. Na C definiramo operacijo
ú : C ◊ C æ C

A ◊ B ‘æ C
,
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kjer je C = A ú B tretja to�ka v preseku premice skozi to�ki A, B œ C in krivulje C.
�e velja A = B, tedaj za premico vzamemo tangento na C v tej to�ki.

Opomba 4.2. Po Bezout-jevem izreku iz prejönjega poglavja vemo, da se premica
l in kubi�na krivulja C sekata v natanko

st l ú st C = 3
to�kah (z upoötevanjem prese�nih ve�kratnosti). Zato bo operacija dobro definirana
za vsaki dve to�ki A,B na krivulji.

Ta operacija je sicer zgolj pomoûna operacija, s pomo�jo katere bomo definirali
aditivno operacijo na gladki kubiki.

Trditev 4.3. Lastnosti operacije ú so:
(1) Komutativnost A ú B = B ú A;
(2) Absorpcija (A ú B) ú A = B;
(3) ((A ú B) ú C) ú D = A ú ((B ú D) ú C).

Dokaz. Preverimo lastnosti:

(1) To�ka C = A ú B je tretja to�ka v preseku premice, ki gre skozi A in B,
s kubi�no krivuljo C. To pa je hkrati tudi to�ka C = B ú A, saj je druga
premica skozi to�ki B in A enaka prejönji.

(2) O�itno velja (A ú B) ú A = C ú A = B, kjer je C tretja to�ka v preseku
premice skozi A in B in krivulje C.

(3) Za ta dokaz bi potrebovali Izrek o devetih to�kah, ki ga v tem besedilu
ne bomo omenjali. Dokaz je tehni�en in za nas ni bistven, zato ga bomo
izpustili.

⇤
Sedaj izberimo in fiksirajmo neko to�ko na krivulji, in jo ozna�imo z O.

Definicija 4.4. Naj bo C gladka kubika v P2 in O œ C izbrana to�ka. Potem na C
definiramo linearno operacijo

+ : C ◊ C æ C
A ◊ B ‘æ C,

kjer je
C = A + B = (A ú B) ú O.

Izrek 4.5. Naj bo C gladka kubika v P2 in O œ C izbrana to�ka. Potem je (C,+)
Abelova grupa. Pri tem je O nevtralni element, nasprotni element elementa A pa je
enak ≠A = A ú (O ú O).

Dokaz. Preverimo, da veljajo vse lastnosti Abelove grupe:
(1) Komutativnost: A + B = (A ú B) ú O = (B ú A) ú O = B + A;
(2) Element O je nevtralni element: A + O = (A ú O) ú O = (O ú A) ú O = A;
(3) Element ≠A je nasprotni element: A + (≠A) = A + (A ú (O ú O)) = (A ú

(A ú (O ú O)) ú O = (O ú O) ú O = O;
(4) Asociativnost: (A + B) + C = ((A ú B) ú O) + C = (((A ú B) ú O) ú C) ú O =

(A ú ((B ú C) ú O)) ú O = (A ú (B + C)) ú O = A + (B + C).
Dokazali smo, da je (C,+) Abelova grupa. ⇤
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Slika 15. Abelova grupa na Weierstrassovi kubiki.[7, str. 34]

Pogosto v povezavi s strukturo grupe naletimo tudi na pojem elipti�na krivulja,
ki ozna�uje dvojico (C, O), kjer je C kubi�na krivulja v Weierstrassovi obliki skupaj
z izbrano to�ko O.

Izkaûe se, da nam razli�ne izbire to�ke O na isti krivulji dolo�ajo izomorfne grupe.

Izrek 4.6. Na kubiki C naj bosta definirani grupa G1 = (C,+) z nevtralnim elemen-
tom O1 in grupa G2 = (C,+) z nevtralnim elementom O2. Potem je preslikava

◊ : G1 æ G2
A ‘æ A ú (O1 ú O2)

izomorfizem.

Dokaz. Ozna�imo
Q = O1 ú O2,

◊(A) = A ú Q.

Preslikava ◊ je injektivna:
◊(A) = ◊(B),

A ú Q = B ú Q,

(A ú Q) ú Q = (B ú Q) ú Q.

Iz lastnosti absorpcije sledi
A = B.

Preslikava ◊ je surjektivna:
A œ C

◊(A ú Q) = (A ú Q) ú Q = (Q ú A) ú Q = A.

Preslikava ◊ je homomorfizem:
◊(A + B) = (A + B) ú Q = ((A ú B) ú O1) ú Q,

◊(A) + ◊(B) = (A ú Q) + (B ú Q) = ((A ú Q) ú (B ú Q)) ú O2 =
= Aú ((QúO2)ú (B úQ)) = Aú (O1 ú (B úQ)) = Aú ((B úQ)úO) = ((AúB)úO)úQ.
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Vsi vmesni koraki sledijo iz lasnosti operacije *. Sledi
◊(A + B) = ◊(A) + ◊(B).

Dokazali smo, da je preslikava ◊ izomorfizem grup. ⇤
äe posebej lep primer grupe pa dobimo, �e za to�ko O izberemo enega od prevojev

kubi�ne krivulje. Tedaj ima aditivna operacija na to�kah kubi�ne krivulje öe nekaj
dodatnih lastnosti.

Lema 4.7. Naj bo C gladka kubika in O njen prevoj. Potem velja:
(1) A + B + C = O ≈∆ A,B,C so kolinearne;
(2) A ”= O je to�ka reda 2 (2A = O) ≈∆ ko gre tangenta v A skozi O;
(3) A ”= O je to�ka reda 3 (3A = O) ≈∆ ko je A prevoj.

Dokaz. Preverimo:
(1) Predpostavimo, da velja

A + B + C = O.

Potem je
A + B = ≠C,

(A ú B) ú O = C ú (O ú O).
To�ka (O ú O) je to�ka v preseku krivulje in tangente na O; ker pa je O
prevoj, je prese�na ve�kratnost tangente v to�ki O enaka vsaj 3. Zato velja
(O ú O) = O.

(A ú B) ú O = C ú O,

A ú B = C.

Iz tega sledi, da so A,B in C kolinearne.
(2) Izra�unajmo

2A = O,

A + A = (A ú A) ú O = O.

Naj bo B = A ú A. Potem je B to�ka z lastnostjo, da �e skozi B in O
potegnemo premico, je tretja to�ka v preseku s krivuljo kar O. Torej je ta
premica tangenta na O. Ker pa je O prevoj, ima tangenta v tej to�ki prese�no
ve�kratnost enako tri, zato je edina moûnost, da je B = O. Torej velja

A ú A = O,

oziroma, tretja to�ka preseka tangente na krivuljo v to�ki A je to�ka O.
(3) Za to�ko A reda 3 velja

3A = O,

A + A = ≠A,

(A ú A) ú O = A ú (O ú O).
Po ugotovitvi iz to�ke (1) dobimo

(A ú A) ú O = A ú O,

A ú A = A.

Iö�emo torej to�ko A z lastnostjo, da je tretja to�ka v preseku tangente v
to�ki A in krivulje same kar sama to�ka A. To pa velja natanko takrat, ko
je prese�na ve�kratnost v tej to�ki enaka 3, kar je natanko takrat, ko je A
prevoj.
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⇤
Aditivno grupo öe poenostavimo, �e opazujemo kubi�no krivuljo v Weierstrassovi

obliki v ravnini z = 1. Za nevtralni element O grupe izberemo njeno prevojno to�ko
[0,1,0], ki je za ravnino z = 1 to�ka v neskon�nosti. To grupo si podrobnejöe oglejmo.

Iz ena�be Weierstrassove kubike vidimo, da je ta simetri�na preko abscisne osi,
saj je y2 = (≠y)2. Za vsako to�ko A predpiöemo njeno inverzno to�ko ≠A kar z
zrcaljenjem �ez x-os. Za A = O pa naj bo ≠A = O.

To�ko A + B torej dolo�imo tako, da najprej vzamemo tretjo to�ko v preseku
krivulje s premico skozi to�ki A in B, potem pa slednjo prezrcalimo �ez x-os. To je
prikazano tudi na sliki 16.

Slika 16. Vsota to�k A in B na kubi�ni krivulji v Weierstrassovi
obliki, kjer za O vzamemo prevojno to�ko [0,1,0] [7, str. 39].

�e bi bila ena od to�k A,B (privzemimo B = O) prevojna to�ka O, bi potem
veljalo A + O = A = O + A, saj je O nevtralni element. �e sta si A in B simetri�ni
pri �ez x-os, bo A + B = O. �e pa vzamemo A = B, bo premica tangenta na
krivuljo v to�ki A. V ve�ini primerov bo tangenta sekala krivuljo v neki tretji to�ki
(katere zrcalno nasprotna to�ka bo potem A + A). �e pa je A slu�ajno prevoj, je
tudi tretja to�ka A in bo veljalo A + A = ≠A.

Abelova grupa na kubi�ni krivulji, kot smo jo predstavili, nam bo v pomo� v
naslednjih poglavjih.

5. Hessejeva konfiguracija

V tem razdelku bomo kubi�ne krivulje predstavili kot kvocientni prostor celoöte-
vilske mreûe v kompleksni ravnini. Namen razdelka je vzpostavitev povezav med
kubi�no krivuljo in njeno Abelovo grupo ter med njej ekvivalentnimi strukturami
v topologiji in kompleksni analizi. Rezultat teh povezav, Hessejeva konfiguracija,
nam bo omogo�ila, da bomo lahko dokazali reöljivost problema eksplicitnega izra-
�una prevojev. Dokaze ve�ine izrekov in trditev iz tega razdelka bomo izpustili,
saj bi nas ponesli predale� stran od teme in bistva diplomskega dela. Podrobnejöo
razlago in dokaze lahko najdemo v [6, poglavje 5.1].
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Definicija 5.1. Naj bosta w1 in w2 neni�elni kompleksni ötevili, linearno neodvisni
nad R. To pomeni, da njun kvocient w1

w2
ni realno ötevilo.

Naj bo
� = {nw1 + mw2 : n,m œ Z}.

Mnoûico � imenujemo mreûa na kompleksni ravnini C.

Mreûa � je grupa za seötevanje, izomorfna Z2, hkrati pa tudi podgrupa aditivne
grupe C.

Slika 17. Mreûa � = {nw1 + mw2 : n,m œ Z}. Prikazi mreûe v tem
poglavju ter trojic premic v poglavju 7 so izrisani s programom Geo-
Gebra

Ker je C Abelova grupa za seötevanje, je vsaka njena podgrupa edinka. Ker je
zato mreûa � njena edinka, lahko definiramo kvocientno grupo.

Definicija 5.2. �e obravnavamo � kot podgrupo edinko v C, lahko definiramo
kvocientno grupo

C/� = {a + �, a œ C}.

V tej grupi sta dve mnoûici a + � in b + � za a,b œ C enaki natanko tedaj, ko velja
a ≠ b œ �.

Poglejmo si lastnosti te grupe. Najprej uvedimo na njej topologijo, inducirano s
standardno topologijo na C.

Definicija 5.3. Naj bo
fi : C æ C/�

a ‘æ a + �
surjektivna preslikava kompleksne ravnine. Potem je U œ C/� odprta v kvocientni
topologiji na C/� natanko takrat, ko je njena praslika fi≠1(U) odprta v C.

Naslednji lemi podajmo brez dokaza, saj gre za sploöno znani dejstvi iz topologije.
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Lema 5.4. Podmnoûica v Cn ali Rn je kompaktna natanko takrat, ko je zaprta in
omejena.

Lema 5.5. Naj bo f : X æ Y zvezna preslikava med topoloökima prostoroma. �e
je X kompakten prostor, je tudi slika f(X) kompaktna.

Naj bo mnoûica
P = {sw1 + tw2 : s,t œ [0,1]}

zaprt paralelogram v kompleksni ravnini, dolo�en s komplesnima öteviloma w1 in
w2.

Trditev 5.6. Mnoûica C/� je kompaktna v kvocientni topologiji.

Dokaz. Paralelogram P je zaprta in omejena podmnoûica C, zato je kompaktna.
Hkrati pa velja

fi(P ) = C/�.

Slika tega paralelograma je torej kar cel prostor C/�. Ker je fi zvezna preslikava,
zvezna slika kompaktnega prostora pa je kompaktna, je tudi C/� kompaktna. ⇤

Izkaûe se, da je kvocient C/� topoloöki torus.
V kompleksni ravnini C si C/� lahko predstavljamo kot en sam paralelogram

(katerega ogljiö�a so v mreûi) z lastnostjo: �e paralelogram zapustimo na desnem
robu, se na levem zvezno vrnemo vanj. Prav tako se iz zgornjega roba vrnemo na
spodnji rob. Torus pa lahko identificiramo z zgoraj omenjenim paralelogramom P,
ki mu zlepimo nasprotne robove; naprej levega in desnega, kar nam da neke vrste
valj, z lepljenjem zgornjega in spodnjega roba pa dobimo torus. Identifikacija je
prikazana na sliki 18

Slika 18. Prikaz preoblikovanja paralelograma v kompleksni ravnini
v torus [6, str. 122].

Definicija 5.7. [6, Definicija 5.12] Na C obstaja meromorfna funkcija

˝(z) = z≠2 +
ÿ

wœ�≠{0}
((z ≠ w)≠2 ≠ w≠2)

z odvodom
˝Õ(z) = (≠2)z≠3 +

ÿ

wœ�
(≠2)(z ≠ w)≠3.

Funkcijo ˝(z) v odvisnosti od mreûe � imenujemo Weierstrassova ˝-funkcija.

Weierstrassova ˝-funkcija ima naslednje lastnosti:
(1) Za vsaka z œ C in ÷ œ � velja ˝(≠z) = ˝(z) = ˝(z + ÷);
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(2) Funcija je dvojno periodi�na in meromorfna [6, Dokaz, str. 117];
(3) Za funkcijo velja ena�ba

˝Õ(z)2 = 4˝(z)3 ≠ g2˝(z) ≠ g3,

kjer sta
g2 = g2(�) = 60

ÿ

wœ�≠{0}
w≠4

in
g3 = g3(�) = 140

ÿ

wœ�≠{0}
w≠6.

Definicija 5.8. [6, Definicija 5.19] Naj bo C� projektivna krivulja v P2, definirana
s polinomom

q�(x,y,z) = y2z ≠ 4x3 + g2xz2 + g3z
3,

kjer sta g2 = g2(�) in g3 = g3(�) definirani kot v prejönji lemi.

Definicija 5.9. [6, str. 122] Obstaja dobro definirana preslikava
u : C/� æ C�

z + � ‘æ
I

[˝(z),˝Õ(z),1] �e z /œ �;
[0,1,0] �e z œ �.

Trditev 5.10. [6, Trditev 5.22] Preslikava u : C/� æ C� je homeomorfizem.

Pojasnimo, kaj smo izvedeli iz zadnjih treh definicij in trditve. �e si ogledamo
polinom krivulje C� hitro ugotovimo, da je oblika krivulje zelo podobna polinomu
krivulje v Weiestrassovi obliki. Od nje jo lo�i zgolj öe koeficient 4 pred x3. �e ûelimo
C� pretvoriti v Weierstrassovo obliko, polinom q�(x,y,z) s preprosto projektivnostjo
„ preslikamo v polinom p(x,y,z) = y2z ≠ x3 + g2xz2 + g3z3. Preslikava „ je skr�itev
po spremenljivki x:

„ : q�(x,y,z) æ q�( x

4 1
3
,y,z),

kjer dobimo
„(q�(x,y,z)) = y2z ≠ x3 + g2xz2 + g3z

3.

Koeficienta a,b v dobljeni Weierstrassovi kubiki pa bosta izraûena kot a = ≠g2,
b = ≠g1.

Kubi�no krivuljo q�(x,y,z) smo definirali, ker preslikava u tvori direkten home-
omorfizem iz kvocienta C/� na C�. Kljub temu, da ni Weierstrassova, nas od te
lo�i le preprosta projektivnost in krivulji imata enake lastnosti. Prav tako pa ûe od
prej vemo, da je kvocient C/� torus. Vse skupaj nam da ekvivalenco med tremi
geometrijskimi objekti:

(1) Kvocient C/�;
(2) Kompleksni torus;
(3) Kubi�na krivulja v P2(C).

Vzemimo neko mreûo �. S to mreûo je natanko dolo�en kvocient C/�, ki ga s
homeomorfizmom u slikamo v to�no dolo�eno kubiko v Weierstrassovi obliki. Kom-
pleksna koeficienta a in b sta natanko dolo�ena z izborom mreûe oziroma kompleksnih
ötevil w1 in w2. Obratno pa tudi vsaki krivulji v Weierstrassovi obliki pripada neka
mreûa, torej dolo�eni kompleksni ötevili w1 in w2.
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Tudi za vsako krivuljo, podano v sploöni polinomski obliki, velja enako. Po trditvi
2.15 namre� lahko vsako kubi�no krivuljo s projektivnostmi pretvorimo v Weier-
strassovo obliko. Vse krivulje, ki imajo pri pretvorbi v Weierstrassovo obliko enaka
koeficienta a in b, so si projektivno ekvivalentne.

Vendar pa preslikava u ne ohranja zgolj topoloökih lastnosti. Tako kompleksni
torus C/� kot nesingularno kubi�no krivuljo C� lahko obravnavamo kot komple-
ksen prostor, ki mu re�emo Riemmanova ploskev. �e tako mnoûici vzamemo za
Riemmanovi ploskvi, ima homeomorfizem u öe dodatno lastnost.
Izrek 5.11. [6, Trditev 5.43] Homomorfizem u : C/� æ C� je holomorfen. Prav
tako je holomorfizem njegov inverz

u≠1 : C� æ C/�.

Tega izreka v nadaljevanju ne bomo potrebovali. Pa vendar smo dobili ob�utek,
da preslikava u ne ohranja zgolj topoloökih lastnosti, ampak mnogo ve� kot to: pri
preslikavi se ohrani tudi sama struktura mnoûice, zato morata imeti C/� in C� ve�
skupnih lastnosti.

Z razumevanjem, da obstaja holomorfna preslikava med C/� in neko kubiko C�
bomo poskuöali povezati tudi njuni Abelovi grupi. Na kubi�ni krivulji je to ûe
opisana grupa (C,+), na mreûi pa imamo seveda kvocientno aditivno grupo C/�.

Trditev 5.12. [11] Naj bo C� gladka kubika v P2 in izberimo enega izmed prevojev
za to�ko O œ C�. Tedaj so prevojne to�ke na C� natanko reda 1 ali 3 v grupi (C�, +).
Opomba 5.13. Kljub temu, da za primerjavo s kvocientom C/� uporabljamo ku-
biko C�, pa je rezultat veljaven tudi za projektivno ekvivalentno Weierstrassovo
kubiko, in posledi�no po izreku 2.15 za vsako nerazcepno kubi�no krivuljo.
Opomba 5.14. Velja öe ve�. Edine to�ke na C�, ki so v tej grupi reda 1 ali 3, so
kar prevoji krivulje C�.

Vemo, da je na kubi�ni krivulji 9 prevojev. Eden je nevtralni element grupe z
redom 1, ostalih 8 prevojev pa je reda 3. Za za�etek lahko poskuöamo ugibati, ali so
to�ke reda 1 in 3 na kubiki v kaköni korespondenci z to�kami v aditivni grupi C/�,
ki so reda 1 ali 3. Oglejmo si kvocient in preötejmo, koliko takih to�k obstaja tam:

(1) to�ke reda 1: dobimo zgolj eno to�ko v kvocientni grupi, in to je
z00 = (0,0) + �;

(2) to�ke reda 3: v tej skupini so natanko to�ke oblike

z
jk

= j

3w1 + k

3w2 + �,

kjer k,j œ {0,1,2} in k,j nista hkrati enaka 0. Takih to�k je 8.
Skupaj je teh to�k ravno 9; natanko toliko, kot je prevojnih to�k na kubi�ni

krivulji, öteto po Bezout-jevem izreku. Hkrati pa opazimo, da tudi redi to�k pri
obeh grupnih operacijah sovpadajo.

Na C/� mnoûica to�k reda 1 in 3 tvori Abelovo grupo GC/� z enoto z00, ki je hkrati
Abelova podgrupa kvocientne aditivne grupe na C/�. Ta grupa reda |GC/�| = 9
ima tudi slede�o lastnost: lahko jo uredimo v 3 ◊ 3 tabelo na tak na�in, da se trije
�leni v vsaki vrstici, stolpcu ali po diagonalah seötejejo v 0 + �. �e to povemo v
formalnem jeziku, je grupa izomorfna kartezi�nemu produktu dveh cikli�nih grup
celih ötevil po modulu 3, grupi Z2

3.
Mnoûico vseh prevojnih to�k na kubi�ni krivulji C� ozna�imo z S.
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Slika 19. To�ke reda 1 in 3 v grupi C/�.

Trditev 5.15. Preslikava u je izomorfizem grup GC/� in (S,+).

Trditve ne bomo dokazovali, saj ne poznamo dovolj podrobnih lastnosti preslikave
u. Vendar pa si poglejmo, do kakönih sklepov lahko na podlagi te trditve pridemo.

Ker je u izomorfizem grup, se mora pri preslikavi celotna struktura grupe GC/�
ohraniti. Ker je GC/� izomorfna Z2

3, more biti po trditvi tudi Abelova grupa (S,+)
izomorfna Z2

3. Prevojne to�ke projektivne kubi�ne krivulje zato lahko uredimo v 3◊3
tabelo na tak na�in, da tri to�ke v kateremkoli stolpcu, vrstici ali na diagonali leûijo
na isti premici v P2, ter je njihova vsota enaka O. Velja tudi, da premica v P2,
ki gre skozi dva prevoja, vedno seka krivuljo öe v tretjem prevoju. Tako strukturo
9 prevojev kubi�ne krivulje in 12 premic, ki potekajo skozi te prevoje, imenujemo
Hessejeva konfiguracija.

Kot smo ûe omenili, bo ravno obstoj Hessejeve konfiguracije prevojev omogo�il,
da jih bomo lahko tudi eksplicitno izra�unali.

6. Galoisove grupe

Vpraöanje, ali je mogo�e za sploöno kubi�no krivuljo eksplicitno izra�unati njene
prevoje, razdelajmo öe malo bolj natan�no. Kar nas v resnici zanima, je: ali je za
sploöno kubi�no krivuljo, podano s homogenim polinomom

p(x,y,z) =
3ÿ

i=0

3≠iÿ

j=0
a

ij

xiyjz3≠i≠j

moûno eksplicitno izra�unati prevoje kot funkcije koeficientov a
ij

, �e na koeficientih
lahko uporabljamo le osnovne algebrai�ne operacije – mnoûenje, deljenje, seötevanje,
odötevanje, potenciranje in korenjenje. Na to vpraöanje nam elegantno odgovori
podro�je algebre, znano kot Galoisova teorija. Za�etnik tega podro�ja je francoski
matematik Evariste Galois, ki mu je uspelo problem izra�una ni�el polinoma n-te
stopnje v odvisnosti od njegovih koeficientov pretvoriti na ekvivaleten problem, ali
ima polinomu prirejena grupa dolo�ene lasnosti.

Prvotna motivacija za razvoj Galoisove teorije je bilo vpraöanje: zakaj za sploöen
polinom stopnje 5 v eni spremenljivki ne obstaja eksplicitna formula za izra�un
njegovih ni�el kot funkcij koeficientov in uporabo osnovnih algebrai�nih operacij?
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Slika 20. Hessejeva konfiguracija [12].

Tudi za sploöen polinom stopnje, ve�je od 5, velja enako; za tiste s stopnjo 4 ali
manj pa je bilo ûe v Galoisovem �asu dokazano, da eksplicitne formule obstajajo.

Vzemimo nek polinom f(x) stopnje n z vodilnim koeficientom 1, torej polinom
oblike

f(x) = xn + a
n≠1x

n≠1 + · · · + a1x + a0.

�e bi poznali njegove ni�le, bi lahko iz osnovnih operacij na teh ni�lah izpeljali
dolo�ene algebrai�ne ena�be. Pri koeficientih teh ena�b se omejimo na neko polje.
Kljub temu, da naravno lahko vzamemo katerokoli polje, bo v naöem primeru to
vedno polje Q. Tako gledamo zgolj ena�be med ni�lami polinoma, ki imajo racionalne
koeficiente.

Ideja Galoisove teorije je, da poiö�emo take permutacije ni�el polinoma, da bodo
vse izpeljane ena�be po permutaciji ni�el öe vedno izpolnjene. Na prvi pogled se zdi,
da bo takih permutacij zelo malo, pa vendar imajo polinomi poleg racionalnih tudi
realne in kompleksne ni�le, ki nam dajo bistveno manj ena�b z racionalnimi koefici-
enti, manj ena�bam pa bo zadoö�alo ve� permutacij. Prav tako pa konjugirane pare
kompleksnih ötevil vedno lahko permutiramo, brez da bi ena�be izgubile veljavnost.
Permutacije, ki jih lahko izvedemo, da ohranimo veljavnost ena�b, tvorijo grupo.

Zgoraj smo predpostavili, da ni�le polinoma poznamo, in lahko iz njih sestavimo
ena�be. Kaj pa, �e poznamo ena�be med ni�lami, samih ni�el pa ne? Videli bomo,
da lahko z Galoisovo teorijo na podlagi teh ena�b ûe dolo�imo, ali se bo ni�le sploh
dalo izraziti s koeficienti polinoma.
Definicija 6.1. Naj bo polje E razöiritev polja F . Avtomorfizem „ razöiritve E/F
je avtomorfizem polja E, ki fiksira F ; tj. avtomorfizem „, pri katerem za vsak x œ F
velja

„(x) = x.
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Mnoûico vseh takih avtomorfizmov ozna�imo z Aut(E/F ), to pa je grupa za kom-
poniranje funkcij.

To definicijo sedaj uporabimo na primeru polinomov in njihovih ni�el. Naj bo
F polje, iz katerega jemljemo koeficiente polinoma. Polje E pa naj bo razöiritev
izbranega polja z ni�lami polinoma f(x). Razöiritev E/F je razpadno polje polinoma
f(x), saj je E najmanjöe polje, v katerem f(x) razpade na linearne faktorje. Mnoûica
„ bo tedaj mnoûica vseh takih avtomorfizmov, ki fiksirajo polje F ter permutirajo
ni�le polinoma. Te ni�le so generatorji razöiritve E/F.

Vsakemu avtomofizmu iz Aut(E/F ) je enoli�no prirejena permutacija na ni�lah
polinoma. Mnoûica permutacij, ki so prirejene vsem ustreznim avtomorfizmom, pa
vsebuje ravno tiste permutacije, ki ohranjajo ena�be z racionalnimi koeficienti, ki
veljajo na ni�lah polinoma. Ti avtomorfizmi in permutacije so si izomorfni.

Definicija 6.2. Razöiritev E/F je Galoisova razöiritev, �e je razöiritev algebrai�na
ter mnoûica funkcij Aut(E/F ) fiksira mnoûico F.

Definicija 6.3. �e je E/F Galoisova razöiritev, potem grupo Aut(E/F ) imenujemo
Galoisova grupa ter jo ozna�imo z Gal(E/F ).

Za boljöe razumevanje obravnavajmo öe primer.

Primer 6.4 (prirejeno po [13]). Naj bo f(x) = x4 ≠16x2 +4 = (x2 ≠8)2 ≠60. éeleli
bi opisati Galoisovo grupo ni�el polinoma f(x). Koeficienti polinoma so iz polja Q.
Njegove ni�le so

x1 =
Ô

3 +
Ô

5,

x2 =
Ô

3 ≠
Ô

5,

x3 = ≠
Ô

3 +
Ô

5,

x4 = ≠
Ô

3 ≠
Ô

5.

Ni�le zadoö�ajo slede�im 6 ena�bam z racionalnimi koeficienti
x1x2 = ≠2,

x1x3 = 2,

x1 + x4 = 0,

x2 + x3 = 0,

x2x4 = 2,

x3x4 = ≠2.

Polje koeficientov polinoma je Q, razöirjeno polje pa polje
Q(x1,x2,x3,x4,x5,x6) = Q(

Ô
3,

Ô
5).

Poiskati moramo öe avtomorfizme razöiritve Q(
Ô

3,
Ô

5)/Q. Ni�le polinoma bi lahko
permutirali na |S4| = 4! = 24 na�inov; vendar pa vse permutacije ne ohranjajo
ena�b, ki jih te ni�le izpolnjujejo. �e preverimo ustreznost vseh permutacij, nam
ostanejo samo 4 ustrezne. To so:

”1 : (x1,x2,x3,x4) æ (x1,x2,x3,x4),
”2 : (x1,x2,x3,x4) æ (x2,x1,x4,x3),
”3 : (x1,x2,x3,x4) æ (x3,x4,x1,x2),
”4 : (x1,x2,x3,x4) æ (x4,x3,x2,x1).
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ätirje avtomorfizmi, izomorfni zgornjim permutacijam, tvorijo Galoisovo grupo
polinoma f(x). To so avtomorfizmi:

„1(a + b
Ô

3 + c
Ô

5) = a + b
Ô

3 + c
Ô

5,

„2(a + b
Ô

3 + c
Ô

5) = a + b
Ô

3 ≠ c
Ô

5,

„3(a + b
Ô

3 + c
Ô

5) = a ≠ b
Ô

3 + c
Ô

5,

„4(a + b
Ô

3 + c
Ô

5) = a ≠ b
Ô

3 ≠ c
Ô

5.

Galoisova grupa polinoma Gal(Q(
Ô

3,
Ô

5)/Q) je izomorfna grupi Z2
2. ˚

Sedaj si poglejmo pojem reöljivosti grupe in nekaj izrekov ter trditev, ki so pove-
zane s tem pojmom. ée poimenovanje "reöljivost"nakazuje na povezavo s problemom
iskanja ni�el polinomov – reöljivosti polinomske ena�be. Kot bomo videli formula za
ni�le namre� obstaja natanko tedaj, ko je Galoisova grupa ni�el polinoma reöljiva.

Definicija 6.5. [3, Definicija 6.9] Grupa G je enostavna, �e ne vsebuje nobene
netrivialne edinke.

Definicija 6.6. [3, Definicija 8.1 in definicija 8.3] Kompozicijska vrsta grupe G do
podgrupe N je zaporedje podgrup

G = G0 > G1 > G2 > · · · > G
n≠1 > G

n

= N,

kjer velja G
k+1 Ù G

k

in so vse G
k

/G
k+1 enostavne.

Definicija 6.7. [3, Definicija 8.3 izrek 8.5] Grupa G je reöljiva, �e obstaja taka
kompozicijska vrsta

G = G0 > G1 > G2 > · · · > G
n≠1 > G

n

= {e},

da je vsak faktor G
k

/G
k+1 Abelova grupa.

Trditev 6.8. Vsaka podgrupa reöljive grupe je reöljiva.

Poglejmo si öe nekaj primerov reöljivih grup.

Primer 6.9. Pokaûimo reöljivost cikli�nih grup Z2 in Z3, grupe simetri�ne permuta-
cij treh elementov S3 in alternirajo�e grupe vseh sodih permutacij ötirih elementov
A4.

Cikli�na grupa Z2 nima nobene netrivialne edinke (je enostavna), zato je edina
moûna kompozicijska vrsta

Z2 > {0}.

Kvocientna grupa Z2/{0} = Z2 je enostavna in abelova, zato je grupa Z2 reöljiva.
Dokaz za grupo Z3 je analogen.

Simetri�na grupa S3 ni enostavna. Edina edinka, ki jo vsebuje, je alternirajo�a
grupa A3. Grupa A3 netrivialnih edink nima, zato zaporedje grup lahko konstrui-
ramo zgolj na slede� na�in:

S3 > A3 > {id}.

Poglejmo si sedaj obe kvocientni grupi. Da bo zaporedje grup kompozicijsko zapo-
redje, morata biti obe kvocientni grupi enostavni. Da pa bo grupa S3 reöljiva, pa
morata biti obe kvocientni grupi Abelovi. Prva grupa je

S3/A3 = {‡A3, ‡ œ S3},
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kjer je

‡A3 =
I

‡A3, ‡ /œ A3,
A3, ‡ œ A3.

Ta grupa vsebuje le dve elementa, A3 ter ‡A3, kjer je ‡ neka liha permutacija. Tako
je ta grupa izomorfna grupi Z2.

Grupa
A3/{id} ≥= A3 = ({id, ‡ = (12)(23), ‡2 = (23)(12)},¶)

pa je izomorfna grupi Z3. Ker sta kvocientni grupi enostavni in Abelovi, je grupa
S3 reöljiva.

Tudi alternirajo�a grupa A4 sama ni Abelova. Pri njej bo kompozicijsko zaporedje
A4 > {id,(12)(34),(13)(24),(14)(23)} > {id,(12)(34)} > {id}.

Preverimo, kaköni so kvocienti;
A4/{id,(12)(34),(13)(24),(14)(23)} ≥= Z2,

{id,(12)(34),(13)(24),(14)(23)}/{id,(12)(34)} ≥= Z2,

{id,(12)(34)}/{id} ≥= Z2.

Ker so kvocientne grupe enostavne in Abelove, zopet dobimo ustrezno kompozicijsko
zaporedje. Grupa A4 je zato reöljiva.

Znano je, da je grupa A4 je v resnici kar najve�ja reöljiva alternirajo�a podgrupa,
saj A5 ni reöljiva. Grupa S3 pa je najmanjöa reöljiva grupa, ki ni Abelova. ˚

Podajmo öe par izrekov, ki jih bomo potrebovali pri dokazu reöljivosti grupe v
naslednjem poglavju.

Izrek 6.10 (2. izrek E. Noether). [8, izrek 5.17] �e sta N ™ H podgrupi edinki
grupe G, potem velja G/H ≥= (G/N)/(H/N).

Lema 6.11. Predpostavimo, da velja N Ù G. Naj bo H taka podgrupa grupe G, ki
vsebuje N . Za vsako tako podgrupo obstaja preslikava

H æ H/N,

ki ohranja red in preslika podgrupe grupe G, ki vsebujejo N v podgrupe G/N.
Po izreku 6.10 velja, da se kompozicijska vrsta

G = G0 > G1 > G2 > · · · > G
n

= N

preslika v vrsto
G/N = G0/N > G1/N > G2/N > · · · > G

n

/N = N/N = {id}.

Faktorji G
i

/G
i+1 so izomorfni faktorjem (G

i

/N)/(G
i+1/N).

Trditev 6.12. [8, Izrek 12.9] Naj bo N Ù G. �e sta grupi N in G/N reöljivi, potem
je reöljiva tudi grupa G.

Dokaz. Ker je G/N reöljiva, poznamo njeno kompozicijsko zaporedje Abelovih grup
G/N do id. Te z izomorfizmom iz leme 6.11 prevedemo v kompozicijsko vrsto G do
N, od N naprej pa vrsto nadaljujemo z faktorji iz kompozicijske vrste N, saj vemo,
da je grupa N reöljiva in taka vrsta obstaja. Vrsta, sestavljena iz obeh omenjenih
vrst, je kompozicijska vrsta G do {e} in grupa G je reöljiva. ⇤
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Izrek 6.13 (Osnovni izrek o izomorfizmu). [3, Trditev 5.7] �e je „ : G æ H
homomorfizem grup, potem „ inducira izomorfizem grup

G/ ker(„) ≥= im „.

V naslednjem poglavju bomo Galoisovo teorijo uporabili, da tvorimo Galoisovo
grupo prevojev kubi�ne krivulje.

7. Reöljivost problema

Vse ugotovitve v tem poglavju so povzete po Harrisovem �lanku [2], ki je bistven
vir za ta diplomski seminar. V uvodu v �lanek si avtor postavi slede�e vpraöanje:
ali je moûno iz koeficientov polinoma projektivne kubi�ne krivulje natanko dolo�iti,
kje na krivulji se prevojne to�ke nahajajo, oziroma, ali obstaja specifi�na formula
prevojev v odvisnosti od koeficientov?

Naj bo C kubi�na krivulja, podana s homogenim polinomom p(x,y,z). Polinom
njene Hessejeve krivulje ozna�imo s h(x,y,z). Naj bo S = {S

k

; k œ {1,2,...,9}} mno-
ûica prevojev C. Vsak prevoj S

k

dolo�ajo projektivne koordinate [x
k

,y
k

,z
k

].
Polinoma p(x,y,z) in h(x,y,z) sedaj pod pogoji opombe 3.5 razvijmo po eni od

spremenljivk, recimo y. Potem izra�unamo rezultanto R
p,h

(x,z) obeh polinomov,
ki je polinom v odvisnosti od x in z. Ker pa smo v projektivnem prostoru, lahko
krivulji opazujemo v dolo�eni afini ravnin in tako fiksiramo eno od spremenljivk.
Naj bo to ravnina z = 1. Rezultanta je potem polinom R

p,h

(x,1), ki je stopnje 9 v
spremenljivki x.

Trditev 7.1. Naj bo C kubi�na krivulja, podana s polinomom p(x,y,z) in h(x,y,z)
polinom njene Hessejeve krivulje. Polinoma razvijemo po spremenljivki y in izra�u-
namo njuno rezultanto R

p,h

(x,z). Naj bo x
k

œ C ötevilo, za katerega velja
R

p,h

(x
k

,1) = 0.

Tedaj obstaja tak y
k

, da je S
k

= [x
k

,y
k

, 1] eden od prevojev kubi�ne krivulje C.

Dokaz. Iz ena�be
R

p,h

(x
k

,1) = 0.

po a) to�ki leme 3.6 sledi, da imata polinoma p(x
k

,y,1) ter h(x
k

,y,1) nekonstantni
skupni faktor. �e fiksiramo koordinati x,z polinomov p(x,y,z) in h(x,y,z) kot z = 1
in x = x

k

, sta to namre� polinoma v spremenljivki y, ki imata rezultanto enako 0.
Torej imata skupno ni�lo. Druga�e povedano, obstaja nek tak y

k

, za katerega to�ka
[x

k

,y
k

,1] izpolnjuje pogoja
p(x

k

,y
k

,1) = 0
h(x

k

,y
k

,1) = 0,

torej leûi na obeh krivuljah in je prevoj C.
Ugotovili smo torej, da vsaki od ni�el x

k

polinoma R
p,h

(x,1) stopnje 9 v x pripada
nek y

k

(lahko jih je tudi ve�, �e imajo prevoji enake x-koordinate) in dobljene to�ke
[x

k

,y
k

,1] so prevoji krivulje C.
⇤

Za izra�un prevojev torej ûelimo poiskati ni�le polinoma R
p,h

(x,1). Za sploöen
polinom 9. stopnje velja, da njegovih ni�el v odvisnosti od koeficientov ni moûno
izra�unati. Pokazali pa bomo, da je polinom R

p,h

(x,1) poseben. To, kar vemo o
njem, bomo zdaj prevedli v jezik Galoisove teorije.
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Polje koeficientov polinoma R
p,h

(x,1) ûelimo razöiriti z njegovimi ni�lami in dolo-
�iti njegovo Galoisovo grupo. Najprej omenimo, da so koeficienti polinoma h(x,y,z)
preko izra�una determinante Hessejeve matrike odvisni od koeficientov a

ij

polinoma
p(x,y,z). Prav tako pa so tudi koeficienti rezultante R(p,h)(x,1) posredno odvisni
od koeficientov a

ij

v p(x,y,z), rezultanta je namre� funkcija koeficientov p(x,y,z)
in h(x,y,z). To lahko povemo tudi druga�e: koeficienti rezultante so elementi polja
C(a

ij

) racionalnih funkcij desetih kompleksnih koeficientov a
ij

. Naöa rezultanta bo
torej oblike

R
p,h

(x,1) =
9ÿ

k=0
f

k

(a
ij

)xk

za neke racionalne funkcije f
k

(a
ij

).
Polje koeficientov rezultante, ki ga ûelimo razöiriti, je torej polje C(a

ij

). To polje
razöirimo na polje C(a

ij

, x
k

) za vse k œ {1,2,...,9} in tiste i,j, ki dolo�ajo koeficiente
polinoma p(x,y,z). Polje C(a

ij

, x
k

) pa je polje racionalnih funkcij v koeficientih poli-
noma in x-koordinatah prevojev. Razöiritev C(a

ij

, x
k

)/C(a
ij

) je kon�na algebrai�na
razöiritev.

Sedaj naravno pridemo do naslednje trditve.

Trditev 7.2. [2, str. 686] Formula za koordinate x
k

prevojev S
k

za k œ {1,2, . . . ,9}
v odvisnosti od koeficientov a

ij

polinoma p(x,y,z) obstaja natanko tedaj, ko je Galo-
isova grupa Gal(C(a

ij

, x
k

)/C(a
ij

)) reöljiva.

�e torej dokaûemo reöljivost grupe Gal(C(a
ij

, x
k

)/C(a
ij

)), se bomo prepri�ali, da
prevoje lahko eksplicitno izrazimo v odvisnosti od koeficientov. Galoisova grupa
prevojev kubi�ne krivulje, ki jo ozna�imo z Gal(C(a

ij

, x
k

)/C(a
ij

)) je grupa avtomor-
fizmov, ki fiksirajo racionalne funkcije iz C(a

ij

).
Ker se izkaûe, da je Galoisova grupa prevojev v tem primeru teûko izra�unljiva, se

avtor �lanka [2] problema loti tako, da izkoristi izomorfnost Galoisovih grup prevojev
in tako imenovanih monodromijskih grup [2, str. 689]. S slednjimi se mi ne bomo
ukvarjali, saj je za njihovo razumevanje potrebno poglobljeno znanje drugih podro�ij
matematike. Prav tako pa avtor v �lanku dokaûe izomorfnost monodromijske grupe
in afine specialne linearne grupe ASL2(Z3) [2, str. 694]. Zato si bomo ogledali samo
slednjo grupo.

Grupa ASL2(Z3) je podgrupa obrnljivih afinih transformacij na Z3. Generirata jo
dve vrsti elementov:

• Translacije dvodimenzionalnega vektorskega prostora nad poljem Z3 za nek
vektor v.

• Elementi sploöne linearne grupe SL2(Z3). To so vse linearne transforma-
cije dvodimenzionalnega vektorskega prostora nad poljem Z3, ki jih lahko
zapiöemo kot 2 ◊ 2 matrike s koeficienti Z3 in determinanto 1.

Ker je Galoisova grupa razöiritve Gal(C(a
ij

, x
k

)/C(a
ij

)) izomorfna grupi ASL2(Z3),
je problem reöljivosti C(a

ij

, x
k

) ekvivalenten problemu reöljivosti ASL2(Z3).

Trditev 7.3. Grupa ASL2(Z3) je reöljiva.

Dokaz. Spomnimo se, da prostor Z2
3 opisuje strukturo Hessejeve konfiguracije deve-

tih prevojev kubi�ne krivulje. Definirajmo V = Z2
3 kot dvodimenzionalni vektorski

podprostor nad obsegom Z3. Vsaka premica, ki gre skozi tri to�ke prostora V ima
öe dve vzporednici, ki gresta vsaka skozi tri druge to�ke, skupaj pa tri premice po-
krijejo celoten prostor V. Po definiciji 2.12 je projektivni prostor P(V ) vektorskega
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prostora V mnoûica vseh njegovih enorazseûnih vektorskih podprostorov. To�ke
P(V ) so torej kar premice vektorskega prostora V. Ta vsebuje 4 trojice vzporednih
premic. Vsaka od teh trojic nam bo dala zgolj eno to�ko v P(V ), saj sta tisti dve
premici, ki nista vektorska podprostora, zgolj translaciji prve. Zato celoten prostor
P(V ) vsebuje le 4 to�ke. Na sliki 21 si te to�ke lahko ogledamo.

Slika 21. To�ke prostora P(V ), ki jih predstavljajo ötiri trojice vzpo-
rednih premic.

Izkaûe se, da translacije prostora V za poljuben vektor v = (v1,v2) œ Z2
3 ohranijo

P(V ). Translacija bo namre� vsako to�ko P(V ) preslikala nazaj vase. Druga�e
povedano, translacija povzro�i zamenjavo to�k prostora V, vendar se premice v vsaki
posamezni trojici, tj. to�ki P(V ) med seboj le permutirajo. Za laûjo predstavo si
lahko zopet pomagamo s sliko 21. Tudi involucija ≠I na V ima enak u�inek in
povzro�i zgolj permutacijo premic. Pri involuciji je sicer to malce manj o�itno, pa
vendar s kratkim izra�unom delovanja na to�kah hitro vidimo, da to drûi.

Sedaj definirajmo homomorfizem grup

Ï1 : ASL2(Z3) æ S4,

kjer je S4 simetri�na grupa vseh permutacij 4 elementov. Vsakemu elementu grupe
ASL2(Z3) s tem homomorfizmom priredimo ustrezno permutacijo to�k iz P (V ).
Homomorfizem mnoûico translacij in involucijo ≠I preslika v identiteto, saj te fi-
ksirajo vse trojice premic. Zato je jedro G1 = ker(Ï1) generirano s translacijami
in involucijo. Slika im Ï1 pa je kar alternirajo�a grupa A4 sodih permutacij, saj
nobena preslikava v ASL2(Z3) ne inducira lihe permutacije med trojicami premic.
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O�itno obstajajo zgolj preslikave, ki trojice premic ohranijo, ter take, ki na trojicah
inducirajo permutacijo, ki je produkt dveh disjunktnih ciklov.

Jedro G1 homomorfizma Ï1 je podgrupa edinka grupe ASL2(Z3), po izreku 6.13
pa velja

ASL2(Z3)/G1 ≥= A4.

Uporabimo lahko öe izrek 6.12 iz prejönjega poglavja. �e dokaûemo, da sta tako
jedro homomorfizma ker Ï1 kot tudi njegova slika im Ï1 reöljivi, potem je tudi sama
grupa ASL2(Z3) reöljiva.

Kot smo ûe omenili, je slika preslikave enaka A4, to pa je reöljiva grupa, kar smo
dokazali v prejönjem poglavju. Tudi jedro G1 je reöljiva grupa. To dokaûimo tako,
da tvorimo nov homomorfizem Ï2, ki bo vsakemu elementu iz G1 priredil njegovo
delovanje na to�no dolo�eni trojici premic. Brez ökode za sploönost lahko vzamemo
trojico na sliki 22, premice zaporedno iz leve strani ozna�imo z l1,l2 in l3.

Slika 22. Preslikava Ï2 opazuje permutacijo premic pri delovanju
preslikav iz jedra G1.

Vemo, da bo vsaka afina transformacija iz G1 trojico premic preslikala v enako
trojico, vendar bo Ï2 vsaki taki transformaciji priredil permutacijo teh treh premic.
Dobimo surjekcijo

Ï2 : G1 æ S3.

Njeno jedro je G2 ≥= Z3. Edine afine transformacije, ki premic ne permutirajo, so
identiteta ter dve translaciji vzdolû premic (v primeru 22 sta to translaciji (0,1) ter
(0,2)). Te tri preslikave tvorijo cikli�no grupo Z3 s praötevilskim redom, ki je reöljiva.
Slika te preslikave pa je kar S3, saj je generirana z involucijo (na primeru 22 bo to
(l2l3)), ki permutira dve premici, ter vsemi moûnimi translacijami, ki generirajo vse
cikle dolûine 3 v S3. V prejönjem poglavju smo dokazali, da je S3 reöljiva grupa.

Ker sta jedro G2 in slika S3 preslikave Ï2 reöljivi, je reöljiva tudi sama grupa G1.
Ker pa sta jedro G1 in slika A4 preslikave Ï1 reöljivi, je reöljiva tudi ASL2(Z3) in
dokaz je kon�an. ⇤

Podajmo öe nekaj dodatnih pojasnil, zakaj je tak rezultat smiselen. Rezultanta, ki
smo jo opazovali, je bila polinom 9. stopnje v x. Ni�le sploönega polinoma 9. stopnje
med seboj niso povezane - �e bi si ogledali njihovo Galoisovo grupo avtomorfizmov,
nimamo nobenega sploönega pogoja v obliki ena�b, ki bi jih ni�le morale izpolnjevati.
Zato jih lahko poljubno permutiramo in Galoisova grupa polinoma 9. stopnje bo
enaka S9. Ta grupa pa ni reöljiva.

Vendar pa v naöem primeru obstajajo dolo�ene relacije med ni�lami naöega poli-
noma – rezultante R

p,h

(x,1). To je natanko sistem Hessejeve konfiguracije. Tudi po
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permutaciji ni�el morajo te öe vedno ostati v takem sistemu; vsaka ni�la mora biti
vsota 4 parov drugih ni�el (tistih, s katerimi leûi na skupni premici). To pa je dovolj
mo�en pogoj, da niso vse permutacije iz S9 ustrezne. Ustrezne so natanko tiste
permutacije, ki leûijo v Galoisovi grupi ASL2(Z3), to so namre� edine permutacije,
ki Hessejevo konfiguracijo ohranjajo. Ker pa smo dokazali, da je ta grupa reöljiva,
je tudi naö problem reöljiv. S tem smo s pomo�jo Galoisove teorije dokazali, da se
prevoje da izraziti kot funkcijo koeficientov polinoma.

V naslednjem poglavju nas �aka le öe izpeljava postopka za njihov izra�un.

8. Izra�un prevojev kubi�ne krivulje

Sedaj pa se lotimo naöega problema eksplicitnega izra�una prevojev kubi�ne kri-
vulje, podane s polinomom

p(x,y,z) =
3ÿ

i=0

3≠iÿ

j=0
a

ij

xiyjz3≠i≠j.

Tudi to poglavje je v celoti povzeto po �lanku [2].
Iz prejönjih poglavij se spomnimo, da so prevoji kubi�ne krivulje urejeni v Hes-

sejevi konfiguraciji s strukturo cikli�ne grupe Z2
3. Vemo, da vsaka premica dvodi-

menzionalnega prostora V = Z2
3 vsebuje tri to�ke iz prostora, ki se seötejejo v 0.

To�ka �i v P(V ) pa naj ozna�uje eno trojico premic {li

1, li

2, li

3}, ki skupaj pokrijejo
vse to�ke v V ; ena to�ka �i torej skupno vsebuje vseh 9 prevojev. Vemo, da so take
to�ke natanko 4.

Definicija 8.1. Naj bo kubi�na krivulja C œ P2 podana s homogenim polinomom
p(x,y,z). Kubi�na krivulja C

⁄

je krivulja, podana s polinomom
p

⁄

(x,y,z) = p(x,y,z) + ⁄h(x,y,z),
kjer je h(x,y,z) polinom Hessejeve krivulje. Mnoûica polinomov {p

⁄

(x,y,z); ⁄ œ R}
v odvisnosti od ⁄ podaja öop, oziroma 1-dimenzionalno linearno druûino krivulj.

Opazimo, da tako definirana mnoûica krivulj vsebuje vse prevoje kubi�ne krivulje
C, saj so ti ni�le tako polinoma p(x,y,z), kot tudi h(x,y,z). Krivulje se zvezno spre-
minjajo s spreminjanjem ⁄, pa vendar 9 prevojnih to�k ostane na vsaki krivulji v
tej druûini krivulj.

Primer 8.2 (Hessejev öop). V teoriji pogosto zasledimo t.i. Hessejev öop. Kot lahko
sklepamo ûe iz imena, v tem primeru za krivuljo C vzamemo Hessejevo krivuljo, ki
jo ûe poznamo iz prejönjih zgledov. äop kubi�ne krivulje C je potem enak mnoûici
krivulj, podanih s polinomi

p
⁄

(x,y,z) = x3 + y3 + z3 + 63⁄xyz, ⁄ œ C.

˚
To�ke �i smo definirali kot trojice premic v P(V ); sedaj pa te premice predstavimo

v projektivni ravnini P2(C). To�ke v V bodo od sedaj naprej prevoji C. Mnoûico
n premic na projektivni ravnini P2 podaja homogen polinom n-te stopnje, ki je
razcepen na linearne faktorje. Torej bo naöa trojica premic podana z razcepnim
kubi�nim polinomom in je zato razcepna kubi�na krivulja. Za vsako to�ko – trojico
premic �i œ P(V ) obstaja neka razcepna kubi�na krivulja, ki jo podaja. Krivuljo
za �i ozna�imo z Ci = li

1l
i

2l
i

3 œ P2(C). Ker je {C
⁄

; ⁄ œ C} mnoûica krivulj, ki grejo
skozi vseh 9 prevojev, hkrati pa grejo tudi trojice premic skozi vse prevoje, velja
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Ci œ C
⁄

. Zato bodo obstajali taki ⁄
i

, za katere bodo polinom p
⁄i razcepni in bodo

produkti treh linearnih polinomov.
Motivacija iskanja C

i

je slede�a: izmed krivulj {C
i

; i œ {1,2,3,4}} ûelimo dolo�iti
dve razcepni kubi�ni krivulji (najti njun polinom). S podanima polinomoma bo zelo
enostavno izra�unati njun presek. V tem preseku pa bodo natanko prevojne to�ke
krivulje C, saj vemo, da te to�ke leûijo na vsaki krivulji iz öopa, ki ga tvori C. Lotimo
se torej izra�una Ci.

Naj bo

h(x,y,z) = det(H
p

) =
3ÿ

i=0

3≠iÿ

j=0
b

ij

xiyjz3≠i≠j

polinom Hessejeve krivulje. Koeficienti b
ij

tega polinoma so ûe podani kot racio-
nalne funkcije koeficientov a

ij

, saj jih dobimo iz determinante Hessejeve matrike.
Izra�unajmo determinanto Hessejeve matrike za öop kubik

p
⁄

(x,y,z) = p(x,y,z) + ⁄h(x,y,z).
Dobimo polinom Hessejeve krivulje,

h
⁄

(x,y,z) = det H
p⁄

,

v katerem parameter ⁄ nastopa kubi�no. Da dobimo rezultanto polinomov p
⁄

(x,y,z)
in h

⁄

(x,y,z), ju najprej razvijemo po eni izmed koordinat, recimo x, pri �emer upo-
ötevamo pogoje 3.5. Rezultanta R

p⁄,q⁄
je polinom v odvisnosti od drugih dveh

spremenljivk (v naöem primeru y in z) ter ⁄, v katerem je ⁄ stopnje 12. Ozna�imo
�(⁄) = R

p⁄,h⁄
(y,z).

�e polinom �(⁄) razvijmo po ⁄, dobimo

�(⁄) =
12ÿ

i=0
c

i

(y,z)⁄i.

Naj bo ⁄ = w
i

ni�la �(⁄). Potem bosta imela polinoma p
wi in h

wi skupni homogeni
faktor stopnje 1 ali ve�. Torej imamo tri moûnosti:

• Polinom p
wi podaja kubiko in krivulja ima s kubiko polinoma h

wi nerazcepni
skupni faktor stopnje tri.

• Polinom p
wi podaja unijo kvadrike in premice in ima z h

wi bodisi nerazcepni
faktor stopnje 2 (kvadriko) ali nerazcepni faktor stopnje 1 (premico).

• Polinom p
wi je produkt treh homogenih faktorjev stopnje 1, ter ima z h

wi

vsaj en skupen nerazcepni faktor stopnje 1.
Sedaj pa se problema lotimo iz druge strani.

Trditev 8.3. �e je kubi�na krivulja C razcepna ter je unija treh premic, je njena
Hessejeva krivulja HC enaka prvotni krivulji C.

Dokaz. Naj bo C razcepna kubi�na krivulja, sestavljena kot unija treh premic in
torej podana s homogenim polinomom, ki je produkt treh linearnih polinomov

p(x,y,z) = l1l2l3 = (a1x + a2y + a3z)(b1x + b2y + b3z)(c1x + c2y + c3z)
za neke a

i

,b
i

,c
i

œ C, i œ {1,2,3}. Ko izra�unamo Hessejevo matriko in njeno deter-
minanto, dobimo

h(x,y,z) = k(a1x + a2y + a3z)(b1x + b2y + b3z)(c1x + c2y + c3z),
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kjer je k = 2(a3b2c1 ≠a2b3c1 ≠a3b1c2 +a1b3c2 +a2b1c3 ≠a1b2c3)2. Ta polinom podaja
enako krivuljo kot polinom p(x,y,z); krivulji C in HC sta torej enaki. ⇤

V nadaljevanju torej ûelimo dokazati, da je p
⁄

produkt treh premic. To storimo
tako, da izlo�imo ostali dve moûnosti.

Trditev 8.4. Polinom p
⁄

(x,y,z) za ni�le w1,w2,w3, w4 rezultante �(⁄) podaja raz-
cepno kubi�no krivuljo, ki je produkt treh premic l1, l2 in l3.

Dokaz. Recimo, da to ne drûi, in velja ena od drugih dveh moûnosti. Naj imata
polinoma p

wi in h
wi nerazcepni skupni faktor stopnje tri (sta enaki kubi�ni krivulji).

Ker je torej p
wi nerazcepen, po [1, Izrek 4.5] dobimo protislovje, saj se krivulja brez

premic nikoli ne ujema s pripadajo�o Hessejevo krivuljo.
Naj zdaj polinom p

wi podaja unijo kvadrike in premice in ima s h
wi nerazcepni

faktor stopnje 2 (kvadriko). V tem primeru bi öla premica skozi 3 prevoje krivulje,
kvadrika pa skozi ostalih 6. Specifi�na kvadrika, ki poteka skozi ostalih 6 prevojev
krivulje, je unija dveh premic, kjer gre vsaka premica vsaka skozi 3 to�ke. Kva-
drike pa so enoli�no dolo�ene ûe s 5 to�kami, zato je to tudi edina moûna kvadrika.
Ker pa je po naöi predpostavki polinom kvadrike nerazcepen, ponovno pridemo do
protislovja. ⇤

Ugotovili smo, da bo za ni�le w
i

rezultante �(⁄) öop kubik podajal unijo treh
premic. Polinom �(⁄) je stopnje 12 v ⁄, in ker vsebuje öe �lene odvisne od y in
z se zdi, da izra�un njegovih ni�el v odvisnosti od ⁄ ne bo mogo�. Vendar pa ima
ta polinom dve dodatni lastnosti. Kot prvo, so vse ni�le tega polinoma trojne. To
je smiselno, saj obstajajo natanko 4 taki koeficienti ⁄, pri katerih bo p

⁄

razcepen
do linearnih faktorjev in tako podajal unijo treh premic. Kot drugo pa je moûno
polinom zapisati kot

�(⁄) = f(y,z)g(⁄)
za neki funkciji f,g. Tako se spremenljivki lo�ita od ⁄ in dobimo polinom 12 stopnje
zgolj v ⁄. Zaradi trojnih ni�el g(⁄) lahko izra�unamo njegov minimalni polinom, ki je
�etrte stopnje, potem pa polinome �etrte stopnje razstavimo na linearne �lene. Tako
dobimo ötiri ni�le �(⁄), ki jih ozna�imo z w1,w2,w3 in w4. Koeficienti minimalnega
polinoma

�
m

(⁄) =
4Ÿ

i=1
(⁄ ≠ w

i

) =
ÿ

c
i

⁄i.

so racionalne funkcije koeficientov polinoma �(⁄).
Na tem koraku pojasnimo, kaj smo pravzaprav dosegli z uvedbo öopa p

⁄

. Ta öop
gre skozi vse prevoje kubi�ne krivulje C. Zavedamo se, da öop vsebuje tudi ötiri
razcepne krivulje Ci, i œ {1,2,3,4}, ki gredo prav tako skozi vse prevoje. Ko prosti
parameter ⁄ prete�e C, polinom p

⁄

(x,y,z) pri dolo�enih ötirih vrednostih w
i

podaja
singularne krivulje – trojice premic, ki potekajo skozi prevojne to�ke C. Te vrednosti
najdemo kot ni�le polinoma �(⁄). Pri teh ötirih vrednostih p

⁄

ne bo ve� nerazcepen
kubi�ni polinom, pa� pa produkt homogenih polinomov prve stopnje.

Tako dobimo ena�be za razcepne kubi�ne polinome
g

i

(x,y,z) = p(x,y,z) + w
i

h(x,y,z),
ki podajajo trojice premic Ci.

Zgled 8.5. Sedaj pa ponazorimo postopek izra�una ustreznih w
i

, i œ {1,2,3,4} na
primeru krivulje v Weierstrassovi obliki. Pri sploöni polinomski obliki bi seveda imeli
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ve� �lenov, vendar postopek tam ostane enak. Vse izra�une v tem diplomskem delu
smo naredili v programu Mathematica.

Naj bo
p(x,y,z) = y2z ≠ x3 ≠ axz2 ≠ bz3

polinom krivulje v Weierstrassovi obliki v odvisnosti od kompleksnih koeficientov a
in b. Njena Hessejeva krivulja je

h(x,y,z) = 8(3xy2 + 3ax2z + 9bxz2 ≠ a2z3).

Polinom p
⁄

(x,y,z) je torej

p
⁄

(x,y,z) = ≠x3 + y2z ≠ axz2 ≠ bz3 + 8(3xy2 + 3ax2z + 9bxz2 ≠ a2z3)⁄,

polinom h
⁄

(x,y,z) pa

h
⁄

(x,y,z) = 8(3xy2+3ax2z+9bxz2≠a2z3+72ax3⁄≠72ay2z⁄+72a2xz2⁄+72abz3⁄≠

≠5184bx3⁄2 + 1728axy2⁄2 + 1728a2x2z⁄2 + 5184by2z⁄2 ≠ 576a3z3⁄2≠

≠5184b2z3⁄2 ≠ 13824a2x3⁄3 ≠ 41472bxy2⁄3 ≠ 41472abx2z⁄3+

+13824a2y2z⁄3 ≠ 13824a3xz2⁄3 ≠ 124416b2xz2⁄3).
Rezultanto teh dveh polinomov nam Mathemathica poenostavi kot

R
p⁄,h⁄

(x) = k(x,y,z)(≠1 ≠ 1152a⁄2 + 55296b⁄3 + 110592a2⁄4)3,

kjer je

k(x,y,z) = ≠512z(27y8 + 216by6z2 + 18(4a3 + 27b2)y4z4 ≠ (4a3 + 27b2)2z8).

Opazimo, da smo dobili kub polinoma 4. stopnje, iz katerega lahko z uporabo
formule za faktorizacijo polinomov 4. stopnje dobimo ustrezne ⁄ = w

i

, za katere bo
ta rezultanta enaka 0. Taki ⁄ so seveda odvisni od koeficientov a in b, ki nastopata
v polinomu. Torej smo za vse Weierstrassove kubike dobili kar direktno formulo za
w

i

, i œ {1,2,3,4}. Tudi te vrednosti imajo obseûno formulo, zato zapiöimo samo eno
izmed njih:

w1 = ≠ b

8a2 ≠ 1
24

ı̂ıÙ1
a

+ 9b2

a4 + (≠4a3 ≠ 27b2) 1
3

2 2
3 a2

≠

≠1
2

ı̂ııııÙ

1
72a

+ b2

8a4 ≠ (≠4a3 ≠ 27b2) 1
3

144(2 2
3 )a2

≠ 3(≠ b

48a

3 ≠ b

3

8a

6 )
Û

1
a

+ 9b

2

a

4 + (≠4a

3≠27b

2)
1
3

2
2
3

a

2

.

˚

V posebnih primerih se lahko pri postopku pojavi teûava, da polinom �(⁄) ni
stopnje 12, ampak manj. To se zgodi, �e pri ra�unanju rezultante polinom razvijemo
po spremenljivki, v kateri polinom ne vsebuje �lenov vseh stopenj, oziroma, ne
zadoö�a pogoju 3.5. Tak primer je Fermatova kubika, pri kateri dobimo polinom
stopnje zgolj 9. Tako dobimo tri ustrezne w

i

, kar pa nam za izra�un prevojev prav
tako zadoö�a.
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Primer 8.6. Naredili bomo izra�un koeficientov w
i

, i œ {1,2,3,4} za kubi�no krivuljo
C, podano s polinomom

p(x,y,z) = y2z ≠ x(x ≠ z)(x + z).
Ker je C v Weiestrassovi obliki, bi lahko za izra�un uporabili zgoraj izpeljano formulo,
vendar pa za laûje razumevanje ponovimo postopek. Hessejeva matrika krivulje je

Slika 23. Kubi�na krivulja p(x,y,z) = y2z ≠ x(x ≠ z)(x + z).

matrika

H
p

=

Q

ca
≠6x 0 2z

0 2z 2y
2z 2y 2x

R

db ,

polinom Hessejeve krivulje pa je potem enak
h(x,y,z) = det H

p

= 8(3xy2 ≠ 3x2z ≠ z3).
äop kubi�nih krivulj v odvisnosti od ⁄ je podan s polinomi

p
⁄

(x,y,z) = y2z ≠ x(x ≠ z)(x + z) + 8(3xy2 ≠ 3x2z ≠ z3)⁄,

njihova Hessejeva krivulja pa s polinomom
h

⁄

(x,y,z) = 8(3xy2 ≠ 3x2z ≠ z3 ≠ 72x3⁄ + 72y2z⁄ + 72xz2⁄ ≠ 1728xy2⁄2+
+1728x2z⁄2 + 576z3⁄2 ≠ 13824x3⁄3 + 13824y2z⁄3 + 13824xz2⁄3).

Polinoma p
⁄

(x,y,z) in h
⁄

(x,y,z) razvijemo po potencah x in izra�unamo rezultanto
R

p⁄,h⁄
(x). Ta je enaka

det

Q

cccccccca

z(y2 ≠ 8z2⁄) z2 + 24y2⁄ ≠24z⁄ ≠1 0 0
0 z(y2 ≠ 8z2⁄) z2 + 24y2⁄ ≠24z⁄ ≠1 0
0 0 z(y2 ≠ 8z2⁄) z2 + 24y2⁄ ≠24z⁄ ≠1
A B C D 0 0
0 A B C D 0
0 0 A B C D

R

ddddddddb

,

kjer ozna�imo
A = 8z(72y2⁄(1 + 192⁄2) + z2(≠1 + 576⁄2)),
B = 24(y2(1 ≠ 576⁄2) + 24z2⁄(1 + 192⁄2)),

C = 24z(≠1 + 576⁄2),
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D = ≠576(⁄ + 192⁄3).
Determinanta te matrike nam porodi polinom stopnje 12 v ⁄. Po poenostavljanju
dobimo

R
p⁄,h⁄

(x) = 512z(≠27y8 + 72y4z4 + 16z8)(≠1 + 1152⁄2 + 110592⁄4)3.

Vidimo, da nam je uspelo v polinomu �lene, ki so odvisni od y in z, lo�iti od
tistih, odvisnih od ⁄. Preko formule za faktorizacijo polinomov 4. stopnje potem
izra�unamo ni�le rezultante. To so

w1 = ≠0.028385418276383887,

w2 = ≠0.105936i,

w3 = 0.105936i,

w4 = 0.028385418276383887.

Te ni�le nam enoli�no to�no dolo�ijo ötiri trojice premic, ki gredo skozi prevojne
to�ke kubi�ne krivulje. Njihove ena�be so
g1(x,y,z) = p

w1(x,y,z) = y2z ≠ x(x ≠ z)(x + z) + 8(≠0.0283854)(3xy2 ≠ 3x2z ≠ z3),
g2(x,y,z) = p

w2(x,y,z) = y2z ≠ x(x ≠ z)(x + z) + 8(≠0.105936i)(3xy2 ≠ 3x2z ≠ z3),
g3(x,y,z) = p

w3(x,y,z) = y2z ≠ x(x ≠ z)(x + z) + 8(0.105936i)(3xy2 ≠ 3x2z ≠ z3),
g4(x,y,z) = p

w4(x,y,z) = y2z ≠ x(x ≠ z)(x + z) + 8(0.0283854)(3xy2 ≠ 3x2z ≠ z3).
Zavedati se moramo, da so nekatere premice realne, nekatere pa ne. V resnici tako
za w2 kot za w3 ne dobimo nobene realne premice; pri w1 je realna zgolj ena, pri w4
pa vse tri, kot je prikazano na sliki 24.

Slika 24. Realni del singularnih krivulj ozroma trojic premic, poda-
nih s polinomoma g1 ter g4.

˚
Kljub temu, da sedaj za polinome g

i

(x,y,z) vemo, da so produkti treh linearnih
faktorjev, pa smo obti�ali s polinomi tretje stopnje v treh spremenljivkah, ki jih ne
znamo razcepiti. Zato se bo potrebno lotiti öe tega problema.

Tri premice krivulje C
i

se paroma sekajo v treh to�kah, vsak par premic v eni. Te
to�ke pa so singularne to�ke C. �e nam jih uspe izra�unati, bodo premice z njimi
enoli�no dolo�ene kot premice skozi dve posamezni to�ki. Torej se najprej posvetimo
ra�unanju teh singularnih to�k.
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Izra�unajmo parcialne odvode polinoma g
i

(x,y,z). V ustreznih singularnih to�kah
bo moralo veljati, da

Òg
i

(x,y,z) =
A

ˆg
i

(x,y,z)
ˆx

,
ˆg

i

(x,y,z)
ˆy

,
ˆg

i

(x,y,z)
ˆz

B

= 0.

Ker pri odvajanju po katerikoli spremenljivki izgubimo eno stopnjo, nam v gradi-
entu ostanejo polinomi 2. stopnje. Ti pa podajajo vsaka svojo kvadriko oziroma
projektivno algebrai�no krivuljo 2. stopnje. Ozna�imo jih z Qi

1, Qi

2 in Qi

3, njihove
polinome pa z qi

1(x,y,z), qi

2(x,y,z) in qi

3(x,y,z). To�ke, kjer bodo vsi parcialni odvodi
0 so natanko tiste, ki leûijo na vseh treh kvadrikah, zato moramo poiskati njihov
presek.

Avtor �lanka [2] to doseûe z uporabo posebne rezultante za tri polinome v ve�
spremenljivkah. Ta je druga�na, kot smo jo definirali mi, podrobno pa je opisana v
[4, poglavje 13]. V tem delu zgolj omenimo, da preko nje izra�unamo prese�ne to�ke
treh kvadrik – to so ni�le te rezultante. Tvorimo jo tako, da vse tri polinome kvadrik
razvijemo po eni spremenljivki, ter za vsak polinom v eno vrstico 3 ◊ 3 matrike po
vrsti dodamo tri koeficiente pri razli�nih potencah spremenljivke. Za polinome

qi

1(x,y,z) = r10(y,z) + r11(y,z)x + r12(y,z)x2,

qi

2(x,y,z) = r20(y,z) + r21(y,z)x + r22(y,z)x2,

qi

3(x,y,z) = r30(y,z) + r31(y,z)x + r32(y,z)x2,

bo taka rezutanta enaka

R
q

i
1,q

i
2,q

i
3

= det

Q

ca
r10(y,z) r11(y,z) r12(y,z)
r20(y,z) r21(y,z) r22(y,z)
r30(y,z) r31(y,z) r32(y,z)

R

db .

To je homogen kubi�ni polinom v spremenljivkah y in z, ki ga po lemi 2.11 lahko
razcepimo na produkt treh polinomov. Ko ga izena�imo z 0, dobimo tri linearne
zveze med spremenljivkama y in z. Izberimo eno od teh zvez ter se vrnimo k
prvotni krivulji g

i

(x,y,z). �e eno od spremenljivk v ena�bi izrazimo z drugo, nam
ostaneta dve spremenljivki; ker pa smo v projektivnem prostoru, lahko brez ökode
za sploönost izberemo x = 1. Vstavimo öe to v g

i

(x,y,z) in dobimo kubi�ni polinom
v eni spremenljivki, recimo y. Ni�le tega polinoma nam podajajo 3 moûne reöitve za
preostalo spremenljivko, in tako skupno dobimo 3 projektivne to�ke, od katerih pa
je zgolj ena prava. Za vsako to�ko [x,y,z] je tako potrebno preveriti, ali v njej velja
Òg

i

(x,y,z) = 0. To bo drûalo zgolj pri eni to�ki, ki je naöa prva singularna to�ka.
Drugi dve dobimo na enak na�in, s tem da v rezultanti R

q1,q2,q3 lo�eno obravnavamo
öe drugi dve linearni zvezi med y in z.

Da potrdimo ustreznost postopka iskanja singularnih to�k, postavimo naslednjo
trditev.

Trditev 8.7. Naj bo C razcepna kubika, ki je unija treh premic in podana s polino-
mom

g(x,y,z) = (o1x + o2y + o3z)(m1x + m2y + m3z)(n1x + n2y + n3z),
kjer so o

i

,m
i

,n
i

œ C. Singularni preseki
s1 = [o3m2 ≠ o2m3, o1m3 ≠ o3m1, o2m1 ≠ o1m2]

s2 = [o3n2 ≠ o2n3, o1n3 ≠ o3n1, o2n1 ≠ o1n2]
s3 = [m3n2 ≠ m2n3, m1n3 ≠ m3n1, m2n1 ≠ m1n2]
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dveh premic polinoma g(x,y,z) so natanko to�ke v preseku treh kvadrik, ki jih poda-
jajo parcialni odvodi polinoma g(x,y,z).

Dokaz. Poiskali bomo prese�ne to�ke treh kvartik in pokazali, da leûijo na C. Izra-
�unajmo parcialne odvode polinoma g(x,y,z),

Òg(x,y,z) =
A

ˆg(x,y,z)
ˆx

,
ˆg(x,y,z)

ˆy
,
ˆg(x,y,z)

ˆz

B

.

Odvod po spremenljivki x je enak
ˆg(x,y,z)

ˆx
= o1(m1x + m2y + m3z)(n1x + n2y + n3z) +

+n1(m1x + m2y + m3z)(o1x + o2y + o3z) +
+m1(n1x + n2y + n3z)(o1x + o2y + o3z),

odvoda po drugih dveh spremenljivkah pa izra�unamo analogno z odvajanjem y
ali z. Ti parcialni odvodi nam dolo�ijo qi

1(x,y,z), qi

2(x,y,z) in qi

3(x,y,z). Izraze nato
razvijemo po spremenljivki x, vstavimo v 3 ◊ 3 matriko in izra�unamo njeno deter-
minanto. Ta je enaka

R
q

i
1,q

i
2,q

i
3

= k(m2n1y ≠ m1n2y + m3n1z ≠ m1n3z)
(m2o1y ≠ m1o2y + m3o1z ≠ m1o3z)
(≠n2o1y + n1o2y ≠ n3o1z + n1o3z),

kjer je
k = (≠m3n2o1 + m2n3o1 + m3n1o2 ≠ m1n3o2 ≠ m2n1o3 + m1n2o3).

Najprej se osredoto�imo na prvi �len (o2m1y ≠o1m2y +o3m1 ≠o1m3). V afini ravnini
z = 1 je y-koordinata iskane to�ke enaka

y = (o3m1 ≠ o1m3)
≠o2m1 + o1m2

.

To vrednost y vstavimo v polinome kvadrik, in �e upoötevamo öe z = 1, dobimo
polinome v spremenljivki x. Vsak od treh polinomov je druge stopnje in ga tako
lahko razcepimo na linearne faktorje. Iskana vrednost x je tista, ki se pojavi v
razcepu vseh treh polinomov. Vsak od njih mora imeti namre� v iskani to�ki [x,y,z]
vrednost 0. V naöem primeru je to vrednost

x = o3m2 ≠ o2m3
o2m1 ≠ o1m2

.

Prva iskana singularna to�ka je torej to�ka
5
o3m2 ≠ o2m3
o2m1 ≠ o1m2

,
o3m1 ≠ o1m3

≠o2m1 + o1m2
, 1

6
,

zaradi homogenosti koordinat pa to to�ko lahko preprosteje zapiöemo kot
[o3m2 ≠ o2m3, ≠o3m1 + o1m3, o2m1 ≠ o1m2].

�e to to�ko vstavimo v ena�be premic
l1(x,y,z) = o1x + o2y + o3z,

l2(x,y,z) = m1x + m2y + m3z,

l3(x,y,z) = n1x + n2y + n3z,
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dobimo
l1(m2o1 ≠ o1m2, ≠o3m1 + o1m3, o2m1 ≠ o1m2) = 0,

l2(m2o1 ≠ o1m2, ≠o3m1 + o1m3, o2m1 ≠ o1m2) = 0,

l3(m2o1 ≠ o1m2, ≠o3m1 + o1m3, o2m1 ≠ o1m2) ”= 0.

To�ka s1 je torej v preseku dveh premic krivulje C. Za drugi dve to�ki je postopek
analogen.

⇤
Iz singularnih to�k, ki smo jih pridobili po zgornjem postopku, ûelimo sedaj izra-

�unati vse tri premice l1,l2 in l3. Vemo, da so projektivne premice podane z ena�bo
ax + by + cz = 0.

�e paroma izbiramo dve od treh izra�unanih to�k, ter ju vstavimo v dve taki ena�bi,
bomo priöli do vseh treh premic krivulje Ci.

Na tak na�in dolo�imo polinoma dveh izmed kubi�nih krivulj C1, C2, C3 ali C4.
Vemo, da so prevoji natanko to�ke v prese�iö�ih dveh trojic premic iz öopa. Zato
lahko z izra�unom presekov dveh trojic premic dobimo natanko 9 prevojev kubi�ne
krivulje C.

Zgornji algoritem ponazorimo na primeru.

Primer 8.8. Nadaljujmo postopek na kubi�ni krivulji C iz prejönjega primera, po-
dani s

p(x,y,z) = y2z ≠ x(x ≠ z)(x + z).
Pri njej smo ûe izra�unali polinome g1,g2,g3 in g3. Obravnavajmo dve razcepni krivulji
podani s polinomoma

g1 = y2z ≠ x(x ≠ z)(x + z) + 8(≠0.0283854)(3xy2 ≠ 3x2z ≠ z3)
in

g2 = y2z ≠ x(x ≠ z)(x + z) + 8(≠0.105936i)(3xy2 ≠ 3x2z ≠ z3).
Njuna gradienta sta
Òg1 = (q11,q12,q13) = (≠x(x ≠ z) ≠ x(x + z) ≠ (x ≠ z)(x + z) ≠ 0.227083(3y2 ≠ 6xz),

≠1.3625xy + 2yz, y2 ≠ x(x ≠ z) + x(x + z) ≠ 0.227083(≠3x2 ≠ 3z2))
in
Òg2 = (q21,q22,q23) = (≠x(x ≠ z) ≠ x(x + z) ≠ (x ≠ z)(x + z) ≠ 0.847487i(3y2 ≠ 6xz),

≠5.08492ixy + 2yz,y2 ≠ x(x ≠ z) + x(x + z) ≠ 0.847487i(≠3x2 ≠ 3z2)).
Parcialne odvode potem razvijemo po spremenljivki x in jih vstavimo v rezultanti

R
q11,q12,q13 = det

Q

ca
≠0.68125y2 + z2 1.3625z ≠3

2yz ≠1.3625y 0
y2 + 0.68125z2 2z 0.68125

R

db ,

R
q21,q22,q23 = det

Q

ca
≠2.54246iy2 + z2 5.08492iz ≠3

2yz ≠5.08492iy 0
y2 + 2.54246iz2 2z 2.54246i

R

db .

Rezultanti izra�unamo ter dobimo

R
q11,q12,q13(y,z) = ≠3.45516y3 ≠ 17.5692yz2,

R
q21,q22,q23(y,z) = ≠48.1242iy3 + 65.5692yz2.
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Osredoto�imo se najprej na prvi primer za g1(x,y,z) in rezultanto R
q11,q12,q13(y,z).

Ta mora biti enaka 0, zato lahko y z z izrazimo na tri na�ine,
y1 = 0,

y2 = ≠2.25498iz,

y3 = 2.25498iz.

Nato fiksiramo x = 1, in ko vstavimo y = 0 in x = 1 v prvotno ena�bo naöe krivulje,
dobimo polinom v eni spremenljivki

g1(1,0,z) = ≠(1 ≠ z)(1 + z) ≠ 0.227083(≠3z ≠ z3),
katerega reöitve so

z1,2 = ≠2.54246,

z3 = 0.68125.

Sedaj moramo dolo�iti öe, katera reöitev je prava. Iö�emo tako to�ko, da so v njej
parcialni odvodi g1 vsi enaki 0. Izra�unamo

Òg1(1,0, ≠ 2.54246) = (1.77636 ◊ 10≠15,0,0),
Òg1(1,0,0.68125) = (≠1.6077,0,2.35992).

O�itno je, da je prava reöitev z1,2 = ≠2.54246. Zaradi numeri�nega ra�unanja sicer
dobimo dolo�eno zaokroûitveno napako, vendar je vrednost odvoda v tej to�ki za-
nemarljivo majhna in vemo, da gre za pravo reöitev. Prva singularna to�ka, ki smo
jo dobili, je torej to�ka

s1 = [1,0, ≠ 2.54246].
Postopek ponovimo za y = ≠2.25498zi ter dobimo

g1(1, ≠ 2.25498zi,z) = ≠1 + 0.68125z + 4.4641z2 ≠ 4.85784z3

z reöitvami
z1,2 = 0.68125,

z3 = ≠0.443552.

Gradienta
Òg1(1, ≠ 1.5362i,0.681250) = (≠1.77636 ◊ 10≠15, 4.44089 ◊ 10≠16i,4.44089 ◊ 10≠16),

Òg2(1,1.0002i,0.443552) = (≠2.72608, ≠ 2.25005i, ≠ 1.07222).
nam pokaûeta, da je druga iskana to�ka

s2 = [1, ≠ 1.5362i,0.681250].
Na enak na�in iz y = 2.25498iz dobimo

s3 = [1,1.5362i,0.681250].
Sedaj, ko nam je uspelo dobiti singularne to�ke, v katerih se premice sekajo, lahko
iz njih izra�unamo vse tri projektivne premice krivulje C1. Za l1

1 reöimo sistem
a + (≠2.54246)c = 0,

a + ≠1.5362ib + 0.681250c = 0,

kjer dobimo zvezi za dva koeficienta v odvisnosti od tretjega, in tako projektivno
premico

x ≠ 0.825379iy + 0.39332z = 0.

Iz dveh preostalih parov pa izra�unamo öe premici l1
2 in l1

3, ki imata ena�bo
x ≠ 1.46789z = 0,
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x + 0.825379iy + 0.39332z = 0.

Na analogen na�in obravnavamo drugo rezultanto. Po vseh potrbnih izra�unih
dobimo, da so projektivne premice l2

1, l2
2 in l2

3 podane z ena�bami
x + (≠1.127488 + 1.127488i)y + 1.467890iz = 0,

x + 0.393320iz = 0,

x + (1.127488 ≠ 1.127488i)y ≠ 1.467890iz = 0.

Preostane nam öe izra�un preseka C1 in C2, torej presekov premic l1
i

z l2
j

za i,j œ
{1,2,3}. To naredimo tako, da v ena�bi premice preprosto izrazimo eno spremen-
ljivko, in jo vstavimo v ena�bo druge premice, kar nam da pogoj za eno koordinato
v preseku. �e upoötevamo öe z = 1,y = 1 ali x = 1, ter oboje vstavimo v ena�be ene
od premic, dobimo to�ko v homogenih koordinatah. Koeficiente, manjöe od 1◊10≠15

bomo zaokroûili na 0, saj gre za posledico zaokroûitvenih napak pri numeri�nem ra-
�unanju.

Tako izra�unamo vseh 9 to�k v preseku krivulj C1 in C2, to pa so
S1 = [1, ≠1.21157 ≠ 1.21157i, ≠ 2.54246i],

S2 = [1, 0.886927, 0.68125],
S3 = [1, 0.886927i, ≠0.68125],

S4 = [1, 1.21157 ≠ 1.21157i, 2.54246i],
S5 = [0, 1, 0],

S6 = [1, ≠0.886927i, ≠0.68125],
S7 = [1, ≠1.21157 + 1.21157i, ≠0.68125],

S8 = [1, ≠0.886927, 0.68125],
S9 = [1, 1.21157 + 1.21157i, ≠2.54246i].

To je natanko devet prevojnih to�k krivulje C. ˚

Slika 25. Kubi�na krivulja, podana s polinomom p(x,y,z) = y2z ≠
x(x ≠ z)(x + z) ter njeni trije realni prevoji.

Kot se je izkazalo, je opisan algoritem za izra�un ûe pri enostavni kubi�ni krivulji
ra�unsko kar zahteven. Kljub temu pa vrne eksplicitno izraûene prevoje za poljubno
kubi�no krivuljo.
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Slovar strokovnih izrazov

a�ne space afin prostor
composition series kompozicijska vrsta
field extension razöiritev polja
flex prevoj, prevojna to�ka
Hessian Hessejeva krivulja
intersection presek
intersection multiplicity prese�na ve�kratnost
irreducible nerazcepen
kernel jedro
lattice mreûa
zero locus of a polynomial mnoûica ni�el polinoma
map preslikava
monodromy group monodromijska grupa
normal subgrup normalna podgrupa, edinka
pencil of cubics öop kubi�nih krivulj
projective space projektivni prostor
projectivity projektivnost
reducible razcepen
solvable group reöljiva grupa
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