PRIMERI IZPITNTH VPRASANJ IZ MATEMATIKE

JAKA CIMPRIC, JANUAR, 2005

Izpit sestavlja 4-5 vprasanj. Vsako ima ve¢ podvpraSanj.

1. REALNA éTEVILA, REALNA ZAPOREDJA IN VRSTE

(1) (Definicija realnih stevil)
(a) Nastej lastnosti operacij + in -.
(b) Nastej lastnosti relacije <.
(c¢) Definiraj razli¢ne vrste intervalov in jih graficno pojasni.
(d) Kako definiramo odprti interval (a,b) in zaprti interval [a, b] s pomogjo
absolutne vrednosti?
(2) (Omejene mnozice) Naj bo A C R.
(a) Kaj je gornja meja mnozice A?
(b) Kaj je supremum mnozice A?
(c) Kaj pravi Dedekindov aksiom?
(d) Kaj je maksimum mnozice A? Na primeru razlozi, v ¢em je razlika
med maksimumom in supremumonm.
(3) (Definicija zaporedja)
(a) Kaj je zaporedje?
(b) Pojasni razliéne nac¢ine podajanja zaporedij!
(¢) Pojasni razlicne nacine risanja zaporedij!
(4) (Limite zaporedij)
(a) Napisi definicijo limite zaporedja.
(b) Pojem limite zaporedja graficno pojasni.
(¢) Kaj je omejeno monotono zaporedje? Kako izracunamo njegovo lim-
ito? Kako vemo, da limita sploh obstaja?
(5) (Vsota vrste)
(a) Kaj je zaporedje delnih vsot dane vrste?
(b) Izracunaj delne vsote geometrijske vrste.
(c) Kaj je vsota dane vrste?
(d) Izracunaj vsoto geometrijske vrste!
(6) (Konvergenéni kriteriji za vrste s pozitivnimi ¢leni)
(a) Kaj pravi kvocientni kriterij?
(b) Uporabi kvocientni kriterij na primeru!
(¢) Kaj pravi korenski kriterij?
(d) Uporabi korenski kriterij na primeru!

2. REALNE FUNKCIJE, ZVEZNOST IN LIMITA

(1) (Definicija realne funkcije ene realne spremenljivke)
(a) Definiraj pojem realne funkcije ene realne spremenljivke!
(b) Kaj je graf funkcije? Kdaj je dana krivulja graf neke funkcije?
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(c) Kaj je definicijsko obmoc¢je funkcije? Kako ga dolo¢imo iz grafa?
(d) Kaj je zaloga vrednosti funkcije? Kako jo dolo¢imo iz grafa?
(2) (Kompozitum in inverz)
(a) Kako je definiran kompozitum dveh funkeij?
(b) Kako je definirana identiteta in kako se vede pri komponiranju?
(¢) Kako je definiran inverz funkcije? Za katere funkcije obstaja?
(d) Kako iz grafa funkcije ugotovim ali ima inverz? Kako iz grafa funkcije
konstruiramo graf inverza?
(3) (Strogo monotone funkcije, veje)
(a) Kako je definirana strogo monotona funkcija?
(b) Dokazi, da je vsaka strogo monotona funkcija injektivnal
(c) Kaj je veja funkcije? Definiraj in podaj primer!
(d) Poiséi primer funkcije, ki se je ne da razrezati na veje!
(4) (Glavne veje elementarnih funkcij) Pojasni, kaj so glavne veje naslednjih
funkcij. Za vsako natanc¢no narisi graf inverza.
(a) Potencne funkcije y = z™.
(b) Eksponentne funkcije y = a®.
(c) Trigonometri¢ne funkcije sin, cos, tg.
(d) Hiperboli¢éne funkcije sh, ch, th.
(5) (Definicija limite)
(a) Kako definiramo limito funkcije? Kaj to pomeni na grafu?
(b) Kako definiramo zveznost funkcije v tocki? Kaj to pomeni na grafu?
(c) Kako izra¢unas limito vsote in limito produkta funkcij?
(d) Zakaj sta vsota in produkt dveh zveznih funkcij spet zvezni funkeciji.
(6) (Metode racunanja limit)
(a) Kdaj lahko izra¢unamo limito z metodo vstavljanja?
(b) Na primeru pojasni metodo krajsanja/razsirjanja!
(¢) Na primeru pojasni metodo sendvical
(d) Na primeru pojasni metodo substitucije!
(7) (Neskonéne limite in limite v neskonénosti)
(a) Kaj pomeni, da je limita funkcije v koné¢ni tocki neskonéna? Napisi
definicijo!
(b) Kaksna je zveza med neskoncénimi limitami v konénih toc¢kah in ver-
tikalnimi asimptotami?
(¢) Kaj pomeni, da je limita funkcije v neskonéni tocki kon¢na? Napisi
definicijo!
(d) Kaksna je zveza med kon¢nimi limitami v neskonénih tockah in hori-
zontalnimi asimptotami?
(8) (Metoda bisekcije)
(a) Kaj pomeni, da ima funkcija f(z) ni¢lo na intervalu [a, b]?
(b) Kdaj ima zvezna funkcija zagotovo ni¢lo na intervalu [a, b]?
(¢) Opisi metodo bisekcije.
(d) Poisci priblizek za niclo enacbe 2® + 2z — 1 = 0 na intervalu [0,1] s
pomocjo treh korakov bisekcije.

3. ObvoD

(1) (Definicija odvoda)
(a) Kako je definiran odvod funkcije v tocki?
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(b) Dokazi, da iz odvedljivosti sledi zveznost.
(c) S primerom pokazi, da funkcija, ki je zvezna v neki tocki, ni nujno tudi
odvedljiva v tej tocki.
(2) (Pravila za odvajanje)
(a) Formuliraj pravili za odvajanje vsote in razlike. Enega dokazi!
(b) Formuliraj pravili za odvajanje produkta in inverza. Enega dokazi!
(c) Napisi pravili za odvajanje kompozituma in inverzne funkcije. Enega
dokazi!
(3) (Odvod sinusa in eksponentne funkcije)
(a) Dokazi, da je i:nlo % = 1. Pomagaj si z metodo sendvica!
(b) Dokazi, da je (sinz)’ = cosx. Pomagaj si z gornjo limito!
(c) Dokazi, da je lim, .o erm—fl = 1. Pomagaj si z definicijo Stevila e in
metodo substitucije!
(d) Dokazi, da je (e*)" = e®. Pomagaj si z gornjo limito!
(4) (Geometrijski in fizikalni pomen odvoda)
(a) Kako izracunamo povpreéno hitrost delca, ki se giblje po premici?
(b) Kako izracunamo trenutno hitrost delca, ki se giblje po premici?
(¢) Kako se glasi enacha sekante?
(d) Kako se glasi enacba tangente?
(5) (Lagrangeov izrek)
(a) Kaj pravi Lagrangeov izrek?
(b) Naj bo f(x) taka funkcija, da je f'(x) > 0 za vsak x. Dokazi, da je
f(x) narascajoca.
(¢) Funkcija f(z) = —1 zadosca f'(z) > 0 za vsak z, vendar ni narascajoca,
ker f(—1) > f(1). V ¢em je problem?
(6) (Lokalni in globalni ekstremi)
(a) Kaj je lokalni ekstrem funkcije?
(b) Formuliraj potrebni pogoj za nastop lokalnega ekstrema.
(¢) Formuliraj zadostni pogoj za nastop ekstrema s prvim odvodom.
(d) Kaj je globalni ekstrem funkcije? Kako ga poistemo?
(7) (Taylorjeva vrsta)
(a) Kako je definirana Taylorjeva vrsta funkcije f(x) v tocki a?
(b) Razvij funkcijo sinx v Taylorjevo vrsto okrog z = 0, nato Se okrog
r=7I.
(c) Kako2 nam pomaga Taylorjeva vrsta pri dolo¢anju lokalnih ekstremov?
Pojasni na primeru!
(d) Naj bo s(t) lega delca v trenutku ¢. Pojasni fizikalni pomen prvih treh
¢lenov Taylorjeve vrste za s(t) okrog t = tg.
(8) (Parcialni odvodi)
(a) Kako sta definirana parcialna odvoda funkcije f(z,y) v tocki (2o, y0)?
(

(c) Kako poistemo lokalne ekstreme funkcije f(z,y)?

4. INTEGRAL

(1) (Definicija, obstoj, enoli¢nost nedolo¢enega integrala)
(a) Kako je definiran nedoloceni integral funkcije?
(b) Kaj vemo o enoli¢nosti nedolo¢enega integrala?
(¢) Kaj vemo o obstoju nedolocenega integrala?

a
b) Doloé¢i enacbo tangentne ravnine na ploskev z = f(z,y) v tocki (xo, yo, f (20, Yo))-
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(2) (Integracija po delih)
(a) Kaj pravi pravilo za odvajanje produkta?
(b) Povej pravilo za integracijo po delih za nedoloceni integral in ga izpelji.
(c¢) Povej pravilo za integracijo po delih za doloceni integral in ga izpelji.
(3) (Integracija s substitucijo)
(a) Kaj pravi pravilo za odvajanje posredne funkcije?
(b) Povej pravilo za substitucijo v nedolo¢enem integralu in ga izpelji.
(¢) Povej pravilo za substitucijo v dolocenem integralu in ga izpelji.
(4) (Definicija dolo¢enega integrala)
(a) Kaj je delitev intervala? Kaj je premer delitve?
(b) Kako dani delitvi in dani izbiri to¢k priredimo Riemannovo vsoto?
(c) Kako je definiran dolo¢eni integral?
(5) (Priblizno ra¢unanje dolocenega integrala)
(a) Razlozi geometrijski pomen dolo¢enega integrala.
(b) Kako izra¢unamo priblizek za fab f(z)dx s pomocjo Riemannovih vsot?

(¢) Kako izracunamo priblizek za f; f(z)dz s pomocjo trapezne metode?
(6) (Totno racunanje dolotenega integrala) Naj bo funkcija f(z) zvezna na
intrvalu [a, b].
(a) Pokazi, da je funkcija F(z) = [ f(z)dz nedoloceni integral funkcije
7).
(b) Naj bo G(z) poljuben nedoloceni integral funkeije f(z). Pokazi, da je
funkcija G(z) — F(z) konstantna.
(c) Izrazi fab f(z)dx s pomocjo nedolocenega integrala G(z).
(7) (Gama funkcija)
(a) Kako je definirana funkcija I'(x)?
(b) Dokazi, da je I'(1) = 1.
(c) Dokazi, da je I'(n + 1) = nI'(n) za vsako naravno stevilo n.
(d) Dokazi, da je T'(n) = (n — 1)! za vsako naravno $tevilo n.
(8) (Dvojni integral)
(a) Kaj je geometrijski pomen dvojnega integrala [[,, f(x,y)dzdy?
(b) Kako izrac¢unamo [, f(x,y)dzdy, ¢e je D = [a,b] x [¢,d]?
(¢) Kako izra¢unamo ffD flx,y)dxdy, ce je D krog z radijem a okrog
izhodisca.
(d) Skiciraj izpeljavo formule ffcoo e dy = VT

5. UVOD V VERJETNOSTNI RACUN

(1) (Dogodki)
(a) Kaj je dogodek?
(b) Pojasni klasi¢no definicijo verjetnosti dogodka!
(c) Pojasni geometrijsko definicijo vejetnosti dogodka!
(d) Pojasni statisti¢no definicijo verjetnosti dogodkal
(2) (Kombinatorika)
(a) Koliko podmnozic z r elementi ima mnozica z n elementi?
(b) Koliko je injektivnih funkcij iz mnozice z n elementi v mnozico z m
elementi?
(c) Koliko je permutacij na n elementih?
(3) (Vsota dogodkov)



PRIMERI IZPITNIH VPRASANJ IZ MATEMATIKE 5

(a) Kaj je vsota dogodkov Ay,..., A,?
(b) Kako izra¢unamo verjetnost P(A;+...+A4,,) s principom vkljuéitve/izkljucitve?
(¢) Kdaj so dogodki Ay, ..., A, nezdruzljivi?
(d) Kako izrac¢unamo verjetnost P(A4; + ...+ A,), ¢e so Ay,..., A, nez-
druzljivi?
Lahko se omejis na primera n =2 in n = 3.
(4) (Produkt dveh dogodkov)
(a) Kaj je produkt dogodkov A in B?
(b) Kako izra¢unamo verjetnost P(A - B), ¢e sta A in B neodvisna?
(¢) Kaj je pogojna verjetnost P(A|B)?
(d) Kako izrac¢unamo verjetnost P(A - B), ¢e sta A in B odvisna?
(5) (Dvofazni poskusi)
(a) Kaj je popoln sistem dogodkov?
(b) Kaj pravi izrek o popolni verjetnosti? Dokazi!
(¢) Kaj pravi Bayesov izrek? Dokazi!
(6) (Produkt ve¢ dogodkov)
(a) Kako dolo¢imo verjetnost P(A; -+ A,), ¢e so Ay, ..., A, neodvisni?
(b) S primerom pokazi, da so trije dogodki lahko paroma neodvisni, niso
pa neodvisni,
(¢) Izracunaj naslednje pogojne verjetnosti P(A,—1|Ay), P(Ap—2|4n-14,),
.oy P(A1]Ag -+ Ay).
(d) Kako dolo¢imo verjetnost P(A4; --- A,), ¢e so Ay, ..., A, odvisni? Po-
magaj si s tocko (c).
Lahko se omejis na primera n =2 in n = 3.
(7) (Vecfazni poskusi)
(a) Pojasni, kaj je vecfazni poskus in kaj je njegovo verjetnostno drevo?
(b) Stirikrat vrzemo kovanec. Kolikéna je verjetnost, da je cifra padla
natanko dvakrat. Narisi ustrezno verjetnostno drevo.
(¢) Mecemo kocko, dokler ne pade Sestica. Koliksna je verjetnost, da
Sestica prvi¢ pade v petem metu? Narisi ustrezno verjetnostno drevo.

6. SLUCAJNE SPREMENLJIVKE IN VEKTORJI

(1) (Definicija slucajne spremenljivke)
(a) Primerjaj pojem slu¢ajne spremenljivke s pojmom merilne naprave.
Kaj ustreza definicijskemu obmocju in kaj zalogi vrednosti slucajne
spremenljivke.
(b) Kaj je porazdelitvena funkcija slu¢ajne spremenjivke? Kaksen je njen
graf ¢e je slucajna spremenljivka diskretna in kaksen ce je zvezna?
(c) Kaj je verjetnostna shema diskretne slucajne spremenljivke? Kako jo
eksperimentalno dolo¢imo?
(d) Kaj je gostota verjetnosti zvezne slucajne spremenljivke? Kako jo
eksperimentalno dolo¢imo?
(2) (Verjetnost dogodka) Naj bo X neka sluc¢ajna spremenljivka in A neka
mnozica izidov. Kako dolo¢imo verjetnost dogodka X € A
(a) eksperimantalno,
(b) s pomocjo verjetnoste sheme (kadar je X diskretna),
(¢) s pomocjo gostote verjetnosti (kadar je X zvezna).
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(3) (Matemati veno upanje) Naj bo X sluc¢ajna spremenljivka. Kako dolo¢imo
njeno matematiéno upanje FE(X)
(a) eksperimentalno,
(b) s pomocjo verjetnoste sheme (kadar je X diskretna),
(¢) s pomocjo gostote verjetnosti (kadar je X zvezna).
(4) (Disperzija) Naj bo X slucajna spremenljivka. Kako dolo¢imo njeno dis-
perzijo D(X)
(a) eksperimentalno,
(b) s pomocjo verjetnoste sheme (kadar je X diskretna),
(¢) s pomocjo gostote verjetnosti (kadar je X zvezna).
(5) (Primeri diskretnih porazdelitev)
(a) Kaj je binomska porazdelitev s parametroma n in p? Dolo¢i njeno
matematicno upanje!
(b) Kaj je geometrijska porazdelitev s parametrom p? Dolo¢i njeno matematicno
upanje!
(¢) Kaj je Poissonova porazdelitev s parametrom A. Dolo¢i njeno matemati¢no
upanje!
(6) (Primeri zveznih porazdelitev)
(a) Kaj je enakomerna porazdelitev na intervalu [a, b]? Dolo¢i njeno matemati¢no
upanje!
(b) Kaj je eksponentna porazdelitev s parametrom A? Dolo¢i njeno matemati¢no
upanje!
(c) Kaj je porazdelitev x? z n prostostnimi stopnjami? Dolo¢i njeno
matemati¢no upanje!
(7) (Normalna porazdelitev)
(a) Kaj je normalna porazdelitev s parametroma p in o?
(b) Koliko je njeno matemati¢no upanje? Koliko je njena disperzija?
(¢) Kaj je standardna normalna porazdelitev? Koliko je njeno upanje in
koliko disperzija?
(d) Kako iz normalno porazdeljene slu¢ajne spremenljivke dobis slu¢ajno
spremenljivko, ki je porazdeljena standardizirano normalno?
(8) (Diskretni slucajni vektorji) Naj bo (X,Y") diskreten slucajni vektor.
(a) Kako ekperimentalno dolo¢imo njegovo verjetnostno shemo?
(b) S pomocjo verjetnostne sheme za (X,Y) dolo¢i verjetnost, da (X,Y) €
A? Pojasni na primeru!
(¢) S pomocjo verjetnostne sheme za (X,Y) dolo¢i verjetnostni shemi za
X in za Y'! Pojasni na primeru!
(d) Kako s pomocjo verjetnostne sheme za (X,Y’) ugotovimo ali sta X in
Y neodvisni?
(9) (Zvezni slucajni vektorji) Naj bo (X,Y’) zvezen slu¢ajni vektor.
(a) Kako ekperimentalno dolo¢imo njegovo gostoto verjetnosti?
(b) S pomogjo gostote verjetnosti za (X,Y") doloéi verjetnost, da (X,Y) €
A? Pojasni na primeru!
(c) S pomocjo gostote verjetnosti za (X,Y") doloci gostoti verjetnosti za
X in za Y'! Pojasni na primeru!
(d) Kako s pomocjo gostote verjetnosti za (X,Y) ugotovimo ali sta X in
Y neodvisni?
(10) (Kovarianca) Naj bo (X,Y") diskreten ali zvezen sluc¢ajni vektor.
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(a) Kako jo izra¢unamo njegovo kovarianco?
(b) Kako izra¢unamo disperziji slu¢ajnih spremenljivk X in Y'?
(¢) Kako izracunamo korelacijski koeficient? Kaj nam pove?

7. STATISTIKA

(1) (Osnovni pojmi)
(a) Na primeru pojasni pojem populacije in vzorca. Na kaj moramo paziti
pri izbiranju vzorca?
(b) V teoriji populaciji ustreza sluc¢ajna spremenljivka. Kaj pa v teoriji
ustreza vzorcu?
¢) Na primeru pojasni pojma parameter populacije in cenilka za param-
(c) Na pri pojasni pojma p ter populacije i ilka za p
eter!
(d) Kateri sta najbolj zazeleni lastnosti cenilk?
(2) (Populacijsko povprecje)
(a) Kaj je cenilka za populacijsko povpreéje ?
(b) Dolo¢i matemati¢no upanje te cenilke! Ali je nepristranska?
(¢) Doloci disperzijo te cenilke. Prepricaj se da pada z velikostjo vzorca?
(d) Kako je ta cenilka priblizno porazdeljena pri velikih vzorcih?
(3) (Razlika populacijskih povprecij)
a) Kaj je cenilka za razliko dveh populacijskih povpreécij?
Kaj j ilk liko dveh lacijskih Cij?
(b) Dolo¢i matemati¢no upanje te cenilke! Ali je nepristranska?
(c¢) Doloci disperzijo te cenilke. Prepric¢aj se da pada z velikostjo vzorca?
(d) Kako je ta cenilka priblizno porazdeljena pri velikih vzorcih?
vostranski interval zaupanja
4) (Dvost ki interval j
a) Kaj pomeni izraz k% zanesljiv dvostranski interval zaupanja za ne
Kaj p ii k% ljiv dvost ki interval panj k
parameter?
(b) Doloci k% zanesljiv dvostranski interval zaupanja za populacijsko povprecje?
(¢) Dolo¢i k% zanesljiv dvostranski interval zaupanja za razliko popu-
lacijskih povprecij?
(5) (Enostranski interval zaupanja)
a) Kaj pomeni izraz k% zanesljiv enostranski interval zaupanja za ne
Kaj p ii k% 1ji t ki interval panj k
parameter?
(b) Dolo¢i k% zanesljiv enostranski interval zaupanja za populacijsko povprecje?
¢) Dolo¢i k% zanesljiv enostranski interval zaupanja za razliko popu-
Doloci k% 1ji ki interval ) lik
lacijskih povprecij?
(6) (Osnove statisti¢nih testov)
(a) Kaj so glavni deli statisticnega testa?
(b) Kaj sta napaki prve in druge vrste in kako lahko vplivamo na njih?
(¢) Kaj je p-vrednost in kako vlogo igra v statisti¢nem testu?
(7) (Statisti¢ni test za populacijsko povprecje)
(a) Kdaj se odlo¢imo za enostranski test in kdaj za dvostranskega? V
obeh primerih povej kako se glasita ni¢elna in alternativna hipoteza.
(b) Kaj je testna statistika za populacijsko povprecje? Kako dolo¢imo
njeno p-vrednost pri dvostranskem testu in kako pri enostranskem.
(¢) Pojasni, kako p-vrednost vpliva na odlocitev. Koliksna je verjetnost,
da smo se odlo¢ili narobe?
(8) (Statisticni test za razliko populacijskih povprecij)
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Kdaj se odlo¢imo za enostranski test in kdaj za dvostranskega? V
obeh primerih povej kako se glasita ni¢elna in alternativna hipoteza.
Kaj je testna statistika za razliko populacijskih povprecij? Kako dolo¢imo
njeno p-vrednost pri dvostranskem testu in kako pri enostranskem.
Pojasni, kako p-vrednost vpliva na odlocitev. Koliksna je verjetnost,
da smo se odlocili narobe?

(9) (Test x*)

(a)
(b)

()
(d)

Kaj je nicelna in kaj alternativna hipoteza.

Kaj je testna statistika? Napisi eksplicitno formulo in pojasni pomen
znakov.

Kaksna je gostota vejetnosti testne statistike pri velikih vzorcih? Napisi
eksplicitno formulo in pojasni pomen znakov.

Kako dolo¢imo p-vrednost testne statistike in kako ta vpliva na odlo¢itev?

(10) (Testiranje neodvisnosti)

Kako dolo¢imo verjetnostno shemo dvorazseznega diskretnega slucajnega
vektorja? Kako se mora glasiti verjetnostna shema, ce sta komponenti
tega vektorja neodvisni?

Kaj je testna statistika? Napisi eksplicitno formulo in pojasni pomen
znakov.

Kaksna je gostota vejetnosti testne statistike pri velikih vzorcih? Napisi
eksplicitno formulo in pojasni pomen znakov.

Kako dolo¢imo p-vrednost testne statistike in kako ta vpliva na odlocitev?



