KOMUTATIVNA ALGEBRA

2. dom&a naloga — 28.10.2004

Vsi kolobarji so komutativni in vsebujejo enico.

Definicija: Naj bo N podmodulR—modulaM. Zaa € Rz \, : M/N — M/N
ozn&imo mnaenje za. Pravimo, da jeN primaren podmodumodula M, Ce je
N C M inje zavsake € R, )\, injektivna preslikava ali pa nilpotentna preslikava.
Anihilator modulaM /N ozn&imo zr,(NN). To je mn@ica vseha € R, za katere
jeaM C N. OCitno je zaa € R preslikava), nilpotentna natanko tedaj, ko je
a € Rad (ry(N)). Ce jeN primaren podmodul W/, potem jer,;(N) =: p praideal
(glej tocko (a) naloge 1). V tem primeru pravimo, da/fep—primaren.

Primarna dekompozicijpodmodulaN modula je zapis oblikeN = NI, V;,
kjer soN; p,—primarni podmoduli. Dekompozicija jeducirang Ce so vsip, razlicni
in N ne moremo zapisati kot presek pravega podnabora modylov

Pravemu podmodul®y modula)M pravimonerazcepejte ga he moremo zapisati
kot presek dveh strogo €gh podmodulov.

(1) (a) Dokai: e je N primaren podmodul W/, potem jer,,(N) praideal.
(b) Ce soNy,..., N, p—primarni, je tudi moduh’_, N; p—primaren.
(c) Vsak nerazcepen podmodhdilnoetherskega modul® je primaren.

(d) Vsak pravi podmoduN noetherskega moduld ima reducirano primarno
dekompozicijo.

Definicija: Naj bo M poljuben R—modul inp praideal kolobarjak. Pravimo, da je
p prirejen (v€asih tudiasociirar) modulu M, e jep anihilator kalnega neidielnega
x € M, torejp = {r € R | rx = 0}.

(2) (a) Naj boM # {0} kontno generiran modul nad noetherskim kolobarjem
R. Po tcki (d) 1. naloge im& 0} reducirano primarno dekompozicijo,
npr. {0} = NI_, N, Kjer je N; p,—primaren. Dokai, da so modulu}/
prirejeni praideali natankp, .. ., p,.

(b) (Prviizrek o enoltnost) Naj bo M koncno generiran modul nad noether-
skim kolobarjemR. Denimo, da jeN = NI_, N; reducirana primarna
dekompozicija podmodul®’ in je N; p,—primaren. Dokai, da praidealp;
niso odvisni od izbire primarne dekompozicije, terbve od V.



(3) Spekterkomutativnega kolobarj&, Spec R, je mnazica vseh praidealov kolo-
barja R, ki so strogo vsebovani ®. Spec R opremimo s topologijo, ki ima za
podbazo (odprtih mnoc) {U(f) | f € R}, kierU(f) :={p € SpecR | f ¢
p}t. Pokai:

(@) Spec R je kompakten irf;2.
(b) Vsaka zaprta nerazceprgodmnaicaSpec R ima genergno tatka’.

(c) Za topol&ki prostor X definiramojoc(X) = {U C X | U je odprta

in kompaktna mnbica}. Dokazi, da jeJOC(SpeC R) baza z&Spec R, ki je
zaprta za koéne preseke

(d) Vpeljimo naSpec R Se eno topologijo. Podbazo te topologije tvorijo vse

mnaZice iz (Spec R) in vsi njihovi komplemenfi. Dokazi, da jeSpec R
v tej topologiji Boolov prostof.

(4) Naj boK poljuben komutativen obseg.

(a) Ce sta polinoma&, G € K[Xy, X;] paroma tuja (toregcd(F, G) = 1),
potem ima sistem

F(Xl,Xg) :O, G(Xl,XQ) :0

v K2 kvetjemu kor€no mnogo rsitev.
(b) Ce jeK algebratno zaprt, potem so praideali kolobad X, Y] natanko
(i) {0} in KX, Y],
(i) (f) zanerazcepen polinothe KX, Y],
(i) (X —(,Y —G)za(c,¢) € K2
(c) Aliso vsi praideali kolobarj& [ X, Y] oblike (i), (ii) ali (jii)?

Rok za oddajo donih nalog je 11.11.2004

1Tej topologiji pravimospektralna topologija

2Topolaski prostorX je Ty, €e za poljubni raziini tocki =,y € X veljaz ¢ {y} aliy & {z}.
3Mnozica je nerazcepnég je ne moremo zapisati kot unijo dveh strogo réémgaprtin podmniic.
“Tockaz € A je generEna tatka zaA, ¢e je{z} = A.

5Topoldskemu prostoru, ki izpolnjuje (a)—(c) pravinspektralni prostor.

To topologijo imenujemdonstruktibilna

"Topoldski prostor jeBooloy, kadar je kompakteri, in povsem nepovezan.
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