KOMUTATIVNA ALGEBRA

4. domaca naloga' — 25.11.2004

Vsi kolobarji so komutativni z enico

(1) (a) Ce obseg k ni algebraicno zaprt, potem lahko vsako algebraiéno mnozico V C
k™ zapiSemo kot mnozico nicel enega samega polinoma, t.j. obstaja polinom
F € k[Xy,...,X,], za katerega velja V = {z € k" | F(z) = 0}.
(b) Ce je obseg k koncen, je vsaka podmnozica V' C k™ ni¢elna mnozica kaksnega
polinoma.
(c) Dokazi, da trditev tocke (a) ne velja za algebrai¢no zaprte obsege. Pokazi, da
sklep tocke (b) za neskoncne obsege ne velja.

(2) Naj bo k algebrai¢no zaprt obseg, S = V3 U --- UV, razcep algebrai¢ne mnozice S
na nerazcepne algebrai¢ne mnozice in k(S), k(V;) pripadajoce algebre racionalnih
funkcij. Dokazi, da preslikava

w)

U, 7] — ([UﬂVl,rh/J,..., [UNV,,r
inducira izomorfizem k-algeber k(S) — k(V}) x -+ x k(V,,).

Definicija: Za poljuben obseg k mnozico oblike {a € k™ | Fi(a) = -+ = Fya) =
0, Gi(a) # 0, ..., Gx(a) # 0}, kjer so Fy,...,Fp,Gq,...,Gy € k[Xy,...,X,], imenu-
jemo bazicna konstruktibilna mnoZica. Konénim unijam teh mnozic pravimo konstruktibilne
mnoZice. Preslikava ¢ : V} — V5 med algebrai¢nima mnozicama V; in V5 je konstruktibilna,
¢e je njen graf I', := {(z,¢(z)) € V4 x Vo | # € V; } konstruktibilna podmnozica Vi x Va.

(3) Naj bo k algebrai¢no zaprt obseg.

(a) Dokazi, da je druzina konstruktibilnih mnozic najmanjsa druzina, ki vsebuje
vse algebrai¢ne mnozice in je zaprta za koncne unije, kon¢ne preseke in kom-
plemente. Opisi vse konstruktibilne podmnozice v k.

(b) Dokazi, da je vsaka konstruktibilna mnozica projekcija algebrai¢ne mnozice.
Ali je projekcija algebrai¢ne mnozice nujno algebrai¢na mnozica?

(¢) Chevalleyev konstruktibilnostni izrek pravi, da je projekcija konstruktibilne
mnozice vzdolz ene od koordinatnih osi tudi konstruktibilna mnozica. Dokazi
ta izrek za kak poseben primer, recimo za (i) mnozico resitev ene polinomske
enacbe ali (ii) komplement take mnozice.

(d) Pokazi, da konstruktibilne preslikave slikajo konstruktibilne mnozice v kon-
struktibilne mnozice.

(e) Pokazi, da so racionalne preslikave konstruktibilne. Ali je vsaka konstruktibilna
preslikava racionalna?

(4) (a) Za vsako celo Stevilo m poisci celostno zaprtje kolobarja Z[/m].
(b) Za obseg k poisci celostno zaprtje k—algebre k[X,Y]/(Y? — X3 — X?).

LRok za oddajo domacih nalog je 9.12.2004



