KOMUTATIVNA ALGEBRA

7. domaca naloga' — 6.1.2005

Vsi kolobarji so komutativni z enico

(1) (a) Pokazi, da lahko v vsakem obsegu (tudi v obsegih z nenicelno karakteristiko)
za poljubna n, k € Ny, n > k, definiramo binomski simbol (Z)
(b) Naj bo k poljuben obseg. Pokazi, da za vsak = € k in n € N velja
— L i(n—1
n!x—;(—l) ( ; )((x+z) —i").

(¢) Naj bon € N, K obseg in R lokalen podkolobar obsega K. Predpostavimo,
da za vsak x € K velja 2" € R ali 27" € R. Dokazi: Ce ima obseg ostankov
lokalnega kolobarja R karakteristiko 0 ali pa je njegova karakteristika p in je
p > n, potem je R valuacijski kolobar.

(d) Pokazi, da tocka (c) ne velja brez dodatnih predpostavk o obsegu ostankov
lokalnega kolobarja R.

(2) Naj bosta K C L obsega, v : K — I', U oo valuacija in w : L — ', U 0o valuacija,
ki razsirja v. Obseg ostankov valuacije u oznac¢imo s k,.
(a) Obstajata naravni vlozitvi k, < k,, in ', < T, pri ¢emer vlozitev urejenih
grup ohranja urejenost.

(b) Naj bodo xy,...,zf € L zw(x;) =--- = w(zy) = 0. Denimo, da so slike teh
elementov v k, linearno neodvisne nad k,. Pokazi, da za vse a1,...,ay € K
velja

w(a1xy + -+ apry) = minov(a;).
J

Sklepaj, da so x1, ...,z linearno neodvisni nad K.
(¢) Najboe:=[y : T in f := [k, : k). Pokazi, da je ef < [L: K].
(d) Cejel', =7Zin [L: K] < oo, potem je I, = 7.

(3) (a) Naj bo K obseg in v: K — I', U oo valuacija z obsegom ostankov k,. Pokazi,
da je card K < card (kvrv)
(b) Dokazi, da ima vsak obseg z valuacijo maksimalno neposredno razsiritev?.

LRok za oddajo domacih nalog je 20.1.2005

2Razsiritev obsegov z valuacijo (L,u) 2 (K,v) je neposredna, e je u|x = v in sta kanoni¢ni vlozitvi
iz naloge (2a) surjektivni, torej je k, = k, in T, = T',,. Pozor: ne zadoscéa predpostaviti, da sta obsega
ostankov in grupi izomorfni!



