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(3) (a) Poseben primer, ko je minimalen praideal en sam, recimo p1, je zelo preprost. Ker
je nilradikal presek vseh minimalnih praidealov in v tem primeru enak {0}, je p; = {0}.
Torej je R cel kolobar in trditev oc¢itno drzi. Denimo, da je » > 1. Vzemimo poljuben
element € p; C Ul_1p; in y € NMix;p;\p;. (TakSen y obstaja, saj bi sicer bil presek
Nix;jP; vsebovan v praidealu p;, kar bi pomenilo, da za neki k # j velja p, C p;. To pa
zaradi minimalnosti idealov ni mogoce.) Tedaj je zy € NI_;p; = {0} in y # 0. Torej je x
delitelj nica. S tem smo pokazali, da je vsak element unije U;_;p; delitelj nica. Pokazimo
sedaj Se obratno inkluzijo. Naj bo z poljuben delitelj nica. Obstaja tak y € R\{0}, da
velja xy = 0. Ker je N/_,p; = {0}, obstaja indeks k, da velja y & pr. Po drugi strani pa
xy =0 € pi. Od tod sledi x € p, € U;_,p;, kar smo Zzeleli dokazati.

(b) Po definiciji mnozice S je SpecRs = {(pi)s | ¢ = 1,...,7}. V posebnem so (p;)s
maksimalni ideali kolobarja Rs. Zato so Rs/(pi)s = (I}/pi)g, obsegi (tukaj smo s S;
oznadili sliko multiplikativne mnozice S v faktorskem kolobarju R/p;). Ker so praideali
(pi)s maksimalni, so paroma komaksimalni (to pomeni, da za i # j velja (p;)s + (p;)s =
Rg). Uporabimo lahko Kitajski izrek o ostankih, ki nam da epimorfizem

Rs — Rs/(p1)s X -+ X Rs/(pr)s

z jedrom N;_;(pi)s = {0}. Ker je lokalizacija Rs/(pi)s = (R/pi)g, obseg, ki vsebuje cel
kolobar R/p;, je enaka obsegu ulomkov Quot (R/p;). Torej obstaja izomorfizem Rg —
Quot (R/p1) X -+ x Quot (R/p;).

(¢) Naj bo Z mnozica deliteljev ni¢a kolobarja R. Dokazujemo Z = |J(Spec R)™™.
Pokazimo najprej inkluzijo (C). Za 0 # = € Z obstaja 0 # y € Z z lastnostjo xy = 0.

mi

Torej zy € () (Spec R)™™ . V posebnem za vsak praideal q € (Spec R)™ velja z € q ali
y € q. Ker je kolobar R reduciran in je y # 0, obstaja tak q, da je x € g.

Za dokaz obratne inkluzije naj bo y € p € (Spec R)min. Denimo, da y ni delitelj nica
in definirajmo

T:={y'z|iecN,zcR\p}

Ocitno je T' multiplikativna mnozica. Ker je R reduciran in y ni delitelj nic¢a, T ne vsebuje
0. Zato po Zornovi lemi obstaja maksimalen ideal g, ki ne seka 7. Po Krullovi lemi je g
praideal, ki je oc¢itno vsebovan v p. Sedaj iz minimalnosti praideala p sledi g = p. To pa
je protislovje, saj y € piny & q.






