


(2) (a) Denimo, da je vsak praideal℘ končno generiran. PišimoM := {a ⊳ R | a

ni končno generiran}. Denimo, daR ni noetherski. PotemM 6= ∅ in po Zornovi
lemi obstaja maksimalni elementm ∈ M. Trdimo, da jem praideal. Predpostavimo
nasprotno. Tedaj obstajata taka elementaa, b ∈ R\m, da veljaab ∈ m. Idealam+(a)
in m+(b) strogo vsebujeta idealm. Zaradi maksimalnosti idealam sta koňcno generi-
rana; npr.m+(a) = (m1 +r1a, . . . ,mn +rna) in m+(b) = (m′

1
+r′

1
b, . . . , m′

k +r′kb)
za ustreznemi, m

′

i ∈ R. Naj bob := (m : a) = {r ∈ R | ra ∈ m} ideal kolo-
barjaR. Ker ab ∈ m, velja m ( m + (b) ⊂ b. Torej je b = (j1, . . . , jℓ) končno
generiran ideal. Vzemimo sedaj poljubenx ∈ m ⊂ m + (a). Obstajajo taki ele-
menti si ∈ R, da veljax =

∑n

i=1
si(mi + ria) =

∑

simi + a
∑

siri. V poseb-
nem jea

∑

siri = x −
∑

simi ∈ m, torej
∑

siri ∈ b. Obstaja zapis
∑n

i=1
siri =

∑ℓ

i=1
tiji in zato x =

∑n

i=1
simi +

∑ℓ

i=1
tijia. Torej je idealm generiran z ele-

menti m1, . . . ,mn, j1a, . . . , jℓa, kar je v nasprotju s predpostavkami. Sledi, da jeR

res noetherski kolobar.

(b) Po tǒcki (a) zadǒsča dokazati, da je vsak praideal vR[[X]] končno generiran.
Naj bo ℘ ⊆ R[[X]] poljuben praideal. Definirajmo preslikavoφ : R[[X]] → R s
predpisom

∑

∞

i=0
aiX

i 7−→ a0. To je ǒcitno epimorfizem kolobarjev. Idealφ(℘) je
končno generiran; označimo njegove generatorje zr1, . . . , rn. K vsakemuri vzamemo
elementfi ∈ ℘, da je koeficient predX0 v fi enakri (taki elementi obstajajo po
definiciji φ). Ločimo dva primera.

(⋆): Denimo, daX ∈ ℘. Vzemimo poljubeng(X) =
∑

∞

i=0
biX

i ∈ ℘. Obstajajo
elementisi ∈ R, da veljab0 = s1r1+· · ·+snrn. Sledig(X)−(s1r1+· · ·+snrn) ∈ (X),
torej je℘ = (r1, . . . , rn, X).

(⋆⋆): V tem primeru (X 6∈ ℘) bomo dokazali, daf1, . . . , fn generirajo℘. Vzemimo
poljubenf(X) =

∑

∞

i=0
aiX

i ∈ ℘. Zapǐsemoa0 = t10r1 + · · · + tn0rn. Iz definicije
elementovfi sledif −

∑n

i=0
ti0fi = Xg1 ∈ (X). KerXg1 ∈ ℘ in X 6∈ ℘, veljag1 ∈ ℘

(saj je℘ praideal kolobarjaR[[X]]). Analogen postopek ponovimo zag1 itd. Sledi

f =
∞
∑

j=0

(

n
∑

i=1

tijfi

)

Xj

in zato℘ = (f1, . . . , fn).





(4) (a) Vzemimo poljuben maksimalen idealm kolobarjaR (obstaja po Zornovi
lemi) in naj boψ : Rm → Rn surjektiven homomorfizemR–modulov. KolobarR/m
je obseg in hkratiR–modul. Ker tenzoriranje ohranja surjektivnost homomorfizmov,
dobimo surjekcijo(R/m) ⊗R R

m → (R/m) ⊗R R
n. Vendar pa je(R/m) ⊗R R

m kot
R–modul izomorfenR/m–vektorskemu prostoru(R/m)m. Dobili smo torejR/m–
linearno surjekcijo(R/m)m → (R/m)n. Sledim > n, kar je bilo potrebno dokazati.

(b) Dokǎzimo najprej pomǒzno trditev. Naj bostaS in T R–modula, kjer jeT 6=
{0}. Če obstaja monomorfizemS ⊕ T → S, potemS ni noetherski modul.

DOKAZ : Po predpostavkah imaS podmodulS1 ⊕T1, kjer jeS1
∼= S in T1

∼= T . Sedaj
lahkoS⊕T vložimo vS1. Torej imaS1 podmodulS2 ⊕T2, kjer jeS2

∼= S in T2
∼= T .

Ta postopek nadaljujemo in dobimo neskončno direktno vsotoT1 ⊕ T2 ⊕ · · · v S, kjer
je Ti

∼= T 6= 0. V posebnemS ni noetherski modul. Q.E.D.

Sedaj pǎze lahko dokǎzemo tǒcko (b). Trdimo, da zam > n ne obstaja monomor-
fizemR–modulovRm → Rn. Očitno jeRn je noetherskiR–modul. Po pomǒzni
trditvi za nenǐcelni modulT ne obstaja monomorfizemRn ⊕ T → Rn. V posebnem
ne obstaja monomorfizemRm = Rn ⊕Rm−n → Rn.

(c) Trditevvelja tudi za kolobarje, ki niso noetherski. Naj boR poljuben kolobar
in m > n naravništevili. Ker je vsak homomorfizem izRm v Rn v bistvu n × m
matrika z elementi izR, je dovolj dokazati, da ima sistem enačb

m∑

j=1

aijxj = 0, 1 6 i 6 n (⋆)

s koeficientiaij ∈ R netrivialno rěsitev v kolobarjuR. Naj boR0 := Z[{aij | 1 6 i 6

n, 1 6 j 6 m}] ⊆ R. Po Hilbertovem Basissatzu je kolobarR0 noetherski. Po tǒcki
(b) ima sistem(⋆) netrivialno rěsitev vR0, torej tudi vR.


