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(2) (a) Denimo, da je vsak praideglkontno generiran. Bimo9t := {a < R | a
ni kontno generirah. Denimo, daR ni noetherski. Poterf)t # & in po Zornovi
lemi obstaja maksimalni element € 9t. Trdimo, da jem praideal. Predpostavimo
nasprotno. Tedaj obstajata taka elementac R\ m, da veljazb € m. Idealam + (a)
in m+ (b) strogo vsebujeta ideal. Zaradi maksimalnosti ideata sta kortno generi-
rana; nprm+ (a) = (my+ma,...,my+rya) inm+(b) = (m) +rib, ..., mj+r.b)
za ustreznen;, m; € R. Najbob := (m : a) = {r € R | ra € m} ideal kolo-
barjaR. Kerab € m, veljam C m + (b)) C b. Torejjeb = (ji,...,Jj;) konéno
generiran ideal. Vzemimo sedaj poljubene m C m + (a). Obstajajo taki ele-
mentis; € R, da veliaz = Y1 s;(m; + ra) = Y s;m; +ay, siri. V poseb-
nemjead. s;r; = x — Y, s;m; € m,torejy. s;r; € b. Obstaja zapis | s;r; =
S tjiin zatox = Y s;m; + S, tija. Torej je idealm generiran z ele-
mentims, ..., my, jia, ..., jea, Kar je v nasprotju s predpostavkami. Sledi, daje
res noetherski kolobar.

(b) Po t@&ki (a) zad&Ca dokazati, da je vsak praidealR{X] koncno generiran.
Naj bo o C R[X] poljuben praideal. Definirajmo preslikavp : R[X] — R s
predpisom)_°, a; X" — ao. To je citno epimorfizem kolobarjev. Ideal(p) je
koncno generiran; ozit@mo njegove generatorjerz, . . ., r,. K vsakemur; vzamemo
elementf; € o, da je koeficient pred(’ v f; enakr; (taki elementi obstajajo po
definiciji ¢). LoCimo dva primera.

(x): Denimo, daX € p. Vzemimo poljubery(X) = >° b, X" € p. Obstajajo
elementis; € R, daveljaby = s1r1+- - ~+s,7,. Sledig(X)—(s1r1+- - -+s,7m0) € (X),

torejjep = (r1, ..., 7, X).

(xx): V tem primeru X ¢ p) bomo dokazali, d¢, . .., f, generirajop. Vzemimo
poljubenf(X) = > a; X" € p. ZapBemoag = t1or1 + - -+ + tnory. 1z definicije
elementovf; sledif —>""  tifi = Xg1 € (X). KerXg, € pin X & p, veljag, € p

(saj jep praideal kolobarja?[ X]). Analogen postopek ponovimo zaitd. Sledi

f= (Z%fz) X7

j=0 \i=1

inzatop = (f1,..., fn). =



(3 The mapping f(X)—£(0) is a homomorphism of R[X] onto R. Hence
R is Noetherian. If now &R, then the chain of ideals (r)&(r, rX)& - - -

c(r,rX, - - -,rX*)C - - - contains only finitely many distinct ideals. Thus, for
some n, rX*HE(r, rX, - - -+, rX"), say
* PXeH = 3 f(X) X+ 3 meer X,

i=0 i=0

where f(X) = 2 M. fiP X7, fPER, and each n;is an integer. Equating coefficients
of X»H in (*) we have r= 2 " o(f&, -r) =g-r where g= D " f?,ER. We then
note that for any elements 7y, 72, g1, g2& R such that ry =g and 73 =gors, we have
r=(g1+g—gg)r and 1= (g1+g:— g1g2)s. By induction it follows that if {r.},%,
is a finite set of elements of R then there exists an element #& R such that
ri=ur; for i=1, - - - , k. Since R is Noetherian, there is a finite subset T of R
such that T generates R as an ideal of R. If e& R is such that ef={ for each {ET,
then it follows that e is an identity of R. -



(4) (& Vzemimo poljuben maksimalen idaalkolobarja R (obstaja po Zornovi
lemi) in naj boy : R™ — R™ surjektiven homomorfizen®—modulov. KolobarR/m
je obseg in hkratiR—modul. Ker tenzoriranje ohranja surjektivhost homomorfizmov,
dobimo surjekcijo R/m) @ g R™ — (R/m) @ R™. Vendar pa j§ R/m) @z R™ kot
R—modul izomorfenR /m—vektorskemu prostorgR/m)™. Dobili smo torejR/m—
linearno surjekcijg R/m)™ — (R/m)". Sledim > n, kar je bilo potrebno dokazati.

(b) Dokazimo najprej pomano trditev. Naj bosteé' in 7" R—modula, kjer jeI" #
{0}. Ce obstaja monomorfize$i& T' — S, potemS ni noetherski modul.
DokAz: Po predpostavkah imépodmodulS; & 71, kjer jeS; = Sin T = T. Sedaj
lahko S @ T vlozimo v S;. Torej imasS; podmodulS, & Ty, kjer je Sy = Sin Ty, = T.
Ta postopek nadaljujemo in dobimo neskoa direktno vsot@’ & 1, & --- v .S, Kjer
jeT; =T # 0.V posebnent ni noetherski modul. Q.E.D.

Sedaj p&e lahko dokaemo t@ko (b). Trdimo, da zan > n ne obstaja monomor-
fizem R—modulovR™ — R™. OCitno je R" je noetherskiR—modul. Po pomani
trditvi za nen€elni modulT ne obstaja monomorfizel®" & T — R™. V posebnem
ne obstaja monomorfize®™ = R* @ R™ " — R".

(c) Trditevvelja tudi za kolobarje, ki niso noetherski. Naj Bopoljuben kolobar
in m > n naravniStevili. Ker je vsak homomorfizem iB™ v R™ v bistvun x m
matrika z elementi iz, je dovolj dokazati, da ima sistem el

m
Zaij:ﬁj:O, 1<Z<7’L (*)
j=1

s koeficientia;; € R netrivialno ré&itev v kolobarjuR. Naj bo R := Z[{a;; | 1 <i <
n, 1 < j < m}] C R. Po Hilbertovem Basissatzu je kolob&g noetherski. Po ki
(b) ima sistem(x) netrivialno r&itev v Ry, torej tudi vR. =



