




(3) Za začetek opazimo, da množice U(f) tvorijo bazo za SpecR, saj je U(f) ∩ U(g) =
U(fg). Dalje definirajmo še Z(f) := SpecR \ U(f) = {p ∈ Spec R | f ∈ p} in Z(S) :=
∩f∈SZ(f) za S ⊆ R.

(a) Vzemimo poljubna različna praideala p1, p2 ∈ Spec R. Velja p1 6= p2, brez škode
za splošnost p1 6⊆ p2. Za vsak f ∈ p1 \ p2 je U(f) okolica p2, ki ne vsebuje p1. S tem smo
dokazali, da je SpecR ∈ T0.

Ostala nam je torej še kompaktnost prostora SpecR. Dokazali bomo nekoliko več, in
sicer, da so vse množice U(f) za f ∈ R kompaktne (to zadošča, saj je SpecR = U(1)).
Velja:

U(f) ⊆ ∪λ∈ΛU(gλ) ⇐⇒ Z(f) ⊇ ∩λ∈ΛZ(gλ) = Z
(

{gλ | λ ∈ Λ}
)

= Z(a),

kjer smo z a označili ideal (gλ | λ ∈ Λ). Sedaj uporabimo, da je Rad(a) =
⋂

{p ∈ Spec R |
a ⊆ p} in dobimo

Z(f) ⊇ Z(a) ⇐⇒ Rad(f) ⊆ Rad(a) ⇐⇒ f ∈ Rad(a).

Očitno f leži v radikalu ideala a, če fn ∈ a za neko naravno število n. Ker je a generiran
z gλ, lahko zapǐsemo fn = a1gλ1

+ · · · + aℓgλℓ
za primerne ai ∈ R in λi ∈ Λ. Torej

f ∈ Rad(a) ⇐⇒ f ∈ Rad(gλ1
, . . . , gλℓ

) ⇐⇒ U(f) ⊆ U(gλ1
) ∪ · · · ∪ U(gλℓ

).

(b) Vsaka zaprta množica spektra je oblike Z(T ) za neko podmnožico T ⊆ R. O”citno
lahko predpostavimo, da je T = a ⊂ R ideal. Enostavno je videti, da je Z(a) = Z

(

Rad(a)
)

.
Predpostavimo sedaj, da je Z(a) nerazcepna in je a = Rad(a). Trdimo, da je a praideal.
Denimo nasprotno. Tedaj obstajata f, g ∈ R \ a z lastnostjo fg ∈ a. Sledi Z(a) ⊆
Z(f) ∪ Z(g). Zaradi nerazcepnosti lahko predpostavimo, da je Z(a) ⊆ Z(f), torej f ∈ a.
Prǐsli smo v protislovje, torej je a praideal. Očitno pa v tem primeru velja Z(a) = {a}.

(c) Zgoraj smo dokazali, da so vse množice U(f) kompaktne in odprte. Po drugi strani

pa je vsaka odprta množica unija teh množic. Torej je
◦

K(Spec R) ⊆ {U(f1) ∪ · · · ∪U(fℓ) |
ℓ ∈ N, fi ∈ R}. Vendar so tudi vse množice na desni strani kompaktne. Torej velja
◦

K(Spec R) = {U(f1) ∪ · · · ∪ U(fℓ) | ℓ ∈ N, fi ∈ R}. Očitno je
◦

K(Spec R) baza topologije
na SpecR, ki je zaprta za končne preseke.

(d) Postavimo Z := {0, 1}R, kjer {0, 1} opremimo z diskretno topologijo, Z pa s pro-
duktno. Z je očitno povsem nepovezan in T2, po izreku Tihonova pa je tudi kompakten.
Kot ponavadi, identificiramo funkcijo f : R → {0, 1} iz Z s podmnožico {r ∈ R | f(r) = 0}
množice R; torej je Z podmnožica potenčne množice od R. Zato je j(a) := a injektivna
preslikava j: SpecR →֒ Z. Iz definicije produktne topologije takoj dobimo, da je induci-
rana topologija na SpecR natanko konstruktibilna topologija. Preostane nam le še, da
dokažemo, da je j(Spec R) zaprta podmnožica Z. Naj bo S ⊆ R poljubna množica, ki ni
v j(Spec R). Torej S ni praideal kolobarja R. V posebnem S ne izpolnjuje vsaj enega od
naslednjih aksiomov:
(1) S + S ⊆ S,
(2) RS ⊆ S,
(3) a 6∈ S, b 6∈ S ⇒ ab 6∈ S (a, b ∈ R).

Trdimo, da ta aksiom ni izpolnjen tudi v kakšni okolici S v Z. Pokažimo to npr. za
(3). Obstajata a, b 6∈ S z lastnostjo ab ∈ S. Potem je U := {T ⊆ R | a 6∈ T, b 6∈ T, ab ∈ T}
okolica S v Z, in aksiom (3) ni izpolnjen za noben T ∈ U .




