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Resitve prve teoreti¢ne domace naloge iz matematike
(oktober 2008)

a je limita zaporedja {a,}, ¢e izven vsake e-okolice stevila a lezi le kon¢no ¢lenov zaporedja
{an} oziroma ¢e za Ve >0 3In. e N>:Vn e N: (n >n. = |a, —a| <e).

Geometrijski pomen: y = a je premica, ki se ji priblizujejo totke na grafu a,(n), ko gre n — oo,
ali z = a je tocka, okoli katere se gostijo tocke iz mnozice {a,;n € N},

Zaporedji s kon¢éno limito a, = %, Gp = %
Zaporedje brez limite a, = (—1)".

. Zaporedji z neskon¢no limito a, = n, a, = n?.

n-ta delna vsota zaporedja {a,} je vsota prvih n ¢lenov zaporedja: s, = a1 + -+ + ap, =
>owya;. Zaporedje {s,} je zaporedje delnih vsot zaporedja {a,}. Vsota zaporedja {a,} je
limita zaporedja njegovih delnih vsot: s = limy o0 Sn = > ooy .
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Konvergentne neskoncne vsote: » >, Wl(%ﬂ) =2, 5, 7712 =T, D" = 1—:} za

co 1 o) 2n
n=1 n’ n=1

q € (—1,1). Divergentne neskon¢ne vsote:

Funkcija f je injektivna, ¢e za poljubni razli¢ni stevili x,y € D(f) (z # y) velja f(x) # f(y).
Ce vsaka vodoravna premica seka graf funkcije f v najvec eni tocki, je funkcija f injektivna.
Pri injektivni funkeciji f za vsako $tevilo y € Z(f) obstaja natanko eno stevilo z € D(f), da je
f(x) = y. Inverzno funkcijo f~! definiramo na mnozici Z(f) s predpisom f~!:y + x. Njena
zaloga vrednosti je D(f).

Ker je g inverz funkcije f, je g(y) tisto tevilo z, za katerega je f(x) = y. Zato je g(f(x)) =
g9(y) = z. Podobno je g(x) tisto stevilo y, za katerega je f(y) = z, torej f(g(z)) = f(y) = .

:E2; x>0

Odpravimo absolutno vrednost in dobimo f(z) = { 22 w0

R™ — R~
RS‘ — RS‘ '
zato sledi iz bijektivnosti kvadratnih funkcij —z“ in z* na ustreznih intervalih. MozZen je tudi
grafi¢ni odgovor: vsaka vodoravna premica seka graf najve¢ enkrat.

Tudi inverzna funkcija ohranja predznak Stevila. Za pozitivna Stevila y € Z; inverz doloc¢imo
iz y = 22, torej x = VY, za negativna Stevila y € Zy pa iz y = —z?, torej * = —/—y. Predpis

: >
inverzne funkcije je torej f~1(z) = { \_/f/’jx i < 8 :

Najprej opazimo, da f ohranja predznak Stevila; to pomeni f : { Injektivnost
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4 v v . T _e—T ~ . L3 v
[8¢emo refitve enacbe y = sinhx = “=7—. Po mnoZenju z 2¢” dobimo enacbo (€%)2—2ye®—1 =

0, kar je kvadratna enacba za €. Njena edina smiselna (pozitivna) resitev je e* = y++/y2 + 1,
torej z = In(y + /y2 +1). Ker je resitev ena sama, je funkcija injektivna. Od tod prebe-
remo $e predpis inverzne funkcije arshx = In(z + 22 + 1). Njeno defincijsko obmocje je R.
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y = sinhz y = coshx
I§€¢emo resitve enacbe y = coshx = % Po mnozenju z 2¢® dobimo enacho (e%)? — 2ye® +

1 =0, kar je kvadratna enacba za e*. Njeni resitvi sta e = y+/y2 —1ine* =y — /y? — 1,
od koder izrazimo z1 = In(y + /y?> — 1) in 29 = In(y — /y?> — 1). Velja 29 = —z1. Prva

reSitev je nenegativna, zato je skréitev cosh na [0, 00) injektivna. Inverzna funkcija ima predpis
archz = In(z + vz? — 1), definirana je na [1, c0).

Oznacimo f(x) = tan(arctanz) in g(x) = arctan(tanz). Ker je definicijsko obmocje funkcije
arctan ves R, je D(f) = R. Na tem intervalu sta si funkciji arctan in tan inverzni, zato je tudi
Z(f) = R. Funkcija tan je definirana na R\ {5 +km; k € Z}, zato je D(g) = R\{5 +km; k € Z},
zaloga vrednosti funkcija g pa je enaka zalogi vrednosti funkcije arctan, torej Z(g) = [—g, %]

y = tan(arctan ) y = arctan(tan )

Funkcija f je zvezna v tocki a € D(f), kadar za vsako zaporedje {a,} C D(f), ki konvergira
proti a, zaporedje slik {f(a,)} konvergira proti f(a).

Zveznost se ohranja pri seStevanju, odStevanju, mnozenju, deljenju in komponiranju funkcij.
Ce je definicijsko obmocje funkcije povezano, je zvezna tudi inverzna funkcija zvezne funkcije.
Zvezni so tudi zlepki zveznih funkcij. Ko pokazemo, da so zvezne konstantna in identi¢na funk-
cija ter funkciji sin  in €”, lahko z zgornjimi operacijami skonstruiramo katerokoli elementarno
funkcijo.

x; 0<x<l |

: < 1
flx) = { 1 9<y<3 Jezvezna injektivna funkcija, f~!(z) = { v Osz<

z+1; 1<2<2
njen inverz, ki ni zvezen v tocki x = 1. lzrek o inverzni funkeciji trdi: Ce je funkcija f injektivna,
zvezna in e je D(f) povezana mnozica (interval), potem je tudi funkcija f~! zvezna. Tega mi
ne zelimo, zato D(f) ne more biti interval.

na tem intervalu vsebuje vsaj eno niclo. Interval razpolovimo in dolo¢imo predznak funkcije

v razpolovi§¢u. Postopek nadaljujemo na tistem podintervalu, na katerem funkcija spremeni
predznak. Razpolovisca so vedno boljsi priblizki za iskano niclo.

Stevilo L je limita funkcije f v tocki a, Ce za vsako zaporedje {a,} € D(f)\{a}, ki konvergira
proti a, zaporedje slik {f(a,)} konvergira proti L.



(b) Ce je funkcija f zvezna v tocki a, potem je limg_.q f(x) = f(a). Limita torej obstaja in je
enaka funkcijski vrednosti.

(¢) limy— f(x) = limg_q M =lim, . (2® + 2z +1) = 3.
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(d) Premica y = a je vodoravna asimptota grafa funkcije f, ¢e velja lim, o f(z) = a
ali lim, ,_ f(x) = a. Premica x = a je navpi¢na asimptota grafa funkcije f, ¢e velja vsaj

ena od moznosti lim,_,,+ f(z) = oo, lim, .+ f(x) = —o0, lim,_,,— f(x) = o0, lim,_,,- f(z) =
—00.



