
Re²itve tretje teoreti£ne doma£e naloge iz matematike
(december 2008)

(1) (a) Funkcija F (x) je nedolo£eni integral funkcije f(x), £e velja F ′(x) = f(x) za vsak x ∈ D(f).
Nedolo£eni integral funkcije ni enoli£no dolo£en. �e je F nedolo£eni integral funkcije f , je za
vsako konstanto C tudi F + C nedolo£eni integral funkcije f .

(b) �e je F nedolo£eni integral funksije f in G nedolo£eni integral funkcije g, potem velja (F+G)′ =
F ′+G′ = f+g, torej je F+G nedolo£eni integral funkcije f+g. Ker velja

∫
x2dx 6= ∫

xdx·∫ xdx,
v splosnem integral produkta funkcij ni enak produktu integralov faktorjev.

(c) Zapi²emo formulo za odvod produkta dveh funkcij (f(x) ·g(x))′ = f ′(x) ·g(x)+f(x) ·g′(x) in jo
integriramo:

∫
(f(x) · g(x))′dx =

∫
f ′(x) · g(x)dx +

∫
f(x) · g′(x)dx. Ker je

∫
(f(x) · g(x))′dx =

f(x) · g(x), to pomeni
∫

f(x) · g′(x)dx = f(x) · g(x)− ∫
f ′(x) · g(x)dx.

(d) Integriramo po delih: x = u ⇒ dx = du in cosxdx = dv ⇒ sinx = v. Dobimo
∫

x cosxdx =
x sinx− ∫

sinx = x sinx + cosx + C.

(2) (a) Naj bo F (x) nedolo£eni integral funkcije f(x) in naj bo x = φ(t), kjer je φ injektivna funkcija.
Po formuli za posredno odvajanje velja F (φ(t))′ = F ′(φ(t))φ′(t) = f(φ(t))φ′(t). Torej je
funkcija F (φ(t)) nedolo£eni integral funkcije f(φ(t))φ′(t), torej

∫
f(φ(t))φ′(t)dt = F (φ(t)) +

C. Ker je
∫

f(x)dx = F (x) + C = F (φ(t))|t=φ−1(x) + C, smo s tem pokazali
∫

f(x)dx =∫
f(φ(t))φ′(t)|t=φ−1(x) dt.

(b) Vpeljemo 1+x2 = t ⇒ 2xdx = dt ⇒ xdx = 1
2dt in ra£unamo

∫
xdx√
1+x2

=
∫ 1

2
dt√
t

= 1
2

∫
t−1/2dt =

t1/2 + C =
√

1 + x2 + C.
(c) 1

x4−1
= 1

(x−1)(x+1)(x2+1)
= A

x−1 + B
x+1 + Cx+D

x2+1
= (A+B+C)x3+(A−B+D)x2+(A+B−c)x+(A−B−D)

(x−1)(x+1)(x2+1)
.

Po ena£enju enakoleºnih koe�cientov dobimo vrednosti A = 1
4 , B = −1

4 , C = 0 in D = −1
2 .

Torej
∫

1
x4−1

dx = 1
4

∫
dx

x−1 − 1
4

∫
dx

x+1 − 1
2

∫
dx

x2+1
= 1

4 ln |x− 1| − 1
4 ln |x + 1| − 1

2 arctanx + C.
(d) Vpeljemo ex = t ⇒ exdx = dt ⇒ dx = dt

ex ⇒ dx = dt
t in dobimo

∫
1

1+(ex)2
dx =

∫
1

1+t2
· dt

t .
Integrand razbijemo na parcialne ulomke in ra£unamo

∫
1

1+t2
· dt

t =
∫ (

−t
1+t2

+ 1
t

)
dt. V prvi

sumand vpeljemo novo spremenljivko 1 + t2 = u ⇒ tdt = du
2 in imamo −1

2

∫
du
u +

∫
dt
t =

−1
2 ln |u|+ ln |t|+ C = −1

2 ln(1 + (ex)2) + x + C.

(3) (a) Krivulja y = f(x) s premicama x = a in x = b omejuje nek lik v ravnini. Dolo£eni integral
∫ b
a

je enak razliki plo²£in tistega dela lika, ki je nad absicno osjo, in tistega dela, ki je pod abscisno
osjo.

(b) Delilne to£ke intervala [0,
√

3] so x0 = 0, x1 =
√

3
3 , x2 = 2

√
3

3 in x3 =
√

3. Vsak interval£ek
je dolg

√
3

3 . Za to£ke ξi so izbrana razpolovi²£a interval£kov, torej ξ1 =
√

3
6 , ξ2 =

√
3

2 in
ξ3 = 5

√
3

6 . Pripadajo£a Riemannovo vsota je f(ξ1)(x1 − x0) + f(ξ2)(x2 − x1) + f(ξ3)(x3 − x2),
zato

∫ √3
0

1
1+x2 dx ≈

√
3

3

(
f(

√
3

6 ) + f(
√

3
2 ) + f(5

√
3

6 )
)
≈ 1.048. To£na vrednost je π/3 ≈ 1.047.

(c) Osnovni izrek in�nitezimalnega ra£una trdi, £e je f zvezna funkcija s povezanim de�nicijskim
obmo£jem, ki vsebuje neskon£no ²tevil, potem je za vsak a ∈ D(f) funkcija F (x) =

∫ x
a f(t)dt

nedolo£eni integral funkcije f .
Dokaz: Funkcija f je zvezna, zato njen dolo£eni integral na zaprtem intervalu obstaja. Torej
je F (x) dobro de�nirana. Izra£unamo njen odvod: F ′(x) = limh→0

F (x+h)−F (x)
h =

= limh→0

∫ x+h
a f(t)dt−∫ x

a f(t)dt

h = limh→0

∫ x+h
x f(t)dt

h . Limitirani izraz je ravno povpre£na vrednost
funkcije f na intervalu [x, x + h]. Po izreku o povpre£ni vrednosti je le-ta enaka f(c), kjer je
c ∈ [x, x + h]. Ko po²ljemo h proti 0, gre c → x in f(c) → f(x). Torej F ′(x) = f(x).

(d) Newton-Leibnitzova formula: £e je f zvezna funkcija na intervalu [a, b] in £e je Φ njen nedolo£eni
integral, potem velja

∫ b
a f(x)dx = Φ(b)− Φ(a).

Dokaz: Po osnovnem izreku in�nitezimalnega ra£una je funkcija F (x) =
∫ x
a f(t)dt nedolo£eni
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integral funkcije f , po predpostavki izreka je tudi funkcija Φ nedolo£eni integral. Ker je
de�nicijsko obmo£je [a, b] povezana mnoºica, se nedolo£ena integrala razlikujeta le za konstanto:
Φ = F+C. Po osnovnem izreku ra£unamo

∫ b
a f(x)dx = F (b)−F (a) = (Φ(b)−C)−(Φ(a)−C) =

Φ(b)− Φ(a).

(4) (a) Recimo, da je g(x) ≥ f(x) ≥ 0 za vsak x ∈ [a, b]. Z vrtenjem okoli x osi dobimo vrtenino s
prostornino Vx = π

∫ b
a (g(x)2−f(x)2)dx, z vrtenjem okoli y osi pa dobimo vrtenino s prostornino

Vy = 2π
∫ b
a x(g(x)− f(x))dx.

(b) Sredi²£e lika ima za koordinati povpre£ji abscis oziroma ordinat vseh to£k, ki sestavljajo lik. Ko-
ordinati sredi²£a lika L sta podani s formulama x∗ =

∫ b
a x(g(x)−f(x))dx∫ b
a (g(x)−f(x))dx

in y∗ =
∫ b

a
1
2
(g(x)2−f(x)2)dx∫ b

a (g(x)−f(x))dx
.

Po prvem Guldinovem pravilu je prostornina vrtenine enaka produktu plo²£ine lika L in dolºine
poti, ki jo pri enem vrtljaju opi²e sredi²£e lika. Torej je Vx = 2πy∗

∫ b
a (f(x) − g(x))dx in

Vy = 2πx∗
∫ b
a (f(x)− g(x))dx.

(c) Stoºec in Torus.
(d) Krogelni odsek in Krogelni izsek.

(5) (a) Naj bo f zvezno odvedljiva funkcija in f(x) ≥ 0 za vsak x ∈ [a, b]. Z vrtenjem krivulje C okoli
x osi dobimo ploskev s povr²ino Px = 2π

∫ b
a f(x)

√
1 + f ′(x)2dx, z vrtenjem krivulje C okoli y

osi pa dobimo ploskev s povr²ino Py = 2π
∫ b
a x

√
1 + f ′(x)2dx.

(b) Koordinati sredi²£a krivulje C sta povpre£ji abscis oziroma ordinat vseh to£k na krivulji. Koor-
dinati sredi²£a krivulje C sta podani s formulama x∗ =

∫ b
a x
√

1+f ′(x)2dx∫ b
a

√
1+f ′(x)2dx

in y∗ =
∫ b

a f(x)
√

1+f ′(x)2dx∫ b
a

√
1+f ′(x)2dx

.
Po drugem Guldinovem pravilu je povr²ina rotacijske ploskve enaka produktu dolºine krivulje
C in dolºine poti, ki jo pri enem obratu napravi sredi²£e krivulje C. Torej velja Px =
2πy∗

∫ b
a

√
1 + f ′(x)2dx in Py = 2πx∗

∫ b
a

√
1 + f ′(x)2dx.

(c) Stoºec in Torus.
(d) Krogelni odsek in Krogelni izsek.
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