
Re²itve pete teoreti£ne doma£e naloge iz matematike

(januar 2009)

(1) (a) Izra£unamo odvoda ẋ(t) = −3 cos2 t sin t in ẏ(t) = 3 sin2 t cos t in ugotovimo, da so zanimive
to£ke pri t = 0, π2 , π,

3π
2 , 2π. Za laºje risaje bomo uporabili vsaj ²e to£ke t = π

6 ,
π
4 ,

π
3 .
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T (x, y) A B C D E F G A

To£ke A, E, F in G so singularne. V ostalih to£kah je krivulja gladka.
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Krivulja (1a): Astroida.

(b) Tangenta v to£ki T (x(t0), y(t0)) je podana z ena£bo y−y(t0) = ẏ(t0)
ẋ(t0)(x−x(t0)). Od prej vidimo,

da je ustrezna izbira t0 = π
3 . Dobimo y− 3

√
3

8 = 9/8

−3
√

3/8
(x− 1

8), kar uredimo v y = −
√

3x+
√

3
2 .

(c) Dolºina krivulje je enaka
∫ b
a

√
ẋ(t)2 + ẏ(t)2dt. Za krivuljo iz to£ke (a) dobimo

L =
∫ 2π
0

√
(−3 cos2 t sin t)2 + (3 sin2 t cos t)2 =

∫ 2π
0 3 |sin t cos t| dt = 6.

Namig: Absolutno vrednost odpravimo tako, da integracijsko obmo£je razdelimo na 4 dele.

(d) Krivulja je sklenjena, ker velja x(0) = x(2π) in y(0) = y(2π).
Plo²£ina lika je enaka 1

2

∫ b
a (x(t)ẏ(t)− ẋ(t)y(t)) dt. Za lik iz to£ke (a) dobimo

P = 1
2

∫ 2π
0 (cos3 t(3 sin2 t cos t)− (−3 cos2 t sin t) sin3 t)dt = 1

2

∫ 2π
0 3 sin2 t cos2 tdt = 3π

8 .
Namig: sin2 t nadomestimo z 1−cos2 t in uporabimo formuli cos2 t = 1

2 (1+cos 2t) in cos4 t = 1
8 (cos 4t+

4 cos 2t+ 3).

(2) (a) Ena£bo funkcije posredno odvajamo po x in dobimo 2x+ 2yy′ + 4y3y′ = 0, od koder izrazimo
y′ = x

y−2y3
. Za vodoravno tangento mora biti y′ = 0, torej jo dobimo pri x = 0. Iz ena£be

krivulje tedaj dobimo −y2 + y4 = 2, torej y1,2 = ±
√

2. Dobimo dotikali²£i T1(0,
√

2) in
T2(0,−

√
2) s pripadajo£ima tangentama p1 : y =

√
2 in p2 : y = −

√
2.
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(b) Navpi£ne tangente dobimo tam, kjer je y′ = ±∞. Poi²£emo ni£le imenovalca in dobimo
y1 = 0 ter y2,3 = ±

√
2

2 . Iz ena£be krivulje pora£unamo ²e ustrezne abscise in dobimo re²itve:
T1a(

√
2, 0) in T1b(−

√
2, 0) z navpi£nima tangentama p1a : x =

√
2 in p1b : x = −

√
2,

T2a(3
2 ,
√

2
2 ) in T2b(3

2 ,−
√

2
2 ) z navpi£no (bi)tangento p2 : x = 3

2 ,

T3a(−3
2 ,
√

2
2 ) in T3b(−3

2 ,−
√

2
2 ) z navpi£no (bi)tangento p3 : x = −3

2 .

(c)

-1.5 -1 -0.5 0.5 1 1.5
x

-1.5

-1

-0.5

0.5

1

1.5

y

Krivulja (2): x2 − y2 + y4 = 2.

(d) Moºna parametrizacija: Iz ena£be izrazimo x2 = 2 + y2 − y4 in izberemo y = t in x =√
2 + t2 − t4.

(3) (a) Tridimenzionalni graf (ploskev) je dolo£ena z ena£bo z = x2 − y2. Presek z ravnino x = 0 je
parabola z = −y2, presek z ravninama x = −1 in x = 1 pa je parabola z = 1− y2 (enak presek
z dvema ravninama). Te krivulje so narisane z rde£o. Presek z ravnino y = 0 je parabola
z = x2, presek z ravninama y = −1 in y = 1 pa je parabola z = x2− 1. Te krivulje so narisane
z modro.
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Ploskev (5a): Graf funkcije f(x, y) = x2 − y2 s preseki.

(b) Nivojnica f(x, y) = −3 je krivulja x2 − y2 = −3, kar zapi²emo kot y2

3 − x2

3 = 1, kar je
hiperbola s polosema a = b = 3 in realno polosjo v smeri osi y. Podobno dobimo pri nivojnicah
f(x, y) = −2,−1. Nivojnica f(x, y) = 0 je krivulja x2− y2 = 0, kar pomeni (x− y)(x+ y) = 0.
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To sta pravokotni premici y = x in y = −x. Nivojnica f(x, y) = 3 je krivulja x2 − y2 = 3, kar
zapi²emo kot x2

3 − y2

3 = 1. To je hiperbola s polosema a = b = 3 in realno polosjo v smeri osi
x. Podobno dobimo pri nivojnicah f(x, y) = 2, 1. Nivojnice so narisane z zeleno.
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Ploskev (5b): Graf funkcije f(x, y) = x2 − y2 z nivojnicami.

(c) Iz grafa dobimo nivojski diagram tako, da graf presekamo z vodoravnimi ravninami z = c
(c ∈ R) in nari²emo prese£ne krivulje. Iz nivojskega diagrama pri razli£nih vi²inah c dobimo
graf tako, da diagram pokrijemo s ploskvijo.

(4) (a) Parcialni odvod funkcije f(x, y) po spremenljivki x v to£ki (x0, y0) je enak fx(x0, y0) =
∂f
∂x (x0, y0) = limh→0

f(x0+h,y0)−f(x0,y0)
h . Parcialni odvod funkcije f(x, y) po spremenljivki y

v to£ki (x0, y0) je enak fy(x0, y0) = ∂f
∂y (x0, y0) = limh→0

f(x0,y0+h)−f(x0,y0)
h .

(b) Tangentna ravnina na ploskev z = f(x, y) z dotikali²£em v to£ki (x0, y0, f(x0, y0)) ima ena£bo
z = f(x0, y0) + fx(x0, y0)(x− x0) + fy(x0, y0)(y − y0).

(c) �e je funkcija f(x, y) de�nirana in parcialno odvedljiva v okolici to£ke (x0, y0) sta potrebna
pogoja za nastop lokalnega ekstrema v to£ki (x0, y0) enakosti fx(x0, y0) = 0 in fy(x0, y0) = 0.

(d) Obmo£je 2x2 + y2 ≤ 1 je elipsa s polosema a =
√

2
2 in b = 1.
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Obmo£je (4d): Elipsa.

Globalne ekstreme poi²£emo v dveh korakih. Najprej poi²£emo lokalne ekstreme funkcije
f(x, y). Potrebna pogoja dolo£ata sistem ena£b fx(x, y) = 2x = 0 in fy(x, y) = 4y = 0 z
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re²itvijo (x0, y0) = (0, 0). Izra£unamo ²e f(0, 0) = 0. Rob obmo£ja je krivulja 2x2 + y2 = 1.
Izrazimo y2 = 1 − 2x2 in vstavimo v funkcijo f(x, y). Dobimo funkcijo ene spremenljivke
g(x) = x2 + 2(1 − 2x2) = 2 − 3x2, x ∈ [−

√
2

2 ,
√

2
2 ]. Njene ekstreme poi²£emo iz ena£be

g′(x) = −6x = 0, od koder dobimo x1 = 0. Da to£ka z absciso 0 leºi na robu obmo-
£ja, mora veljati 2 · 02 + y2 = 1, torej y1 = ±1. Izra£unamo ²e f(0, 1) = f(0,−1) = 2,
f(−

√
2

2 , 0) = f(
√

2
2 , 0) = 1

2 in ugotovimo: globalni maksimum funkcije je 2 (doseºen v to£kah
A(0, 1) in B(0,−1)), globalni minimum pa 0 (doseºen v to£ki C(0, 0)).

(5) (a) Prostornina telesa pod grafom zvezne funkcije f(x, y), £e je D(f) pravokotnik [a, b]× [c, d], je
enaka

∫ b
a

(∫ d
c f(x, y)dy

)
dx. Vrstni red integriranja lahko zamenjamo.

(b) Prostornina telesa pod grafom zvezne funkcije f(x, y), £e je D(f) = {(x, y); a ≤ x ≤ b, φ(x) ≤
y ≤ ψ(x)}, je enaka

∫ b
a

(∫ ψ(x)
φ(x) f(x, y)dy

)
dx.

(c) De�nicijsko obmo£je D(f) razreºemo na obmo£ja iz to£k (a) in (b) in dobljene prostornine
se²tejemo.
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