
Re²itve ²este teoreti£ne doma£e naloge iz matematike

(januar 2009)

(1) (a) Naj bo podana diferencialna ena£ba y′ = f(x, y). V ravnini xy najprej nari²emo ni-
vojnice funkcije f pri razli£nih vrednostih c1, . . . , cn. To so krivulje, vzdolº katerih je
funkcija f konstanta, zato je tam tudi y′ konstanta. Na vsaki nivojnici f(x, y) = ci

izberemo nekaj to£k in v njih nari²emo kratke £rtice z naklonskim kotom arctan ci.
Nato nari²emo krivuje, ki imajo zgornje £rtice za svoje tangente.

(b) Nivojnice f(x, y) = c imajo ena£bo 1
2
x2− y = c, to je druºina vzporedno premaknjenih

parabol y = 1
2
x2 − c. Na paraboli y = 1

2
x2 ri²emo vodoravne £rtice, na paraboli

y = 1
2
x2 + 1 ri²emo £rtice z naklonskim kotom 45◦, na paraboli y = 1

2
x2 − 1 pa £rtice

z naklonskim kotom -45◦ oziroma 135◦. Na parabole z zelo velikim ali zelo majhnim
koe�cientom c ri²emo skoraj navpi£ne smernice. Nato skozi £rtice sku²amo napeljati
krivulje (slika 1b).

(c) Re²ujemo diferencialno ena£bo y′ = f(x, y) z za£etnim pogojem y(x0) = y0. Z Eulerjevo
metodo dolo£imo lomljenko, ki se v okolici to£ke (x0, y0) prilega pravi re²itveni krivulji.
Najprej dolo£imo majhen korak h in ²tevilo korakov N , ki jih ºelimo napraviti. Naj bo
re²itvena krivulja y = g(x). Za funkcijo g v okolici (x0, y0) lahko zapi²emo g(x0 + h) ≈
g(x0) + g′(x0)h = y0 + f(x0, y0)h. Ozna£imo x1 = x0 + h in y1 = y0 + f(x0, y0)h.
To£ka (x1, y1) bo to£ka na lomljenki. Podoben ra£un nadaljujemo: g(x1 +h) ≈ g(x1)+
g′(x1)h = y1 + f(x1, y1)h. Ozna£imo x2 = x1 + h in y2 = y1 + f(x1, y1)h. To£ka (x2, y2)
je naslednja to£ka na lomljenki. Postopek nadaljujemo, dokler ne pridemo to to£ke
(xN , yN). Analogen postopek lahko izvedemo ²e na levi strani to£ke (x0, y0).

(d) Velja (x0, y0) = (0, 1), f(x, y) = y in h = 0.2. Zaporedno ra£unamo
x0 = 0 y0 = 1
x1 = x0 + h = 0.2 y1 = y0 + f(x0, y0)h = 1 + 1 · 0.2 = 1.2
x2 = x1 + h = 0.4 y2 = y1 + f(x1, y1)h = 1.2 + 1.2 · 0.2 = 1.44
x3 = x2 + h = 0.6 y3 = y2 + f(x2, y2)h = 1.44 + 1.44 · 0.2 = 1.73
x4 = x3 + h = 0.8 y4 = y3 + f(x3, y3)h = 1.73 + 1.73 · 0.2 = 2.08
x5 = x4 + h = 1 y5 = y4 + f(x4, y4)h = 2.08 + 2.08 · 0.2 = 2.5

Nari²emo ²e lomljenko skozi to£ke (xi, yi) (slika 1d). Lomljenko lahko primerjamo s
pravo krivuljo y = ex, saj nalogo znamo analiti£no re²iti.
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(1b) Re²itvene krivulje ena£be

y′ = 1
2x2 − y.
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(1d) Eulerjeva lomljenka za nalogo

y′ = y, y(0) = 1 in prava re²itev.
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(2) (a) Ena£bo y′ = y prepi²emo v dy
dx

= y in uredimo v dy
y

= dx. Obe strani integriramo in
imamo ln y = x + C, od koder izrazimo y = ex+C = Dex. Ker je y(0) = De0 = D = 1,
pogoju y(0) = 1 ustreza re²itev y = ex.

(b) Ena£bo y′ = y(2− y) prepi²emo v dy
dx

= y(2− y) in uredimo v dy
y(2−y)

= dx. Obe strani

integriramo:
∫

dy
y(2−y)

= 1
2

∫
dy
y

+ 1
2

∫
dy

2−y
= 1

2
ln y − 1

2
ln(2 − y) + C = 1

2
ln y

2−y
+ C in

imamo re²itev 1
2
ln y

2−y
= x + D. Od tod postopno izrazimo y

2−y
= e2x+2D = Ee2x in

y = 2Ee2x

1+Ee2x . Iz y(0) = 1 dobimo ena£bo 2E
1+E

= 1, kar nam da E = 1 in posebno re²itev
y = 2e2x

1+e2x .

(c) Ena£bo y′ = y(ln 2− ln y) prepi²emo v dy
dx

= y(ln 2− ln y) in uredimo v dy
y(ln 2−ln y)

= dx.

Obe strani integriramo:
∫

dy
y(ln 2−ln y)

ln y=t
=

∫
dt

ln 2−t
= − ln(ln 2−t)+C = − ln(ln 2−ln y)+

C. Imamo re²itev− ln(ln 2−ln y) = x+D, od koder dobimo ln 2−ln y = e−x−D = Ee−x,
ln y = −Ee−x + ln 2 in ²e y = e−Ee−x+ln 2 = 2e−Ee−x

. Pri x = 0 je y(0) = 2e−E = 1, od
koder izra£unamo E = ln 2. Posebna re²itev je torej y = 2e−e−x ln 2 = 2 ·2−e−x

= 21−e−x
.

(d) y′ = sin(xy), y′ = (x + y)2.

(3) (a) Pi²emo dy
dx

= py in lo£imo spremenljivki: dy
y

= pdx. Po integraciji obeh strani dobimo
ln y =

∫
pdx in re²itev yh = Ce

∫
pdx. To je splo²na re²itev homogene ena£be.

(b) Zapi²emo y = C(x)e
∫

pdx in izra£unamo odvod y′ = C ′e
∫

pdx + Ce
∫

pdxp. Ko izraza
vstavimo v nehomogeno ena£bo y′ = py + q, po kraj²anju dobimo C ′e

∫
pdx = q in

C ′ = q

e
∫

pdx . Izra£unamo C =
∫

q

e
∫

pdx dx. To vstavimo v za£etno ena£bo in imamo
posebno (partikularno) re²itev yp = e

∫
pdx

∫
q

e
∫

pdx dx. Postopek imenujemo variacija
konstante.

(c) Splo²na re²itev ena£be y′ = py + q je vsota y = yh + yp, kjer je yh splo²na re²itev
homogene ena£be y′ = py in yp neka posebna re²itev nehomogene ena£be y′ = py + q.

(d) Pripadajo£a homogena ena£ba je y′ = 2xy. Z lo£itvijo spremenljivk dobimo dy
y

= 2xdx,
ln y = x2 + C in splo²no re²itev yh = Dex2

.
Partikularno re²itev i²£emo z nastavkom y = D(x)ex2

in y′ = D′ex2
+ 2Dxex2

. Ko to
vstavimo v ena£bo y′ = 2xy + x3, dobimo D′ex2

= x3. Izra£unamo D =
∫

x3e−x2
dx =

−1
2
e−x2

(1 + x2) (integracijsko konstanto smo postavili na 0).
Torej yp = −1

2
e−x2

(1 + x2)ex2
= −1

2
(1 + x2). Splo²na re²itev ena£be je y = yh + yp.

(4) (a) Splo²no re²itev i²£emo z nastavkom y = eλx in y′ = λeλx, y′′ = λ2eλx. Ko to vstavimo
v ena£bo in pokraj²amo eλx, dobimo karakteristi£no ena£bo λ2 = pλ + q. �e sta njeni
re²itvi razli£ni, imamo re²itev yh = Ceλ1x + Deλ2x, sicer pa yh = Ceλ1x + Dxeλ1x.

(b) V posebnih primerih nehomogenosti f(x) lahko partikualrno re²itev i²£emo z nastavki.
Sicer najprej izra£unamo splo²no re²itev homogene ena£be y′′ = py′ + qy, to je yh =
Cy1+Dy2, in naredimo variacijo konstant z nastavkom y = C(x)y1+D(x)y2. Z odvaja-
njem in premetavanjem dobimo predpisa za neznani funkciji C in D: C =

∫
ry2

y1y′2−y′1y2
dx

in D =
∫

ry1

y1y′2−y′1y2
dx. Obe integracijski konstanti lahko postavimo na 0 in imamo

partikularno re²itev yp = C0y1 + D0y2.

(c) Splo²na re²itev ena£be y′′ = py′ + qy + f je vsota y = yh + yp, kjer je yh splo²na re²itev
homogene ena£be y′′ = py′ + qy in yp neka partikularna re²itev nehomogene ena£be
y′′ = py′ + qy + f .
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(5) (a) Prvo ena£bo odvajamo in dobimo y′′ = ay′+z′. Iz originalne ena£be izrazimo z = y′−ay
b

,
iz odvajane pa z′ = y′′−ay′

b
. Oboje vstavimo v drugo ena£bo. Tako dobimo y′′−ay′

b
=

cy + dy′−ay
b

, kar uredimo v y′′ − (a + d)y′ + (ad − bc)y = 0. To je homogena LDE 2.
reda.

(b) V homogeno LDE 2. reda y′′ + py′ + qy = 0 vpeljemo novo funkcijo z = y′ in dobimo
ena£bo z′+pz+qy = 0. Sistem dveh LDE 1. reda se potem glasi y′ = z in z′ = −pz−qy.

(c) Iz prve ena£be izrazimo z = 3
2
y− 1

2
y′, z odvajanjem dobimo ²e z′ = 3

2
y′− 1

2
y′′. Vstavimo

v drugo ena£bo: 3
2
y′ − 1

2
y′′ = y + 3

2
y − 1

2
y′ in preuredimo v y′′ − 4y′ + 5y = 0. Ena£bo

re²imo z nastavkom y = eλx. Karakteristi£na ena£ba λ2− 4λ + 5 = 0 ima re²itvi λ1,2 =
2 ± i. Splo²na re²itev je y = Ce(2+i)x + De(2−i)x oziroma y = Ce2x cos x + De2x sin x.
Izra£unamo ²e y′ = (2C + D)e2x cos x + (2D − C)e2x sin x. Po ena£bi z = 3

2
y − 1

2
y′

izra£unamo z = 3
2
(Ce2x cos x+De2x sin x)− 1

2
((2C + D)e2x cos x + (2D − C)e2x sin x) =

(1
2
C − 1

2
D)e2x cos x + (1

2
D + 1

2
C)e2x sin x.

(d) Za£etni pogoji nam dajo ena£bi y(0) = C = 1 in z(0) = 1
2
C − 1

2
D = 0. Re²itev sistema

je C = D = 1, iskana posebna re²itev je y = e2x(sin x + cos x), z = e2x sin x.

3


