CILINDRICNA ALGEBRAICNA DEKOMPOZICIJA

JAKA CIMPRIC

PovzETEK. Dokazemo strukturni izrek za semialgebraicne mnozice in
izpeljemo, da se semialgebrai¢ne mnozice ohranjajo pri projekcijah, kar
je temeljni rezultat realne algebrai¢ne geometrije. Na koncu omenimo
Se PL verziji obeh rezultatov.

Semialgebraicne mnoZice v R™ so najmanjSa druzina mnozic R"™, ki vse-
buje vse mnozice oblike {xr € R™ | P(x) > 0}, P € R[Xy,...,X,], in ki
je zaprta za kon¢éne unije, konéne preseke in komplemente. Krajsi premis-
lek pokaze, da so semialgebrai¢ne mnozice v R™ ravno konéne unije mnozic
oblike {z € R*|P(z) = 0,Q1(z) > 0,...,Qk(x) > 0}, kjer P,Q1,...,Q; €
R[X1, ..., X,]. Posebej so semialgebrai¢ne mnozice v R! = R ravno koncne
unije tock, intervalov in poltrakov.

Za vsako mnozico A v R™ in vsako funkcijo £: A — R oznacimo s

I'(€) = {(z,£(x)) [ = € A}

njen graf. Ce jen: A — R taka funkcija, da velja £(z) < n(z) za vsak = € A,
potem oznac¢imo z

&) ={(z,y) |z € A,&(z) <y <n(x)}

obmoc¢je med grafoma I'(§) in I'(n). Podobno definiramo tudi (—oo,§) in
(&, +00) kot obmo¢ji pod oziroma nad grafom I'(€).

Nas cilj je dokazati, da za vsako semialgebrai¢no mnozico S v R"*! obsta-
jajo take paroma disjunktne semialgebrai¢ne mnozice v R" in take zvezne
funkcije na njih, da je S kon¢na disjunktna unija njihovih grafov in obmocij
med, pod, oziroma nad grafi. To sledi iz naslednjega izreka.

Izrek. Naj bodo fi,...,fm € R[X,T]|, kjer X = (X1,...,X,). Potem
obstaja tak razcep R™ = |J._; A; na paroma disjunktne semialgebraiéne
mmnoZzice A;, da je na vsaki od njih vsak od polinomov fi,..., fm konstantne
T-stopnje in da za vsak i = 1,...,r obstaja tako naravno Stevilo l; (lahko
nic) in take zvezne funkcije & 1,...,&, iz A; v R, da velja:

(1) &alz) < ... <&y, (z) za vsak x € A; (torej je A; x R = (—00,&1)U
L&) U (&1, &2) UT(G2) U U (&5 +00).)

(2) Za vsak x € A; je mnozica {&1(2), ..., &, (x)} enaka uniji mnoZic
nicel tistih polinomov fi(x,T),..., fm(z,T), ki niso identicno enaki
nic.
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(3) Na vsakem grafu in vsakem obmocju iz tocke (1) je vsak od polinomov
fi,- -, fm konstantnega predznaka (+1,0,—1).

Funkcijam & 1, ..., &, iz A; v R, ki zadoscajo lastnostim (1)-(3) pravimo
razrez mnozice { f1, ..., fm} nad A;. Razrez shemati¢no predstavimo s tabelo
predznakov:

Ai | (=00,&1) T(&ia) (Gin,&i2) T(ia) - (&g +00)

i

Im
V tabelo nanasamo predznake sgn(fx|p(e, ;)) oziroma sgn(fil(e, ;¢ ;,1)) i so
po tocki (3) konstantni. (Dogovorimo se, da je £ 9 = —o0 in &;,41 = +00.)

Ti predznaki morajo izpolnjevati zahteve iz tocke (2):

e da je v vsakem sodem stolpcu (torej stolpcu, ki ustreza grafu) vsaj
ena taka nic¢la, da v njeni vrsti obstaja neniceln element in

e da v lihih stolpcih lahko obstajajo nicle samo v tistih vrsticah, ki
imajo vse elemente enake nic.

Polinomom fy, ki zados¢ajo fi(z,T) = 0 za nek (< za vsak) x € A;, namrec
ustrezajo v tabeli nicelne vrstice.

V dokazu bomo potrebovali izrek o psevdodeljenju s psevdoostankom:
Naj bo k obseg. Za poljubna polinoma f,g € k[X,T] = k[X1,...,X,,T],
kjer g # 0, obstajata taka polinoma q,r € k[X,T], da velja

lo(g)max(deg f=degg+1.0) ¢ — 05 4 1 in degr < deg g,

kjer sta lc in deg wvodilni koeficient in stopnja glede na T. FElementu r =
prem(f, g) pravimo psevdoostanek pri psevdodeljenju f z g. Ta izrek sledi iz
obicajnega izreka o deljenju z ostankom.

Dokaz. Najbo S ={fi,..., fm}

1.korak. Naj bo C(S) najmanjsa podmnozica v R[X, T, ki vsebuje mnozico
S in ki zadosca naslednjim lastnostim:

o Za vsak f € C(S) je tudi D(f) = of € C(S).

e Za vsak f € C(S) je tudi O(f) = f —le(f)Tee/ € C(9).

e Za vsaka f,g € C(5) je tudi prem(f,g) € C(S5).
Dokazimo, da je mnozica C(S) kon¢na. Definirajmo Sop = S in S,y =
D(S,) U O(Sy) U prem(UJ;_, Si, Sn) U prem(Sy, ;i Si). Krajsi premislek
pokaze, da je C(S) = |U,_,Sn, saj sta obe strani zaprti za operacije D,
O in prem. Ce ocenimo vse §tiri ¢lene v definiciji S,,1, dobimo, da je
card Sp+1 < 2card S, (1 + 1" jcard S;), torej so vse mnozice S, konéne.
Naj bo deg.S,, maksimum stopenj polinomov iz S, (glede na T seveda).
Ker operacije D, O in prem znizujejo stopnjo, dobimo iz definicije S, 11, da
je deg Sn+1 < deg S, za vsak n. Odtod sledi, da je od nekega n naprej,
Sp = {0}. Torej je C(S) res konéna.
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2.korak. Naj bo Co(S) = {p1,...,ps} mnozica vseh polinomov iz C(S), ki
imajo stopnjo 0 (= ki ne vsebujejo T'). Za vsak € = (e1,...,€5) € {—1,0,1}°
definirajmo mnozico

Ac ={z € R" | sgnpi(z) =e€1,...,sgnps(x) = €5}

Ocitno so mnozice A, semialgebrai¢ne, paroma disjunktne in njihova unija
je R™. Za vsak polinom p = Zi:o cxT% iz C(S) velja kle, = DF(04F(p)) €
Co(S), torej je vsak ¢ konstantnega predznaka na vsaki od mnozic A..
Odtod sledi, da imajo vsi polinomi iz C(S) (torej tudi fi, ..., fm) konstantne
stopnje na vsaki od mnozic A..

3.korak. Vzemimo nek fiksen e € {—1,0,1}*. Radi bi konstruirali razrez
mnozice S nad A.. Zadosca, ¢e konstruiramo razrez vecje mnozice C(S).
Namre¢, ¢e v tabeli predznakov drugega razreza najprej pobriSemo vse
vrstice, ki ne ustrezajo elementom iz S, nato pa Se vse sode stolpce, v katerih
ni vsaj ene nicle v nenicelni vrstici, skupaj z enim od (enakih) sosednjih lihih
stolpcev, dobimo tabelo predznakov prvega razreza.

Vemo ze, da imajo polinomi iz C(S) konstantne stopnje na A.. Naj bo
C(S)\ Co(S) ={q1,...,qs}, kjer so stopnje polinomov g narascajoce. Za
vsak j = 1,..., s konstruirajmo razrez mnozice C;(S) = Co(S)U{q1,...,q;}
nad A.. Razrez mnozice Cy(S) je prazen in njegova tabela predznakov je

Ac | (00, +0)
P €1
Ds €s
Recimo, da smo ze konstruirali razrez {m,...,n} mnozice C;(S) in pri-

padajoco tabelo predznakov. Razrez mnozice C;j;1(S) bomo dobili tako,
da bomo razrezu mnozice C;(S) dodali nekaj (lahko ni¢) elementov. Pri-
padajoco tabelo predznakov bomo torej dobili tako, da bomo gornji tabeli
dodali eno vrstico (oznaceno s ¢;+1) in morda tudi nekaj stolpcev.
Pokazimo najprej, da so skréitve g;41 na I'(m1),...,I'(n) konstantnega
predznaka. Vzemimo nek k = 1,...,[l. Po definiciji razreza obstaja tak ¢q €
C;(5), ki je enak ni¢ na I'(n,), vendar ni enak ni¢ na A x R. Predpostavimo
tudi, da ima ¢ najnizjo stopnjo med vsemi polinomi, ki zadoS¢ajo tema
pogojema. Potem velja, da lc(q) # 0 na A.. Po izreku o psevdodeljenju s
psevdoostankom obstajata taka polinoma u in v v R[X,T] in tak w € N,
da velja lc(q)"gj+1 = ug + v in degv < deggq. Polinoma v = prem(g;+1,q)
in (degq)!lc(q) = D89(q) ocitno pripadata C(S) in sta nizje stopnje kot
q, torej pripadata tudi C;(S). Po indukcijski predpostavki sta sgn(lc(q))
in sgn(v) konstantna na I'(ny), zato je tudi sgn(gj4+1) = sgn(le(g))" sgn(v)
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konstanten na I'(ng). V tabelo predznakov torej dodamo:

Ai | (—00,&1) T(&1) (61,&2) T(&2) .. T(&yu) (Gig,+00)

qj+1 aq Q2 Qay

kjer je oy, = Sgn(Qj-i-l’F(ﬂk))'

+00. Definiramo ju kot predznaka limit lim ¢j41(z,T)in_ lim g¢j41(z,T),
T——o00 T—4o00

kjer z € A.. Ker imajo koeficienti polinoma g;j;1 konstanten predznak na
A., imata tudi ti dve limiti konstanten (in neniceln) predznak na A, ki ga
oznacimo z aq oziroma gy .

Oglejmo si se skréitve g1 na (—oo,m1), (M1, 12), - - ., (1, +00). Te skrcitve

Ce je apag41 = —1, potem ima za vsak z € A¢ funkcija T — ¢jy1(z, T)
vsaj eno niclo na intervalu (ny(z), ne,1(x)). Ce bi imela ve¢ kot eno niélo,
potem bi po Rolleovem izreku tudi funkcija 7" +— D(gj4+1)(z,T) imela niclo
na intervalu (ng(z), nk+1(x)). Toda D(gj41) pripada C;(S), zato po defini-
ciji razreza za C;(S) ne sme imeti nicle na obmocju (1, Nk+1). Torej ima za
vsak © € Ac T — ¢j41(x, T) natanko eno niclo na intervalu (1 (), nr4+1(x)),
oznacimo jo z n(x). Funkcijo 7, dodamo razrezu za C;(S), v tabeli predz-
nakov pa zamenjamo

A - 1 T(r .

Al (ks Mira) : (s ) TCm) (s k1)
D1 e €1 €1 €1

D1 e €1
ps e €s €s €s

Ds | -+ €s .. —

q | --- " q.l 'Y.l ’Y.l '}il

~' . " : q] e '}/] ’)/] r)/]

QJ ’YJ (Jj+1 (877 O Oék+1

Ce je agapy1 = 0, potem je vsaj eden od ay, gy enak nic. Ce bi za
nek z € A. imel gj41(x,T) niclo na (ng(x), nk+1(z)), potem bi kot zgoraj
s pomocjo Rolleovega izreka dokazali, da ima tudi D(gj4+1)(z,T) niclo na
(nk(x), Mk+1(x)), kar vemo, da je protislovje. Iz istega razloga primer oy =
aj+1 = 0 sploh ne more nastopiti, v ostalih primerih pa je predznak g;1 na
(MK, Nk+1) enak nenicelnemu od oy, agy1.

Ce je agoge1 = 1, potem je o, = agpr1 # 0. Ce bi za nek 2 € A,
imel gj41(x,T) niclo na (ng(x), Nr+1(x)), potem bi bila bodisi ta nicle sode
stopnje, bodisi bi imel $e eno niclo lihe stopnje. V obeh primerih (a iz
razlicnih razlogov) bi tudi D(gjy1)(z,T) imel niclo na (nx(z), ne+1(x)), kar
vemo, da je protislovje. Predznak g;11 na (nx, nk+1) je torej enak oy = av41.
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V primeru ajay41 # —1 torej razrezu za C;(.S) ni potrebno dodati novega
elementa, v tabeli predznakov pa zamenjamo

I P ,
Ae o (nkza 77k+1) p1€ <nk Zk+1)
P1 €1
€
Ds | ... €5 — Zi 751
qi | .- it . . .
. ' 4G |- i
qi | ... v
! ! Qi1 | --- Y

kjer je
{ o e ap #0
v = o L
a1 Ceap =0

4.korak. Naj bo &,...,& razrez mnozice C(S) nad A. Dokazimo, da je

za vsak j = 1,...,0 in vsak a € A funkcija & zvezna v tocki a. PiSimo
tj = &j(a). Po definiciji razreza obstaja tak ¢ € C(S5), da velja g(a,t;) =0
in q(a, T) # 0. Torej obstaja tak k, da velja q(a,t;) = ... = (D¥q)(a,t;) =0

in (D*'q)(a,t;) # 0. Polinom § = D¥q pripada mnozici C(S). Poleg
tega ¢(a,T) spremeni predznak v ¢;. Vzemimo poljuben tak € > 0, da so
intervali (t; —€,t1+€), ..., (t; — €,t; + €) paroma disjunktni. Ker je funkcija
x — §(x,t; — €)d(z,t; + €) zvezna, obstaja taka okolica U; tocke a, da velja
G(x,tj —€)q(z,t; +€) < 0zavsak x € UjNA. Za vsak = € U; N A ima torej
polinom §(x,T) vsaj eno niclo na intervalu (t; — €,t; + €) in po lastnosti
(2) iz definicije razreza je vsaka taka nicla enaka &;/(r) za nek j' med 1 in
[. Naj bo sedaj U = ﬂﬁzl Uj. Po gornjem za vsak x € U N A obstaja tak
j' med 1 in I (odvisen od j in z), da &j/(x) € (t; — €,t; + €). Po lastnosti
(1) iz definicije razreza sledi, da je j/ = j za vsak j in vsak x. Torej velja
§&WU) C (tj—etj+e) zavsak j =1,...,1. S tem je zveznost funkcije &; v
tocki a dokazana. O

Posledica (Izrek Tarskega). Naj bo p projekcija iz R v R™ vzdolZ zadnje
koordinatne osi. Ce je S semialgebraiéna mnoZica v R" 1, potem je p(S)
semialgebraiéna mnoZica v R™.

Dokaz. Ker velja p(S;U...US;) =p(S1)U...Up(S,), se lahko omejimo na
primer, ko je S = {x € R"|P(z) = 0,Q1(z) > 0,...,Qk(z) > 0}. Upora-
bimo izrek o cilindri¢ni algebrai¢ni dekompoziciji za mnozico { f1,..., fm} =
{P,Q1,...,Q}. Obstaja torej tak razcep prostora R™ na paroma disjunk-
tne mnozice A; in take funkcije 7;;: A; — R, da je S unija mnozic oblike
L(0i) in (135, ni41)- Ker je p(U(ni5)) = Ai in p((ni5,mi,5+1)) = As, je p(S)
unija tistih mnozic A; za katere velja S N (A; x R) # 0. O

1z izreka Tarskega sledi, da so funkcije, ki nastopajo v razrezih semialge-
brai¢ne.
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Posledica. Vsaka semialgebrai¢na mnozica vR™ je disjunktna unija koncénega
Stevila semialgebraicnih mnozic, ki so (semialgebraicno) homeomorfne odprtim
kockam (0,1)<.

Dokaz. Kot zgoraj lahko predpostavimo, da je semialgebraitna mnozica
bazi¢na in uporabimo izrek o cilindri¢ni algebrai¢ni dekompoziciji. Za mnozice
Ai, © = 1,...,r in funkcije & ;, j = 1,...,1;, velja, da je mnozica I'(&; ;)
homeomorfna mnozici A; in da je mnozica (&; ;, & j+1) homeomorfna mnozici
A; x (0,1) (tudi za 7 = 0 ali j = [;). V prvem primeru je homeomorfizem
z — (2,&;(z)), v drugem pa (z,y) — (z,h(z,y)), kier je y — h(z,y)
homeomorfizem med [ in (0,1). Lo¢imo ve¢ moznosti:

I | h(z,y)
(—00, +00) (y+V1+y2)/2y/1+ 2
(—00,&i1(x)) 1/(1+&a(z) —y)
(&i; (), +00) 1/(1 =& (z) +y)

(&ij(®), &ijr1(2)) | (v — & i(2)/ (& jrr () — & (@)

Nadaljujemo z indukcijo po n. Ce n = 1, potem vemo, da so semialgebrai¢ne
mnozice v R™ koné¢ne unije tock in odprtih intervalov (lahko neskonénih).
Po gornjem so odprti intervali homeomorfni (0, 1). Recimo, da trditev velja
za vse semialgebrai¢ne mnozice v R®. Vzemimo polubno bazi¢no semial-
gebrai¢no mnozico S v R"*!. Po indukcijski predpostavki so mnozice A;
koncne unije mnozic, ki so homeomorfne (0,1)%. Po gornjem je mnozica S
konéna unija mnozic, ki so homeomorfne bodisi A; (grafi) bodisi 4; x (0,1)
(obmocja). Upostevamo Se distributivnost x glede na U. O

Za konec si oglejmo celotno teorijo Se v primeru, ko so vsi polinomi afini,
se pravi oblike f(X1,...,X,) =co+ a1 Xy + ..., X, ¢; € R. Semilinearne
mnozice v R" so najmanjSa druzina mnozic R™, ki vsebuje vse mnozice oblike
{z € R" | P(x) > 0}, kjer je P afin polinom v n spremenljivkah, in ki je
zaprta za kon¢éne unije, kon¢ne preseke in komplemente. Krajsi premislek
pokaze, da so semilinearne mnozice v R ravno kon¢ne unije mnozic oblike
{z e R"|Pi(z) = ... = P(x) = 0,Q1(x) > 0,...,Qr(x) > 0}, kjer P; in
Q; afini polinomi v n spremenljivkah. Posebej so semilinearne mnozice v
R! = R ravno konéne unije tock, intervalov in poltrakov.

Semilinearna verzija izreka o cilindriéni algebrai¢ni dekompoziciji pravi,
da c¢e so f1,..., fm € R[X1,..., Xy, T] afini polinomi, potem obstaja tak raz-
cep R™ = |J;_, Ai na paroma disjunktne semilinearne mnoZice A;, in take
funkcije &1, ..., &y, iz A v R, ki so skréitve afinih funkcij iz R™ v R, da
veljajo lastnosti (1)-(3) iz prvotnega izreka. Dokaz je zelo kratek. Pred-
postavimo, da imajo polinomi fy,..., fas neniceln, polinomi fp;i1,..., fm
pa niceln koeficient pri 7. Za vsak p = 1,..., M pisimo f(Xy,...,X,,T) =
Mp(gp(X1,..., Xpn) —T), kier A, € R\ {0}. Prostor R" razcepimo na take
semilinearne mnozice, na katerih polinomi {fa41,..., fm}U{gp —9gq |1 <
p,q < M} zavzamejo konstanten predznak. Za vsak ¢ naj bodo &; ; skréitve
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funkcij g, na A;, urejene po narascajocem vrstnem redu. Uredimo jih lahko,
ker imajo funkcije g, — g, konstanten predznak na A;.

Semilinearna verzija izreka Tarskega pravi, da je projekcija semilinearne
mnozice iz R* na R™ vzdols zadnje koordinate spet semilinearna mnoZica.
To sledi iz semilinearne verzije izreka o cilindri¢ni algebrai¢ni dekompoziciji
podobno kot zgoraj. Obstaja tudi krepkejsi izrek (Fourier-Motzkinov izrek),
ki pravi, da je projekcija semilinearne mnozice oblike {x € R"!|P(z) =
...=P(z) =0,Q1(z) > 0,...,Qr(x) > 0} spet semilinearna mnozice take

oblike. Zal posplositev tega izreka na semialgebrai¢ne mnozice ne velja.
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