
CILINDRIČNA ALGEBRAIČNA DEKOMPOZICIJA

JAKA CIMPRIČ

Povzetek. Dokažemo strukturni izrek za semialgebraicne množice in
izpeljemo, da se semialgebraične množice ohranjajo pri projekcijah, kar
je temeljni rezultat realne algebraične geometrije. Na koncu omenimo
še PL verziji obeh rezultatov.

Semialgebraične množice v Rn so najmanǰsa družina množic Rn, ki vse-
buje vse množice oblike {x ∈ Rn | P (x) ≥ 0}, P ∈ R[X1, . . . , Xn], in ki
je zaprta za končne unije, končne preseke in komplemente. Kraǰsi premis-
lek pokaže, da so semialgebraične množice v Rn ravno končne unije množic
oblike {x ∈ Rn|P (x) = 0, Q1(x) > 0, . . . , Qk(x) > 0}, kjer P,Q1, . . . , Ql ∈
R[X1, . . . , Xn]. Posebej so semialgebraične množice v R1 = R ravno končne
unije točk, intervalov in poltrakov.

Za vsako množico A v Rn in vsako funkcijo ξ : A → R označimo s

Γ(ξ) = {(x, ξ(x)) | x ∈ A}

njen graf. Če je η : A → R taka funkcija, da velja ξ(x) < η(x) za vsak x ∈ A,
potem označimo z

(ξ, η) = {(x, y) | x ∈ A, ξ(x) < y < η(x)}

območje med grafoma Γ(ξ) in Γ(η). Podobno definiramo tudi (−∞, ξ) in
(ξ,+∞) kot območji pod oziroma nad grafom Γ(ξ).

Naš cilj je dokazati, da za vsako semialgebraično množico S v Rn+1 obsta-
jajo take paroma disjunktne semialgebraične množice v Rn in take zvezne
funkcije na njih, da je S končna disjunktna unija njihovih grafov in območij
med, pod, oziroma nad grafi. To sledi iz naslednjega izreka.

Izrek. Naj bodo f1, . . . , fm ∈ R[X, T ], kjer X = (X1, . . . , Xn). Potem
obstaja tak razcep Rn =

⋃r
i=1Ai na paroma disjunktne semialgebraične

množice Ai, da je na vsaki od njih vsak od polinomov f1, . . . , fm konstantne
T -stopnje in da za vsak i = 1, . . . , r obstaja tako naravno število li (lahko
nič) in take zvezne funkcije ξi,1, . . . , ξi,li iz Ai v R, da velja:

(1) ξi,1(x) < . . . < ξi,li(x) za vsak x ∈ Ai (torej je Ai×R = (−∞, ξi,1)∪
Γ(ξi,1) ∪ (ξi,1, ξi,2) ∪ Γ(ξi,2) ∪ . . . ∪ (ξi,li ,+∞).)

(2) Za vsak x ∈ Ai je množica {ξi,1(x), . . . , ξi,li(x)} enaka uniji množic
ničel tistih polinomov f1(x, T ), . . . , fm(x, T ), ki niso identično enaki
nič.
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(3) Na vsakem grafu in vsakem območju iz točke (1) je vsak od polinomov
f1, . . . , fm konstantnega predznaka (+1, 0,−1).

Funkcijam ξi,1, . . . , ξi,li iz Ai v R, ki zadoščajo lastnostim (1)-(3) pravimo
razrez množice {f1, . . . , fm} nadAi. Razrez shematično predstavimo s tabelo
predznakov :

Ai (−∞, ξi,1) Γ(ξi,1) (ξi,1, ξi,2) Γ(ξi,2) . . . (ξi,li ,+∞)
f1
...

fm

V tabelo nanašamo predznake sgn(fk|Γ(ξi,j)) oziroma sgn(fk|(ξi,j ,ξi,j+1)), ki so
po točki (3) konstantni. (Dogovorimo se, da je ξi,0 = −∞ in ξi,li+1 = +∞.)
Ti predznaki morajo izpolnjevati zahteve iz točke (2):

• da je v vsakem sodem stolpcu (torej stolpcu, ki ustreza grafu) vsaj
ena taka ničla, da v njeni vrsti obstaja neničeln element in

• da v lihih stolpcih lahko obstajajo ničle samo v tistih vrsticah, ki
imajo vse elemente enake nič.

Polinomom fk, ki zadoščajo fk(x, T ) ≡ 0 za nek (⇔ za vsak) x ∈ Ai, namreč
ustrezajo v tabeli ničelne vrstice.

V dokazu bomo potrebovali izrek o psevdodeljenju s psevdoostankom:
Naj bo k obseg. Za poljubna polinoma f, g ∈ k[X, T ] = k[X1, . . . , Xn, T ],
kjer g 6= 0, obstajata taka polinoma q, r ∈ k[X, T ], da velja

lc(g)max(deg f−deg g+1,0)f = qg + r in deg r < deg g,

kjer sta lc in deg vodilni koeficient in stopnja glede na T . Elementu r =
prem(f, g) pravimo psevdoostanek pri psevdodeljenju f z g. Ta izrek sledi iz
običajnega izreka o deljenju z ostankom.

Dokaz. Naj bo S = {f1, . . . , fm}.

1.korak. Naj bo C(S) najmanǰsa podmnožica v R[X, T ], ki vsebuje množico
S in ki zadošča naslednjim lastnostim:

• Za vsak f ∈ C(S) je tudi D(f) = ∂f
∂T ∈ C(S).

• Za vsak f ∈ C(S) je tudi O(f) = f − lc(f)T deg f ∈ C(S).
• Za vsaka f, g ∈ C(S) je tudi prem(f, g) ∈ C(S).

Dokažimo, da je množica C(S) končna. Definirajmo S0 = S in Sn+1 =
D(Sn) ∪ O(Sn) ∪ prem(

⋃n
i=0 Si, Sn) ∪ prem(Sn,

⋃n
i=0 Si). Kraǰsi premislek

pokaže, da je C(S) =
⋃∞

n=0 Sn, saj sta obe strani zaprti za operacije D,
O in prem. Če ocenimo vse štiri člene v definiciji Sn+1, dobimo, da je
cardSn+1 ≤ 2 cardSn(1 +

∑n
i=0 cardSi), torej so vse množice Sn končne.

Naj bo deg Sn maksimum stopenj polinomov iz Sn (glede na T seveda).
Ker operacije D, O in prem znižujejo stopnjo, dobimo iz definicije Sn+1, da
je deg Sn+1 < deg Sn za vsak n. Odtod sledi, da je od nekega n naprej,
Sn = {0}. Torej je C(S) res končna.
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2.korak. Naj bo C0(S) = {p1, . . . , ps} množica vseh polinomov iz C(S), ki
imajo stopnjo 0 (= ki ne vsebujejo T ). Za vsak ε = (ε1, . . . , εs) ∈ {−1, 0, 1}s

definirajmo množico

Aε = {x ∈ Rn | sgn p1(x) = ε1, . . . , sgn ps(x) = εs}

Očitno so množice Aε semialgebraične, paroma disjunktne in njihova unija
je Rn. Za vsak polinom p =

∑d
k=0 ckT

k iz C(S) velja k!ck = Dk(Od−k(p)) ∈
C0(S), torej je vsak ck konstantnega predznaka na vsaki od množic Aε.
Odtod sledi, da imajo vsi polinomi iz C(S) (torej tudi f1, . . . , fm) konstantne
stopnje na vsaki od množic Aε.

3.korak. Vzemimo nek fiksen ε ∈ {−1, 0, 1}s. Radi bi konstruirali razrez
množice S nad Aε. Zadošča, če konstruiramo razrez večje množice C(S).
Namreč, če v tabeli predznakov drugega razreza najprej pobrǐsemo vse
vrstice, ki ne ustrezajo elementom iz S, nato pa še vse sode stolpce, v katerih
ni vsaj ene ničle v neničelni vrstici, skupaj z enim od (enakih) sosednjih lihih
stolpcev, dobimo tabelo predznakov prvega razreza.

Vemo že, da imajo polinomi iz C(S) konstantne stopnje na Aε. Naj bo
C(S) \ C0(S) = {q1, . . . , qs′}, kjer so stopnje polinomov qk naraščajoče. Za
vsak j = 1, . . . , s′ konstruirajmo razrez množice Cj(S) = C0(S)∪{q1, . . . , qj}
nad Aε. Razrez množice C0(S) je prazen in njegova tabela predznakov je

Aε (−∞,+∞)
p1 ε1
...

...
ps εs

Recimo, da smo že konstruirali razrez {η1, . . . , ηl} množice Cj(S) in pri-
padajočo tabelo predznakov. Razrez množice Cj+1(S) bomo dobili tako,
da bomo razrezu množice Cj(S) dodali nekaj (lahko nič) elementov. Pri-
padajočo tabelo predznakov bomo torej dobili tako, da bomo gornji tabeli
dodali eno vrstico (označeno s qj+1) in morda tudi nekaj stolpcev.

Pokažimo najprej, da so skrčitve qj+1 na Γ(η1), . . . ,Γ(ηl) konstantnega
predznaka. Vzemimo nek k = 1, . . . , l. Po definiciji razreza obstaja tak q ∈
Cj(S), ki je enak nič na Γ(ηk), vendar ni enak nič na Aε×R. Predpostavimo
tudi, da ima q najnižjo stopnjo med vsemi polinomi, ki zadoščajo tema
pogojema. Potem velja, da lc(q) 6= 0 na Aε. Po izreku o psevdodeljenju s
psevdoostankom obstajata taka polinoma u in v v R[X, T ] in tak w ∈ N,
da velja lc(q)wqj+1 = uq + v in deg v < deg q. Polinoma v = prem(qj+1, q)
in (deg q)! lc(q) = Ddeg q(q) očitno pripadata C(S) in sta nižje stopnje kot
q, torej pripadata tudi Cj(S). Po indukcijski predpostavki sta sgn(lc(q))
in sgn(v) konstantna na Γ(ηk), zato je tudi sgn(qj+1) = sgn(lc(q))w sgn(v)
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konstanten na Γ(ηk). V tabelo predznakov torej dodamo:

Ai (−∞, ξi,1) Γ(ξi,1) (ξi,1, ξi,2) Γ(ξi,2) . . . Γ(ξi,li) (ξi,li ,+∞)
...

...
...

...
...

...
...

...
qj+1 α1 α2 αl

kjer je αk = sgn(qj+1|Γ(ηk)).
V nadaljevanju bomo potrebovali tudi predznaka qj+1 v krajǐsčih −∞ in

+∞. Definiramo ju kot predznaka limit lim
T→−∞

qj+1(x, T ) in lim
T→+∞

qj+1(x, T ),

kjer x ∈ Aε. Ker imajo koeficienti polinoma qj+1 konstanten predznak na
Aε, imata tudi ti dve limiti konstanten (in neničeln) predznak na Aε, ki ga
označimo z α0 oziroma αl+1.

Oglejmo si še skrčitve qj+1 na (−∞, η1), (η1, η2), . . . , (ηl,+∞). Te skrčitve
niso nujno konstantnega predznaka, saj ima lahko qj+1 v “krajǐsčih” različna
predznaka. Vzemimo nek k = 0, . . . , l in kot zgoraj označimo z αk in αk+1

predznaka qj+1 v krajǐsčih območja (ηk, ηk+1).
Če je αkαk+1 = −1, potem ima za vsak x ∈ Aε funkcija T 7→ qj+1(x, T )

vsaj eno ničlo na intervalu (ηk(x), ηk+1(x)). Če bi imela več kot eno ničlo,
potem bi po Rolleovem izreku tudi funkcija T 7→ D(qj+1)(x, T ) imela ničlo
na intervalu (ηk(x), ηk+1(x)). Toda D(qj+1) pripada Cj(S), zato po defini-
ciji razreza za Cj(S) ne sme imeti ničle na območju (ηk, ηk+1). Torej ima za
vsak x ∈ Aε T 7→ qj+1(x, T ) natanko eno ničlo na intervalu (ηk(x), ηk+1(x)),
označimo jo z η′k(x). Funkcijo η′k dodamo razrezu za Cj(S), v tabeli predz-
nakov pa zamenjamo

Aε . . . (ηk, ηk+1) . . .
p1 . . . ε1 . . .
...

...
...

...
ps . . . εs . . .
q1 . . . γ1 . . .
...

...
...

...
qj . . . γj . . .

−→

Aε . . . (ηk, η
′
k) Γ(η′k) (η′k, ηk+1) . . .

p1 . . . ε1 ε1 ε1 . . .
...

...
...

...
...

...
ps . . . εs εs εs . . .
q1 . . . γ1 γ1 γ1 . . .
...

...
...

...
...

...
qj . . . γj γj γj . . .

qj+1 . . . αk 0 αk+1 . . .

Če je αkαk+1 = 0, potem je vsaj eden od αk, αk+1 enak nič. Če bi za
nek x ∈ Aε imel qj+1(x, T ) ničlo na (ηk(x), ηk+1(x)), potem bi kot zgoraj
s pomočjo Rolleovega izreka dokazali, da ima tudi D(qj+1)(x, T ) ničlo na
(ηk(x), ηk+1(x)), kar vemo, da je protislovje. Iz istega razloga primer αk =
αk+1 = 0 sploh ne more nastopiti, v ostalih primerih pa je predznak qj+1 na
(ηk, ηk+1) enak neničelnemu od αk, αk+1.

Če je αkαk+1 = 1, potem je αk = αk+1 6= 0. Če bi za nek x ∈ Aε

imel qj+1(x, T ) ničlo na (ηk(x), ηk+1(x)), potem bi bila bodisi ta ničle sode
stopnje, bodisi bi imel še eno ničlo lihe stopnje. V obeh primerih (a iz
različnih razlogov) bi tudi D(qj+1)(x, T ) imel ničlo na (ηk(x), ηk+1(x)), kar
vemo, da je protislovje. Predznak qj+1 na (ηk, ηk+1) je torej enak αk = αk+1.
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V primeru αkαk+1 6= −1 torej razrezu za Cj(S) ni potrebno dodati novega
elementa, v tabeli predznakov pa zamenjamo

Aε . . . (ηk, ηk+1) . . .
p1 . . . ε1 . . .
...

...
...

...
ps . . . εs . . .
q1 . . . γ1 . . .
...

...
...

...
qj . . . γj . . .

−→

Aε . . . (ηk, ηk+1) . . .
p1 . . . ε1 . . .
...

...
...

...
ps . . . εs . . .
q1 . . . γ1 . . .
...

...
...

...
qj . . . γj . . .

qj+1 . . . γ . . .

kjer je

γ =
{

αk če αk 6= 0
αk+1 če αk = 0

4.korak. Naj bo ξ1, . . . , ξl razrez množice C(S) nad A. Dokažimo, da je
za vsak j = 1, . . . , l in vsak a ∈ A funkcija ξj zvezna v točki a. Pǐsimo
tj = ξj(a). Po definiciji razreza obstaja tak q ∈ C(S), da velja q(a, tj) = 0
in q(a, T ) 6≡ 0. Torej obstaja tak k, da velja q(a, tj) = . . . = (Dkq)(a, tj) = 0
in (Dk+1q)(a, tj) 6= 0. Polinom q̃ = Dkq pripada množici C(S). Poleg
tega q̃(a, T ) spremeni predznak v tj . Vzemimo poljuben tak ε > 0, da so
intervali (t1− ε, t1 + ε), . . . , (tl− ε, tl + ε) paroma disjunktni. Ker je funkcija
x 7→ q̃(x, tj − ε)q̃(x, tj + ε) zvezna, obstaja taka okolica Uj točke a, da velja
q̃(x, tj − ε)q̃(x, tj + ε) < 0 za vsak x ∈ Uj ∩A. Za vsak x ∈ Uj ∩A ima torej
polinom q̃(x, T ) vsaj eno ničlo na intervalu (tj − ε, tj + ε) in po lastnosti
(2) iz definicije razreza je vsaka taka ničla enaka ξj′(x) za nek j′ med 1 in
l. Naj bo sedaj U =

⋂l
i=1 Uj . Po gornjem za vsak x ∈ U ∩ A obstaja tak

j′ med 1 in l (odvisen od j in x), da ξj′(x) ∈ (tj − ε, tj + ε). Po lastnosti
(1) iz definicije razreza sledi, da je j′ = j za vsak j in vsak x. Torej velja
ξj(U) ⊆ (tj − ε, tj + ε) za vsak j = 1, . . . , l. S tem je zveznost funkcije ξj v
točki a dokazana. �

Posledica (Izrek Tarskega). Naj bo p projekcija iz Rn+1 v Rn vzdoľz zadnje
koordinatne osi. Če je S semialgebraična množica v Rn+1, potem je p(S)
semialgebraična množica v Rn.

Dokaz. Ker velja p(S1 ∪ . . .∪Sr) = p(S1)∪ . . .∪ p(Sr), se lahko omejimo na
primer, ko je S = {x ∈ Rn|P (x) = 0, Q1(x) > 0, . . . , Qk(x) > 0}. Upora-
bimo izrek o cilindrični algebraični dekompoziciji za množico {f1, . . . , fm} =
{P,Q1, . . . , Qk}. Obstaja torej tak razcep prostora Rn na paroma disjunk-
tne množice Ai in take funkcije ηij : Ai → R, da je S unija množic oblike
Γ(ηi,j) in (ηi,j , ηi,j+1). Ker je p(Γ(ηi,j)) = Ai in p((ηi,j , ηi,j+1)) = Ai, je p(S)
unija tistih množic Ai za katere velja S ∩ (Ai × R) 6= ∅. �

Iz izreka Tarskega sledi, da so funkcije, ki nastopajo v razrezih semialge-
braične.
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Posledica. Vsaka semialgebraična množica v Rn je disjunktna unija končnega
števila semialgebraičnih množic, ki so (semialgebraično) homeomorfne odprtim
kockam (0, 1)d.

Dokaz. Kot zgoraj lahko predpostavimo, da je semialgebraična množica
bazična in uporabimo izrek o cilindrični algebraični dekompoziciji. Za množice
Ai, i = 1, . . . , r in funkcije ξi,j , j = 1, . . . , li, velja, da je množica Γ(ξi,j)
homeomorfna množici Ai in da je množica (ξi,j , ξi,j+1) homeomorfna množici
Ai × (0, 1) (tudi za j = 0 ali j = li). V prvem primeru je homeomorfizem
x 7→ (x, ξi,j(x)), v drugem pa (x, y) 7→ (x, h(x, y)), kjer je y 7→ h(x, y)
homeomorfizem med I in (0, 1). Ločimo več možnosti:

I h(x, y)

(−∞,+∞) (y +
√

1 + y2)/2
√

1 + y2

(−∞, ξi,1(x)) 1/(1 + ξi,1(x)− y)
(ξi,li(x),+∞) 1/(1− ξi,li(x) + y)

(ξi,j(x), ξi,j+1(x)) (y − ξi,j(x))/(ξi,j+1(x)− ξi,j(x))

Nadaljujemo z indukcijo po n. Če n = 1, potem vemo, da so semialgebraične
množice v Rn končne unije točk in odprtih intervalov (lahko neskončnih).
Po gornjem so odprti intervali homeomorfni (0, 1). Recimo, da trditev velja
za vse semialgebraične množice v Rn. Vzemimo polubno bazično semial-
gebraično množico S v Rn+1. Po indukcijski predpostavki so množice Ai

končne unije množic, ki so homeomorfne (0, 1)d. Po gornjem je množica S
končna unija množic, ki so homeomorfne bodisi Ai (grafi) bodisi Ai × (0, 1)
(območja). Upoštevamo še distributivnost × glede na ∪. �

Za konec si oglejmo celotno teorijo še v primeru, ko so vsi polinomi afini,
se pravi oblike f(X1, . . . , Xn) = c0 + c1X1 + . . . cnXn, ci ∈ R. Semilinearne
množice v Rn so najmanǰsa družina množic Rn, ki vsebuje vse množice oblike
{x ∈ Rn | P (x) ≥ 0}, kjer je P afin polinom v n spremenljivkah, in ki je
zaprta za končne unije, končne preseke in komplemente. Kraǰsi premislek
pokaže, da so semilinearne množice v Rn ravno končne unije množic oblike
{x ∈ Rn|P1(x) = . . . = Pl(x) = 0, Q1(x) > 0, . . . , Qk(x) > 0}, kjer Pi in
Qj afini polinomi v n spremenljivkah. Posebej so semilinearne množice v
R1 = R ravno končne unije točk, intervalov in poltrakov.

Semilinearna verzija izreka o cilindrični algebraični dekompoziciji pravi,
da če so f1, . . . , fm ∈ R[X1, . . . , Xn, T ] afini polinomi, potem obstaja tak raz-
cep Rn =

⋃r
i=1Ai na paroma disjunktne semilinearne množice Ai, in take

funkcije ξi,1, . . . , ξi,li iz Ai v R, ki so skrčitve afinih funkcij iz Rn v R, da
veljajo lastnosti (1)-(3) iz prvotnega izreka. Dokaz je zelo kratek. Pred-
postavimo, da imajo polinomi f1, . . . , fM neničeln, polinomi fM+1, . . . , fm

pa ničeln koeficient pri T . Za vsak p = 1, . . . ,M pǐsimo f(X1, . . . , Xn, T ) =
λp(gp(X1, . . . , Xn) − T ), kjer λp ∈ R \ {0}. Prostor Rn razcepimo na take
semilinearne množice, na katerih polinomi {fM+1, . . . , fm} ∪ {gp − gq | 1 ≤
p, q ≤ M} zavzamejo konstanten predznak. Za vsak i naj bodo ξi,j skrčitve
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funkcij gp na Ai, urejene po naraščajočem vrstnem redu. Uredimo jih lahko,
ker imajo funkcije gp − gq konstanten predznak na Ai.

Semilinearna verzija izreka Tarskega pravi, da je projekcija semilinearne
množice iz Rn+1 na Rn vzdoľz zadnje koordinate spet semilinearna množica.
To sledi iz semilinearne verzije izreka o cilindrični algebraični dekompoziciji
podobno kot zgoraj. Obstaja tudi krepkeǰsi izrek (Fourier-Motzkinov izrek),
ki pravi, da je projekcija semilinearne množice oblike {x ∈ Rn+1|P1(x) =
. . . = Pl(x) = 0, Q1(x) > 0, . . . , Qk(x) > 0} spet semilinearna množice take
oblike. Žal posplošitev tega izreka na semialgebraične množice ne velja.
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