STRATIFIKACIJA

JAKA CIMPRIC

PovzETEK. Dokazemo, da ima vsaka semialgebrai¢na mnozica strati-
fikacijo. Odtod izpeljemo izrek o konénosti in lemo o izbiri krivulje.

Vemo ze, da je vsaka semialgebrai¢na mnozica disjunktna unija celic, se
pravi semialgebrai¢nih mnozic, ki so semialgebrai¢no homeomorfne odprtim
hiperkockam. Namen tega zapisa je poiskati tak razcep na celice, da so
zaprtja celic unije celic. Takemu razcepu pravimo stratifikacija semialge-
brai¢ne mnozice, celicam pa stratums:. V dokazu bomo potrebovali naslednje
sestavine: Thomovo lemo, Thomovo lemo s parametri in Noethersko nor-
malizacijo. Izpeljali bomo tudi dve posledici: izrek o konénosti in lemo o
izbiri krivulje.

Lema 1 (Thomova Lema). Ce mnozica {fi,..., fm} C R[T]\ {0} vsebuje
vse nenicelne odvode svojih elementov, potem je za vsak € € {—1,0,1}™
mnozica

Ac:={teR|sgn fi(t) =e1,...,s80 fn(t) = em}
bodisi prazna bodisi enoelementna bodisi je odprt interval (lahko neomejen).
Naj bo

Az :={t e R|sgn fi(t) € €1,...,580 fim(t) € En}y

kjer je &; := {e;,0} osibitev predznaka €;. Potem velja:

A — { Ac (t.j. zaprtje A.), ce Ac # 0,
==

0 ali enoelementna, é&e A, = 0.

(Posebej je Az bodisi prazna bodisi enoelementna bodisi zaprt interval.)

Dokaz. Obe trditvi dokazujemo z indukcijo po m. Ce je m = 0, potem
je A, = A, = A: = R, torej sta obe trditvi trivialni. Privzemimo, da
obe trditvi veljata za nek m. Vzemimo poljubno mnozico {fi,..., fmt1} Vv
R[T] \ {0}, ki vsebuje vse nenicelne odvode svojih elementov, in poljuben
e’ € {~1,0,1}*+!. Predpostavljamo, da so polinomi fi,..., fi+1 urejeni
po narascajoci stopnji. Potem tudi mnozica {fi,..., f;} vsebuje nenicelne
odvode svojih elementov. Pisimo ¢ = (g},...,e/,). Po indukecijski pred-
postavki mnozica A. = {t € R | sgn f;(t) = ¢}, i =1,...,m} zados¢a obema
trditvama. Dokazati moramo, da tudi mnozica Ao = {t € R | sgn f;(t) =
ety i=1,...,m+ 1} zadosca obema trditvama. Lo¢imo dve moznosti:
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Privzemimo najprej, da je A. prazna ali enoelementna. Potem je zaradi
Ao ={t € Ac | sgn frny1(t) = €11} C Ac
tudi A, prazna ali enoelementna, torej drzi prva trditev. Podobno je zaradi

_ _ ! o A7€’ ée AE 7& ®7
Az = {t € Ae [sn frir(t) = €y} & 4 = { 0 ali {x}, ce A. =0.

tudi Az prazna ali enoelementna. Ce upostevamo se A C Az, dobimo

A— — Ais’v ce As’ 7é (2)7
€ Dali {x}, ¢e Ao =10,

torej velja tudi druga trditev.

Privzemimo sedaj, da je A, odprt interval. Ker mnozica {fi,..., fm+1}
vsebuje vse nenicelne odvode svojih elementov, je f/, 41 bodisi niceln bo-
disi pripada { f1,..., fmm}. V obeh primerih je f] ., konstantnega predznaka
na A, torej je skréitev f,41/a. bodisi konstantna bodisi strogo monotona.
Dokazimo sedaj prvo trditev. Loc¢imo tri primere: (1) Ce je fii1|a. kon-
stantna, potem je A, bodisi prazna bodisi enaka A.. (2) Ce je fmi1|a.
strogo monotona in €;, . ; = 0, potem je Ao bodisi prazna bodisi enoele-
mentna. (3) Ce je fri1]a. strogo monotona in Ems1 7 0, potem je A
bodisi prazna bodisi odprt podinterval v A.. V vseh primerih velja, da
je mnozica A, bodisi prazna bodisi enoelementna bodisi odprt interval.
Dokazimo $e drugo trditev. Po indukcijski predpostavki je Az = A., zato
velja Ay = {t € A | sgn frt1(t) = %} Ker je fm41 bodisi konstantna
bodisi strogo monotona na A, je taka tudi na A.. Lo¢imo tri primere: (1)
Ceje frmi1 ’AT strogo monotona in ima ni¢lo na A, potem je Ay = A,/ prava

neprazna podmnozica v A.. (2) Ce je fini1 |- strogo monotona in ima ni¢lo
na robu Ag, potem je bodisi A = A. in A7 = A, bodisi je A prazna
in A enoelenEntna. (3) Ce je me‘AT konstantna ih strogo monotona in
brez nicel na A., potem je bodisi A = A. in A = A, bodisi je A prazna
in Az prazna. V vseh primerih velja

A— — Ais’v ce Aa’ 7& ®7
€ Dali {x}, ¢e Ay = 0.

Lema 2. Naj bo a € C nicla eniénega polinoma
f(D)=co+erT+...4cg T+ T8 e CT),

kjer d > 1. Potem je |a| <1+ max{|¢|:i=0,...,d —1}.

Dokaz. Naj bo M :=max{|c;|: i =0,...,d—1}. Ce |a] > 1+ M, potem je

lcoterat. .. +ag_ 1087 < M(1+|al+. . .+|al?Y) = M(Ja|?=1)/(Ja|-1) <

la?—1 < |a|?, kar je v protislovju z 0 = | f(a)| = |co+cra+...+ag 10?1+
d
a’|. O
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Polinom v R[X,T] je kvazienicen, ¢e je njegov vodilni koeficient (glede
na T') konstanten. Parcialni odvodi po T' kvazieni¢nega polinoma so bodisi
nicelni bodisi spet kvazieni¢ni polinomi.

Ponovimo: Izrek o cilindri¢ni algebrai¢ni dekompoziciji pravi, da za po-
ljubno konéno mnozico S C R[X,T], kjer X = (Xi,...,X,), obstaja taka
dekompozicija R™ na semialgebrai¢ne mnozice, da nad vsako od teh mnozic
obstaja razrez mnozice S. Razrez mnozice S C R[X, T] nad semialgebrai¢no
mnozico A C R"™ so take funkcije &1,...,& iz A v R, ki zadoscajo pogojem:

(i) &(z) < &jq1(x) zavsak j=1,...,l —1in vsak z € A.
(ii) Zavsakj =1,...,lobstajatak f € Sintakx € A, daje f(z,&(x)) =
0in fj(z,T) #0.
(iii) Vsak f € S ima konstanten predznak (1, 0 ali —1) na vsaki od
mnozic I'(§;) = {(z,§;(2)) | # € A} in (§,&41) = {(z,t) | = €
A () <t < &a1(o)}.

Lema 3 (Thomova lema s parametri, 1.del). Recimo, da so fi,..., fm
taki kvazieniéni polinomi v R[X,T| \ {0}, da vsak nenicelen parcialni odvod
ggi pripada {f1,..., fm}. Naj bo &1,...,& razrez mnozice {f1,..., fm} nad
semialgebraicno mnozico A C R™. Izberimo nek k = 1,...,1 ter za £ = &
definirajmo ¢; = sgn(filp(e)) 2a vsaki=1,...,m. Potem velja:

(1) T'(¢) = {(x,t) € Ax R |sgn fi(z,t) =¢; zavsei=1,...,m}.
(2) ¢€: A — R se enolicno razsiri do zvezne funkcije n: A — R.

(3) T(n) =T(¢) = {(z,t) € AxR | sgn fi(z,t) €& z2a vsei=1,...,m}.
Dokaz. Za fiksen x € A definirajmo
S ={teR|sgnfi(z,t) =¢;zavsei=1,...,m}.

Ocitno &(x) € S;. Po lastnosti (2) iz definicije razreza mora obstajati tak
r, da f.(x,&(x)) = 0. Zaradi kvazieniénosti je f.(z,T) Z 0, zato je mnozica
S; konéna. Ker polinomi fi(x,T),..., fm(z,T) zadoitajo predpostavkam
Thomove leme, je mnozica S, povezana. Torej je S, = {£(x)}. S tem smo
dokazali (1).

Dokazimo e tocki (2) in (3). Naj bo 2/ € A. Dokazimo najprej, da je
mnozica

My ={teR|(z,t) e T(¢)}
neprazna. Vzemimo poljubno zaporedje z, v A, ki limitira proti ’. Po
Lemi ?? (z f(T) = fr(z,T) in « = &(x)) je zaporedje &(x,) omejeno.
Za vsako njegovo konvergentno podzaporedje £(zn;) velja (2, lim{(zy,)) =
lim(zy,;, {(7y,)) € ['(§). Dokazimo sedaj, da je mnozica M, vsebovana v
mnozici
Ny ={teR|sgnfi(z',t)€&izavsei=1,...,m}.

To je ocitna posledica tocke (1). Preostane Se dokaz, da je mnozica N,
enoelementna. Iz dokaza tocke (1) ze vemo, da obstaja tak r = 1,...,m,
da je ¢, = 0, torej je fr(2/,t) = 0 za vsak t € N,. Zaradi kvazieni¢nosti
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je fr(2/,T) # 0, torej je mnozica N, konéna. Po Thomovi lemi mora biti
enoelementna. Njen edini element oznac¢imo z n(z’). S tem smo defini-
rali funkcijo n: A — R. Dokazimo, da je zvezna. Za vsako zaporedje x,
v A, ki limitira proti 2/ € A, mnozica M, vsebuje (z/,liminf&(x,)) in
(', limsup&(zy,)). Ker je M, enoelementna, je liminf (z,,) = limsup &(zy,),

torej je n(x’) = UmE(xy,). O
Lema 4 (Thomova lema s parametri, 2.del). Iste predpostavke kot pri prejsniji
lemi. Naj bo & = —o0 in 41 = +00. Izberimo nek k =1,...,1 ter defini-
rajmo €; = sgn(fil(¢, ¢, 1)) 2@ vsaki=1,...,m. Potem velja:

(1) (&k,&ks1) = {(z,t) e AXx R |sgn fi(z,t) =¢; zavsei=1,...,m}.

(2) (&, &ryr) = {(z,t) € Ax R |sgn fi(z,t) €& 2zavsei=1,...,m} =
Mk, Mies1], kjer sta g, mes1 zvezni razsiritvi funkcij &, 1 na A.

(3) Nobeden od polinomov f;, i = 1,...,m, nima nicle na (N, Ng+1)-
(Odtod sledi, da vsak razrez nad vsako semialgebraié¢no mnoZico B C
A dobimo z zvezno razsiritvijo razreza nad mnozico A.)

Dokaz. Za fiksen xr € A definirajmo
Sy ={teR|sgnfi(z,t) =¢c;zavsei=1,...,m}.

Po definiciji ¢; je (§x(), {kr1(x)) C Sy. Ker polinomi fi(z,T), ..., fm(z,T)
zadoscajo predpostavkam Thomove leme, je mnozica S; povezana. Torej
zados¢a dokazati, da & () € Sy in &ky1(z) € Sp. Vemo, da obstaja tak r,
da f.(x,&(z)) = 0. Ce bi & (x) € Sy, potem bi za vsak t € [€x(z), Epy1(z))
veljalo f.(x,t) = &,. Ce vstavimo t = &(x), dobimo ¢, = 0. Sledi, da
velja fr(x,t) = 0 za vsak t € (§x(2), {kr1(x)), torej je fr(x,T) =0, kar je v
protislovju z kvazieni¢nostjo f.. Podobno vidimo, da &y1(x) € S,.
Dokazimo sedaj tocko (2). It tocke (1) sledi, da je

(€, &pyr) C{(x,t) € AX R | sgn fi(x,t) €& zavsei=1,...,m}.
Pokazimo sedaj, da je

[k Mt 1] € (Ekey 1)
Vzemimo poljuben 2’ € A in poljuben t € [ ('), npr1(2")]. Ce k #0,1+1,
potem obstaja tak A € [0,1], da velja t = M(2’) + (1 — Ny (2)). Za
poljubno zaporedje x,, v A, ki limitira proti 2’ in poljubno zaporedje \,, €
(0,1), ki limitira proti A, je (2,t) limita zaporedja (z,, \&r(zn) + (1 —
An)&t1(2n)) € (€ Ektr), torej res (2',t) € (&, &k41). Primera k = 0 in
k =1+ 1 obravnavamo podobno. Preostane Se dokaz, da velja

{(z,t) € Ax R |sgn fi(x,t) €& zavsei=1,...,m} C [, Ner1)-
Vzemimo poljuben 2’ € A in definirajmo
Ny ={teR|sgnfi(z',t) €& zavsei=1,...,m}.

Dokazali smo ze, da [ng(z'), ng+1(2')] € Ny. Ker polinomi f;(2/, T') zadoscajo
predpostavkam Thomove leme, je mnozica IN,» povezana. Vzemimo tak r, da
velja frlre,) = 0, odkoder sledi f,.(2', nx(2)) = 0. Zaradi kvazienicnosti je
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fr(2',T) # 0, zato obstaja tak s, da je 0 v (', nr(x’)) =0zavsak 0 < j <'s

oTJ
in # 0 za j = s+ 1. Po predpostavki %ng pripada mnozici {f1,..., fm}-
Dokazali smo torej, da obstaja tak j =1,...,m, da polinom f;(z’,T') spre-

meni predznak v tocki ng(2’). Odtod sledi, da noben ¢t < n(z’) ne pripada
N,. Na enak nacin pokazemo, da noben ¢ > 711 (2") ne pripada N,..
Dokazimo $e tocko (3). Recimo, da obstaja tak r = 1,...,m, tak 2’ €
A in tak u € (ng(2),ner1(2))), da velja f.(z',u) = 0. Kot v dokazu
tocke (2) vidimo, da obstaja tak j = 1,...,m, da velja f;(z’,u) = 0 in
%(m’ ,u) # 0. Torej polinom f;(z',T) spremeni predznak v tocki u, se pravi
fi(@',a)f;j(x',b) < 0 za primerna a,b € (ng(z’), ne+1(2’)). Zaradi zveznosti
obstaja tak € A, da a,b € (§(x), &k (x)) in fij(z,a)fi(x,b) <0, kar je

protislovje, saj po definiciji razreza nobeden od polinomov f;, i =1,...,m,
ne spremeni predznaka na (&g, {gr1)- O
Lema 5 (Noetherska normalizacija). Naj bodo f; , i =1,...,m, nenicelni

polinomi v R[X,T|. Potem obstaja taka (obrnljiva) substitucija
X1 = X1+ MT, o X — Xy + M, T — T,
da so vsi polinomi fi( X1+ MT,..., X + M\T,T) kvazienicni.

Dokaz. Totalna stopnja monoma X --- X2 T? je ay + ...+ ay, + 3, nje-
gova T-stopnja pa je 3. Ocitno velja (X1 4+ MT) --- (X, + A\, 1) T8 =
AP \anertetantB i monomi nizje T-stopnje. Naj bo g; vsota vseh
¢lenov v f; najvigje totalne stopnje d;. Iz gornjega sledi, da je

filXe,...,. Xn,T) = filXa + MT,..., X0 + NI, T) =

=gi(X1 +MT,..., X, + AT, T) + monomi nizje totalne stopnje =
=g;(MT,...,\,T,T) + monomi nizje T-stopnje =

= gi(A1, ..., A, 1)T% 4+ monomi nizje T-stopnje.

Pokazati torej moramo, da obstajajo taki A1,..., A € R, da za vsak i =
1,...,mveljag;(\,...,A\n, 1) # 0. To je ekvivalentno z g(A1, ..., A, 1) # 0,
kjer je g = g1---gm- Slednje drzi, saj lahko z indukcijo po Stevilu spre-
menljivk dokazemo, da je vsak polinom v n spremenljivkah enak ni¢ na R"
natanko tedaj, ko ima vse koeficiente enake nic,. O

Izrek 1 (Izrek o stratifikaciji). Vsako konéno podmnozico S C R[Xq, ..., X,]\
{0} se da razsiriti do take koncéne mnozice F = {f1,..., fm} C R[X1,..., Xu]\
{0}, da za vsak € = (e1,...,6m) € {—1,0,1}" velja:
(1) Ce je mnozica C. = {x € R | sgn f1(x) = €1, ...,5g0 fn(2) = e}
neprazna, je semialgebraicno homeomorfna (0, 1)d€ za primeren d..
(2) Ce je mnozica C; neprazna, potem je njeno zaprtje enako mnoZici
C: ={z € R" [ sgn fi(z) € &1,...,580 fr(2) € Em} (= UsezCs)-
Dokaz. V primeru n = 1 vzamemo F = {;l;(fl | f e S,ieN}\{0}. Ta
mnozica zadoSca predpostavkam Izreka 77. Po prvem delu tega izreka
je za vsak ¢ € {—1,0, l}cardF mnozica C. bodisi prazna, bodisi enoele-
mentna, bodisi odprt interval. Odtod sledi prva trditev, saj je enoelementna
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mnozica semialgebrai¢no homeomorfna (0,1)?, odprt interval pa (0,1)'. Ce
je mnozica C. neprazna, je po drugem delu Izreka 7?7 njeno zaprtje enako
mnozici Ck.

Predpostavimo sedaj, da trditev drzi v dimenziji n in vzemimo poljubno
podmnozico S C R[Xy,..., X, Xpt1]. Pisimo X = (Xy,...,X,) in T =
Xp+t1- Po Lemi ??7 lahko s primerno linearno substitucijo dosezemo, da
vsi polinomi iz S postanejo kvazieni¢ni. Oznac¢imo transformirano mnozico

z S. Naj bo M = g;ﬁ; | f € S,i € N}\ {0}. Tudi mnozica M je
konéna, recimo M = {g¢1,...,gu}, in sestavljena iz kvazieni¢nih elemen-
tov. Po izreku o cilindri¢ni algebrai¢ni dekompoziciji obstajajo take paroma
disjunktne semialgebrai¢ne mnozice A;, i = 1,...,7, da je njihova unija
enaka R” in da nad vsako od njih obstaja razrez mnozice M. Naj bo N
mnozica vseh nenic¢elnih polinomov, ki nastopajo v definicijah mnozic A;.
(Ker je M C C(S), lahko vzamemo N = Cq(S) \ {0}; glej dokaz izreka o
CAD.) Po indukcijski predpostavki jo lahko razsirimo do take podmnozice
P = {p1,...,ps} v RIX]\ {0}, ki zadosca lastnostim (1) in (2). Naj bo
F = M U P in naj bo F mnozica, ki jo dobimo iz F z linearno substitucijo
obratno tisti zgoraj. Ker F vsebuje S, F vsebuje S. Trdimo, da mnozica F'
zadosca lastnostim (1) in (2). Odtod takoj sledi, da tudi mnozica F' zadosca
lastnostim (1) in (2), s ¢imer je indukcijski korak dokazan.

Vzemimo poljuben € € {—1,0,1}“"* za katerega je mnozica Ce = {(z,t) €
R" xR | pi(z) = €;,9j(z,t) = e¢j4szai =1,...,s,j = 1,...,u} neprazna.
Odtod sledi, da je tudi mnozica D, = {x € R" | p;(z) =¢;zai=1,...,s}
neprazna in velja C: = {(z,t) € D: xR | gj(z,t) = ¢j4szaj =1,...,u}.
Ker mnozica P vsebuje mnozico N, je mnozica D, vsebovana v eni od

mnozic A4;, torej nad njo obstaja razrez mnozice M, recimo £1,...,&. Po
lemah ?7 in ?? je mnozica C. oblike I'(§x) ali (§k,&k+1) in njeno zaprtje
je enako {(z,t) € D. x R | gj(x,t) € j45 za j = 1,...,u}. Ker je mnozica

I'(&) semialgebrai¢no homeomorfna D, mnozica (&, &gt1) pa De % (0,1), in
ker je po indukcijski predpostavki D, semialgebrai¢no homeomorfna odprti
hiperkocki, je tudi C. semialgebrai¢no homeomorfna odprti hiperkocki. Ker
je po indukcijski predpostavki D. = {z € R” | p;(z) € & zai =1,...,s},
je Cc = {(z,t) € R" x R | pi(z) € &,9;(z,t) € Ejuszai =1,...,8] =
1,...,u}, se pravi, C. = Ck. (]

Posledica 1. Vsaka semialgebraicna mnoZica v R™ ima stratifikacijo.

Dokaz. Uporabimo izrek za mnozico vseh polinomov, ki nastopajo v defini-
ciji mnozice S. O

Posledica 2 (Izrek o konénosti). Vsaka zaprta semialgebraicéna mnoZica v
R™ je konéna unija mnozic oblike {x € R™ | p1(x) > 0,...,pr(x) > 0}, kjer
P1,---,Dk S R[Xla 7Xn]

Dokaz. Uporabimo izrek za mnozico vseh polinomov, ki nastopajo v defini-
ciji mnozice S. Ceje S =J.C;, potem jetudiS =S =, C. =J.C-. O
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Izrek o koncnosti je ekvivalenten trditvi, da je vsaka odprta semialge-
brai¢na mnozica v R™ kon¢éna unija mnozic oblike {x € R"™ | ¢1(z) >
0,...,q(x) > 0}, kjer q1,...,q € R[X,...,X,]. Dokaz prepustimo bralcu.

Posledica 3 (Dimenzija). Naj bo S semialgebraicna mnozica v R™. Za
poljubno dekompozicijo S = | Jt_, Ci, kjer so C; paroma disjunktne semial-
gebraiéne mnoZice homeomorfne odprtim hiperkockam definirajmo dimS =
max{dimC; | i = 1,...,p}. Definicija ni odvisna od izbire dekompozicije.

Opomba. Izrek o invariantnosti odprtih mnozic (Brouwer 1912) pravi: Ce
je U odprta podmnozica v R" in f: U — R" injektivna zvezna preslikava,
potem je V = f(U) odprta in f je homeomorfizem med U in V. Odtod sledi,
da odprta podmnozica v mnozici, ki je homeomorfna (0,1)¢, ne more biti
homeomorfna (0,1)¢, kjer e # d. Torej lahko definiramo, da je dimenzija
mnozice, ki je homeomorfna (0,1)?, enaka d.

Dokaz. Naj bosta S = |Jj_, C; in S = Jj_, D; dva razcepa mnozice S na
paroma disjunktne mnozice homeomorfne odprtim hiperkockam. Po izreku
obstaja taka stratifikacija mnozice S, da so mnozice C; in D; koncne unije
stratumov. Naj bo ¥j tak stratum vsebovan v Cj, ki je najvisje dimenzije.
Trdimo, da je dim X = dim C;. Zadosca dokazati, da je ¥ odprta mnozica
v C;. Ker je mnozica C;\ ¥j unija stratumov, je njeno zaprte enako uniji za-
prtij teh stratumov, se pravi uniji C; \ Xy in stratumov, ki so nizje dimenzije
kot ¥j. Zaprtje mnozice C; \ ¥ torej ne seka mnozice Xj. ([

Posledica 4 (Lema o izbiri krivulje). Naj bo S semialgebrai¢na mnoZica
v R™ in naj bo x tocka v R™, ki lezi v zaprtju mnoZice S. Potem obstaja
taka zvezna semialgebraicéna funkcija ¢: [0,1] — R™, da velja ¢(0) = = in

¢((0,1]) €S,

Dokaz. Primer n = 1 je trivialen, saj trditev oc¢itno velja za tocke, intervale
in poltrake. Recimo sedaj, da trditev drzi za nek n in vzemimo poljubno
zaprto semialgebrai¢no mnozico S v R™*!. Naj bo F mnozica vseh poli-
nomov, ki nastopajo v definiciji mnozice S. S primerno linearno transfor-
macijo in dodajanjem nenicelnih parcialnih odvodov po 7' lahko dosezemo,
da mnozica F' = {f1, ..., fm} zados¢a predpostavkam lem ?? in ??. Torej je

S enaka UDIJI mnozic F(gz,]) = F(’rh‘,j) in (éi,jagi,jJrl) = [’rh‘J,Th”jJrl], kjer
&t A — Rin ;0 A — R. Za poljuben element z = (2/,t) € S
torej obstajata taka i,j, da 2’ € A; in bodisi ¢ = n;;(2') bodisi t €
(m3,5(x"),mi j41(x")). Po indukeijski predpostavki obstaja taka zvezna semi-
algebrai¢na funkcija ¢: [0,1] — R™, da velja ¢(0) = 2’ in ¥((0,1]) C A;.
V primeru ¢t = 7; () funkcija ¢ = (¢,7;; o ¢) zadosca zahtevanim last-
nostim. V primeru t € (n; j(z), ni;+1(2)), kjer j # 0,1;, je iskana funkcija
¢ = (,(Ani; + (1 — XN)nijt1) o), kjer je A tako Stevilo med 0 in 1, da
velja t = An; j(2') + (1 — A\)n; j+1(2’). Primera j = 0 in j = [; obravnavamo
podobno. O




8 JAKA CIMPRIC

Zaprto daljico med dvema tockama z,y € R™ oznac¢imo z [z, y|, polodprti
in odprto daljico pa z (x,y], [x,y) in (z,y). Semilinearni verziji izreka o
konénosti in leme o izbiri krivulje sta posledici naslednjega izreka.

Izrek 2. Naj bo C = {f1 > 0,...,f, > 0,91 > 0,...,95 > 0}, kjer so
fi» g linearni polinomi v R[X1, ..., X,], in naj bo Lin(C) = {x € R* | Jy €
C: (z,y] € C}. Ce je mnozica C neprazna, potem velja

C=Lin(C)={f/1>0,....,fr>0,91 >0,...,g5 > 0}.
(Odtod sledi, da je C° = {f1 >0,...,f > 0,91 >0,...,gs >0}.)

Dokaz. Oznaé¢imo Y = {f1 > 0,...,f, > 0,91 > 0,...,9s > 0}. Ocitno
je Lin(C) € C C Y. Predpostavimo, da Y ¢ Lin(C), se pravi, da obstaja
x € Y \ Lin(C). Ker je C neprazna, obstaja y € C. Ker je z ¢ Lin(C), je
(z,y] € C. Ker je mnozica [x,y] N C konveksna, obstaja tak z € (z,y), da
je (z,2] N C = 0. Ker je Y konveksna in xz,y € Y, je [z,y] C Y. Sledi
[z,z] CY \C. Na daljici [z, 2] izberimo r + 1 paroma razli¢nih tock. Ker je
Y\CC{fi=0}U...U{f, =0}, vsaj dve od teh tock lezita v isti mnozici
{fi = 0}. Torej tudi premica skozi ti dve tocki lezi v {f; = 0} in posebej
y € {fi =0}. Toda f;(y) =0 je v protislovju z y € C. O

Za konec omenimo naslednji pomembni izrek.

Izrek 3 (Izrek o triangulaciji). Vsaka semialgebraicna mnoZica v R™ je
semialgebraicno homeomorfna semilinearni mnozici v R™.

Tudi ta izrek se dokazuje z indukcijo po dimenziji n. Vsaka semialge-
brai¢na mnozica v R je semilinearna torej trditev drzi za n = 1. Indukcijski
korak izpustimo.
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