
IZREK O POZITIVNOSTI

JAKA CIMPRIČ

Povzetek. Med dokazom Stenglovega izreka o pozitivnosti se sez-
nanimo z osnovnimi pojmi realne elgebre in semialgebraične geo-
metrije.

1. Uvod

Na mednarodnem kongresu matematikov leta 1900 v Parizu je David
Hilbert predstavil 23 problemov. Sedemnajsti problem sprašuje, ali je
vsak realen polinom v več spremenljivkah, ki je povsod nenegativen,
enak vsoti kvadratov racionalnih funkcij. Problem je rešil Emil Artin
leta 1927. V dokazu je uporabil Artin-Schreierjevo teorijo formalno
realnih obsegov. Zanimanje za to področje je oživelo v šestdesetih letih
z razvojem algebraične teorije kvadratnih form in realne algebraične
geometrije. Artin-Schreierjevo teorijo so posplošili na formalno realne
kolobarje in postala je del realne algebre.

Drug pomemben Hilbertov prispevek k razvoju algebre in geometrije
je njegov izrek o ničlah (Nullstellensatz), ki povezuje komutativno al-
gebro in klasično algebraično geometrijo (glej [6], stran 133, izrek 1.8).
Klasična algebraična geometrija se ukvarja s kompleksnimi algebraič-
nimi množicami, torej z rešitvami sistemov polinomskih enačb v ka-
terih nastopajo kompleksni polinomi v več spremenljivkah. Če kom-
pleksne polinome nadomestimo z realnimi, dobimo realne algebraične
množice. Z njimi se ukvarja realna algebraična geometrija. Leta 1969
sta Dubois in Risler dokazala realni izrek o ničlah (Real Nullstellen-
satz), ki povezuje realno algebro in realno algebraično geometrijo in je
popolna analogija Hilbertovega izreka o ničlah.

Semialgebraična geometrija se ukvarja z množicami, ki so rešitve sis-
temov polinomskih enačb in neenačb, v katerih nastopajo realni poli-
nomi v več spremenljivkah. Takim množicam pravimo semialgebraične
množice in vključujejo tako realne algebraične množice kot končne poli-
topske komplekse. Leta 1974 je Stengle dokazal izrek o pozitivnosti
(Positivstellensatz), ki je skupna posplošitev sedemnajstega Hilber-
tovega problema in realnega izreka o ničlah in povezuje realno algebro
s semialgebraično geometrijo.
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Namen tega članka je predstaviti elementarni del dokaza Stenglovega
izreka o pozitivnosti, ki je zelo eleganten. Neelementarni del se skriva
v dokazu izreka Tarskega, ki pravi, da so projekcije semialgebraičnih
množic na koordinatne hiperravnine spet semialgebraične množice.

2. Algebrajska verzija

Naj bo R komutativen kolobar z enico, R2 množica kvadratov ele-
mentov iz R in ΣR2 množica končnih vsot elementov iz R2. Podmnožica
T ⊆ R je predureditev, če je T +T ⊆ T , T ·T ⊆ T in R2 ⊆ T . Očitno je
množica ΣR2 najmanǰsa predureditev na R in R največja predureditev
na R. Očitno vsaka predureditev vsebuje elementa 0 in 1.

Lema 1. Naj bo T predureditev na kolobarju R.

(1) Množica T e = {r ∈ R | ∃k ∈ N : kr ∈ T} je predureditev na R,
ki vsebuje T , in T e ∩ −T e je ideal.

(2) Za vsak a ∈ R je množica T + aT = {s + at | s, t ∈ T} tudi
predureditev na R, ki vsebuje T .

Dokaz. Očitno T e vsebuje T , torej vsebuje tudi vse kvadrate. Za
poljubna x, y ∈ T e vzemimo taka k, l ∈ N, da velja kx ∈ T in ly ∈ T .
Ker je T zaprta za seštevanje, je kl(x + y) = l(kx) + k(ly) ∈ T . Ker je
T zaprta za množenje je kl(xy) = (kx)(ly) ∈ T . Torej je x + y ∈ T e in
xy ∈ T e. Torej je T e res predureditev na R.

Da bi dokazali, da je T e∩−T e ideal moramo preveriti, da velja (T e−
T e)(T e ∩−T e) ⊆ T e ∩−T e in T e − T e = R. Prva lastnost je posledica
dejstva, da je T e zaprta za seštevanje in množenje. Dokažimo še drugo.
Za vsak element a ∈ R velja 4(a+ (1− a)2) = (1 + a)2 + 3(1− a)2 ∈ T .
Sledi a + (1− a)2 ∈ T e, torej a ∈ T e − T e.

Dokažimo še drugo trditev. Naj bosta u1 = s1 + at1 in u2 = s2 + at2
poljubna elementa iz T +aT . Potem je tudi u1 +u2 = (s1 +s2)+a(t1 +
t2) ∈ T + aT in u1u2 = (s1s2 + a2t1t2) + a(s1t2 + s2t1) ∈ T + aT . Ker
je R2 ⊆ T ⊆ T + aT , je T + aT predureditev, ki vsebuje T . �

Množica P ⊆ R je ureditev kolobarja R, če je P +P ⊆ P , P ·P ⊆ P ,
P ∩ −P je pravi praideal v R in P ∪ −P = R.

Pomen naslednjega rezultata najlažje razložimo, če ga primerjamo z
ustreznim rezultatom iz komutatativne algebre: Za vsako multiplika-
tivno množico U in vsak ideal I disjunkten z U obstaja tak praideal J ,
ki vsebuje I in je disjunkten z U .

Izrek 2. Naj bo T poljubna predureditev na kolobarju R in U ⊆ T taka
multiplikativna množica, da velja −U ∩ T = ∅. Potem obstaja ureditev
P , ki vsebuje T in zadošča −U ∩ P = ∅.
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Dokaz. Naj bo M družina vseh predureditev na R, ki vsebujejo T in
ne sekajo −U . Družina M je neprazna, ker vsebuje T . Ker M zadošča
predpostavki Zornove leme, obstaja v M element P , ki je maksimalen
glede na inkluzijo.

Če velja P ∪−P 6= R, potem obstaja tak element a ∈ R, da a 6∈ P in
−a 6∈ P . Po točki 2 leme 1, sta množici P +aP in P −aP predureditvi.
Ker strogo vsebujeta predureditev P , obe sekata −U . Vzemimo take
elemente u1, u2 ∈ U in p1, q1, p2, q2 ∈ P , da velja −u1 = p1 + aq1 in
−u2 = p2−aq2. Ko izraza preuredimo in zmnožimo, dobimo −a2q1q2 =
(u1 + p1)(u2 + p2). Odtod sledi protislovje −u1u2 = a2q1q2 + p1u2 +
u1p2 + p1p2 ∈ P .

Če P ∩−P ni ideal, potem je po točki 1 leme 1 množica P e predured-
itev, ki strogo vsebuje P . Po izbiri množice P obstaja tak element
u ∈ U , da −u ∈ P e. Iz −ku ∈ P sledi protislovje −u ∈ P + (k− 1)u ⊆
P + T ⊆ P + P ⊆ P .

Če ideal P 0 ni praideal, potem obstajata taka elementa a, b 6∈ P 0,
da velja ab ∈ P 0. Lahko predpostavimo, da a, b 6∈ P . Ker predureditvi
P + aP in P + bP strogo vsebujeta predureditev P , morata sekati
−U . Vzemimo take elemente u1, u2 ∈ U in p1, q1, p2, q2 ∈ P , da velja
−u1 = p1+aq1 in−u2 = p2+bq2. Odtod sledi abq1q2 = (u1+p1)(u2+p2),
kar nam da protislovje −u1u2 = −abq1q2 + p1u2 + u1p2 + p1p2 ∈ P . �

Množico vseh ureditev na kolobarju R označimo s Sper R in imenu-
jemo realni spekter kolobarja R. Množico vseh ureditev na kolobarju
R, ki vsebujejo dano predureditev T označimo z SperT R. Naslednja
posledica izreka 2 je posplošitev Artin-Schreierjevega izreka za obsege.

Posledica 3. Za vsako predureditev T na kolobarju R velja −1 6∈ T
natanko tedaj, ko je SperT R 6= ∅. Posebej je −1 6∈ ΣR2 natanko tedaj,
ko Sper R 6= ∅.

Dokaz. V eno smer uporabi izrek 2 za U = {1}, v drugo pa upoštevaj,
da poljubna ureditev iz SperT R vsebuje T in ne vsebuje −1. �

Za vsako ureditev P ∈ Sper R označimo

P+ = P \ −P, P 0 = P ∩ −P, P− = −P \ P.

Vsakemu elementu a ∈ R priredimo funkcijo a : Sper R → {−1, 0, 1} s
predpisom

a(P ) =

 1 a ∈ P+

0 a ∈ P 0

−1 a ∈ P−

Naslednja posledica izreka 2 je znana kot algebrajski izrek o pozi-
tivnosti.
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Posledica 4. Naj bo T poljubna predureditev na kolobarju R, ki ne
vsebuje −1 in naj bo a ∈ R poljuben element.

(1) a|SperT R = 0 natanko tedaj, ko −a2k ∈ T za nek k ∈ N0.
(2) a|SperT R > 0 natanko tedaj, ko −1 ∈ T − aT .
(3) a|SperT R ≥ 0 natanko tedaj, ko −a2k ∈ T − aT za nek k ∈ N0.

Dokaz. Naj bo U = {a2k | k ∈ N0}.
Če −a2k 6∈ T za vsak k ∈ N0, potem je −U ∩ T = ∅. Po izreku 2

obstaja taka ureditev P , ki vsebuje T in ne seka −U . Velja a 6∈ P 0.
Če −a2k ∈ T za nek k ∈ N0, potem velja a2k ∈ T ∩ −T ⊆ P 0 za
vsako ureditev P , ki vsebuje T . Ker so nosilci ureditev praideali, sledi
a ∈ P 0.

Če velja −1 6∈ T − aT , potem obstaja po izreku 2 neka ureditev
P , ki vsebuje T − aT . Iz −a ∈ P sledi a 6∈ P+. Če obstaja taka
ureditev P ∈ SperT R, da a 6∈ P+, potem a ∈ −P . Odtod sledi, da je
T − aT ⊆ P in zato −1 6∈ T − aT .

Če velja −a2k 6∈ T−aT za vsak k ∈ N0, potem je −U∩(T−aT ) = ∅.
Po izreku 2 obstaja taka ureditev P , ki vsebuje T − aT in ne seka −U .
Odtod sledi −a ∈ P in a 6∈ P 0, torej a 6∈ P . Če je −a2k ∈ T − aT
za nek naraven k in a ∈ −P za neko ureditev P ∈ SperT R, potem je
−a2k ∈ P 0. Torej iz −a2k ∈ T − aT sledi a ∈ P . �

Zanimiva je tudi naslednja posledica izreka 2.

Posledica 5. Naj bo T poljubna predureditev na R, ki ne vsebuje −1 in
naj bosta a, b ∈ R poljubna elementa. Potem velja a|SperT R = b|SperT R

natanko tedaj, ko −(a2 + b2)k ∈ T − abT za nek k ∈ N0.

Dokaz. Naj bo U = {(a2 + b2)k | k ∈ N0}. Če −(a2 + b2)k 6∈ T −abT za
vsak k ∈ N0, potem je −U ∩ (T − abT ) = ∅. Po izreku 2 obstaja taka
ureditev P , ki vsebuje T − abT in ne seka −U . Odtod sledi ab(P ) ≤ 0.

Če je a(P ) = b(P ), potem je 0 ≥ ab(P ) = b2(P ) = a2(P ) ≥ 0. Odtod
sledi, da je a(P ) = b(P ) = 0, kar nam da protislovje −a2 − b2 ∈ P .

Če −(a2 +b2)k ∈ T −abT za nek k ∈ N0, potem za vsak P ∈ SperT R
ločimo dve možnosti. Če −ab ∈ P , potem je T − abT ⊆ P . Odtod
sledi, da (a2 + b2)k ∈ P 0. Iz a2 + b2 ∈ P 0 sledi a, b ∈ P 0. Če je
ab ∈ P+, potem je bodisi a, b ∈ P+, bodisi a, b ∈ P−. V vseh primerih
je a(P ) = b(P ). �

3. Realni spekter kolobarja polinomov

V tem razdelku nas bo zanimal kolobar A = R[x1, . . . , xn], Za poljuben
element a ∈ Rn je množica Pa := {h ∈ A | h(a) ≥ 0} ureditev na
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kolobarju A. Oglejmo si preslikavo Φ : Rn → Sper A definirano z
Φ(a) = Pa.

Trditev 6. Preslikava Φ je injektivna.

Dokaz. Naj bosta a, b ∈ Rn taka elementa, da a 6= b. Definirajmo
h(x1, . . . , xn) := (x1−a1)

2+. . .+(xn−an)2. Velja −h ∈ Pa in −h 6∈ Pb.
Torej je Pa 6= Pb. �

Za vsak f ∈ A definirajmo množici

U(f) := {P ∈ Sper S | f ∈ P+}
in

Z(f) := {P ∈ Sper A | f ∈ P 0}.
Množicam oblike U(f1) ∩ . . . ∩ U(fk) ∩ Z(g), kjer f1, . . . , fk, g ∈ A,
pravimo bazične konstruktibilne množice v Sper A. Ker za poljubne
g1, . . . , gl ∈ A velja Z(g1) ∩ . . . ∩ Z(gl) = Z(g2

1 + . . . + g2
l ), so končni

preseki bazičnih konstruktibilnih množic spet bazične konstruktibilne
množice. Topologiji na Sper A, katere odprte množice so poljubne unije
bazičnih konstruktibilnih množic, pravimo konstruktibilna topologija.

Končnim unijam bazičnih konstruktilnih množic pravimo konstruk-
tibilne množice v Sper A. Ker je komplement konstruktibilne množice
spet konstruktibilna množica, so konstruktibilne množice tako odprte
kot zaprte v konstruktibilni topologiji.

Množicam oblike Φ−1(K), kjer je K konstruktibilna množica v Sper A,
pravimo semialgebraične množice v Rn. Vsaka semialgebraična množica
je končna unija semialgebraičnih množic oblike Φ−1(U(f1)∩. . .∩U(fk)∩
Z(g)) = {x ∈ Rn | f1(x) > 0, . . . , fk(x) > 0, g(x) = 0}.
Izrek 7. Če je K neprazna konstruktibilna množica v Sper A, potem
je tudi množica Φ−1(K) neprazna.

Dokaz. Pravimo, da je formalno realen obseg F realno zaprt, če je
množica F 2 = {f 2 | f ∈ F} ureditev obsega F in če ima vsak poli-
nom v F [X], ki je lihe stopnje, vsaj eno ničlo v F . Znano je, da za
vsak obseg M in za vsako ureditev P na M obstaja tak realno zaprt
obseg N , da velja N2 ∩ M = P . (Glej [3], izrek 1.3.2.) Potrebovali
bomo tudi izrek Tarskega, ki pravi: Naj bo F formalno realen ob-
seg, f1, . . . , fm ∈ F [X1, . . . , Xn] in α1, . . . , αm ∈ {−1, 0, 1}. Potem ob-
staja tako naravno število s, taki polinomi p1, . . . , ps ∈ F [X1, . . . , Xn−1]
in taka podmnožica E v {−1, 0, 1}s, da za vsak realno zaprt obseg L,
ki vsebuje F , velja, da je projekcija množice {x ∈ Ln | sgn fi(x) =
αi za vsak i = 1, . . . ,m} iz Ln v Ln−1 vzdoľz zadnje komponente enaka⋃

ε∈E{x ∈ Ln−1 | sgn pi(x) = εi za vsak i = 1, . . . , s}. (Glej [3],
Posledica 1.4.7.)
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Najprej dokažimo princip prenosa, ki pravi: Naj bo F realno zaprt
obseg, f1, . . . , fm ∈ F [X1, . . . , Xn] in α1, . . . , αm ∈ {−1, 0, 1}. Če je za
kak realno zaprt obseg L, ki vsebuje F , množica {x ∈ Ln | sgn fi(x) =
αi za vsak i = 1, . . . ,m} neprazna, potem je tudi množica {x ∈ F n |
sgn fi(x) = αi za vsak i = 1, . . . ,m} neprazna. Dokaz je z indukcijo
po dimenziji n. Za n = 0 je trditev očitna, saj sta zaradi L0 = F 0 = {0}
množici kar enaki. Recimo sedaj, da je množica SL = {x ∈ Ln |
sgn fi(x) = αi za vsak i = 1, . . . ,m} neprazna. Izberimo polinome
p1, . . . , ps in množico E kot v izreku Tarskega. Potem obstaja tak ε ∈
E, da je množica PL = {x ∈ Ln−1 | sgn pi(x) = εi za vsak i = 1, . . . , s}
neprazna. Po indukcijski predpostavki je množica PF neprazna, torej
je tudi množica SF neprazna.

Recimo, da je K = U(f1) ∩ . . . ∩ U(fm) ∩ Z(g) neprazna bazična
konstruktibilna množica v Sper A in vzemimo poljuben P ∈ K, Ker
je P 0 praideal, je faktorski kolobar B = A/P 0 brez deliteljev niča.
Naj bo π : A → B naravni homomorfizem. Očitno je množica π(P )
ureditev kolobarja B, ki zadošča π(P )0 = {0}. Naj bo F obseg ulomkov
kolobarja B. Očitno je množica Q = π(P )(π(P ) \ {0})−1 ureditev
obsega F , ki zadošča Q∩B = π(P ). Naj bo L tak realno zaprt obseg,
ki vsebuje F in zadošča L2 ∩ F = Q. Ker je A algebra nad R z enico
in ker je B ⊆ L, je R ⊆ L. Množica {x ∈ Ln | f1(x) > 0, . . . , fm(x) >
0, g(x) = 0} je neprazna, saj vsebuje točko (π(X1), . . . , π(Xn)). Po
principu prenosa je potem neprazna tudi množica {x ∈ Rn | f1(x) >
0, . . . , fm(x) > 0, g(x) = 0} = Φ−1(K). �

Posledica 8 pove, da obstaja naravna bijektivna korespondenca med
konstruktibilnimi množicami v Sper A in semialgebraičnimi množicami
v Rn.

Posledica 8. Če sta K1 in K2 taki konstruktibilni množici v Sper A,
da velja Φ−1(K1) = Φ−1(K2), potem je tudi K1 = K2.

Dokaz. Če je K1 6= K2, potem je množica K14K2 = (K1 \ K2) ∪
(K2 \K1) neprazna. Po izreku 7 je potem tudi množica Φ−1(K14K2)
neprazna. Odtod sledi, da je tudi množica Φ−1(K1)4Φ−1(K2) neprazna,
saj je enaka Φ−1(K14K2). Torej je Φ−1(K1) 6= Φ−1(K2). �

Posledico 9 bomo potrebovali v dokazu geometrijske verzije izreka o
pozitivnosti.

Posledica 9. Če je K konstruktibilna množica v Sper A, potem je
množica Φ(Φ−1(K)) gosta v množici K (v konstruktibilni topologiji).

Dokaz. Naj bo K konstruktibilna množica v Sper A. Vsaka neprazna
odprta množica v K vsebuje neprazno množico oblike U ∩ K, kjer
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je U bazična konstruktibilna množica v Sper A. Očitno, je U ∩ K
konstruktibilna množica v Sper A. Ker je neprazna, je po izreku 7
tudi množica Φ−1(U ∩ K) neprazna. Obstaja torej tak element a ∈
Φ−1(U ∩K) ⊆ Φ−1(K), da velja Φ(a) ∈ U ∩K. �

4. Geometrijska verzija

Za dano končno podmnožico G = {g1, . . . , gm} v A = R[X1, . . . , Xn]
definirajmo

SG = {a ∈ Rn | g1(a) ≥ 0, . . . , gm(a) ≥ 0}
in

TG = {
∑

e∈{0,1}m

seg
e1
1 · · · gem

m | se ∈ ΣA2}.

Oćitno je TG najmanǰsa predureditev na A, ki vsebuje množico G.

Lema 10. Množica SG je neprazna natanko tedaj, ko je predureditev
TG prava.

Dokaz. Po posledici 3 je predureditev TG prava natanko tedaj, ko je
množica SperTG

A neprazna. Očitno je SperTG
A konstruktibilna mno-

žica v Sper A, saj velja SperTG
A = {P ∈ Sper A | P ⊇ TG} = {P ∈

Sper A | P ⊇ G} =
⋂m

i=1(U(gi) ∪ Z(gi)). Po izreku 7 je potem tudi
množica Φ−1(SperTG

A) neprazna. Očitno je Φ−1(SperTG
A) = SG, torej

je trditev dokazana. �

Naslednji izrek je znan kot geometrijski izrek o pozitivnosti.

Izrek 11. Za poljuben f ∈ A velja

(1) (semialgebraični izrek o ničlah) f |SG
= 0 natanko tedaj, ko

−f 2k ∈ TG za nek k ∈ N0.
(2) (izrek o pozitivnosti) f |SG

> 0 natanko tedaj, ko −1 ∈ TG−fTG.
(3) (izrek o nenegativnosti) f |SG

≥ 0 natanko tedaj, ko −f 2k ∈
TG − fTG za nek k ∈ N0.

Dokaz. Dokazujemo tretjo trditev. Dokaz prve in druge je analogen.
Trditev f |SG

≥ 0 je ekvivalentna s trditvijo f(Pa) ≥ 0 za vsak a ∈ SG,
kar je ekvivalentno z f |Φ(SG) ≥ 0.

Funkcija f je očitno zvezna, če vzamemo na Sper A konstruktibilno,
na {−1, 0, 1} pa diskretno topologijo. Po Lemi 9 je množica Φ(SG) =
Φ(Φ−1(SperTG

A)) gosta v množici SperTG
A v konstruktibilni topologiji.

Torej je f |Φ(SG) ≥ 0 ekvivalentno z f |SperTG
A ≥ 0. Tretja trditev sedaj

sledi iz tretje trditve v posledici 4. �

Kot prvo posledico izreka 11 si oglejmo realni izrek o ničlah.
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Posledica 12. Naj bo VG = {x ∈ Rn | g1(x) = 0, . . . , gm(x) = 0} in
IG ideal v A generiran z G = {g1, . . . , gm}. Potem za poljuben element
f ∈ A velja f |VG

= 0 natanko tedaj, ko obstajata tako naravno število
k in tak element s ∈

∑
A2, da velja f 2k + s ∈ IG.

Dokaz. Množico VG lahko zapǐsemo v obliki VG = {x ∈ Rn | g1(x) ≥
0,−g1(x) ≥ 0, . . . , gm(x) ≥ 0,−gm(x) ≥ 0} = SG∪−G. Po prvi točki
izreka 11 za poljuben element f ∈ A velja f |SG∪−G

= 0 natanko tedaj,
ko obstaja tak k ∈ N0, da velja −f 2k ∈ TG∪−G.

Zadošča torej dokazati, da velja TG∪−G = IG + ΣA2. Ker je množica
IG + ΣA2 predureditev in ker vsebuje množico G∪−G, velja TG∪−G ⊆
IG + ΣA2. Ker 1

2
∈ A, je vsak element iz a ∈ A razlika kvadratov dveh

elementov iz A (namreč a = (1+a
2

)2 − (1−a
2

)2.) Odtod sledi, da IG =
Ag1 + . . .+Agk ⊆ A2g1 +A2(−g1)+ . . .+A2gk +A2(−gk) ⊆ TG∪−G. �

Tudi sedemnajsti Hilbertov problem je posledica izreka 11.

Posledica 13. Za poljuben element f ∈ A velja f |Rn ≥ 0 natanko
tedaj, ko obstajaja tak h ∈ A \ {0}, da velja fh2 ∈ ΣA2.

Dokaz. Za množico G = ∅ velja SG = Rn in TG = ΣA2. Za poljuben
f ∈ A, ki zadošča f |SG

≥ 0 obstaja po točki 3 izreka 11 tak k ∈ N0 in
taka s, t ∈ TG, da velja −f 2k = s− ft. Če je t = 0, potem je f = 0 in
trditev drži za h = 1. Če pa t 6= 0, potem trditev drži za h = t, saj je
ft2 = f 2kt + st ∈ ΣA2. �
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