
1. DOMAČA NALOGA

Definicija: Naj bo D ⊆ Rm. Funkcija f : D → Rn je semialgebraična, če je
njen graf Γ(f) := {(x, f(x)) | x ∈ D} semialgebraična množica v Rm+n. Iz izreka
Tarskega sledi, da sta potem tudi D in f(D) semialgebraični množici.

(1) Vsota funkcij f1 : D1 → Rn in f2 : D2 → Rn, kjer D1, D2 ⊆ Rm, je funkcija
f1 + f2 : D1 ∩D2 → Rn definirana z (f1 + f2)(x) = f1(x) + f2(x). Podobno
definiramo tudi razliko, produkt in kvocient dveh funkcij. Pri kvocientu
moraš paziti, da ne delǐs z nič, torej je definiran samo na D1 ∩ {x ∈ D2 |
f2(x) 6= 0}. Če sta f1 in f2 semialgebraični, potem dokaži, da so tudi
f1 + f2, f1 − f2, f1f2 in f1/f2 semialgebraične.

(2) Recimo, da je D odprta podmnožica v Rm in f : D → R parcialno odvedljiva
semialgebraična funkcija. Dokaži, da so parcialni odvodi funkcije f tudi
semialgebraične funkcije.

(3) Naj bo D podmnožica v Rm. Dokaži, da za vsako semialgebraično funkcijo
f : D → R obstaja tak neničeln F ∈ R[X1, . . . , Xn, Xn+1], da velja F (x, f(x)) =
0 za vsak x ∈ D.

Namig : Dokaži, da je Γ(f) =
⋃

i{Pi = 0, Qi,1 > 0, . . . , Qi,li > 0}, kjer
so Pi neničelni polinomi, in definiraj F =

∏
i Pi.

(4) Poǐsči vse elemente. ki ležijo v množici

{(X, Y, Z) | XY Z ≥ X2 + Y 2}
vendar ne ležijo v zaprtju množice

{(X, Y, Z) | XY Z > X2 + Y 2}.

(5) Naj bo S = {1−X2 − Y 2 − Z2}.
(a) Poǐsči Muchnikovo zaprtje množice S glede na spremenljivko Z.
(b) Kateri elementi iz Muchnikovega zaprtja so Z-konstantni? Narǐsi us-

trezno dekompozicijo xy-prostora R2.
(c) Nad vsakim elementom iz gornje dekompozicije konstruiraj razrez množice

S ter ustrezno tabelo predznakov.
Napravi isto nalogo še za množico S = {XY Z −X2 − Y 2}.

(6) Dokaži, da je vsaka odprta semialgebraična množica v Rn končna unija
bazičnih odprtih semialgebraičnih množic v Rn.

(7) Povedali smo že, da ima vsaka semialgebraična množica v Rn končno kom-
ponent povezanosti. Dokaži, da so komponente povezanosti spet semial-
gebraične množice. Izpelji odtod, da je vsaka semialgebraična funkcija iz
D ⊆ R v R odsekoma zvezna.
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