2. DOMACA NALOGA

(1) Naj bo (F,<) urejen obseg opremljen z intervalsko topologijo. (To je
da so naslednje preslikave zvezne: vsota, produkt (kot preslikavi iz F' x F
v F') in inverz (kot preslikava iz F'\ {0} v F'\ {0}).

(2) Najbo R mnozica vseh realnih stevil, ki so ni¢le polinomov s celostevilskimi
koeficienti.
(a) Dokazi, da ima R Stevno mnogo elementov.
(b) Dokazi, da je R zaprt za elementarne rac¢unske operacije.
(c) Dokazi, da je urejeni obseg R realno zaprt.
(d) Dokazi, da interval [0,1] v R ni kompakten v intervalski topologiji R
(= topologiji podedovani iz R).

(3) Izdelaj podrobnosti v primeru 1.1.2. v knjigi [1]! Med drugim dokazi:

(a) Najbo P podmnozica v R[X], ki vsebuje 0 in katere nenicelni elementi
so oblike X™g(X), kjer m € Ny in g(X) € R[X] tak, da ¢g(0) > 0.
Dokazi, da je P ureditev kolobarja R[X], ki zadoséa PN —P = {0} !

(b) Dokazi, da je mnozica Q = {g € R(X) | fg € P} ureditev obsega
R(X) ! Dokazi, da je @ edina ureditev R(X), ki zadosca QNR[X] = P!

(¢) Dokazi, da je @ edina ureditev obsega R(X), za katero velja X € @ in
e—XeQzavsake € Ryp !

(d) Dokazi, da je Q@ = {r € R(X)| 3e € R5o: 7|(0,c) > 0} !

(e) Dokazi, da sta za vsak a € R mnozici Q,+ = {r e R(X) | r(X —a) €
Q} in Q.- = {r € R(X) | rla— X) € Q} ureditvi obsega R(X) !
Dokazi, da sta ureditvi tudi mnozici Q4. = {r € R(X) | r(1/X) € Q}
in Q_w = {r € R(X) | r(~1/X) € Q}?

(f) Dokazi, da so Q.+, Qq—, kjer a € R, ter Qioo, Q—oco vse ureditve
obsega R(X) ! Dokazi tudi, da so paroma razli¢ne !

Dodatno vprasanje: Naj bo K realno zaprta razsiritev urejenega obsega
(R(X),Q). Dokazi, da R(X) ni gost v K v intervalski topologiji! (Namig:
ali obstaja tak a € R(X), da velja vX < a < 2V X?)

(4) Naj bo f(X,Y)=1-3X2Y2 + X2V + X*Y? € R[X,Y].

(a) Dokazi, da velja f(X,Y) > 0 za vsak (X,Y) € R?.

(b) Dokazi, da f(X,Y) ni vsota kvadratov polinomov iz R[X, Y.

(c) Dokazi, daje (X2+Y?2)2f(X,Y) vsota kvadratov polinomov iz R[ X, Y].
(Nasvet: odstej (X2 — Y?2)? in faktoriziraj.)

(5) Naj bo (F,>) urejen obseg in f1,..., fr, f afini polinomi v F[Xy,..., X,]
(se pravi polinomi oblike ¢g + ¢1 X1 + ... + ¢ Xy, kjer ¢; € F). Reci-
mo, da je mnozica K = {z € F" | fi(x) > 0,..., f-(x) > 0} neprazna
in flx > 0. Dokazi, da f € C, kjer C = {Ao + Mf1 + ... + X\ fr |
A0, A1y, A € Fo). (Nasvet: Najprej dokazi, da obstajajo taki elementi
dij € F,kjer i = 1,...,sin j =0,1,...,n, da velja C = {puo + 11 X1 +
et Xy | Z?:o dijp; > 0zavsaki = 1,...,s}. Nato dokazi Se, da
je flk > 0 natanko tedaj, ko je f|f( > 0, kjer je f(XO,Xl,...,Xn) =
XOf(Xl/X07 S ,Xn/Xo) in K = {37 € Fntl ‘ fl(l') >0,.. .,fT(x) > 0})
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