
2. DOMAČA NALOGA

(1) Naj bo (F,<) urejen obseg opremljen z intervalsko topologijo. (To je
topologija, ki je generirana z odprtimi intervali s krajǐsči v F .) Dokaži,
da so naslednje preslikave zvezne: vsota, produkt (kot preslikavi iz F × F
v F ) in inverz (kot preslikava iz F \ {0} v F \ {0}).

(2) Naj bo R množica vseh realnih števil, ki so ničle polinomov s celoštevilskimi
koeficienti.
(a) Dokaži, da ima R števno mnogo elementov.
(b) Dokaži, da je R zaprt za elementarne računske operacije.
(c) Dokaži, da je urejeni obseg R realno zaprt.
(d) Dokaži, da interval [0, 1] v R ni kompakten v intervalski topologiji R

(= topologiji podedovani iz R).

(3) Izdelaj podrobnosti v primeru 1.1.2. v knjigi [1]! Med drugim dokaži:
(a) Naj bo P podmnožica v R[X], ki vsebuje 0 in katere neničelni elementi

so oblike Xmg(X), kjer m ∈ N0 in g(X) ∈ R[X] tak, da g(0) > 0.
Dokaži, da je P ureditev kolobarja R[X], ki zadošča P ∩ −P = {0} !

(b) Dokaži, da je množica Q = { f
g ∈ R(X) | fg ∈ P} ureditev obsega

R(X) ! Dokaži, da je Q edina ureditev R(X), ki zadošča Q∩R[X] = P !
(c) Dokaži, da je Q edina ureditev obsega R(X), za katero velja X ∈ Q in

ε−X ∈ Q za vsak ε ∈ R>0 !
(d) Dokaži, da je Q = {r ∈ R(X)| ∃ε ∈ R>0 : r|(0,ε) ≥ 0} !
(e) Dokaži, da sta za vsak a ∈ R množici Qa+ = {r ∈ R(X) | r(X − a) ∈

Q} in Qa− = {r ∈ R(X) | r(a − X) ∈ Q} ureditvi obsega R(X) !
Dokaži, da sta ureditvi tudi množici Q+∞ = {r ∈ R(X) | r(1/X) ∈ Q}
in Q−∞ = {r ∈ R(X) | r(−1/X) ∈ Q}?

(f) Dokaži, da so Qa+ , Qa− , kjer a ∈ R, ter Q+∞, Q−∞ vse ureditve
obsega R(X) ! Dokaži tudi, da so paroma različne !

Dodatno vprašanje: Naj bo K realno zaprta razširitev urejenega obsega
(R(X), Q). Dokaži, da R(X) ni gost v K v intervalski topologiji! (Namig:
ali obstaja tak a ∈ R(X), da velja

√
X < a < 2

√
X?)

(4) Naj bo f(X, Y ) = 1− 3X2Y 2 + X2Y 4 + X4Y 2 ∈ R[X, Y ].
(a) Dokaži, da velja f(X, Y ) ≥ 0 za vsak (X, Y ) ∈ R2.
(b) Dokaži, da f(X, Y ) ni vsota kvadratov polinomov iz R[X, Y ].
(c) Dokaži, da je (X2+Y 2)2f(X, Y ) vsota kvadratov polinomov iz R[X, Y ].

(Nasvet: odštej (X2 − Y 2)2 in faktoriziraj.)

(5) Naj bo (F,≥) urejen obseg in f1, . . . , fr, f afini polinomi v F [X1, . . . , Xn]
(se pravi polinomi oblike c0 + c1X1 + . . . + cnXn, kjer ci ∈ F ). Reci-
mo, da je množica K = {x ∈ Fn | f1(x) ≥ 0, . . . , fr(x) ≥ 0} neprazna
in f |K ≥ 0. Dokaži, da f ∈ C, kjer C = {λ0 + λ1f1 + . . . + λrfr |
λ0, λ1, . . . , λr ∈ F≥0}. (Nasvet: Najprej dokaži, da obstajajo taki elementi
dij ∈ F , kjer i = 1, . . . , s in j = 0, 1, . . . , n, da velja C = {µ0 + µ1X1 +
. . . + µnXn |

∑n
j=0 dijµj ≥ 0 za vsak i = 1, . . . , s}. Nato dokaži še, da

je f |K ≥ 0 natanko tedaj, ko je f̃ |K̃ ≥ 0, kjer je f̃(X0, X1, . . . , Xn) =
X0f(X1/X0, . . . , Xn/X0) in K̃ = {x ∈ Fn+1 | f̃1(x) ≥ 0, . . . , f̃r(x) ≥ 0}.)
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