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Povzetek

Ogledali si bomo naslednje teme:

1. Karakterizacija pozitivnih polinomov s pomočjo vsot
kvadratov polinomov.

2. Uporaba točke 1. za izračun globalnega infimuma navzdol
omejenega polinoma.

3. Posplošitev točke 1. na nekomutativne polinome (pozitivno
definitne simetrične polinomske diferencialne operatorje).

4. Uporaba točke 3. za računanje najmanǰse lastne vrednosti
simetričnega polinomskega diferencialnega operatorja.
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Pozitivni polinomi

Množico vseh realnih polinomov v d spremenljivkah označimo z
R[X ]. Množico vseh končnih vsot kvadratov polinomov iz R[X ]
označimo z

∑
R[X ]2. Za vsak polinom f ∈ R[X ] velja:

f ∈
∑

R[X ]2 =⇒ f (x) ≥ 0 za vsak x ∈ Rd .

Zanima nas ali velja obrat te trditve.

I Če je d = 1, potem je odgovor da. Realne polinome v eni
spremenljivki lahko namreč razcepimo na produkte linearnih in
nerazcepnih nekvadratnih faktorjev. Linearni faktorji so sode
stopnje, nerazcepni kvadratni faktorji pa so vsote kvadratov.

I Če je d ≥ 2, potem je odgovor ne. Protiprimer je Motzkinov
polinom 1 + X 2

1 X 4
2 + X 4

1 X 2
2 − 3X 2

1 X 2
2 . Da je pozitiven, sledi iz

neenakosti med aritmetično in geometrijsko sredino, da ni
vsota kvadratov pa z direktnim računom.
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Pozitivni polinomi

Čeprav nenegativen polinom ni vedno vsota kvadratov polinomov,
pa je vedno vsota kvadratov racionalnih funkcij. Temu pravimo
Artin-Schreierjev izrek. Se pravi

f (x) ≥ 0 za vsak x ∈ Rd ⇐⇒ ∃h ∈ R[X ] \ {0} : h2f ∈
∑

R[X ]2

Primer: Če je f Motzkinov polinom, potem velja

(X 2
1 + X 2

2 )2f = X 2
1 X 2

2 (X 2
1 + X 2

2 + 1)(X 2
1 + X 2

2 − 2)2 + (X 2
1 − X 2

2 )2

torej lahko vzamemo h = X 2
1 + X 2

2 .
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Pozitivni polinomi

Slabost Artin-Schreierjevega izreka je, da nimamo nobene kontrole
nad imenovalcem h. Ta problem deloma odpravi naslednji izrek:

Izrek (Reznick 1995)

Če f ∈ R[X ] zadošča

1. f (x) > 0 za vsak x ∈ Rd in

2. fn(x) > 0 za vsak neničeln x ∈ Rd kjer je n = 2m (totalna)
stopnja f in je fn vsota vseh monomov v f , ki so stopnje n,

potem obstaja tak k ∈ N, da velja

(1 + X 2
1 + . . . + X 2

d )k f ∈
∑

R[X ]2.
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Globalni infimum polinoma

Če je polinom f ∈ R[X ] navzdol omejen, potem pǐsimo

inf f := inf{f (x) | x ∈ Rd}

sicer pa pǐsimo inf f = −∞. Velja

fn(x) > 0 za vsak x ∈ Rd \ {0}
⇓ 6⇑

f je navzdol omejen
⇓ 6⇑

fn(x) ≥ 0 za vsak x ∈ Rd .

Pogoj v zgornji vrstici je ravno pogoj 2. iz Reznickovega izreka.
Oba protiprimera najdemo že v d = 2; X 2

1 in X 2
1 − X2.

Opozorimo še, da ima polinom X 2
1 + (1− X1X2)

2 infimum nič,
vendar te vrednosti nikoli ne zavzame.
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Globalni infimum polinoma

Oglejmo si, kako lahko izračunamo inf f . Za vsak k ∈ N0, naj bo

µk(f ) = sup{µ | sk(f − µ) ∈
∑

R[X ]2},

kjer je s = 1 + X 2
1 + . . . + X 2

d .

Trdimo, da velja lim µk(f) = inf f, kadar f zadošča pogoju 2.
iz Reznickovega izreka.

Dokaz.
Iz definicije je očitno, da inf f ≥ µk(f ) za vsak k. Ker iz
sk(f − µ) ∈

∑
R[X ]2 sledi sk+1(f − µ) ∈

∑
R[X ]2, je

µk+1(f ) ≥ µk(f ) za vsak k. Za vsak ε > 0 je f − inf f + ε > 0 na
Rd , torej po Reznickovem izreku obstaja tak kε ∈ N, da velja
skε(f − inf f + ε) ∈

∑
R[X ]2. Sledi µkε(f ) ≥ inf f − ε.

Jaka Cimprič



Semidefinitno programiranje

Oglejmo si še, kako izračunamo µk(f ).

Definicijo µk(f ) bomo reformulirali kot semidefinitni program

minimiziraj Tr(CZ ) pri pogojih Tr(AiZ ) = bi in Z ≥ 0

kjer so C in Ai dane realne simetrične matrike enake velikosti, bi

dana realna števila in Z neznana realna simetrična matrika enake
velikosti kot C in Ai .

Nato uporabimo enega od paketov za reševanje semidefinitnih
programov, recimo sedumi ali sdpt3.
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Semidefinitno programiranje

Naj bo vk vektor vseh monomov stopnje ≤ 1
2 deg sk(f − µ) =

k + m. Njegova velikost je nk =
(k+m+d

d

)
. Ekvivalentni sta trditvi:

sk(f − µ) ∈
∑

R[X ]2 in sk(f − µ) = vT
k Zvk , kjer je Z pozitivno

semidefinitna realna simetrična matrika velikosti nk . Torej je

µk(f ) = maxF µ, kjer F = {(µ,Z ) | µ ∈ R,
Z ∈ Mnk

(R), ZT = Z , Z ≥ 0, sk(f − µ) = vT
k Zvk}.

To še ni čisto pravi semidefinitni program, ampak ne manjka dosti:
• najprej eliminiramo µ, tako da upoštevamo zvezo f0−µ = Z11, ki
jo dobimo iz sk(f − µ) = vT

k Zvk s primerjavo konstantnih členov.
• linearne relacije med Zij , ki jih dobimo s primerjavo koeficientov
v sk(f − f0 + Z11) = vT

k Zvk , zapǐsemo v obliki Tr(AiZ ) = bi ,
• namesto µk(f ) = max µ pǐsemo f0 − µk(f ) = minZ11 =
min Tr(CZ ), kjer je C11 = 1, ostali Cij pa so 0.
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Nekomutativne posplošitve

Če želimo teorijo posplošiti na nekomutativen primer, si moramo
odgovoriti na naslednja vprašanja:

• Kaj so nekomutativni polinomi?

• Radi bi izračunali vrednost nekomutativnega polinoma v točki.
Kaj so točke?

• Kaj je globalni infimum nekomutativnega polinoma?

• Ali se naša metoda za računanje globalnega infimuma posploši
na nekomutativne polinome?
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Nekomutativne posplošitve

• Kaj so nekomutativni polinomi?

V našem primeru so nekomutativni polinomi ravno elementi prve
Weylove algebre W(1).

To je kompleksna algebra z enico, ki ima presentacijo

〈X ,Y | YX − XY = 1〉

in involucijo definirano z

X ∗ = X , Y ∗ = −Y .

Vsak njen element lahko izrazimo v obliki

c =
∑
i ,j

ci ,jX
iY j .
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Nekomutativne posplošitve

• Radi bi izrašunali vrednost nekomutativnega polinoma v točki.
Kaj so točke?

V našem primeru ima ∗-algebra W(1) eno samo točko, namreč
Schrödingerjevo representacijo π0 : W(1) → L(S(R)),

(π0(X )f )(t) = t f (t), (π0(Y )f )(t) =
df

dt
(t)

kjer S(R) je Schwartz-ov prostor hitro padajočih funkcij, se pravi

S (R) = {f ∈ C∞(R) | ∀α, β ∈ N0 : sup
t∈R

|tαf (β)(t)| < ∞}.
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Nekomutativne posplošitve

• Kaj je globalni infimum nekomutativnega polinoma?

Naj bo c hermitski element v W(1) (se pravi c∗ = c .) Njegov
globalni infimum definiramo takole:

inf c = sup{λ ∈ R | π0(a− λ · 1) je pozitivno semidefiniten}

= inf{〈π0(c)v , v〉 | v ∈ S(R), ‖v‖ = 1} = inf spec(π0(c)).

V primeru, ko ima π0(c) diskreten spekter, je to enako najmanǰsi
lastni vrednosti operatorja π0(c).

Opomba: Operator π0(c) je simetričen, gosto definiran in (če
inf c > −∞) navzdol omejen, torej ima kanonično sebiadjungirano
razširitev, ki jo označimo z π0(c)F in ji pravimo Friedrichsova
razširitev. Po definiciji je spec(π0(c)) = spec(π0(c)F ). Spektralna
teorija za sebiadjungirane operatorje je podobna kot za omejene.
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Nekomutativne posplošitve

• Ali se naša metoda za računanje globalnega infimuma posploši
na nekomutativne polinome?

Odgovor je pozitiven. Naj bo c tak element v W(1), da je c∗ = c
in deg c je sodo. Zaporedje aproksimacij za inf c definiramo tako:

1. Izberemo ustrezno zaporedje bk v W(1) (več o tem kasneje).

2. Definiramo µk := sup{µ ∈ R | b∗k(c − µ)bk ∈
∑
W(1)2}.

(To lahko reformuliramo kot semidefinitni program.)

Opomba:
∑
W(1)2 je množica vseh končnih vsot elementov oblike

a∗a, kjer a ∈ W(1). Vsi operatorji iz π0(W(1)2) so očitno
pozitivno semidefinitni, obratno pa ni res. Protiprimer je operator
π0((N − 1)(N − 2)), kjer N = 1

2(X 2 − Y 2 − 1).
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Nekomutativne posplošitve

Oglejmo si sedaj, kakšnim lastnostim mora zadoščati zaporedje bk ,
da bo zaporedje µk imelo želene lastnosti:

I če je π0(bk) obrnljiv, potem je µk ≤ inf c ,

I če je bk+1 levi večkratnik bk , potem je µk ≤ µk+1.

Da bo veljalo lim µk = inf c , moramo dokazati nekomutativno
verzijo Reznikovega izreka. Teh verzij je več, vsaka nam da drugo
zaporedje bk .
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Nekomutativne verzije Reznickovega izreka 1

Prva verzija (ima luknjo v dokazu, ampak verjetno drži).

Domneva (Jorgensen, Powers, 1991)

Naj bo c ∈ W(1) tak element, da c∗ = c in da je π0(c) pozitivno
semidefiniten. Za vsako neničelno realno število a potem obstaja
tako naravno število k, da velja

(aX − i1)kc(aX + i1)k ∈
∑

W(1)2.

Opomba: Če ta domneva drži, potem naša metoda deluje, če
vzamemo bk = (aX + i1)k .
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Nekomutativne verzije Reznickovega izreka 2

Vodilni simbol elementa c =
∑

α,β cα,βXαY β ∈ W(1) je element

c̄ =
∑

|α|+|β|=deg c

cα,βXαξβ ∈ C[X , ξ].

Če je c = c∗, potem c̄(X , iξ) ∈ R[X , ξ].

Naj bo N = 1
2(X 2 −Y 2 − 1) in α ∈ R+ \N. Pǐsimo N za množico

vseh končnih produktov elementov N + (α + n) · 1, kjer n ∈ Z.

Izrek (Schmüdgen 2005, d = 1)

Naj bo c tak element W(1) da c∗ = c, deg c = 4m in da velja:

1. Obstaja tak ε > 0, da velja π0(c − ε · 1) ≥ 0.

2. c̄(X , iξ) > 0 za vsaka X , ξ ∈ R, ki zadoščata (X , ξ) 6= (0, 0).

Potem obstaja tak b ∈ N , da velja b∗cb ∈
∑
W(1)2.
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Nekomutativne verzije Reznickovega izreka 2

Opomba: Iz tega izreka sledi, da naša metoda za računanje inf c
deluje, če 4| deg c in če c zadošča 2. predpostavki izreka (se pravi
če c̄(X , iξ) > 0 za vsaka X , ξ ∈ R, ki zadoščata (X , ξ) 6= (0, 0).)

V tem primeru zaporedje bk konstruiramo takole: Najprej vzemimo
poljuben α ∈ R+ \N in poljubno zaporedje nj celih števil v katerem
se vsako celo število pojavi neskončno mnogokrat ter definiramo

bk =
k∏

j=1

(N + (nj + α) · 1).

Jaka Cimprič



Nekomutativne verzije Reznickovega izreka 3

Pǐsimo q = X and p = −iY . Vsak neničeln element c ∈ W(1)
lahko enolično izrazimo kot

c =

d1∑
j=0

d2∑
l=0

γjlp
jql =

d2∑
n=0

fn(p)qn =

d1∑
k=0

gk(q)pk ,

kjer fd2 6= 0 and gd1 6= 0. V tem primeru pravimo, da ima c
multistopnjo (d1, d2). Vzemimo dve neničelni realni števili α and
β. Naj bo S monoid generiran z s1 = p−αi , s2 = q− βi in s∗1 , s∗2 .

Izrek (Schmüdgen 2009)

Naj bo c = c∗ ∈ W(1) tak element multistopnje (2m1, 2m2), da

1. π0(c) ≥ T za nek omejen operator T = T ∗ > 0 na L2(R),

2. γ2m1,2m2 6= 0 in f2m2 ter g2m1 sta pozitivna na R.

Potem obstaja tak element s ∈ S, da velja s∗cs ∈
∑
W(1)2.
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Nekomutativne verzije Reznickovega izreka 3

Opomba: iz tega izreka sledi, da naša metoda za računanje inf c
deluje, če ima element c multistopnjo (2m1, 2m2) in če zadošča 2.
predpostavki izreka (se pravi, če γ2m1,2m2 6= 0 in f2m2 , g2m1 > 0.)

Poglejmo si, kako konstruiramo ustrezno zaporedje bk . Ker je
množica S števna, lahko oštevilčimo njene elemente, recimo
(ui )i∈N. Naj bo u0 = 1. Pǐsimo b0 = 1 in naj bo za vsak k ≥ 1,
bk+1 ∈ S skupni desni večkratnik bk in uk+1 (izkaže se da obstaja,
ker ima množica S Orejevo lastnost.)
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Implementacija

Povzetek: Če je element c = c∗ iz W(1) sode stopnje, potem za
primerne bk limitira zaporedje

µk := sup{µ ∈ R | b∗k(c − µ)bk ∈
∑

W(1)2}.

proti inf c = najmanǰsa lastna vrednost operatorja π0(c).

Oglejmo si podrobneje, kako izračunamo µk . Naj bo vk vektor vseh
monomov XαY β z α+β ≤ 1

2 deg(b∗k(c −µ)bk) = deg bk + 1
2 deg c .

Njegovo dolžino označimo z nk . Označimo z Πnk
(C) množico vseh

kompleksnih, hermitskih, psd matrik velikosti nk . Tedaj velja

µk = sup{µ ∈ R | ∃Z ∈ Πnk
(C) : b∗k(c − µ)bk = vH

k Zvk}.
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Implementacija

S primerjavo koeficientov v b∗k(c − µ)bk = vH
k Zvk dobimo linearne

relacije med µ in Zij , iz katerih lahko eliminiramo µ. Na ta način
postane definicija µk standarden semidefiniten program:
minimiziraj linearen izraz v spremenljivkah Zij na množici definirani
s sistemom linearnih enačb v Zij in pogojem Z ∈ Πnk

(C).

Ta račun sem sprogramiral v Mathematici (ker je potrebno
simbolično računanje v algebri W(1)). Semidefinitni program
sem potem exportiral v Matlab, kjer sem ga rešil z sdpt3.

Opomba: Ker je vektor monomov vk običajno precej dolg, lahko
dobimo precej velike semidefinitne programe. Z upoštevanjem
strukture (redkost, simetrija) lahko pogosto vektorje vk precej
skraǰsamo, kar ugodno vpliva na numerično stabilnost.
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Numerični poskusi

Naj bo c = (2N + 1)2 = (X 2 − Y 2)2. Ker je spec(N) = N, je
inf c = 1. Poglejmo, kaj se zgodi, če uporabimo zgornjo metodo z
bk = (N + α · 1)k . Dobimo

k µk (sedumi) µk (sdpt3) nk mk

0 0.999999999760 0.999999993360 6 15
1 1.000044013288 0.999999989593 15 45
2 1.112894824977 0.999999941936 28 91
3 73.69340728792 24.89729311234 45 153

Prvi približek bi v resnici moral priti 1 in posledično tudi vsi ostali.
V resnici smo dobili zelo dober prvi približek, vǐsji približki pa so
čedalje slabši, namesto, da bi bili čedalje bolǰsi.
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Numerični poskusi

Izračunajmo inf c , kjer je c = −Y 2 + X 2 + βX 4. Vzemimo
bk = (i − X )k in vk = (1,X , . . . ,X k+2,Y ,XY , . . . ,X kY )T .

β = 0.0001 β = 1 β = 10000 nk mk

µ0 1.000 024 986 1.182 257 882 16.181 459 77 4 9
µ1 1.000 049 946 1.323 482 204 22.205 302 86 6 15
µ2 1.000 062 416 1.369 077 782 22.825 513 09 8 21
µ3 1.000 068 608 1.384 185 310 22.843 388 59 10 27
µ4 1.000 071 699 1.389 382 988 22.860 727 13 12 33
µ5 1.000 073 209 1.391 237 393 22.861 125 33 14 39
µ6 1.000 074 069 1.391 921 275 22.861 401 60 16 45
µ7 1.000 074 487 1.392 181 069 22.861 589 63 18 51
µ8 1.000 074 143 1.392 282 475 22.860 115 50 20 57
µ9 1.000 074 317 1.392 322 973 22.815 790 33 22 63
µ10 1.000 016 105 1.392 316 512 22.788 097 98 24 69
µ11 0.992 521 266 1.389 472 295 22.803 717 94 26 75
µ12 0.931 532 751 1.324 137 064 36.311 346 96 28 81
µ13 -97.175 043 1 0.926 179 179 -4310.057 765 30 87
točna 1.000 074 987 1.392 351 642 22.861 608 87
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