Od komutativne k nekomutativni semialgebraiéni

geometriji

Jaka Cimpri¢

26. november 2009

Jaka Cimpri¢



Ogledali si bomo naslednje teme:

1. Karakterizacija pozitivnih polinomov s pomodjo vsot
kvadratov polinomov.

2. Uporaba totke 1. za izratun globalnega infimuma navzdol
omejenega polinoma.

3. Posplogitev totke 1. na nekomutativne polinome (pozitivno
definitne simetri¢ne polinomske diferencialne operatorje).

4. Uporaba tocke 3. za racunanje najmanjse lastne vrednosti
simetri¢nega polinomskega diferencialnega operatorja.
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Pozitivni polinomi

MnoZico vseh realnih polinomov v d spremenljivkah ozna¢imo z
R[X]. Mnozico vseh kon&nih vsot kvadratov polinomov iz R[X]
oznatimo z Y R[X]?. Za vsak polinom f € R[X] velja:

f € > R[X]?> = f(x) > 0 za vsak x € R.

Zanima nas ali velja obrat te trditve.

» Ce je d = 1, potem je odgovor da. Realne polinome v eni
spremenljivki lahko namre¢ razcepimo na produkte linearnih in
nerazcepnih nekvadratnih faktorjev. Linearni faktorji so sode
stopnje, nerazcepni kvadratni faktorji pa so vsote kvadratov.

» Ceje d > 2, potem je odgovor ne. Protiprimer je Motzkinov
polinom 1+ X2X3 + X{ X% — 3X2X3. Da je pozitiven, sledi iz
neenakosti med aritmeti¢no in geometrijsko sredino, da ni
vsota kvadratov pa z direktnim raéunom.
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Pozitivni polinomi

Ceprav nenegativen polinom ni vedno vsota kvadratov polinomov,
pa je vedno vsota kvadratov racionalnih funkcij. Temu pravimo
Artin-Schreierjev izrek. Se pravi

f(x) >0 za vsak x € R? <= JFh € R[X]\ {0} : h*f € S R[X]?

Primer: Ce je f Motzkinov polinom, potem velja
(XE + X3)*F = XEXZ(XE + X3+ 1)(XE + X3 —2)° + (X} - X3)°

torej lahko vzamemo h = X + X2.
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Pozitivni polinomi

Slabost Artin-Schreierjevega izreka je, da nimamo nobene kontrole
nad imenovalcem h. Ta problem deloma odpravi naslednji izrek:

lzrek (Reznick 1995)
Ce f € R[X] zados&a
1. f(x) >0 za vsak x € RY in

2. fo(x) > 0 za vsak neniteln x € RY kjer je n = 2m (totalna)
stopnja f in je f, vsota vseh monomov v f, ki so stopnje n,
potem obstaja tak k € N, da velja

1+ X2+ + XD ed RIXP.
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Globalni infimum polinoma

Ce je polinom f € R[X] navzdol omejen, potem pigimo
inf f == inf{f(x) | x € R}
sicer pa pisimo inf f = —oo. Velja

fo(x) > 0 za vsak x € R?\ {0}

4 ¥
f je navzdol omejen
Y U

fa(x) > 0 za vsak x € RY.
Pogoj v zgornji vrstici je ravno pogoj 2. iz Reznickovega izreka.
Oba protiprimera najdemo %e v d = 2; X2 in X2 — Xa.

Opozorimo e, da ima polinom X12 + (1 — X1 X2)? infimum nig,
vendar te vrednosti nikoli ne zavzame.
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Globalni infimum polinoma

Oglejmo si, kako lahko izra¢unamo inf f. Za vsak k € Ny, naj bo
pu(f) = sup{p | s* )€ > RIXP

kjerjes:l—l—X12+...+X3.

Trdimo, da velja lim p(f) = inf f, kadar f zado$¢a pogoju 2.
iz Reznickovega izreka.

Dokaz.

Iz definicije je otitno, da inf f > u,(f) za vsak k. Ker iz

sK(f — ) € SSRIX]? sledi skH1(F — p) € SRX]?, je

tk+1(f) > pi(f) za vsak k. Za vsak e >0 je f —inff +c>0na
RY, torej po Reznickovem izreku obstaja tak k. € N, da velja
ske(f —inf £ +¢) € S_R[X]?. Sledi py (f) > inf f —¢. O
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Semidefinitno programiranje

Oglejmo si Ze, kako izratunamo g (7).
Definicijo uk(f) bomo reformulirali kot semidefinitni program
minimiziraj Tr(CZ) pri pogojih Tr(A;Z) = bjin Z >0

kjer so C in A; dane realne simetri¢ne matrike enake velikosti, b;
dana realna Stevila in Z neznana realna simetri¢na matrika enake
velikosti kot C in A;.

Nato uporabimo enega od paketov za reSevanje semidefinitnih
programov, recimo sedumi ali sdpt3.
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Semidefinitno programiranje

Naj bo vy vektor vseh monomov stopnje < %deg sK(F — ) =
k + m. Njegova velikost je ny = (k+’g+d). Ekvivalentni sta trditvi:
sK(F — p) € SSR[X)? in sK(F — p) = v Zw, kjer je Z pozitivno

semidefinitna realna simetri¢na matrika velikosti ng. Torej je

pu(f) = maxr p, kjer F = {(11, Z) | p € R,
ZeMy(R), ZT =2, Z>0, s*(f — p) = v Zwi}.

To Se ni &isto pravi semidefinitni program, ampak ne manjka dosti:
e najprej eliminiramo u, tako da upo$tevamo zvezo fy — pu = Zi1, ki
jo dobimo iz sK(f — u) = vaka s primerjavo konstantnih &lenov.

e linearne relacije med Zj;, ki jih dobimo s primerjavo koeficientov

vsK(f —fo+ Z11) = v,;erk, zapisemo v obliki Tr(A;Z) = b;,

e namesto px(f) = max p pisemo fy — uk(f) = min Z31 =

min Tr(CZ), kjer je Ci1 =1, ostali Cj; pa so 0.
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Nekomutativne posplositve

Ce Zelimo teorijo posplositi na nekomutativen primer, si moramo
odgovoriti na naslednja vprasanja:

e Kaj so nekomutativni polinomi?

e Radi bi izraunali vrednost nekomutativnega polinoma v tocki.
Kaj so tocke?

e Kaj je globalni infimum nekomutativnega polinoma?

e Ali se nasa metoda za ralunanje globalnega infimuma posplosi
na nekomutativne polinome?
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Nekomutativne posplositve

e Kaj so nekomutativni polinomi?

V nagem primeru so nekomutativni polinomi ravno elementi prve
Weylove algebre 1V(1).

To je kompleksna algebra z enico, ki ima presentacijo
(X, Y| YX=XY=1)

in involucijo definirano z
X =X, Y'=-Y.

Vsak njen element lahko izrazimo v obliki

C:ZCi’inYj.
i
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Nekomutativne posplositve

e Radi bi izrasunali vrednost nekomutativnega polinoma v tocki.
Kaj so totke?

V nasem primeru ima x-algebra W(1) eno samo tocko, namre&
Schrédingerjevo representacijo mp: W(1) — L(S(R)),

df
(mo(X)F)(t) = t£(t), (mo(Y)F)(t) = (¢)
kjer S(R) je Schwartz-ov prostor hitro padajo&ih funkcij, se pravi

S(R)={fe C®R)|Va,[ € Np: sup|t*FO(t)] < o0}
teR
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Nekomutativne posplositve

e Kaj je globalni infimum nekomutativnega polinoma?
Naj bo ¢ hermitski element v W(1) (se pravi ¢* = c¢.) Njegov
globalni infimum definiramo takole:

inf c = sup{\ € R | mp(a — A - 1) je pozitivno semidefiniten}

= inf{(mo(c)v,v) | v € S(R), ||v| = 1} = inf spec(mo(c)).

V primeru, ko ima my(c) diskreten spekter, je to enako najmanjsi
lastni vrednosti operatorja mp(c).

Opomba: Operator my(c) je simetrien, gosto definiran in (&e
inf ¢ > —00) navzdol omejen, torej ima kanoni€no sebiadjungirano
razsiritev, ki jo ozna&imo z my(c)g in ji pravimo Friedrichsova
razsiritev. Po definiciji je spec(mo(c)) = spec(mo(c)F). Spektralna
teorija za sebiadjungirane operatorje je podobna kot za omejene.
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Nekomutativne posplositve

e Ali se nasa metoda za ralunanje globalnega infimuma posplosi
na nekomutativne polinome?

Odgovor je pozitiven. Naj bo ¢ tak element v W(1), da je c* = ¢
in deg c je sodo. Zaporedje aproksimacij za inf ¢ definiramo tako:
1. lzberemo ustrezno zaporedje by v WW(1) (ve€ o tem kasneje).

2. Definiramo py :=sup{u € R | bj(c — u)bx € > W(1)?}.
(To lahko reformuliramo kot semidefinitni program.)

Opomba: S W(1)? je mnoZica vseh kon&nih vsot elementov oblike
a*a, kjer a € W(1). Vsi operatorji iz mo(W(1)?) so otitno
pozitivno semidefinitni, obratno pa ni res. Protiprimer je operator
mo((N — 1)(N —2)), kjer N = 3(X? — Y2 -1).
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Nekomutativne posplositve

Oglejmo si sedaj, kaksnim lastnostim mora zados¢ati zaporedje by,
da bo zaporedje i imelo Zelene lastnosti:

> e je mo(bk) obrnljiv, potem je g < infc,
> Ce je bi41 levi veckratnik by, potem je pix < figy1-

Da bo veljalo lim px = inf ¢, moramo dokazati nekomutativno
verzijo Reznikovega izreka. Teh verzij je ve¢, vsaka nam da drugo
zaporedje by.
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Nekomutativne verzije Reznickovega izreka 1

Prva verzija (ima luknjo v dokazu, ampak verjetno drzi).

Domneva (Jorgensen, Powers, 1991)

Naj bo ¢ € W(1) tak element, da c* = c in da je mo(c) pozitivno
semidefiniten. Za vsako nenicelno realno Stevilo a potem obstaja
tako naravno Stevilo k, da velja

(aX — i) c(aX +i1)* € > W(1)>.

Opomba: Ce ta domneva drzi, potem nasa metoda deluje, e
vzamemo by = (aX + i1)k.
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Nekomutativne verzije Reznickovega izreka 2

Vodilni simbol elementa ¢ =3, 5 ca X Y? € W(1) je element

c= ) apXecxg
laf+|B|=deg c

Ce je c = c*, potem &(X, if) € R[X,¢].
Naj bo N = 3(X? — Y2 —1) in o € R* \ N. Pi&imo A za mnoZico
vseh kon&nih produktov elementov N + (a + n) - 1, kjer n € Z.
lzrek (Schmidgen 2005, d = 1)
Naj bo c tak element W(1) da c* = ¢, degc = 4m in da velja:

1. Obstaja tak € > 0, da velja mo(c —€-1) > 0.

2. ¢(X,i&) > 0 za vsaka X, £ € R, ki zados¢ata (X, &) # (0,0).
Potem obstaja tak b € N, da velja b*cb € > W(1)2.
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Nekomutativne verzije Reznickovega izreka 2

Opomba: Iz tega izreka sledi, da nasa metoda za ralunanje inf ¢
deluje, €e 4| deg c in e c zado¥¢a 2. predpostavki izreka (se pravi
Ce ¢(X,i&) > 0 za vsaka X, ¢ € R, ki zados¢ata (X, &) # (0,0).)

V tem primeru zaporedje by konstruiramo takole: Najprej vzemimo
poljuben a € R \ N in poljubno zaporedje n; celih 3tevil v katerem
se vsako celo Stevilo pojavi neskonéno mnogokrat ter definiramo

k

b =[N+ (nj+ ) 1).
j=1
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Nekomutativne verzije Reznickovega izreka 3

Pig&imo g = X and p = —iY. Vsak nenigeln element ¢ € W(1)
lahko enoli¢no izrazimo kot

d dp di
c=> > vrd —Zf Pa"=>_gu(q)p*,
=0 =0 k=0

kjer fg, # 0 and g4, # 0. V tem primeru pravimo, da ima ¢
multistopnjo (di, d2). Vzemimo dve nenicelni realni $tevili o and
B. Naj bo & monoid generiran z s = p— i, s, = q— [3i in s, s5.
lzrek (Schmiidgen 2009)
Naj bo ¢ = c* € W(1) tak element multistopnje (2my,2m>), da

1. mo(c) > T za nek omejen operator T = T* > 0 na L2(R),

2. Yomy,2my 7 0 in fomm, ter gom, Sta pozitivna na R.
Potem obstaja tak element s € S, da velja s*cs € > W(1)2.
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Nekomutativne verzije Reznickovega izreka 3

Opomba: iz tega izreka sledi, da na%a metoda za ralunanje inf ¢
deluje, &e ima element ¢ multistopnjo (2my,2my) in &e zado¥¢a 2.
predpostavki izreka (se pravi, &e Yom; 2m, 7 0 in fom,, &2m, > 0.)

Poglejmo si, kako konstruiramo ustrezno zaporedje by. Ker je
mnozica S $tevna, lahko o$teviléimo njene elemente, recimo
(ui)ien. Naj bo up = 1. Pi&imo by = 1 in naj bo za vsak k > 1,
br+1 € S skupni desni vetkratnik by in ugi1 (izkaZe se da obstaja,
ker ima mnoZica S Orejevo lastnost.)
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Implementacija

Povzetek: Ce je element ¢ = ¢* iz W(1) sode stopnje, potem za
primerne by limitira zaporedje

pi = sup{p € R | b(c — )b € Y W(1)*}.

proti inf ¢ = najmanj3a lastna vrednost operatorja mo(c).

Oglejmo si podrobneje, kako izraunamo pk. Naj bo vy vektor vseh
monomov X®Y? z o+ 8 < L deg(bj(c — p)bk) = deg bx + 5 deg c.
Njegovo dolZino oznatimo z ny. Ozna&imo z I, (C) mnoZico vseh
kompleksnih, hermitskih, psd matrik velikosti ng. Tedaj velja

ik = sup{p € R|3Z € N, (C) : bj(c — p)bx = v Zv}.
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Implementacija

S primerjavo koeficientov v bj(c — p)bx = v[’ka dobimo linearne
relacije med y in Zj;, iz katerih lahko eliminiramo p. Na ta nacin
postane definicija p, standarden semidefiniten program:
minimiziraj linearen izraz v spremenljivkah Z;; na mnoZici definirani
s sistemom linearnih enatb v Zj; in pogojem Z € I, (C).

Ta ralun sem sprogramiral v Mathematici (ker je potrebno
simboli¢no ratunanje v algebri YW(1)). Semidefinitni program
sem potem exportiral v Matlab, kjer sem ga reSil z sdpt3.

Opomba: Ker je vektor monomov vy obi€ajno precej dolg, lahko
dobimo precej velike semidefinitne programe. Z upo$tevanjem
strukture (redkost, simetrija) lahko pogosto vektorje vy prece;
skraj§amo, kar ugodno vpliva na numeri¢no stabilnost.
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Numeri¢ni poskusi

Naj bo ¢ = (2N + 1) = (X2 — Y?)2. Ker je spec(N) =N, je
inf c = 1. Poglejmo, kaj se zgodi, &e uporabimo zgornjo metodo z
by = (N + a - 1)k. Dobimo

pk (sedumi) pk (sdpt3) N | mg
0.999999999760 | 0.999999993360 | 6 | 15
1.000044013288 | 0.999999989593 | 15 | 45
1.112894824977 | 0.999999941936 | 28 | 91
3| 73.69340728792 | 24.89729311234 | 45 | 153

N = Ol X

Prvi pribliZzek bi v resnici moral priti 1 in posledi¢no tudi vsi ostali.
V resnici smo dobili zelo dober prvi priblizek, vigji priblizki pa so
¢edalje slabsi, namesto, da bi bili ¢edalje boljsi.
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Numeri¢ni poskusi

Izratunajmo inf ¢, kjer je ¢ = —Y? + X2 + X*. Vzemimo
by = (i —X)Kinve = (1, X,..., X2y XY,... Xky)T,

3 = 0.0001 B=1 3 = 10000 ne | my
Lo 1.000 024 986 | 1.182 257 882 | 16.181 45977 | 4 | 9
11 1.000 049 946 | 1.323 482 204 | 22.205 30286 | 6 | 15
L1 1.000 062 416 | 1.369 077 782 | 22.825 51309 | 8 | 21
13 1.000 068 608 | 1.384 185 310 | 22.843 388 59 | 10 | 27
Lia 1.000 071 699 | 1.389 382 988 | 22.860 727 13 | 12 | 33
15 1.000 073 209 | 1.391 237 393 | 22.861 125 33 | 14 | 39
L6 1.000 074 069 | 1.391 921 275 | 22.861 401 60 | 16 | 45
117 1.000 074 487 | 1.392 181 069 | 22.861 589 63 | 18 | 51
Lig 1.000 074 143 | 1.392 282 475 | 22.860 115 50 | 20 | 57
Lio 1.000 074 317 | 1.392 322 973 | 22.815 790 33 | 22 | 63
f1o | 1.000 016 105 | 1.392 316 512 | 22.788 097 98 | 24 | 69
g1 | 0.992 521 266 | 1.389 472 295 | 22.803 717 94 | 26 | 75
p1> | 0931532751 | 1.324 137 064 | 36.311 346 96 | 28 | 81
p13 | -97.175043 1 | 0.926 179 179 | -4310.057 765 | 30 | 87
toZna | 1.000 074 987 | 1.392 351 642 | 22.861 608 87
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