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Poglavje 1

Uvod v Riemannove ploskve

I.1 Motivacija

Riemannova ploskev je enodimenzionalna kompleksna mnogoterost. Ime so dobile po
genialnem nemskem matematiku Bernhardu Riemannu, ki je v svoji disertaciji leta
1851 med drugim postavil nekaj bistvenih temeljev kompleksne analize in geometrije.

Poleg domen v kompleksni ravnini so najpreprostejsi primeri Riemannova sfera in
kompleksni torusi, imenovani tudi eliptiéne krivulje. Zanimale nas bodo tako Rieman-
nove ploskve kot tudi holomorfne funkcije na njih in holomorfne preslikave med njimi.
Teorija Riemannovih ploskev lezi na preseciscu Stevilnih podrocij matematike, od klasiéne
kompleksne analize in analize na mnogoterostih, preko teorije kompleksnih in algebrai¢nih
krivulj, do novejsih uporab v simplekticni geometriji, nizko dimenzionalni topologiji, teo-
riji strun, pa vse do kriptografije. Temelje modernih uporab teorije Riemannovih ploskev
na podroc¢ju simplektiéne geometrije in (nizko dimenzionalne) topologije je postavil ruski
matematik Mikhael Gromov, dobitnik Abelove nagrade v letu 2009.

Pojem Riemannove ploskve se je prvi¢ eksplicitno pojavil leta 1913 v knjigi z naslovom
‘Die Idee der Riemannschen Fléche’ (Ideja Riemannove ploskve) nemskega matematika
Hermanna Weyla (zadnja izdaja: Teubner-Archiv zur Mathematik. Supplement, 5. B.
G., Teubner, Stuttgart, 1997). Veé razliécnih motivov je vodilo do tega koncepta. Eden od
njih je dejstvo, da analiticno nadaljevanje holomorfnih funkcij na domenah v kompleksni
ravnini C pogosto vodi do vecli¢nih holomorfnih funkcij.

Primer 1. Kvadratni koren /z je dobro definirana holomorfna funkcija na vsaki eno-
stavno povezani domeni D C C* = C \ {0} (v resnici dobimo dve funkeiji ++/z), vendar
postane dvolicna na C*, saj nimamo konzistentne izbire znaka korena. Podobno velja
za kompleksni logaritem log z = log |z| + iarg z, ki ima neskoné¢no vej, vsaki dve pa se
razlikujeta za celostevilski veckratnik Stevila 27ri. O]
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Riemann (1851): Veclicno holomorfno funkcijo f lahko razumemo kot enoli¢no holo-
morfno funkcijo fna neki ‘Riemannovi domeni’ nad C. Natancneje, konstruiramo lahko
Hausdorffov topoloski prostor X, lokalno homeomorfno projekcijo 7: X — C ter zvezno
funkcijo f: X — C, tako da je za vsak lokalni inverz (r|y)~!: m(U) = U C X projekcije
7 komporzicija f o (z|y)™*: 7(U) = C holomorfna funkcija na mnozici 7(U) C C, ki pred-
stavlja eno od vej dane holomorfne funkcije f. Najvecja taka ploskev (X, f) se imenuje
Riemannova ploskev funkcije f.

5

>D—C

z

Primer 2. Naj bo X = C in 7: C — C eksponentna preslikava m(z) = e*. Njena
zaloga vrednosti je 7(C) = C* in 7 je lokalno biholomorfna. (Dejansko je eksponentna
preslikava C — C*, z — e*, holomorfna krovna projekcija). Veclicno holomorfno funkeijo
f(z) = logz na domeni D = C* lahko dvignemo v naslednjem diagramu do enoli¢ne
holomorfne funkcije f(z) = z na ploskvi X = C. O

Druga naravna motivacija za razvoj teorije Riemannovih ploskev pa je bila njihova tesna
zveza s kompleksnimi ter algebrai¢nimi krivuljami v kompleksnih mnogoterostih kot so
Evklidski prostor C", kompleksni projektivni prostor CP” itd.

Kot preprost primer si oglejmo algebraiéne krivulje v C?. Vsaka taka krivulja je

podana z neko enacbo
C ={(z,w) € C*: P(z,w) =0},

kjer je P € C[z,w| holomorfen polinom dveh kompleksnih spremenljivk:

P(z,w) Z 2wt = ag(2)w"™ + a1 ()W + - 4 a,(2).
Jjt+k<n

Stopnja st(P) € Z, polinoma P je najveja stopnja j + k monomov c¢;xz/w” v P z
neni¢elnim koeficientom ¢, # 0. Ce je st(P) = n, so koeficienti a;(2) v zgornjem za-
pisu polinomi v spremenljivki z € C stopnje st(a;) < j; torej je agp € C konstanta. Po
linearni zamenjavi koordinat (z,w) na C?, ki jo lahko izberemo poljubno blizu identiteti,
smemo privzeti ag # 0. Fiksirajmo tocko z € C. Po osnovnem izreku algebre ima poli-
nomska enacba P(z,w) = 0 natanko n korenov a;(z), as(z),. .., a,(z) Steto z algebrai¢no
veckratnostjo. Torej je
P(z,w) = agp H — (2

Vietove formule nam podajajo zveze med korenl a;(2) in koeficienti a;(z) danega poli-
noma. Stevilu n pravimo stopnja krivulje C.
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Korenov «;(z) v splosnem ne moremo urediti tako, da bi dobili globalno dobro definirane
funkcije, kar vidimo Ze v primeru polinoma w? — z = 0 s korenoma w = +/z. Ce so
za neko vrednost z = zy € C koreni ai(2),...,a,(20) med seboj razliéni, pa obstaja
odprt disk U C C okrog tocke zj, na katerem so koreni «(z) holomorfne (algebrai¢ne)
funkcije spremenljivke z € U. (Dokaz je podan v razd. [0 o normalizaciji kompleksne
krivulje.) Ce je P nerazcepen v kolobarju polinomov C|z,w], potem so koreni polinoma
w +— P(z,w) med seboj razliéni za vse razen konéno mnogo vrednosti £ = {z1,...,2,} C
C spremenljivke z € C. Mnozica F se imenuje diskriminantna mnoZica polinoma P.

Oznac¢imo s 7: C* — C koordinatno projekcijo 7 (z,w) = z. Zozitev |¢: C' — C pro-
jekcije ™ na krivuljo C' nam da razvejan analiticen krov. Nad tockami z; € E iz
diskriminantne mnozice lezijo razveji§éa preslikave 7|c: C' — C, to so tiste tocke p € C,
za katere projekcija 7|c ni injektivna v nobeni okolici p v C. Nad komplementom diskri-
minantne mnozice pa dobimo nerazvejano holomorfno krovno projekcijo

m: C\7n Y (FE)— C\E.

Za vsako kompleksno krivuljo C' v poljubni kompleksni mnogoterosti X bomo konstruirali
Riemannovo ploskev R in holomorfno preslikavo f: R — X tako da je f(R) = C in je
f biholomorfna razen v singularnih tockah krivulje C. (Glej izrek [[0.) Par (R, f) s to
lastnostjo imenujemo normalizacija kompleksne krivulje C.

Primer 3. Oglejmo si kompleksno krivuljo
C = {(z,w) € C*: 2* = w?}.

Tocka (0,0) € C je singularna tocka krivulje C, saj nobena projekcija te krivulje na
kaksno kompleksno premico skozi (0,0) v C? ni injektivna v okolici te tocke. Projekcija
m1(z,w) = z, zozena na C, je dvolisten razvejan krov m;: C' — C z edinimi razvejiséem
nad tocko z = 0. (Za z # 0 dobimo 77(2) N C' = {£v/23}.) Podobno je projekcija
mo(2z,w) = w, zozena na C, trolisten razvejan krov z edinimi razvejis¢em nad tocko w = 0.

Preslikava

fiR=C—CcC f(O)=(¢)

je holomorfna ter injektivna. Njena zozitev na C* preslika C* biholomorfno na punktirano
krivuljo C'\{(0,0)}; torej f podaja normalizacijo krivulje C' s kompleksno ravnino R = C.
Preslikava f ni biholomorfna v nobeni okolici tocke 0. Spremenljivko ¢ € C imenujemo
uniformizacijska spremenljivka krivulje C. Iz enacb z = (2, w = (3 izrazimo ¢ =
w/z. Torej je identiteta ¢ — ¢ € C kompozicija holomorfne preslikave f: C — C' C C* in
racionalne funkcije w/z na C%2. No moremo pa ( izraziti kot kompozicijo preslikave f in
holomorfne funkcije na C?, kar se da preprosto preveriti z razvojem v potenéno vrsto. [
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1.2 Definicija Riemannove ploskve in primeri

V tem razdelku bomo najprej ponovili pojem topoloske ploskve, zatem pa uvedli pojem
Riemannove ploskve, to je topoloska ploskev skupaj z izborom kompleksne strukture.

Definicija 1. Topoloska mmnogoterost realne dimenzije n € Z, (brez roba) je Hau-
sdorffov, 2-stevni topoloski prostor X, ki je lokalno evklidsk: dimenzije n v naslednjem
smislu:

e Za vsako tocko g € X obstaja odprta okolica xyp € U C X in homeomorfizem
¢: U — U’ na neko odprto mnozico U’ C R™.

Dimenzijo mnogoterosti oznac¢imo z dim X = dimg X.

Vsak par (U, ¢) kot v zgornji definiciji imenujemo lokalna karta na X, inverzno presli-
kavo ¢~1: U’ — U C X pa imenujemo lokalna parametrizacija mnogoterosti X.

Topoloski atlas na topoloski mnogoterosti X je druzina lokalnih kart U = {(U;, ¢;) }je,
za katero velja Ujej U; = X (to je, druzina {U;},c; je odprto pokritje prostora X).

Topolosko mnogoterost z robom definiramo tako, da v zgornji definiciji nadomestimo
modelni prostor R" z zaprtim polprostorom

H" = {(z1,....,2,) € R": 2, > 0}.

Ce je X topoloska mnogoterost z robom, je rob mnogoterosti 0X mnozica vseh tock
p € X, za katere obstaja lokalna karta (U, ¢) na X, ki zadosca p € U in ¢(p) € OH" =

{z, = 0}.
Rob 0X je dobro definiran: ce je ¢(p) € OH" za neko lokalno karto okrog tocke p € X,

potem velja isto za vsako lokalno karto. To sledi iz tocke (a) v naslednjem izreku. Tocka
(b) pa pove, da je stevilo n v definiciji dimenzije mnogoterosti natanko doloceno.

Izrek 1 (Brouwer). (a) Ce je odprta mnoZica U C R™ homeomorfna mnozici V. C R™,
potem je tudi mnoZica V' odprta v R™.

(b) Ce je odprta neprazna mnoZica U C R™ homeomorfna odprti mnoZici V. C R™,
potem je n = m.

Ocitno je rob 0X topoloska mnogoterost dimenzije n — 1 brez roba: 9(0X) = @.

Izrek 2. Vsaka topoloska mnogoterost je:

1. lokalno povezana s potmi,;
2. lokalno kompaktna,
3. Stevno kompakina: X = U2, K;, kjer je vsak K; kompakt;
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4. normalna (in s tem Ty, ker je tudi Hausdorffova);
5. metrizabilna,
6. parakompaktna.

Obstajajo lokalno evklidski Hausdorffovi topoloski prostori, ki niso 2-Stevni (torej niso
metrizabilni, Stevno kompaktni in parakompaktni). Primer je dolga premica (glej [10]).

Definicija 2. Naj bo X topoloska mnogoterost brez roba realne dimenzije 2 (dimg X = 2).
Kompleksni atlas na X je druzina U = {(U;, ¢;): j € J} lokalnih kart, kjer mnozice
U; tvorijo pokritje mnogoterosti X, tako da je za vsaki lokalni karti (U;, ¢;) in (U;, ¢;) iz
U z lastnostjo U;; := U; N U; # @ homeomorfizem

Gij = g0 ¢ 1 5(Uij) = ¢;(Usy)

biholomorfna preslikava. Preslikavi ¢;; (in njegovemu inverzu) pravimo prehodna pre-
slikava med kartama ¢; in ¢,.

o8 D% ®;

Cu Wo?

R2 Gij

Prehodne preslikave zadosc¢ajo naslednjim lastnostim, ki o¢itno sledijo iz definicij:

¢ii = Id na Uz/’
gijod = Id (&= ¢y = ¢5),
GijoQjrodr = Id (= dir = ¢ij © ¢j,k>~

Primer 4. (Riemannova sfera) Naj bo S? dvodimenzionalna sfera. Topologko lahko
S? predstavimo kot kompaktifikacijo ravnine C z eno tocko, S? = CU{co}. Mnozici U = C
in V = C* U {oo} sestavljata odprto pokritje S?, pri ¢emer je UNV = C* = C\ {0}.
Naj bo preslikava ¢: U — C kar identiteta, preslikava ¢): V' — C pa naj bo podana s
predpisom

W(z) = { l/z, oz zelh (1.2.1)

0, za z = Q.
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Prehodna preslikava ¢ op~1: C* — C* je tedaj (¢ op™1)(¢) = 1/¢, torej je biholomorfna.
Zato je {(U, ¢),(V,¥)} kompleksni atlas na S?. Ta atlas definira na sferi S? strukturo
enorazsezne kompleksne mnogoterosti. (Glej def. B.) Sfera S?, opremljena s to kompleksno
strukturo, se imenuje Riemannova sfera. L]

Primer 5. Konstrukcijo Riemannove sfere iz prejsnjega primera lahko geometri¢no pona-
zorimo s pomocjo stereografske projekcije. Predstavimo S? kot enotno sfero v R? =
C x R s koordinatami (x,y, u):

S? = {(z,y,u) € R*: 2° +9* +u® = 1}.

Oznacimo z N = (0,0,1) severni pol in s P = (0,0, —1) juzni pol sfere. Koordinatno
ravnino {u = 0} = R? identificiramo s kompleksno ravnino C = {x + iy = z}. Premica
skozi poljubno tocko (z,y,u) € S?\ {N} in severnim polom N seka ravnino {u = 0} = C
v tocki

_ Y
¢(x7y7u)_1_u 1_u

Podobno definiramo projekcijo iz juznega pola P in njena kompleksna konjugiranka je

= —1i :
Y(z,y,u) Tu  Tra

S tem dobimo na S? atlas z dvema kartama
p:U=58*\{N} S C, «y¢:v=5\{P}SC
Presek njunih domen je U NV = S?\ {N, P} in vsaka od obeh preslikav ¢, 1) preslika
U NV bijektivno na C* = C\ {0}. Rac¢un pokaze, da je
22 2
1 — 2 + 1 —u?

ker je 22 + y? + u?> = 1. To pomeni, da je ¢ = 1/¢) = 0 o9, kjer je 6(z) = 1/z. Prehodna
preslikava med kartama ¢ in 1 je torej enaka

gb(x,y,u)-@/)(x,y,u) =1,

popH(z) =0(2) =1/z, zeC".

Par {(U, ¢), (V,4)} kompleksni atlas na S? z isto prehodno preslikavo kot tisti iz primera
d. Kasneje bomo videli, da sta poljubni dve kompleksni strukturi na sferi med seboj
ekvivalentni (biholomorfni). O

Naj bosta U in V kompleksna atlasa na topoloski ploskvi X. Pravimo, da sta U in
VY ekvivalentna, ce je U UV spet kompleksni atlas na X. To pomeni, da je za vsak
(Ui, ¢;) € U in za vsak (V},1;) € V prehodna preslikava ¢, o %—1 biholomorfna na svoji
domeni. Ocitno je ~ ekvivalen¢na relacija na mnozici vseh kompleksnih atlasov na ploskvi
X. Vsak ekvivalenc¢ni razred vsebuje natanko en maksimalni atlas, ki ga dobimo kot unijo

vseh atlasov v danem ekvivalenénem razredu.
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Definicija 3. Kompleksna struktura na topoloski ploskvi X je dolo¢ena z izborom
ekvivalen¢énega razreda kompleksnih atlasov na X, oziroma ekvivalentno z izborom ma-
ksimalnega kompleksnega atlasa na X.

Primer 6. Naj bo ravnina C opremljena s standardno kompleksno strukturo, ki jo doloca
atlas U = {(C,I1d)}. Naj bo ¢: C — C homeomorfizem, ki ni holomorfen. Novo kom-
pleksno strukturo na C dolo¢imo z atlasom V = {(C,¢)}. Ocitno atlasa U in V nista
ekvivalentna, torej dolocata dve razlicni kompleksni strukturi na C. Vendar sta ti dve
strukturi biholomorfni, kot bomo videli v nadaljevanju. Homeomorfizem ¢ je biholomor-
fizem med standardno strukturo dolo¢eno z atlasom U in strukturo, doloc¢eno s V. O

Definicija 4. Topoloska ploskev X skupaj z izborom holomorfne strukture se imenuje
Riemannova ploskev ali tudi enodimenzionalna kompleksna mnogoterost.

Analogno definiramo pojem kompleksne mnogoterosti dimenzije n > 1. Modelni prostor
je v tem primeru evklidski prostor C* & R?". Obicajna identifikacija je

~

C" > (21, 20) = (1 + iy, ., T +iYn) = (21,91, - -+, Tn, Yn) € R
Za definicijo in osnovne lastnosti holomorfnih funkcij ve¢ spremenljivk glej & T

Definicija 5. Naj bo X realna 2n-dimenzionalna topoloska mnogoterost. Kompleksen
atlas na X je topoloski atlas U = {(Uj, ¢;)} s kartami ¢;: U; — U} C R*" = C", tako da
so vse prehodne preslikave ¢;; = qbiogbj_l biholomorfne. Kompleksna struktura na X je
dolocena z izbiro ekvivalencnega razreda kompleksnih atlasov, oz. z izbiro maksimalnega
kompleksnega atlasa. Kompleksna mnogoterost kompleksne dimenzije n je realna
mnogoterost X realne dimenzije dimg X = 2n skupaj z izborom kompleksne strukture.
Kompleksno dimenzijo oznac¢imo z dime X = %dimR X.

Modelna kompleksna mnogoterost kompleksne dimenzije n je kompleksni evklidski prostor
C", opremljen z atlasom {(C",1d)}. Drug zelo pomemben razred modelnih kompleksnih
mnogoterosti so kompleksni projektivni prostori CIP".

Primer 7. Kompleksni projektivni prostor dimenzije n, CP", definiramo kot mno-
7ico vseh kompleksnih premic skozi izhodisée v C"*! (to je, enodimenzionalnih komple-
ksnih podprostorov prostora C"™'). Vsaka kompleksna premica A C C"*! je dolocena z
izborom poljubne tocke 0 # z = (2, ..., 2z,) € A; oznacimo to premico z [zo: 21: « - @ 2.
To so t.i. homogene koordinate na CP". Ocitno velja

[tzo: tzy: -t tzn] = (200 210 -+ 0 2nl, teCr,

in to so tudi edine identifikacije. Torej je CP™ kvocient mnozice C**1 = C"*1\ {0}
po ekvivalen¢ni relaciji, definirani z mnozenjem s poljubnim nenicelnim kompleksnim
stevilom. Kvocientno projekcijo oznacimo s

7 C" — CP", m(20,21,.-520) = [20: 211+ 2] € CP",
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Na CP" obstaja natanko ene struktura kompleksne mnogoterosti dimenzije n, za katero
je projekcija m holomorfna preslikava (glej & (3 in & MIT). Kompleksni atlas na CP™

sestavljajo karte (U;, ¢;) (1 =0,1,...,n), kjer je

Uj = {[Z()I VAR Zn] c P": Zj %O},
z Zi1 % Zn .
¢j([2502 21 Zn]) = (—0,...,]—1,j—+1,...,—) e C".
“j i A <j
Ce identificiramo C" s hiperravnino {z; = 1} v C"*', je ¢;([z0: 21: -+~ : 2y]) ravno
prese¢na tocka kompleksne premice, ki jo doloca vektor (zo,z1,...,2,) € C' s hi-

perravnino {z; = 1} = C". (Pri tem izpustimo koordinato z; = 1.) Glej sliko .

Cn+1

we

A o2)

{z =1}

Slika I.1: Afine koordinate na CP"
Ocitno je ¢; bijekcija mnozice U; na C" z inverzno preslikavo

qu_l(Cl,...,Cn):[Q: cot Gl G Q) € CPT

Za vsak par indeksov 0 <7 < 7 < n velja

(¢ o ¢;1)(C1, o G) = ( G Git1 1 Cn )

Ci_H,...,Ci+1,...,ci+1,...Q_H—l

na mnozici {(;11 # 0} C C". Ker so prehodne preslikave podane z ulomljenimi line-
arnimi funkcijami in so zato holomorfne izven ni¢elne mnozice imenovalca, je druzina

{(U;,¢;): 7=0,...,n} res kompleksni atlas na CP".

V primeru n = 1 imamo dve karti ¢g: Uy — C, ¢1: Uy — C s prehodno preslikavo

(o 0 ¢71)(¢) = 1/¢. Torej je CP! ravno Riemannova sfera (glej primer H).

]
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Vsaka domena (odprta mnozica) 2 v kompleksni mnogoterosti X je spet kompleksna
mnogoterost iste dimenzije dim {2 = dim X, atlas na 2 pa dobimo tako, da vsaki karti
(U, ¢) iz danega atlasa na X priredimo karto (U N2, ¢|yna).

Karteziéni produkt X xY dveh kompleksnih mnogoterosti je kompleksna mnogoterost,
¢e jo opremimo s produktnim atlasom: za vsak par kart (U, ¢) na X in (V,¢) na Y
dobimo karto (U x V,¢ x ¢) an X x Y. Pri tem je (¢ X ¥)(z,y) = (¢(x),¥(y)). Ocitno
jedimX xY =dim X +dimY.

Druge pomembne konstrukcije novih kompleksnih mnogoterosti so holomorfni krovi in
holomorfni kvocienti, kompleksne podmnogoterosti dane kompleksne mnogotero-
sti, holomorfni sveZnji, itd. Nekatere od teh konstrukeij si bomo ogledali v nadaljeva-
nju. Poseben poudarek bo na povezavi med kompleksnimi krivuljami v kompleksnih
mnogoterostih (to so kompleksno enodimenzionalne analiti¢ne mnozice) in Riemannovimi
ploskvami; temu je posveceno tretje poglavije.

1.3 Holomorfne preslikave Riemannovih ploskev

Naj bo X Riemannova ploskev in & nek kompleksen atlas na X.

Definicija 6. Funkcija f: X — C je holomorfna v tocki x € X, ce obstaja karta
(U, ¢) € U, tako da je x € U in je funkcija f o ¢~: ¢(U) — C holomorfna v neki okolici
toce ¢(x) € C. Funkcija f je holomorfna na X, ¢e je holomorfna v vsaki tocki z € X.

Trditev 1. Definicija holomorfnosti funkcije f v tocki je neodvisna od izbire lokalne karte.

Dokaz. Denimo, da f zadosca definiciji holomotorfnosti v tocki = glede na karto (U, ¢).
Naj bo (V, 1) neka druga karta na X iz istega kompleksna atlasa, tako da je xz € V. Naj

bo W =UNV. Na mnozici W = (W) C C tedaj velja
foy™t=fo(¢plop)op™ = (fop ) o(poy™),

Prehodna preslikava ¢ o =1 : (W) — ¢(W) je biholomorfna in preslika tocko ¢ (z) v
é(x). Ker je po predpostavki funkcija f o ¢~ holomorfna v okolici tocke ¢(z), je njuna
kompozicija f ot~ holomorfna v okolici tocke v(z) in trditev je dokazana. [

Naslednja posledica trditve 0 je ocitna.

Posledica 1. Funkcija f: X — C je holomorfna na X natanko tedaj, ko je za vsako
lokalno karto (U, ¢) iz maksimalnega atlasa na X funkcija fo¢=: ¢(U) — C holomorfna.

Zozitev kompleksne strukture na odprto podmnozico. Ce je  odprta podmnozica
v Riemannovi ploskvi X, dobimo na €2 inducirano strukturo Riemannove ploskve tako,
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da karte v danem holomorfnem atlasu U = {(U;, ¢;)} na X zozimo na 2, torej vzamemo
na {2 kompleksen atlas

V={(UnNQ, ¢

vina)} -

Ocitno je funkcija f: 2 — C holomorfna v tej zozeni strukturi natanko tedaj, ko je
holomorfna v originalni strukturi na X.

Definicija 7. Naj bosta X in Y Riemannovi ploskvi. Zvezna preslikava f: X — Y je
holomorfna v toc¢ki © € X, ¢e obstaja par lokalnih kart (U, ¢) na X in (V,%) na Y, tako
da je x € U, f(x) € V in je funkcija f = 1 o f o ¢! holomorfna v neki okolici tocke
(x). Preslikava f je holomorfna, ¢e je holomorfna v vsaki tocki x € X. Mnozico vseh
holomorfnih preslikav X — Y ozna¢imo z O(X,Y).

Xo>UJev cy

Podobno kot v primeru funkcij preverimo, da je definicija holomorfnosti preslikave neod-
visna od izbire para lokalnih kart. Denimo, da sta (U’,¢’) in (V',4’) drugi lokalni karti
na X in Y (kompatibilni s kartama (U, ¢) oz. (V,4)), tako da je x € U’ in f(z) € V.

=

Izberimo okolico W C U NU’ tocke z, tako da je W = f(W) C V. N V'. Na mnozici
¢ (W) C C tedaj velja
Wofo(¢)h = Yo(loy)ofo(pop)o(¢)
= (Wov o (o fog)o(po(d)T).
Funkciji v prvem in zadnjem oklepaju sta prehodni preslikavi in zato biholomorfni. Odtod

sledi, da je funkcija ¢’ o f o (¢/)7t : ¢/(W) — ¢/(W) holomorfna v tocki ¢/(x) natanko
tedaj, ko je funkcija ¢ o fo ¢! : (W) — (W) holomorfna v tocki ¢(x).

Trditev 2. Kompozicija holomorfnih preslikav je holomorfna.

Dokaz. To sledi iz definicije holomorfne preslikave in dejstva, da je kompozicija holo-
morfnih funkcij med odprtimi mnozicami v kompleksni ravnini spet holomorfna. O

Definicija 8. Zvezna preslikava f: X — Y je btholomorfna, ce je bijektivna ter sta
preslikavi f in f~': Y — X holomorfni.

Trditev 3. Ce je f bijektivna in holomorfna, je tudi f~ holomorfna.

Dokaz. Iz elementarne kompleksne analize vemo, da ima vsaka injektivna holomorfna
funkcija f: D — C na domeni D C C neniceln kompleksni odvod (f'(z) # 0 za vsak
z € D) in je posledi¢no biholomorfna na svojo sliko f(D). Trditev sledi. O]
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Primer 8. Naj bo U = {(C, ¢)} atlas na C, kjer je ¢: C — C nek homeomorfizem, ki
ni holomorfen. Oznacimo s C tako dobljeno Riemannovo ploskev, to je C opremljeno
s kompleksno strukturo, ki jo doloca atlas U. Naj bo f: C — C zvezna funkcija. Iz
definicije sledi, da je f holomorfna kot funkcija na C natanko tedaj, ko je fop=!: C — C
holomorfna v obicajnem smislu. Odtod sledi, da je funkcija f = ¢ biholomorfna preslikava
Riemannove ploskve C na standardno kompleksno ravnino C. O

Definicija 9. Naj bo X Riemannova ploskev. Bijektivna holomorfna preslikava f: X —
X s holomorfnim inverzom f~! se imenuje holomorfen avtomorfizem ploskve X. Mnozico
vseh avtomorfizmov oznac¢imo

Aut(X).

Primer 9. Iz elementarne kompleksne analize poznamo naslednja dva primera, kjer je
D= {z € C:|z| <1} enotni disk:

Aut(C) = {f(z) =az+b: acC*, beC},

a

Aut(D) = { flz) =¥ = — 2

—: a €D, GER}.
1—az

I.4 Meromorfne funkcije

V tem razdelku bomo videli, da lahko meromorfne funkcije na Riemannovi ploskvi X
interpretiramo kot holomorfne preslikave X v Riemannovo sfero.

Meromorfna funkcija f na domeni €2 C C je funkcija, ki je definirana in holomorfna razen
na neki diskretni mnozici tock {a;} C €, v vsaki tocki a; pa velja lim._,, |f(z)| = +o0.
Taka tocka se imenuje pol funkcije f.

Fiksirajmo indeks j. V okolici pola a = a; ima f razvoj v Laurentovo vrsto s koncnim

glavnim delom:

f(z) = Z cn(z —a)r.

k=—n

Lahko vzamemo, da je c¢_, # 0. Ce izpostavimo vodilni élen, dobimo

flz) = ﬁ (con+eoppi(z—a)+ ) = (g&’ (1.4.1)

kjer je funkcija g(z) holomorfna funkcija na neki okolici tocke a in je g(a) = c_,, # 0.

Funkcijo f razsirimo do preslikave f: Q — S = CU {o0} s predpisom

]?(Z) _ { f(2),  za z ¢ {a;};

] oo, za z = a;.
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Preslikava f je zvezna po definiciji topologije na Riemannovi sferi.

Trdimo, da je f holomorfna preslikava. Naj bo U = {(€,Id)} atlas na Q in V =
{(C,1d), (C* U {0}, %)} atlas na S, pri ¢emer je karta ¢ podana s predpisom ([Z21),
torej ¥(z) = 1/z. V okolici tocke 2y € Q \ {a;} vzamemo na S lokalno karto (C,Id) in s
tem dobimo f = f na tej okolici. Torej velja Idof o Id~! = f v okolici zy. To pomeni, da
je f holomorfna v okolici z.
Naj bo sedaj U C 2 okolica tocke a = a;, ki ne vsebuje nobene druge tocke a;, k # j.
Okolico U zmanjsamo, tako da je funkcija g v (C2) definirana na U in je g(z) # 0 za
vsak z € U. V okolici tocke f(a;) = 0o € S vzamemo na S karto (C*U{oo}, ¢). Funkcija
(z —a;)" .
onf(z)oldfl: g(Z) y ZGU\{a]}a

0, Z = a;

je holomorfna na U. To pomeni, da je preslikava ]7: (2 = S holomorfna v okolici tocke a;.
Zgornjo konstrukcijo lahko posplosimo na poljubno Riemannovo ploskev X.

Definicija 10. Naj bo X Riemannova ploskev. Meromorfna funkcija na X je funk-
cija f, ki je definirana in holomorfna na komplementu X \ {a;} neke zaprte diskretne
mnozice {a;} € X, v vsaki tocki a; pa velja lim,_,q4, | f(z)| = co. Mnozica {a;} se imenuje
mmnoZzica polov ali polarna mnoZica meromorfne funkcije f.

Iz definicije sledi, da je holomorfna funkcija f: X \ {a;} — C (kjer je {a;} diskretna
mnozica v X' ) meromorfna na X natanko tedaj, ko ima vsaka tocka a; okolico U; C X in
lokalno karto ¢;: U; — U C C, tako da ima funkcija f o qu_l odpravljivo singularnost ali
pol v tocki ¢;(a;). Meromorfna funkcija na kompaktni Riemannovi ploskvi ima koné¢no
polarno mnozico, saj je vsaka zaprta diskretna mnozica v kompaktnem prostoru konéna.

Zgornja konstrukcija pokaze naslednjo trditev.

Trditev 4. Vsaka meromorfna funkcija f na Riemannovi ploskvi X se razsiri do holo-
morfne preslikave f: X — S v Riemannovo sfero s predpisom f(a;) = 0o za vsak pol a;
funkcije f.

X\ {a;} ——C

-

X

S

Oznac¢imo z M(X) obseg vseh meromorfnih funkcij na Riemannovi ploskvi X. Zgornja
trditev nam torej pove, da je

M(X)U{f = o0} = O(X, S)

mnozica vseh holomorfnih preslikav X — S ploskve X v Riemannovo sfero.
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Izrek 3. Mnozica M(S) meromorfnih funkcij na Riemannovi sferi je v bijektivni kore-
spondenci z mnozico racionalnih funkcij na C:

=gt

Dokaz. Vemo ze, da vsaka racionalna funkcija f = P/@Q na C dolo¢a holomorfno presli-
kavo F': C — S. Ker je f(1/z) = P(1/2)/Q(1/z) prav tako racionalna funkcija spremen-
ljivke z, se holomorfno razsiri v tocko z = 0 do preslikave v S. To pomeni, da se f(z)
holomorfno razsiri v tocko z = co € S do holomorfne preslikave F': S — S.

PQ pOlmom} .

Obratno, naj bo F': S — S nekonstantna holomorfna preslikava. Oglejmo si holomorfno
preslikavo f = F|c: C — S. Mnozica f~!(c0) = {ai,...,a,} C C je koncna, saj je
F~1(c0) C S diskretna na kompaktu S. V tockah a; ima f pole. Lahko jo zapisemo v

obliki .
10 =308 () +ae)

kjer je polinom P; izbran tako, da je P; (ﬁ) glavni del meromorfne funkcije f v tocki

aj, g(z) pa je cela funkcija. Opazimo, da velja
lim g(z) = lim f(2) = F(oc0) € S,
Z—00 Z—00

saj je F' zvezna kot preslikava S — S.

Ce je F(o0) = ¢ € C, potem je g omejena v okolici tocke oo in zato na vsej ravnini C; po
Liouvillejevem izreku sledi g = ¢. Odtod vidimo, da je F' podana z racionalno preslikavo.

Recimo sedaj, da je F'(00) = co. Holomorfna preslikava G = 1/F : S — S tedaj zadosca
G(o0) = 0. Po ze dokazanem je G podana z racionalno preslikavo. Zato je tudi ' =1/G
racionalna preslikava. O

Naloga. Dokazi, da je holomorfna preslikava F' : S — S bijektivna (torej avtomorfizem
Riemannove sfere) natanko tedaj, ko je oblike

az+b

&= (1.4.2)

za neka kompleksna stevila a, b, ¢, d € C, ki zadoscajo ad — bc # 0. Po deljenju vseh §tevil
s v ad — bc lahko vzamemo, da je ad — bc = 1.

Torej je Aut(S) mnozica vseh nekonstantnih ulomljenih linearnih preslikav oblike ([42).

I.5 Kompleksni torusi

Definicija 11. Naj bo f meromorfna funkcija na C in 0 # w € C. Funkcija f se imenuje
w-periodiéna, ce velja f(z + w) = f(z) za vsak z € C.
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Funkcija C — C*, z + e>™#/%  je ocitno w-periodi¢na in je krovna projekcija. (Glej
razdelek U za definicijo krovne projekcije.) Praslika poljubnega stevila w € C je mnozica
vseh &tevil oblike 2z + kw, k € Z, kjer je z poljubna resitev enacbe e*™#/* = . Odtod
preprosto sledi naslednja trditev.

Trditev 5. Vsaka w-periodicna meromorfna funkcija f na C je oblike

f(z) =g (%),

kjer je g meromorfna funkcija na C*.
Torej so w-periodiéne meromorfne funkcije na C v bijektivni korespondenci z meromorf-

nimi funkcijami na kvocientu C* = C/Zw.

Ce je f holomorfna na C, je g holomorfna na C*. Ce zapisemo g(¢) = > nez CnC", dobimo
razvoj w-periodi¢ne holomorfne funkcije v Fourierovo wvrsto:

f(z) = Z cpe?Ee 2 e C.

n=—oo

Sedaj si bomo ogledali dvojno periodiéne meromorfne funkcije na C. Naj bosta wq, wy #
0 kompleksni stevili, katerih kvocient ni realen: w;/wy ¢ R. Mnozica

G = {kwl +lwy : k,l € Z} cC (I.5.1)

je prosta abelova grupa, generirana z w; in ws; torej je izomorfna grupi Z?. Grupa G
deluje na C kot grupa holomorfnih translacij {z +— z 4+ ¢ : g € G}.

Diskretno abelovo podgrupo evklidskega prostora imenujemo tudi mreZa.
Definicija 12. Naj bo G grupa (C&). Meromorfna funkcija f na C je G-periodiéna,

ce velja f(z+ g) = f(2) zavsak ¢ € G in z € C. Ekvivalentno, f(z + w;) = f(2) in
f(z+wq) = f(2) za vsak z € C.

Vsako tako funkcijo f lahko predstavimo kot funkcijo na kvocientnem prostoru
C/G ={]z] : z € C},

kjer velja [z] = [2/] natanko tedaj, ko je 2/ — z € . Ta kvocient topologko predstavlja
torus S* x S =T. (Glej sliko (C3) na str. E1.)

Trditev 6. Na torusu C/G = T obstaja natanko ena kompleksna struktura (do biholo-
morfizma natancno), za katero je kvocientna projekcija m: C — T holomorfna. Vsaka
holomorfna G-periodicna preslikava f: C — S v Riemannovo sfero je oblike f = h o,
kjer je g: T — S holomorfna.
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Dokaz. Kvocientna projekcija 7 je topoloska krovna projekcija, kar pomeni, da ima vsaka
tocka € T odprto okolico U C T, tako da je 7~ 1(U) = U2, Vj, kjer so Vj odprte in
paroma disjunktne podmozice v C in je projekcija 7: V; — U homeomorfizem za vsak j.
Za lokalne karte na T vzamemo lokalne inverze (ﬂvj)_l : U — Vj. Prehodna preslikava

med dvema kartama,
-1 —1\—1 -1
(mlv;) e (i) ™) = (zh) o7l
je translacija z — 2z + g za nek g € G. Ker je translacija holomorfna, tako dobljene karte
sestavljajo kompleksen atlas na T. Ostale trditve preprosto preverimo podobno kot v
primeru enojno periodic¢nih funkcij. [

Primer 10. Weierstrassova funkcija p. Vsaki mrezi G C C z dvema generatorjema
priredimo meromorfno funkcijo na C s predpisom

Preprosto je preveriti, da vrsta konvergira enakomerno na kompaktih v C (kot preslikava
v Riemannovo sfero S) in da je njena vsota G-periodi¢na funkcija na C. Torej p inducira
holomorfno preslikavo T = C/G — S torusa v Riemannovo sfero.

Za podrobnejso obravnavo Weierstrassove funkcije @ in njej prirejenih funkcij glej npr.
Ahlfors []. O

Naloga. Naj bosta G,G’ C C mrezi z dvema generatorjema.

1. Dokazi, da vsaka linearna preslikava f(z) = az (a € C*), za katero je aG C G, doloca
natanko eno holomorfno preslikavo f: C/G — C/G’ prirejenih torusov, tako da komutira
naslednji diagram:

c—L ¢
I
c/G ——c/&

Pokazi tudi, da je f bijektivna (in zato biholomorfna) natanko tedaj, ko je aG = G'.

2. Pokazi, da vsaka translacija f(z) = z + b (b € C) dolo¢a holomorfni avtomorfizem
torusa C/G.

I.6 Lastnosti holomorfnih preslikav med Riemanno-
vimi ploskvami

Iz definicij sledi, da vse lokalne lastnosti holomorfnih funkcij veljajo tudi za holomorfne
preslikave med Riemannovimi ploskvami. Oglejmo si nekaj najpomembnejsih.
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1. Izrek o odprti preslikavi: Nekonstantna holomorfna preslikava je odprta.

2. Princip maksimuma: Naj bo f € O(X) holomorfna funkcija na X; potem |f|
nima nobenega strogega lokalnega maksimuma. Ce ima |f| v neki tocki =g € X
sibki lokalni maksimum (t.j., za vsak z blizu zq velja | f(zo)| > |f(z)|), potem je f
konstantna na povezani komponenti tocke .

3. Posledica: Ce je X kompaktna Riemannova ploskev, potem je vsaka holomorfna
funkcija na X konstantna. (Na vsaki Riemannovi ploskvi pa obstaja veliko mero-
morfnih funkcij, torej holomornih preslikav v Riemannovo sfero, kot bomo videli v
naslednjem poglavju.)

4. Za vsako nekonstantno holomorfno preslikavo f: X — Y na povezani Riemannovi
ploskvi X je mnozica f~1(y) diskretna za poljuben y € Y.

5. Princip identi¢nosti: Naj bosta f,g € O(X,Y) dve holomorfni preslikavi Rie-
mannove ploskve X v Riemannovo ploskev Y| pri ¢emer je X povezana. Ce se f in
¢ ujemata na neki mnozici E C X s stekaliscem v X, potem je f = g.

6. Posledica: Naj bo X kompaktna povezana Riemannova ploskev. Ce se holomorfni
preslikavi f,g: X — Y ujemata na neki neskonéni mnozici £ C X, sledi f = g.

7. Ce je X kompaktna, f € O(X,Y) nekonstanta in X, Y povezani, potem je f sur-
jektivna in je zato Y = f(X) kompaktna.

8. Ce je preslikava f kot v prejsnji tocki tudi injektivna, potem je biholomorfna.

1.7 Stopnja holomorfne preslikave

V tem razdelku bomo uvedli pojem stopnje preslikave. To lahko naredimo za holomorfne
preslikave f: X — Y med dvema kompaktnima povezanima Riemannovima ploskvama,
ali (splosneje) v primeru, ko je f prava holomorfna preslikava med ne nujno kompak-
tnimi Riemannovimi ploskvami. Videli bomo, da stopnja preslikave pomeni Stevilo tock
na genericno izbranem vlaknu f~!(y), y € Y. Stopnja je v resnici topoloski pojem, ki ga
lahko definiramo za preslikave med poljubnima sklenjenima orientiranima mnogoterostima
iste dimenzije.

Najprej definirajmo stopnjo holomorfne preslikave v tocks.

Naj bo f: X — Y nekonstantna holomorfna preslikava in xy € X poljubna tocka. Izbe-
rimo lokalno karto (U, ¢) na X, tako da je 2o € U in ¢(zg) = 0, ter lokalno karto (V)
na Y, tako da je f(zo) € V in ¢(f(x9)) = 0. Potem v okolici izhodis¢a z = 0 velja

(Yo foo")(z) =cz’+0(z"") (1.7.1)
za nek par stevil d € N in ¢ # 0.
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Definicija 13. (Oznake kot zgoraj.) Stopnja preslikave f v tocki xy € X je Stevilo

sty f :=d e N.

Naloga. 1. Pokazi, da je definicija stopnje v tocki neodvisna od izbire lokalnih kart.
2. Ce je f nekonstantna holomorfna funkcija na domeni D C C, potem je stopnja f v
tocki zg € D naravno stevilo d = d(zg) € N, dolo¢eno s pogojem
fD2)#0 in fPz)=0,1<k<d
V posebnem torej velja
st,of =1 <= f'(20) #0,

kar pomeni, da je f lokalno biholomorfna v tocki z.

S pravilno izbiro lokalnih kart lahko dosezemo vec:

Izrek 4 (Izrek o lokalni obliki holomorfne preslikave). Ce je X povezana Riemannova
ploskev in je f: X — Y nekonstantna holomorfna preslikava v neko drugo Riemannovo
ploskev, potem za vsako tocko xo € X obstajata lokalni karti (U, ¢) na X, (V,4) naY ter
stevilo d € N, tako da velja xog € U, ¢p(xg) =0, f(xo) € V, ¥(f(x0)) =0 in

(Yo fop H(z) =2z (1.7.2)

Dokaz. Izberemo nek par lokalnih kart na X in Y v okolici tock xg in f(zo), v katerih
velja (CZ). Oglejmo si Taylorjev razvoj funkcije f =1 o f o ¢! okrog tocke 0 € C:

f(z) = ezt canz" 4o = 2Mh(z), e #0, (L.7.3)

kjer je h(z) = ¢+ cqy12 + -+ holomorfna funkcija na neki okolici tocke 0 € C. Ker je
h(0) = ¢ # 0, ima h na neki morda manjsi okolici holomorfen logaritem, torej je h = e9
za neko holomorfno funkcijo g na okolici 0. Oznac¢imo s 6 holomorfno funkcijo

0(z) = ze93/1 = 2 {/n(2).

Tedaj je 0'(0) = ¢/h(0) = &/c # 0, torej je 6 biholomorfna na neki okolici 0. Kompozicija

= 0 o ¢ je lokalna karta v okolici zy € X. Iz sledi f(z) = 0(z)°, torej je
[0} f o ¢ je lokalna k kol X. Iz (CZ3) sledi f(z2) 0(2)? ] J

fob71(z) = 24 Odtod sledi
(Wofo(@))(z)=(Wofos o) (z)=2"
Torej formula [C72 velja za par lokalnih part ¢ (na X) in ¢ (na Y). O

Geometrijski pomen stopnje je razviden iz naslednje trditve, ki sledi iz izreka Q.
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Trditev 7. Najbo f: X — Y nekonstantna holomorfna preslikava in d = st,, f € N njena
stopnja v tocki xy € X. Potem obstajata okolica U C X tocke xq ter okolica V- C'Y tocke
vo = f(wo), tako da ima vsaka tocka y € V' \ {yo} natanko d razlicnih praslik f~'(y) N U
v mnozict U.

Dokaz. Izberimo par lokalnih kart (U, ¢) in (V,4)), v katerih velja (ICZ2), torej f ustreza

funkeiji f(z) = (Yo fo¢ 1) (z) = 2% (z € (U)). Ekvivalentno, ¢(f(z)) = ¢(z)? za vsak
x € U. Za vsako tocko y € V' \ {yo} tedaj velja

e fy)NU <= o) =(y) € p(V)\ {0}.
Odtod sledi f~'(y) NU = {x1,...,zq}, kjer so stevila {é(xy),...,d(xq)} C ¢(U) C C

ravno vsi koreni stopnje d kompleksnega stevila 1 (y) # 0.

Definicija 14. Tocka x € X je kritiéna toc¢ka (ali razvejisée) preslikave f: X — Y,
¢e je st,f > 1. (V lokalnih koordinatah to velja natanko tedaj, ko je odvod f'(z) = 0
funkcije f v tocki x enak ni¢.) Mnozico vseh razvejisc preslikave f oznac¢ujemo z brf C X.
Slika f(brf) C Y se imenuje mnoZica kritiénih vrednosti preslikave f.

Ce je f nekonstantna preslikava, je mnozica brf diskretna, kar najlazje vidimo v lokalnih
koordinatah: vsaka nicla odvoda f’(z) nekonstantne holomorfne funkcije je izolirana.

Ce je mnozica brf konéna (kar vselej velja v primeru, ko je X kompaktna in f nekon-
stantna), definiramo razveji§éno stevilo

B(f) =) (stof —1) = (stof — 1) € Z. (1.7.4)

zEbrf zeX

Izrek 5 (Izrek o stopnji preslikave). Naj bosta X,Y kompaktni povezani Riemannovi
ploskvi ter f € O(X,Y) nekonstantna holomorfna preslikava. Naj boy € Y. Stevilo

d= > st.f (1.7.5)

zeX, f(z)=y

je meodvisno od y in se imenuje stopnja preslikave f. Mnozica {y € Y: #f 1 (y) < d}
je koncna.

Tu smo z #A oznacili kardinalnost kon¢ne mnozice A, to je stevilo njenih elementov.
Intuitivno povedano je stopnja d ravno Stevilo resitev enacbe f(z) = y, ¢e jih Stejemo z
algebraicnimi veckratnostmi.

Izrek o stopnji pove, da holomorfna preslikava med kompaktnima povezanima Rieman-
novima ploskvama zavzame vse vrednosti v enakem stevilu tock (Steto z algebrai¢nimi
veckratnostmi). V primeru, ko je Y Riemannova sfera, dobimo naslednjo posledico.

Posledica 2. Vsaka meromorfna funkcija na kompaktni Riemannovi ploskvi ima enako
stevilo nicel in polov (steto z algebraicnimi veckratnostmsi).
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Dokaz. (Izreka H) Naj bo yo € Y ter f~(yo) = {1, 22, ..., 2.} C X. (Mnozica praslik je
koncna, saj je diskretna in je X kompaktna.) Po trditvi @ ima vsaka tocka z; € f~(yo)
neko odprto okolico U; C X, tako da ima enacba f(x) = y natanko st,, f = d; resitev
Tj1,---,2jq; € Uj za vsak y € Y v neki punktirani okolici tocke yo. Okolice U; izberimo
dovolj majhne, tako da so paroma disjunktne.

Ce je tocka y € Y dovolj blizu g, potem enacba f (x) = y nima nobene resitve x v mnozici
K := X\ Uj_, U;. V nasprotnem primeru bi nasli neko zaporedje tock {e;}?%, € K, tako
da bi veljalo lim; . f(e;) = yo. Ker je K kompaktna, ima zaporedje e; stekalisce e € K.
Iz zveznosti sledi f(e) = yo, kar je v protislovju s predpostavko f~(y) = {x1,...,x,}.

Iz trditve @ sledi, da so vse resitve x;1,...,2;4, € U; enacbe f(x) = y (kjer je y # yo
blizu yy) enostavne, torej stopnje ena. Odtod in iz zgoraj dokazanega dejstva, da ni drugih
resitev izven mnozice |J;_, Uj, sledi

dy)= Y stof =di+dy+ - +d, =d(y) €N
f(@)=y

za vse tocke y € Y, ki so dovolj blizu yg. Ker to velja za poljubno tocko y, € Y, je funkcija
Y 5y +— d(y) € N lokalno konstantna na Y, torej je konstantna, ¢e je Y povezana.

Isti dokaz pokaze tudi, da so tocke y € Y, v katerih je #f~!(y) < d, izolirane. O¢itno
je #f71(y) < d natanko tedaj, ko na vlaknu f~!(y) obstaja tocka x stopnje st,f > 1, to
je kriticna tocka preslikave f (glej def. ). Mnozico vseh kriti¢nih toc¢k oznacimo z brf.
Torej je

{yeY: #f(y) <d} = f(brf)

mnozica kriticnih vrednosti preslikave f. Ker je Y kompaktna, je ta mnozica konéna. [J

Trditev 8. Naj bosta X in Y kompakini povezani Riemannovi ploskvi. Nekonstantna
holomorfna preslikava f: X — Y ima stopnjo ena natanko tedaj, ko je f biholomorfna.

Dokaz. Ce je stf > 1, potem f ni injektivna in zato ni biholomorfna. V primeru stf = 1
pa je [ injektivna in zato biholomorfna na svojo sliko f(X) C Y. Ker sta X in Y
kompaktni in povezani, je f(X) =Y, torej je f biholomorfizem X na Y. O]

Primer 11. Videli smo, da je vsaka holomorfna preslikava f: .S — S Riemannove sfere
podana z neko racionalno funkcijo f = P/Q. Lahko vzamemo, da sta polinoma P in @
tuja, torej je ulomek okrajsan. Oznacimo stopnjo polinoma P s stP = n. Pokazi, da velja

stf = max{st P, st Q}.

Primer 12. Pokazi, da ima preslikava T — S torusa T v Riemannovo sfero S, dolo¢ena
z Weierstrasovo funkcijo p (glej primer ), stopnjo dve. Preslikav stopnje ena po trditvi
B ni, saj torus ni homeomorfen sferi. O]
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1.8 Prave holomorfne preslikave

V tem razdelku si bomo ogledali pojem prave preslikave ter izrek B o stopnji posplosili
na prave holomorfne preslikave Riemannovih ploskev. Prave holomorfne preslikave igrajo
pomembno vlogo v kompleksni analizi in geometriji.

Definicija 15. Zvezna preslikava f: X — Y se imenuje prava, e je za vsak kompakt
K C Y tudi njegova praslika f~!(K) kompakt.

Naloga. Naj bosta X in Y topoloski mnogoterosti. Dokazi naslednje trditve.

1. Ce je X kompaktna, je vsaka zvezna preslikava f: X — Y prava.

2. Preslikava f je prava natanko tedaj, ko je za vsako zaprto diskretno mnozico £ C X
tudi njena slika f(F) zaprta in diskretna v Y.

3. Naj bosta D; C R" in Dy C R™ omejeni odprti mnozici. Preslikava f: Dy — Dy je
prava natanko tedaj, ko za vsako zaporedje {z;} C D; z lastnostjo z; — 0D, velja
f(Z]) — (’3D2

4. Vsaka prava preslikava je zaprta. (To pomeni, da je slika vsake zaprte mnozice v X
zaprta mnozica v Y).

5. Ce je f: X — Y prava holomorfna preslikava Riemannovih ploskev, potem je pra-
slika f~1(y) C X poljubne tocke y € Y konéna mnozica v X.

6. Vsaka prava holomorfna preslikava f: C — C je polinom. (Glej dokaz izreka B.)

Velja tudi naslednji izrek o lokalizaciji prave preslikave.

Izrek 6. (Izrek o lokalizaciji prave preslikave) Naj bo f: X — Y prava preslikava,
K kompaktna mnozica vY in E = f~Y(K) C X njena praslika. Potem za vsako odprto
mnozico U C X, ki vsebuje E, obstaja odprta mnozica V- C 'Y, ki vsebuje K, tako da je
fY(v)cu.

Dokaz. V nasprotnem primeru bi obstajalo zaporedje x; € X \ U z lim;_,, f(z;) =y €
K. Ker je mnozica {f(z;)}jeny U K kompaktna in je f prava, je njena praslika L C X
kompaktna. Zaporedje x; € L ima torej neko konvergentno podzaporedje x;, — x¢ € L.
Tedaj je f(xo) =y € K. Ker je x; € X \ U za vse j € N, tocka zo ne lezi v E, kar je v
o¢itnem protislovju z definicijo mnozice E.

Izrek B lahko sedaj formuliramo v naslednji splosnejsi obliki.

Izrek 7 (Izrek o stopnji prave holomorfne preslikave). Naj bo f: X — Y prava holomorfna
preslikava povezanih Riemannovih ploskev. Potem je Stevilo d(y) ([L7.3) neodvisno od
tocke y € Y. To stevilo imenujemo stopnja preslikave f.
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Dokaz. Dokaz ostane prakti¢no nespremenjen, ¢e dodamo naslednji argument. Naj bo
yo € Y in f~Yy) = {x1,...,2,} C X; ta mnozica je kon¢na (glej zgornjo nalogo).
Izberimo odprte okolice z; € U; C X kot v dokazu. Po izreku o lokalizaciji prave preslikave
obstaja odprta okolica V' C Y tocke y, tako da je f~'(V) C U)_, U;. Enacha f(z) =y
torej nima reSitev izven mnozice U;LZI U;. Ostali sklepi v dokazu ostanejo nespremenjeni.
Mnozica razvejis¢ (oz. kritiénih tock) brf C X in njena slika f(brf) C Y sta diskretni, a
ne nujno koncni. O]

Primer 13. V prejsnji nalogi smo videli, da je vsaka prava holomorfna preslikava C — C
podana z nekim holomorfnim polinomom P. Stopnja te preslikave (v smislu zgornjega iz-
reka) je enaka stopnji polinoma P. To preslikavo lahko razsirimo do holomorfne preslikave
f: S — S Riemannove sfere, ki v toc¢ki co zavzame vrednost f(oc) = oo z veckratnostjo
n in nima drugih polov. [

Kot primer izreka @ si oglejmo prave preslikave enotnega diska D = {z € C: |z] < 1}.

Trditev 9. Vsaka prava holomorfna preslikava f: D — D je oblike

zZ—a

fe)=e’ [+

e
N 1—a;z

a,...,aq € D. (181)

=

Naloga. Pokazi, da je stopnja te preslikave enaka d in da se f razsiri do holomorfne
preslikave S — S stopnje d. (Tu je S = CU {oo} Riemannova sfera.) O

Dokaz. Oznacimo produkt na desni strani () kot funkcijo g(z). Produkt sestavljajo
avtomorfizmi diska, ki preslikajo rob 0D = {z € C : |z| = 1} nazaj v dD; torej je f prava
preslikava.

Obratno, naj bo f: D — D prava holomorfna preslikava. Torej ima f kontno mnogo
nicel, recimo ay, ...,ay € D, ki jih navajamo z njihovo algebrai¢no veckratnostjo. Naj bo g
produkt v (CX) s temi niclami. Kvocient h(z) := f(z)/g(z) je tedaj holomorfna funkcija
brez nicel na disku z lastnostjo lim,; |h(z)] = 1. Ce h ni konstantna, po principu
maksimuma velja |h(z)] < 1 za z € D. Ker je h # 0, lahko naredimo enak sklep za
funkcijo 1/h in dobimo 1/|h(z)|] < 1. To pomeni 1 < 1, kar pa ni res. Zato je h(z)
konstantna funkcija in |h| = 1, torej h = € za nek 6 € R. O

1.9 Krovni prostori

V tem razdelku bomo ponovili nekaj osnovnih dejstev iz elementarne homotopske teorije
in teorije krovnih prostorov. Za bolj poglobljeno obravnavo glej npr. [16]. Razdelek je
priprava na uniformizacijsko teorijo Riemannovih ploskev v &[T3 ter na Riemannov izrek
o obstoju razvejanih krovnih projekeij (izrek 77).
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V nadaljevanju bomo potrebovali naslednje dejstvo. Naj bo 7m: Y — X lokalni homeomor-
fizem topoloskih ploskev. Potem za vsako strukturo Riemannove ploskve na X obstaja
natanko ena (do biholomorfizma natanéno) struktura Riemannove ploskve na Y, tako da
je m holomorfna preslikava. Lokalne karte v kompleksnem atlasu na Y so kar kompozicije
¢q o T, kjer so ¢, lokalne karte v izbranem kompleksnem atlasu na X.

IX.1 Homotopija poti in preslikav

Naj bo X topoloska mnogoterost. (Obravnavane pojme lahko uspesno studiramo na
sirsem razredu topoloskih prostorov, ki so povezani s potmi in lokalno povezani s potmi.)

Homotopija poti v X z zacetno tocko p € X in koncéno tocko g € X je druzina poti
vs: [0,1] — X, ki je zvezno odvisna od parametra s € [0, 1], tako da za vsak s € [0, 1]
velja 75(0) = p in 75(1) = ¢.

Homotopijo poti lahko razumemo kot zvezno preslikavo v: [0, 1] — X; pri fiksni vrednosti
parametra s € [0, 1] dobimo pot [0, 1] 3 ¢t — v4(t) = (¢, s).

Poti vy in 73 s skupno zacetno tocko p in kon¢no tocko ¢ sta homotopni (y9 ~ 71), ¢e
obstaja homotopija poti od 7y do ~;.

V primeru p = ¢ so poti od p do q zanke v p. Dve zanki proglasimo za ekvivalenti, ¢e sta
homotopni (kot zanki v p). Mnozica ekvivalen¢nih razredov zank

m(X;p) = {[y]: 7 je zanka pripeta v tocki p}

se imenuje fundamentalna grupa prostora X z bazno tocko p. Lahko je preveriti, da
je to grupa za operacijo stik poti v4'; to je zanka, ki jo dobimo, ¢e gremo najprej po
prvi zanki v, zatem pa Se po drugi zanki +'.

Naloga. Dokazi, da je ekvivalenc¢ni razred stika zank [y7] odvisen samo od ekvivalen¢nih
razredov [y] in [7'], ni pa odvisen od izbire predstavnikov ekvivalen¢nih razredov.

Ce je X povezana mnogoterost, potem sta za poljubni dve tocki p, ¢ € X fundamentalni
grupi m1(X; p) in m1(X; ¢) med seboj izomorfni, vendar v splosnem nimamo naravne izbire
izomorfizma. Dejansko, ¢e izberemo pot A v X z zacetkom v p in koncem v ¢, potem
je za vsako zanko v v p pot ¥ = A7'y\ zanka v ¢. (Pri tem pomeni A~! inverzno pot,
ki jo dobimo s spremembo smeri na poti A.) Lahko je videti, da preslikava v — A7y
inducira izomorfizem ¢, : m (X;p) = m1(X;q). Ta izomorfizem je v splosnem odvisen
od homotopnega razreda poti A. Ce je X nekaj druga pot v X od p do ¢, je

X)X = )TN = (AN ) et
kjer je o = (N)*X. Odtod vidimo, da je

by = o] Lo ¢y 0 [o]: m(X;p) — m(X;q),
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pri ¢emer [o] oznacuje produkt na m(X;¢), induciran s stikom v +— 0. Torej se pri
zamenjavi poti izomorfizem m;(X;p) — m(X;q) spremeni za notranji avtomorfizem
grupe 71 (X;¢). Kljub temu, da nimamo naravnega izomorfizma med fundamentalnimi

grupami v razliénih baznih tockah, pogosto izpustimo bazno tocko in pisemo kar m(X).

Prostor X se imenuje enostavno povezan, ce je m(X;p) = 0 za vsako tocko p € X.
Ocitno je X enostavno povezan natanko tedaj, ko vsaka povezana komponenta X' prostora
X vsebuje tocko p € X', tako da je m (X’;p) = 0. Torej je X enostavno povezan natanko
tedaj, ko je vsaka njegova povezana komponenta enostavno povezana.

Vsaka zvezna preslikava f: X — Y inducira homomorfizem fundamentalnih grup

fe=m(f): m(X;p) = m (Y f(p)).

Preslikava f, je inducirana s kompozicijo: Za poljubno zanko v v X, pripeto v neki tocki
p € X, je fovy zanka v Y pripeta v f(p), njen homotopni razred v m(Y; f(p)) pa je
odvisen le od homotopnega razreda [y] € m(X;p). Torej dobimo na ta nacin preslikavo
fundamentalnih grup. Ker kompozicija ohranja operacijo ‘stik zank’ na fundamentalni
grupi, je f. homomorfizem grup.

Splosneje, za poljuben par topoloskih prostorov X, Y in zveznih preslikav f,g: Y — X je
homotopija od f do g zvezna preslikava F': Y x [0, 1] — X, tako da velja

F('70):f7 F('vl):g-

Homotopijo lahko razumemo kot druzino zveznih preslikav fs = F(-,s): Y — X, ki
je zvezno odvisna od parametra s € [0,1]. Preslikavi f,g : ¥ — X sta homotopni,
kar oznac¢imo f =~ g, ¢e obstaja homotopija od f do g. Podobno kot pri poteh zlahka
ugotovimo, da je ~ ekvivalen¢na relacija na mnozici C(Y, X) vseh zveznih preslikav Y —
X. Kvocientno mnozico, to je mnozico homotopnih razredov preslikav Y — X, oznac¢imo
z [Y, X].

IX.2 Enoliénost dviga in monodromijski izrek

Naj bosta 7: Y — X in f: Z — X zvezni preslikavi. Duvig preslikave f (glede na ) je
zvezna preslikava f: Z — Y, tako da je mo f = f.

Y

O
71 x
Trditev 10. Naj bo w: Y — X lokalni homeomorfizem in Z povezan topoloski prostor.

Denimo, da sta zvezni preslikavi fl, f2 Z —'Y dviga iste preshikave f: Z — X. Ce velja
fl(zo) fQ(Z()) za neko tocko zy € Z, potem je f1 = fa.
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Dokaz. Mnozica E = {z € Z: fi(z) = fa(2)} je odprta, ker je 7 lokalni homeomorfizem,
in zaprta, ker sta fi in f, zvezni preslikavi. Ce E ni prazna, sledi, da je enaka Z. O

Izrek 8 (Monodromijski izrek). Naj bo m: Y — X lokalni homeomorfizem in vs: [0,1] —
X (s € [0,1]) homotopija poti med tockama p in ¢ v X. Naj bo yo € Y, 7(yo) = p.
Recimo, da za vsak s € [0,1] obstaja dvig 7s: [0,1] = Y poti 75, tako da velja 75(0) = yo
za vsak s € [0,1]. Potem je konéna tocka 74(1) =: y; neodvisna od s € [0, 1].

Dokaz. Ker je 7 lokalni homeomorfizem, lahko s pomocjo enoli¢nosti lokalnih dvigov
pokazemo, da je druzina dvigov 75 zvezno odvisna od parametra s € [0,1]. (Dokaz je
podoben kot v izreku B spodaj, le da moramo privzeti obstoj dviga vsake poti v;.) Zato
je tudi konc¢na tocka 75(1) € Y zvezno odvisna od s. Ker je m(75(1)) = v5(1) = q za vsak
s € [0,1] in je vlakno 7'(q) C Y diskretno, je preslikava [0,1] 2 s — ,(1) e 77 1(q) C YV
konstantna. O

IX.3 Krovni prostori in dvigi preslikav

Definicija 16. Zvezna preslikava 7: Y — X je krovna projekcija ali krov nad X,
Y pa je krovni prostor nad prostorom X, ¢e ima vsaka tocka zy € X odprto okolico
U C X, tako da je 7~ }(U) = Ll; Vj, kjer so V; odprte paroma disjunktne podmnozice
Y ter je zozitev 7|y, : V; — U; homeomorfizem za vsak indeks j. Prostor X se imenuje
bazni prostor, Y pa totalni prostor krova.

Dva krova 7: Y — X in 7': Y’ — X (nad isto bazo X) sta izomorfna, ¢e obstaja
homeomorfizem ®: Y — Y’ ki zadoSca pogoju 7’ o & = 7.

P

—_— /

Y Y
)i( I—d>)l(
To pomeni, da ® preslika vsako vlakno 7~!'(x) = Y, prvega krova bijektivno na vlakno

Y] drugega krova nad isto bazno tocko z € X. Vsak tak homeomorfizem ®: Y — Y’ se
imenuje tzomorfizem krovnih prostorov.

Krov 7m: Y — X je trivialen, ¢e je izomorfen produktnemu krovu Y’ = X x F — X, kjer
je F neka diskretna mnozica. Ocitno lahko E identificiramo z vlaknom 7~!(z) danega
krova nad poljubno tocko =z € X.

Iz definicije krova sledi, da je vsak krovni prostor lokalno trivialen, to je, vsaka tocka
v bazi X ima odprto okolico U C X, nad katero je krov trivialen.

Naj bo X povezan. Krovna projekcija 7: Y — X se imenuje univerzalna krovna
projekcija (in'Y je univerzalni krovni prostor prostora X), ¢e je prostor Y povezan
in enostavno povezan.
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Sedaj bomo dokazali nekaj najpomembnejsih izrekov o obstoju dviga poti in dviga homo-
topije v krovu. Osnovni problem opisuje naslednji diagram, kjer je f : Z — X je dana
zvezna preslikava, vprasanje pa je obstoj dviga F' : Z — Y, to je zvezne prelikave, ki
zadoSca pogoju mo F' = f.

Y
2Ok
VAR ¢

Izrek 9 (Dvig poti v krovu). Ce je 7: Y — X krovna projekcija in je v: [0,1] — X pot

v X, potem za vsako tocko yo € Y, za katero je w(yo) = v(0), obstaja natanko ena pot
~¥:10,1] = Y, ki zadosca pogojema 5(0) = yo in mo7y = 7.

Dokaz. Izberemo delitev 0 = ¢y < ¢; < -+ < t, = 1 intervala [0, 1], tako da za vsak
k=0,1,...,n — 1 slika y([ty, tk+1]) C X segmenta [ty, 1] lezi v neki odprti povezani
mnozici Uy C X, nad katero je krov m: Y — X trivialen. Naj bo V{; C Y tista povezana
komponenta praslike 771(Up), ki vsebuje tocko yo. ZoZitev projekcije 7|y, : Vo — Uy je
homeomorfizem, zato lahko definiramo dvig 7 nad intervalom [0, ¢1] s predpisom

F(t) = (whe) " (v(1), 0<t<t.

Sedaj ponovimo isti postopek nad mnozico U;. Naj bo V; tista povezana komponenta
praslike 71 (U7), ki vsebuje tocko y; = J(t1). Dvig na [ty, t5] definiramo s predpisom

VO = (@) (1), <t <t
Po n korakih dobimo dvig () za vse t € [0, 1]. O

Izrek 10 (Dvig enostavno povezane domene v krovu). Naj bo 7: Y — X krovna pro-
jekcija. Ce je Z povezana in enostavno povezana, potem za vsako zvezno preslikavo
f:Z — X obstaja dvig F': Z — 'Y, torej velja wo ' = f. Dvig F' je natanko dolocen z
izborom vrednosti F'(z9) v poljubno izbrani tocki zy € Z.

Dokaz. Fiksirajmo tocko zy € Z. Za poljubno tocko z € Z izberemo pot v: [0,1] — Z
od v(0) = 29 do y(1) = z. Njena slika fo~:[0,1] = X je pot od tocke f(z)) € X do
tocke f(z). Izberimo tocko yy € Y, ki zadosca 7(yo) = f(20) € X. Po izreku @ obstaja
enoli¢no dolocen dvig 74: [0,1] — Y poti f oy z zacetno tocko 7(0) = yo. Konéna tocka
(1) je po monodromijskem izreku (izrek B) odvisna le od homotopnega razreda poti ~y
od zy do z. Ker je Z enostavno povezana, je zato 7(1) neodvisna od poti. Preslikava
F: Z — Y, definirana s predpisom F'(z) = (1), je dvig preslikave f. Ni tezko preveriti,
da je F zvezna, saj lahko bliznje tocke med seboj povezemo s potmi v majhni okolici. [

Posledica 3. Naj bo 7: Y — X krovna projekcija. Ce je bazni prostor X povezan in
enostavno povezan, je krov trivialen.
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Dokaz. Izberimo totko ro € X. Naj bo £ = 7 !(xy) C Y vlakno projekcije. Izberimo
tocko y € E. Ker je X enostavno povezan, lahko identiteto Idx: X — X dvignemo
do preslikave F,: X — Y, ki zadoS¢a pogojem 7 o F, = Idx in Fj(z¢) = y. Preslikava
¢: X x E — Y, podana s predpisom ®(z,y) = F,(x), je izomorfizem produktnega krova
7: X X FE— Xnakrovrm:Y — X. O

Naslednji rezultat o dvigu homotopije v krovu je posplositev izreka H.

Izrek 11 (Dvig homotopije). Naj bo w:Y — X krovna projekcija in f: Z x [0,1] — X
homotopija. Ce obstaja dvig Fo: Z — Y preslikave fo = f(-,0) : Z — X, potem obstaja
natanko en dvig F': Z x [0,1] — Y homotopije f, tako da je Fy = F(-,0).

Izrek je ilustriran na naslednjem diagramu:

Zx {0} sy
inkluzijal s

Zx[0,1] L~ x

Dokaz. Za vsako tocko z € Z je f* = f(z,-):[0,1] — X pot v X. Po izreku @ obstaja
natanko en dvig F#: [0,1] — Y poti f, z zacetno tocko Fy(z) € Y. Tako kot v dokazu
monodromijskega izreka B vidimo, da so dvigi F'* zvezno odvisni od tocke z € Z. Iz njih
sestavimo preslikavo F': Z x [0,1] — Y s predpisom F(z,t) = F*(t), t € [0,1]. O¢itno je
F' dvig homotopije f. O]

Izrek [ ima naslednjo ocitno posledico.

Posledica 4. Naj bo w: Y — X krov in fo, f1 : Z — X homotopni zvezni preslikavi.
Potem obstaja dvig preslikave fo v'Y natanko tedaj, ko obstaja dvig preslikave f; vY.

Posledica 5. Naj bo w: Y — X krovna preslikava. Potem je homomorfizem fundamen-
talni grup m.(m (Y)) — m(X) injektiven (monomorfizem).

Dokaz. Naj bo v zanka v Y, pripeta v neki tocki ¢ € Y. Potem je A = m oy zanka v X,
pripeta v tocki p = 7(q). Ce je A homotopno trivialna, lahko homotopijo A, od A; = A do
konstantne zanke \g v p dvignemo v homotopijo poti v; v Y z zacetno tocko q. Konéna
tocka te homotopije je neodvisna od parametra homotopije po monodromijskem izreku
(izrek B), torej je v, homotopija zank v ¢ z y; = «. O¢itno je v, konstantna zanka v ¢ in
je zato [y] =0 € m(Y). O

Naslednji izrek podaja zadosten in potreben pogoj za obstoj dviga preko induciranih
homomorfizmov fundamentalnih grup.
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Izrek 12. Naj bo w: Y — X krovna projekcija in f : Z — X zvezna preslikava. Pred-
postavimo, da sta X in Z povezani. Izberimo par tock zo € Z in yy € Y, tako da je
f(20) = m(yo). Potem obstaja zvezna preslikava F': Z — Y, ki zado$éa pogojema moF = f
in F(zy) = yo natanko tedaj, ko velja

fe(mi(Zs 20)) C mo(mi (Y5 90)).

Dokaz. Za poljubno tocko z € Z izberemo pot 7: [0,1] — Z od 7(0) = zy do (1) = =.
Naj bo f(z)) = 7(yy) € X in z = f(z) € X. Po izreku @ obstaja pot 7: [0,1] = Y z
zacetno tocko (0) = yo, ki zadoséa oy = f o (to je, ¥ je dvig poti fov: [0,1] — X).
Koné¢na tocka 5(1) € Y lezi nad tocko f o~(1) € X. Kot v dokazu izreka [0 bi zeleli
definirati dvig F' v tocki z s predpisom F(z) =7(1) € Y. V ta namen moramo preveriti,
da je tocka (1) neodvisna od izbire poti v med zp in z. Naj bo 4 neka druga pot v Z
od zp do z in naj bo ¥ dvig poti f o' z zacetno tocko yo. Zanka o = v(y')~! doloca
element fundamentalne grupe m(Z; zo). Po predpostavki lezi [f o o] = fi[o] € m(X; x0)
v sliki 7, (m1(Y;90)). Torej obstaja zanka A\ v tocki yo € Y, ki zadosca

(fo)(for)t=foo=mon

(Prva enakost je posledica definicij, bistvena je druga enakost.) Iz enoli¢nosti dviga sledi,
da se poti 7 in (3/)7! sestavita v zanko A, torej velja 7/(1) = 7(1). Iz dokazanega sledi,
da lahko definiramo dvig F': Z — Y preslikave f: Z — X s predpisom F(z) = 7(1) za
poljuben izbor poti v od 2y do z. O

IX.4 Krovne translacije

Naj bo m: Y — X krov. Homeomorfizem ¢g: Y — Y, ki zadoS¢a pogoju mog = 7
(torej preslika vsako vlakno 7~!(z) samo nase) se imenuje krovna translacija, ali tudi
krovna transformacija. Krovna translacija je izomorfizem krova samega nase, torej
avtomorfizem krova. Grupo vseh krovnih translacij ozna¢imo z Deck(7).

Krovna translacija je o¢itno dvig projekcije 7: Y — X glede na to isto projekcijo, kot je
prikazano v naslednjem diagramu:
Sl

Yy =X

Predpostavimo, da je Y povezana. Iz enoli¢nosti dviga preslikave v krov sledi, da je vsaka
krovna translacija ¢ € Deck(m) natanko doloc¢ena z vrednostjo g(yo) v poljubni tocki
yo € Y. Ceje g(yo) = yo za neko tocko yo € Y, potem je g = Idy identicna preslikava.
Nekonstantna krovna translacija torej nima nobene negibne tocke.

Krovna translacija torej doloca bijektivno preslikavo na vsakem vlaknu 7~1(z) (z € X).
Ce je vlakno konc¢no, torej mnozica z d elementi kjer je d stopnja preslikave 7, dobimo
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upodobitev grupe Deck(w) v grupi Sy vseh permutacij mnozice {1,2,...,d}. Ceje U C X
odprta povezana mnozica, nad katero je krov trivialen, 7= 1(U) = |_|j Viinjem: V; = U
homeomorfizem za vsak j, potem krovna translacija permutira mnozice V.

Ce je krov m: Y — X gladek (oz. holomorfen), je vsaka krovna preslikava gladka (oz.
holomorfna). To sledi iz zgoraj opisane lokalne reprezentacije krovne translacije kot per-
mutacije med mnozicami V; v prasliki 7—1(U).

Primer 14. 1. Preslikava C — C*, z — ¢?™ je univerzalen krov nad C* z vlaknom Z.
Krovne translacije so z — z + k, k € Z. Grupa krovnih translacij je torej 7Z, ki deluje na
C kot grupa translacij in je izomorfna fundamentalni grupi baznega prostora C*. Videli
bomo (glej izrek [3), da slednje velja v vsakem univerzalnem krovu.

2. Preslikava C* +— C*, 2z + 2% za nek d € N, je d-listni krov. Grupa krovnih translacij je
ciklicna grupa Zg = {0,1,...,d — 1}, ki deluje na C* z mnozZenjem z d-timi koreni enote,
torej (k, z) = e>™%/dz za k € Z,.

IX.5 Prostor orbit

Videli smo ze, da grupa Deck(w) krovnih translacij deluje na Y brez negibnih tock. Ni
tezko preveriti, da je to delovanje tudi povsem mezvezno, kar pomeni naslednje:

1. Za vsako tocko yy, € Y obstaja okolica V' C Y, tako da je gV NV = @ za vsak
g € Deck(m), g # 1d. (Tu je gV ={g(y): y € V'}.)

2. Za vsak par tock yo,y1 € Y, ki ne lezita na isti orbiti, obstajata odprti okolici
Vo 3 yo, Vi D y1, tako da je gV NV} = @ za vsak g € Deck(r).

Za dokaz prve tocke vzamemo xo = 7(yo) € X in izberemo povezano okolico g € U C X,
tako da je zozitev m : 771 (U) — U trivialen krov. Torej je 7~ }(U) disjunktna unija
odprtih mnozic Vj}, tako da je 7|y, — U homeomorfizem za vsak j. Odtod sledi, da vsaka
krovna translacija permutira mnozice V; med seboj. Ce je V povezana komponenta, ki
vsebuje tocko yo, je torej gV NV = & za vsak g € Deck(rw), g # Id.

Za dokaz tocke 2. opazimo, da imata tocki yg,y; € Y, ki ne lezita na isti orbiti grupe
Deck(n), razliéni projekciji o = m(yo), 21 = 7(y1) € X. Naj bosta zy € Uy C X in
x1 € Uy C X disjunktni okolici. Izberimo okolici yg € Vo C Y ter y; € V3 C Y, tako da je
7(V;) C U; zai =0,1. Tedaj je ocitno gVy, NV} = & za vsak g € Deck(m).

Krov 7: Y — X se imenuje regularen ali Galoisov, ¢e grupa krovnih translacij Deck()
deluje tranzitivno na vsakem vlaknu 7=!(z), * € X. V tem primeru je bazni prostor X
ravno prostor orbit tega delovanja.

Sedaj bomo opisali obratni postopek.
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Naj bo G abstraktna grupa. Delovanje grupe G na mnogoterosti Y kot grupa home-
omorfizmov je preslikava 8: G x Y — Y, tako da je za vsak element ¢ € G preslikava
0,=10(g9,-): Y — Y homeomorfizem mnogoterosti ¥ in velja

Oy = 0,00,  Vg.9 €G.
To je v resnici levo delovanje; podobno definiramo desno delovanje z zahtevo
Oy =0y00, Vg.g €G.

Analogno definiramo delovanje G kot grupe difeomorfizmov, biholomorfizmov ipd.

V nadaljevanju bomo delovanje grupnega elementa g € GG na elementu x € X oznacili kar
z gx (v primeru levega delovanja) oz. zg (v primeru desnega delovanja).

Primer 15. Grupa GL,(R) vseh obrnljivih n x n matrik deluje na R™ s predpisom
(A,v) — Av (produkt matrike in vektorja). Podobno grupa GL, (C) deluje na C". O¢itno
sta to levi delovanji. Desno delovanje dobimo, ¢e piSemo vektorje v € R™ kot vrstice in
definiramo (A,v) — vA. Primer desnega delovanja je tudi (A,v) — A v (kjer je v
stolpec), saj je (AB) v = B~'A~'v, torej najprej deluje A in Sele nato B.

Primer 16. Grupa Z deluje na R kot grupa translacij (n,z) — z +n. Grupa Z? deluje
na C kot grupa translacij (k,n)-z = z + k + in.

Primer 17. Vsako levo delovanje grupe lahko obravnavamo tudi kot desno in obratno, kar
nam pokaze naslednji razmislek. Grupi G priredimo obratno grupo G* s produktom
(g,h) — g* h := hg (to je, vrstni red produkta je obrnjen). Ocitno je (G*)* = G.
Grupa G je enaka svoji obratni grupi G* natanko tedaj, ko je abelova (komutativna).
Grupa G je izomorfna obratni grupi G* preko preslikave G > g — ¢! € G*; ker je
(gh)™r = h=lg7t = g1 x h™! za vsak par g,h € G, je to res homomorfizem. Ce deluje
G na prostoru X na desni predpisom (z,¢g) — xg, G* deluje na X na levi s predpisom
gr = xg. Res, za vsak par elementov g, h € G je

(g* h)x = (hg)x = z(hg) = (zh)g,

torej imamo levo delovanje grupe G* na X (najprej deluje h in zatem g).

Delovanje 6: G x Y — Y je zvesto, ce je 0,: Y — Y enaka identiteti natanko tedaj,
ko je g = 1 enota grupe G. S prehodom na kvocientno grupo G/Gy po jedru delovanja
Go ={g € G: 60, =1dy} vselej dobimo zvesto delovanje. V nadaljevanju bomo delovanje
grupe oznacevali z 6,(y) = gy ter bomo vselej predpostavili, da je delovanje zvesto.

Denimo sedaj, da grupa G deluje (na levi) kot grupa homeomorfizmov na topoloski mno-
goterosti Y. Za vsako tocko y € Y oznacimo z Gy njeno orbito:

Gy={gy:g€G}.



30 Poglavje I. Uvod v Riemannove ploskve

Trditev 11. Ce grupa G deluje kot grupa homeomorfizmov naY povsem nezvezno in brez
negibnih tock, potem ima prostor orbit

X=Y/G={Gy:yeY}

strukturo topoloske mnogoterosti, tako da je kvocientna projekcija w: Y — X, w(y) = Gy,
krovna projekcija in je G = Deck(m) njena grupa krovnih translacij.

Analogen rezultat velja v gladkem ali holomorfnem primeru. Konkretno, ¢e je Y Rieman-
nova ploskev, na kateri deluje neka grupa holomorfnih avtomorfizmov G C AutY povsem
nezvezno in brez negibnih tock, ima prostor orbit X =Y /G strukturo Riemannove ploskev,
tako da je m: Y — X holomorfna krovna projekcija in Deck(mw) = G.

Dokaz je preprost in sledi konstrukeiji kompleksnih torusov v razdelku (3. Za podrobnosti,
glej npr. Boothby [B] ali [T0]. O¢itno je vsak krov, dobljen z delovanjem grupe kot je
opisano zgoraj, je torej regularen, saj grupa deluje tranzitivno na vsaki orbiti.

IX.6 Obstoj in klasifikacija krovnih prostorov

Najprej bomo konstruirali univerzalni krov nad dano mnogoterostjo X (oz. nad poljubnim
topoloskim prostorom, ki je povezan s potmi in lokalno povezan s potmi).

Izrek 13. Za vsako povezano mmnogoterost X obstaja povezana in enostavno povezana
mnogoterost X ter (univerzalna) krovna projekcija w: X — X. MnoZica Deck(m) krov-
nih translacij je izomorfna fundamentalni grupi m (X). Univerzalni krov je dolocen do
izomorfizma krovov natancno.

Dokaz. Najprej dokazimo enoli¢nost. Denimo, da sta 7: Y — X in 7": Y’ — X dve
krovni projekeiji, kjer sta mnogoterosti Y in Y’ povezani in enostavno povezani. Izberimo
totko p € X in par tock y € 771 (p) € Y ter ¢ € (')} (p) € Y. Po izreku M obstajata
preslikavi @: Y — Y’ in ¥: Y’ — Y, ki zadoscata pogojem

Tod=m Oy =y, ToW =m0 Y{)=y. (I.9.1)

Iz teh pogojev sledi, da preslikava © = W o ®: Y — Y zadosta 10 © = 7 in O(y) =
y. Odtod sledi, da je ©: Y — Y krovna projekcija. Ker je Y povezana in enostavno
povezana, po trditvi B sledi © = Idy. Analogno vidimo, da je ® o W = Idy~.

Sedaj bomo podali dokaz obstoja univerzalnega krova. Izberimo tocko py € X. Za vsako
tocko p € X naj bo X, mnozica vseh homotopnih razredov poti v X od py do p. Naj bo
X = |_|p€X X, disjunktna unija s projekcijo m: X — X, ki preslika X, v tocko p.

Trdimo, da obstaja na X struktura topoloske mnogoterosti, tako da je m: X — X uni-
verzalna krovna projekcija in je X povezana ter enostavno povezana. Za dokaz izberimo
poljubno tocko ¢ € X in neko povezano in enostavno povezano odprto okolico U C X
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tocke ¢. Izberimo pot A: [0, 1] — X od A(0) = pg do A(1) = ¢q. Za vsak t € [0, 1] oznac¢imo
z At [0,1] = X pot
Ae(s) = A(st), s €0,1].

Ocitno je Ar pot od A\t(0) = po do A\(1) = A(t); torej je preslikava

0,1] 3¢t — [N] € X
dvig poti A v totalni prostor X. Opazujmo sedaj mnozico poti
Vi ={\o : 0 jepot v U in o(0) = ¢}.

Ker je U enostavno povezana, sta poljubni dve poti 0,0’ v U od ¢ do poljubne tocke
p € U homotopni, torej sta tudi poti Ao in Ae’ homotopni. Odtod sledi, da se mnozica

Va={[\o] € X: 0 je pot v U in 0(0) = ¢}

s projekcijo 7 preslika bijektivno na U. Za dve razliéni poti A\, \' v X od pg do ¢ velja
Vy = Vi, e sta poti A\, \ homotopni, in V) N Vy = & sicer. Poleg tega lahko vsako pot
A v X od py do p € U predstavimo v obliki Ao, kjer je A pot od py do ¢ in je o pot v
U od ¢ do p. Odtod sledi, da je 7'(U) enaka disjunktni uniji mnozic Vy, za paroma
nehomotopne poti A; od pg do g.

Topologijo na X definiramo z zahtevo, da je vsaka bijekcija 7: V), — U homeomorfizem.
Torej je m: X — X krovna projekcija, ki je trivialna nad vsako od mnozic U C X v
zgornji konstrukeiji.

Da je X povezana sledi iz dejstva, da je vsak par poti v X z isto zac¢etno tocko pg € X
in poljubno konc¢no tocko med seboj homotopen preko homotopije, ki fiksira le zacetno
tocko. (Pot lahko homotopno skréimo v zacetno tocko, ¢e je koncna tocka prosta.)

Sedaj moramo dokazati Se, da je X enostavno povezana. Izberimo tocko py € X , ki
ustreza konstantni poti 7o(t) = pp € X. Naj bo A poljubna zanka v X, pripeta v pg. Njena
projekcija v = mo A je zanka v X, pripeta v pg. Po izreku 8 (o obstoju in enoli¢nosti dviga
poti v krov) je A dvig poti v z zacetno tocko A(0) = py. Torej je A(1) = [4] € X, ravno
element, ki ga doloca razred zanke v v fundamentalni grupi m;(X;py). Ker je A zanka, je
[v] = 0 € m(X;po), torej je v homotopna konstanti. Dvig te homotopije (glej izrek @)
ter monodromijski izrek (izrek B) nam povesta, da je tudi A homotopna konstantni zanki
[0,1] 5 t — po. Ker je bila A\ poljubna zanka v py € X, sledi m()?;ﬁo) = 0. Ker je X
povezana, to velja za poljubno tocko py € X.

Fundamentalna grupa m(X;po) deluje na X kot grupa krovnih translacij s predpisom, ki
priredi poljubni zanki v v X, pripeti v tocki pg, ter poti A v X od py do p, pot YA v X
od py do p:

m(X;p0) X X 3 (1], [A]) — [vA € X
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Preverimo lahko, da je element [yA] € X odvisen samo od homotopskih razredov zanke ~
v pp in poti A od pg do p. Iz konstrukcije sledi, da m (X; py) deluje zvesto in tranzitivno
na vsakem vlaknu. Na vlaknu )?pg = m1(X;po) je to ravno delovanje grupe 71 (X;po) na
sami sebi kot levi produkt. O]

Podobna konstrukcija nam da naslednji splosnejsi izrek.

Izrek 14. Naj bo X povezana mnogoterost in p € X poljubna tocka. Za vsako podgrupo
G C m(X;p) fundamentalne grupe X obstaja povezana mnogoterost Y ter krovna projek-
cijam:Y — X, tako da za poljubno tocko q € 7=(p) € Y wvelja

m(m(Y;q) = gGg~" za nek g € m(X;p).

Grupa krovnih translacij je Deck(n) = H/G, kjer je H C m(X; p) normalizator podgrupe
G (glej (TIA)); ce je G edinka v m(X;p), je Deck(m) = m(X;p)/G. KrovY — X s to
lastnostjo je dolocen do izomorfizma krovov natancno.

Ker je 7, injektiven homomorfizem grup, sledi m;(Y") = G.

Dokaz. Mnogoterost Y lahko konstruiramo kot mnozico vseh ekvivalenc¢nih razredov poti
v v X z zacetno tocko A(0) = p € X glede na ekvivalenéno relacijo

A~ N = A1) =XN1)in [ AMN) T e G cm(X;p).

To pomeni, da je Y kvocient univerzalnega krovnega prostora X = X po grupi G,
ki deluje na X kot grupa krovnih translacij. Na vlaknu X, = m(X;p) je to ravno
delovanje podgrupe G na grupi m1(X;p) z mnozenjem na levi. Orbita tocke h € m1(X;p)
je Gh = {gh : g € G}, torej desni faktorski razred grupe G. Vlakno Y, nad tocko p € X je
enako prostoru orbit grupe G, torej desni faktorski mnozici {Gg : g € m(X; p)} podgrupe
G v m(X;p). Poleg tega imamo univerzalno krovno projekcijo XYz grupo krovnih
translacij, ki je izomorfna grupi m;(Y’) po izreku L3.

Faktorska mnozica 7 (X; p)/G je grupa z operacijo podedovano iz w1 (X; p) natanko tedaj,
ko je G podgrupa edinka grupe 7 (X;p). V tem primeru je kvocientna grupa m (X;p)/G
izomorfna grupi krovnih translacij krova Y — X, kar vidimo takole. Tocka y € Y, v
vlaknu nad x € X je dolocena s homotopnim razredom poti v X od p do z, pri ¢emer
dve taki poti A\, ' dolocata isti element y natanko tedaj, ko zanka o := A\(\)~! v p doloca
element [o] podgrupe G C m1(X;p). Naj bo « poljubna zanka v p € X. Poti YA in v\ v
X od p do x dolocata isti element vlakna Y, natanko tedaj, ko velja

(A (X)) = WAN) I = Dol e G.

To velja za vsak element g = [o] € G natanko tedaj, ko je

MGh]™ =G (1.9.2)
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Stik (v, A) — YA z zanko « torej doloca krovno translacijo Y — Y nad X natanko tedaj,
ko velja (C2). Mnozica

H={Q]em(X;p): HGh]" =G} (L.9.3)

se imenuje normalizator podgrupe G v grupi m(X;p). Ocitno je G << H podgrupa
edinka v H in je H najvecja podgrupa v m;(X;p) s to lastnostjo. Odtod vidimo, da je
grupa krovnih translacij krova Y — X enaka grupi H/G, in je enaka m1(X;p)/G natanko
tedaj, ko je G edinka v 71 (X; p).

Cestam: Y — X in 7: Y — X dva krova, ki zadosc¢ata pogojem izreka, izrek I2
zagotavlja obstoj preslikav ®: Y — Y’ in ¥: Y’ — Y| ki zadoscata (CI); torej sta ® in
U med seboj inverzna izomorfizma krovov. (Za podrobnosti glej dokaz izreka (I3).) O

Naslednji izrek je povzetek spoznanj v tem razdelku.

Izrek 15. Za vsako povezano mmnogoterost X obstaja bijektivna korespondenca med ko-
njugacijskimi razredi podgrup G fundamentalne grupe m (X) in izomorfnostnimi razredi
krovnih prostorov mg: Yo — X s povezanim totalnim prostorom Yq, fundamentalno grupo
m(Ye) = G in grupo krovnih translacij Deck(mg) = H/G, kjer je H normalizator pod-
grupe G v m(X). Ce je G < 7 (X) podgrupa edinka, je Deck(rg) = 7 (X)/G.

Ce je fundamentalna grupa (X) abelova, so vse njene podgrupe edinke, zato so vsi krovi
nad X Galoisovi.

Ce je X — X univerzalni krov, potem za vsak krov g : Y5 — X obstaja krovna projekcija
7: X — Yg, za katero je Deck(7) = m(Yg) = G.

Izrek I3 velja v vseh razredih krovnih prostorov. Ce je Y kompleksna mnogoterost (npr.
Riemannova ploskev) in je G C Aut Y grupa holomorfnih avtomorfizmov, ki deluje na Y
povsem nezvezno in brez negibnih tock, dobimo normalen holomorfen krov 7: ¥ — X =
Y/G z grupo krovnih translacij Deck(r) = G. Obratno, ¢e je 7: Y — X holomorfna
krovna projekcija, je vsaka krovna preslikava holomorfen avtomorfizem mnogoterosti Y,
torej je Deck(m) C AutY.

Primer 18. Preslikava .
p:C—C", p(z) = ™,

je univerzalni krov nad C*. Fundamentalna grupa baznega prostora, m (C*) = Z, je
abelova in deluje na C kot grupa krovnih translacij z — 2z + k, k € Z. Vsaka podgrupa
G C Z je oblike G =nZ = {nk : k € Z} = Z za nek n € N. Pripada ji krov

pp Y =C" — C", pn(z) = 2",

z grupo krovnih translacij Deck(p,) = Z/nZ = Z,, = {0,1,...,n — 1}, ki deluje na C*
s predpisom z s e*™¥/"y k¢ Z,. (Glej primer [.) Preslikava p’ : C — Y = C*,
2+ e?™#/" e univerzalna krovna projekcija in velja p = p, o p'.
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[.10 Uniformizacija Riemannovih ploskev

Glavni rezultat, omenjen brez dokaza v tem razdelku, je Riemann-Koebejev izrek
o klasifikaciji enostavno povezanih Riemanovih ploskev. Ta izrek nam skupaj s teorijo
krovnih prostorov iz prejSnjega razdelka omogoca predstaviti vsako Riemannovo ploskev
kot holomorfen kvocient ene od treh ploskev: Rimannove sfere S = CP!, kompleksne
ravnine C, ali enotnega diska ID. Videli bomo, da S pokriva le samo sebe, C pa pokriva
samo sebe, punktirano ravnino C* ter kompleksne toruse. Vse ostale Riemannove ploskve
so holomorfni kvocienti diska D.

Naj bo X Riemannova ploskev. Po rezultatih prejSnjega razdelka obstaja univerzalna
krovna projekcija m: Y — X. Na ploskvi Y obstaja natanko dolocena struktura Rieman-
nove ploskve, za katero je m holomorfna krovna projekcija. Torej je X = Y /G holomorfni
kvocient ploskve Y po neki grupi G C AutY holomorfnih avtomorfizmov ploskve Y, ki
deluje na Y povsem nezvezno in brez negibnih tock. (G je ravno grupa krovnih translacij
krovne projekcije 7 in je izomorfna fundamentalni grupi 71 (X) ploskve Y.)

To pomeni, da dobimo vse Riemannove ploskve tako, da

(A) najprej poiscéemo vse enostavno povezane Riemannove ploskve Y;

(B) za vsako od ploskev Y v tocki (A) poiséemo vse podgrupe G C AutY grupe holo-
morfnih avtomorfizmov, ki delujejo na Y povsem nezvezno in brez negibnih tock.

Odgovor na tocko (A) nam podaja naslednji klasi¢ni izrek. Sorazmerno preprost dokaz
lahko najdemo v [I8].

Izrek 16. (Riemann — Koebe) Vsaka povezana in enostavno povezana Riemannova
ploskev je biholomorfna eni od ploskev CP' (Riemannova sfera), C, ali D (enotni disk).

Navedeni izrek je posplositev Riemannovega upodobitvenega izreka, po katerem je
vsako enostavno povezano obmocje €2 v C, ki ni enako C, biholomorfno disku D. Ta
klasicen rezultat je dokazan v vsakem standardnem ucbeniku iz kompleksne analize.

CP! je kompaktna in zato ni homeomorfna drugima dvema. Ploskvi C in D sta gladko
difeomorfni, biholomorfni pa nista, saj je po Liouvillejevem izreku vsaka omejena holo-
morfna funkcija na C konstantna.

Za resitev drugega vpraSanja si ogledamo grupe avtomorfizmov teh treh enostavno pove-
zanih Riemannovih ploskev.

Avtomorfizmi Riemannove sfere so ulomljene linearne funkcije

b
Aut(CP!) = {z — Zid ca,b,e,d € C, ad — be £ o} . (1.10.1)
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Lahko je videti, da ima vsaka taka preslikava negibno tocko. Torej grupa Aut(CP') ne
vsebuje nobene netrivialne podgrupe, ki bi delovala brez negibnih tock, zato Riemannova
sfera CP! nima nobenega netrivialnega kvocienta. Drugace povedano, ¢e je m: CP! — X
krovna preslikava, je 7 biholomorfna in X = CP*.

Holomorfni avtomorfizmi ravnine C so afino linearne funkcije z +— az + b, a # 0. Ta
preslikava je brez negibne tocke natanko tedaj, ko je a = 1 in b # 0, torej ko je translacija
¢p(z) = z+ b. Torej moramo poiskati podgrupe v Abelovi grupi C, ki delujejo povsem
nezvezno na C kot grupa translacij.

Naj bo G = (¢) neskonéna cikli¢na grupa, generirana z eno translacijo. Preprosto je
preveriti, da G' deluje na C povsem nezvezno. Kvocient C/G je biholomorfen punktirani
ravnini C*; kvocientno projekcijo 7: C — C/G = C* realizira funkcija 7(z) = e>™/?,
(Glej razdelek [C3.) S pomocjo konjugacije (linearne zamenjave koordinate na C) lahko
prevedemo na primer periode b = 1.

Drug mozen primer je G = (¢, , dp,), torej ko imamo ciklicno grupo z dvema genera-
torjema by,by € C*. Ce je razmerje by /by realno, je bodisi G' neskoncna cikli¢cna grupa
z enim generatorjem (to je v primeru, ko je b; /by racionalno stevilo in sta zato by in by
celostevilska veckratnika istega Stevila b) in smo v prejdnjem primeru, bodisi je razmerje
b1 /by iracionalno stevilo; v tem primeru grupa ne deluje povsem nezvezno, saj je orbita
tocke 0 € C povsod gosta na realni premici skozi b; in by. Denimo sedaj, da razmerje
by /by ni realno. S konjugacijo prevedemo na primer b; = 1, by = w € C\ R. Kvocient
C/G je sedaj kompleksni torus, dolocen s stevilom w. (Glej razdelek [3.)

Punktirana ravnina in kompleksni torusi so edini holomorfni kvocienti ravnine C. To
vidimo z analizo podgrup G C C z vsaj tremi generatorji: bodisi lahko reduciramo na
primer grupe z najve¢ dvema generatorjema, kot smo naredili v prejsSnjem primeru, bodisi
grupa ne deluje povsem nezvezno kot grupa translacij ravnine C.

Vse ostale Riemannove ploskve so holomorfni kvocienti diska ID. Teh je zelo veliko, kot
bomo videli pri topoloski klasifikaciji v naslednjem razdelku. Razlog je, da ima grupa
holomorfnih avtomorfizmov diska,

Z—aQ

Aut]D):{zr—)ew ; aG]D),QG]R},

1—az
veliko podgrup, ki delujejo na D povsem nezvezno in brez negibnih tock.

Namesto diska lahko uporabimo tudi zgornjo polravnino H = {z +iy € C : y > 0} z
grupo avtomorfizmov

az+b
cz+d

AutH:{zH ca,b,c,d €R, ad—bc:l}.

(Primerjaj z (ICI0CT).)
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I.11 Razvejani krovi in Riemannov eksistenc¢ni izrek

Naj bosta X in Y povezani Riemannovi ploskvi in F' : X — Y prava holomorfna pre-
slikava. Po izreku B obstajata stevilo d € N (stopnja preslikave F') in zaprta diskretna
podmnozica A = F(brF) C Y, tako da ima vlakno F~!(y) natanko d razliénih tock za
y €Y =Y \ A ter manj kot d tock za y € A. Pri tem je brF mnozica kritiénih tock
(razvejisc) preslikave F' ter F(brF) = A mnozica njenih kritiénih vrednosti. Oznacimo
A’ = F7Y(A) (zaprta diskretna mnozica v X) ter X’ = X \ A’. Zozitev

f=Flx: X'=X\A'—Y' =Y \A

je tedaj d-listna krovna projekcija. Preslikavi F': X — Y zato pravimo razvejana
krovna projekcija; njena razvejisca so v kritiénih tockah x € brF.

Sedaj bomo dokazali naslednji obratni izrek.

Izrek 17. Naj bo Y povezana Riemannova ploskev, A C Y diskretna podmnoZica in
f: X' =Y =Y\A konéno listna holomorfna krovna projekcija. Potem obstaja Rieman-
nova ploskev X, ki vsebuje X' kot domeno z diskretnim komplementom A’ := X \ X', ter
prava holomorfna preslikava F: X — Y, tako da je F|x: = f in F(A") = A.

Dokaz. Fiksirajmo tocko yo € A in odprt disk D C Y okrog v, tako da je DNA = {y}.
Naj bo D* = D\ {yo} punktiran disk. Totalni prostor krovne projekcije f~'(D*) — D*
ima koncno mnogo povezanih komponent Xi,...,X,,. Za vsak 7 = 1,...,m je zozitev
flx; + X; = D* krovna projekcija stopnje d;, pri cemer je dy + ...+ d,, = d. Ker je
71 (D*) = Z, je krov f|x, : X; — D* dolocen s podgrupo d;Z C Z indeksa d;, grupa
njegovih krovnih translacij pa je ciklicna grupa Z/d;Z = {0,1,...,d; — 1} reda d;. Do
izomorfizma krovov nata¢no je edini krov s temi podatki podan s prelikavo z — 2% na
punktiranem disku D* = {z € C : 0 < |z| < 1}. To pomeni, da obstaja biholomorfna
preslikava ¢;: D* — X, tako da je fop;(z) = ¢;(2%) za vsak z € D*. Za j = 1 definiramo

X; = X' Uy, D,

to je identifikacijski prostor, ki ga dobimo iz disjunktne unije X’ LID tako, da vsako tocko
z € D* identificiramo s tocko ¢1(z) € X; C X. Ker je ¢ biholomorfna, lahko vzamemo
njen invez za novo lokalno karto na X;. Identifikacijska topologija na X, Hausdorffova,
ker je za vsako zaporedje z; € D z lim; z; = 0 prirejeno zaporedje ¢(z;) € X' divergentno.
Torej je X; je Riemannova ploskev. Tocka 0 € I ustreza edini tocki {z;} = X; \ X'.
Preslikavo f : X’ — Y razsirimo v tocko z1 s predpisom f(x1) = yo. 1z definicij sledi, da
je f holomorfna in ima stopnjo d; v ;. (V lokalni karti ¢t : D — D* je f ekvivalentna
preslikavi D 3 2z — 2% € D.)

Isti postopek ponovimo za vse ostale povezane komponente Xo, ..., X, mnozice f~1(D*),
torej dodamo prostoru X’ ravno m tock. Nato ponovimo isti postopek v vseh ostalih
tockah mnozice A. Vsaka od opisanih modifikacij doda po eno tocko v ploskev. V limiti
dobimo Riemannovo ploskev X ter pravo holomorfno preslikavo F': X — Y kot v izreku.

m
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I.12 Normalizacija algebrai¢nih krivulj

V tem razdelku bomo pokazali, da je vsaka algebrai¢na krivulja C' v C? ali v CP? slika
neke injektivne holomorfne preslikave F': X — C' z Riemannove ploskve X.

Algebrai¢na krivulja v C? (ali afina krivulja) je mnozica nicel C' = {P = 0} nekon-
stantnega holomorfnega polinoma P € C[z,w] na C%. Splosneje, algebrai¢na krivulja
v C" za n > 1 je mnozica skupnih nicel konéne druzine holomorfnih polinomov, ki je
kompleksne dimenzije ena v vsaki regularni tocki. V splosnem potrebujemo vsaj n — 1
polinomov; v primeru n = 2 vselej zados¢a en sam polinom. Algebrai¢na krivulja v CIP?
(ali projektivna krivulja) je mnozica

C'={[20: 21 : 22] € CP*: P(20, 21,2) =0},

kjer je P nekonstanten homogen polinom P € Clzy, 21.29] na C3. Presek krivulje C' s
poljubno afino kompleksno ravnino C? C CP? je o¢itno afino algebrai¢na krivulja. Npr.,
CN{z #0} = {(21,22) € C*: P(1, 21, 29) = 0}. Podobno je algebrai¢na krivulja v CP"
mnozica skupnih nicel vsaj n — 1 homogenih polinomov, ki je kompleksne dimenzije ena
v vsaki regularni tocki.

Naj bo P(z,w) nekonstanten holomorfen polinom stopnje d > 1. Ceje d = 1, je P linearen
in mnozica {P = 0} je afina premica. Ker je za vsak n € N kolobar C[z,...,z,] vseh
holomorfnih polinomov v n kompleksnih spremenljivkah Gaussov kolobar (to je, kolobar z
enoli¢no faktorizacijo), lahko vzamemo, da je P ireducibilen. Ce je P = P, - - - P,, produkt
nerazcepnih polinomov, je ocitno

{P=0y=Jtr; =0},

zato zadosca obravnavati nerazcepne polinome.

Izrek 18 (Izrek o normalizaciji algebraicne krivulje v C?). Ce je P € C[z,w] nerazcepen
nekonstanten holomorfen polinom, obstaja povezana nekompaktna Riemannova ploskev
X in surjektivna holomorfna preslikava F : X — C = {P = 0}, ki je bijektivna na
komplementu neke koncéne mnozice tock v X.

Opomba. Ce je C vlozena Riemannova ploskev v C? (brez singularnosti), potem je holo-
morfna preslikava F' : X — C', ki je bijektivna izven neke konéne mnozice, biholomorfna.
V splosnem temu ni tako, saj ima lahko krivulja C' samopresecisca. Videli bomo, da
ima C najve¢ konéno mnogo singularnih tock Cgng = {p1,...,pm}, tako da je komple-
ment Cree = C'\ Cgpe Riemannova ploskev. Preslikava F' : X — C' v izreku se imenuje
normalizacija krivulje C in je dolocena do biholomorfizma natancno.

Dokaz. Naj bo P = P;+ Py_1 + ...+ B, kjer je d stopnja polinoma P in je P; homogen
polinom stopnje j. Mnozica Cy = {P; = 0} je stozec v C?, unija konéno mnogo komple-
ksnih premic skozi izhodisée. Po linearni zamenjavi koordinat lahko predpostavimo, da
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koordinatna w-os (to je, premica {z = 0}) ne lezi v Cy. Ekvivalentno, P(0,w) = cw? za

nek ¢ # 0; lahko vzamemo, da je ¢ = 1. Torej je
P(z,w) = w4+ a1 (2)w™ ' + -+ ag_1(2)w + aq(2), (I.12.1)

kjer je a;j(z) holomorfen polinom stopnje j v spremenljivki z za vsak j =1,...,d.

Za vsako fiksno vrednost z € C ima polinom w +— P(z,w) stopnje d natan¢no d nicel
wy(z), ..., wq(z) steto z algebraiéno veckratnostjo. Naj bo dy < d najvecje stevilo razlicnih
nicel polinoma P(z,-) in

A ={z e C: P(z ) ima manj kot dy razli¢cnih nicel}.

Trditev 12. Ce je P nerazcepen polinom, je dy = d. MnoZica A je konéna. Za vsako
tocko zy € C\ A obstaja okolica U C C\ A in holomorfne funkcije ay,...,aq: U — C s
paroma disjunktnimi grafi, tako da je

P(z,a;(2)) =0, zeU, j=1,....d.

Dokaz. Za poenostavitev oznak privzemimo, da velja dy = d. Argumenti ne bodo odvisni
od te predpostavke, ki jo bomo utemeljili na koncu dokaza. (V primeru dy < d bomo
pokazali, da je polinom P razcepen v nasprotju s predpostavko.)

Naj bo zp € C\ A in naj bodo w; = a;(20) za j = 1, ..., d razli¢ne nicle polinoma P(z, - );
vse te nicle so torej enostavne. Izberimo dovolj majhno Stevilo » > 0, tako da so zaprti
diski D; ={w e C: |w—wj;| <r} (j =1,...,d) paroma disjunktni. Torej P nima nicel

na uniji kroznic I' = U;lzl bD;. Zaradi zveznosti obstaja majhen ¢ > 0, tako da P nima

nicel na mnozici D(zg,0) x I'. Za vsak z € D(20,0) in j = 1,...,d si oglejmo integral
1 OwP(z,w) /0w
() = — dw.
n;(2) 2mi j{w_wﬂ P(z,w) v

Ker P nima nicel na integracijski domeni, je stevilo n;(z) dobro definirano in zvezno
odvisno od z € (2, d). Po principu argumenta je n;(z) € N enako Stevilu nicel funkcije
P(z,-) na disku D, steto z veckratnostmi. Ker je po predpostavki n;(zp) = 1 za vsak j,
sledi nj(z) = 1 za vsak z € D(zp,6) in j = 1,...,d. Torej ima polinom P(z,-) natanko
eno niclo a;(2) € lo)j za vsak z € D(zg,6). Po principu argumenta je

1 OwP(z,w)/0w
N 2_71'1 fjwwﬂ v P(Z, U}) -

;(2)

Ker je integrand holomorfna funkcija spremenljivke z € D(zg, 0), je funkcija a; holomorfna
na D(zp,0) za vsak j = 1,...,d. Nad diskom D(zg, d) velja

P(z,w) = [J(w—a;(2)), 2 € D(20,0). (1.12.2)

J=1
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Ker to velja v okolici poljubne tocke zp € C\ A, je mnozica C\ A odprta in koordinatna
projekcija p: C? — C, p(z,w) = z, definira d-listno holomorfno krovno projekcijo

p:C\p '(A) = C\A. (I.12.3)

Tu je C = {P = 0}.

Dokazimo sedaj, da je mnozica A konéna. Definirajmo funkcijo o: C\A — C* s predpisom

o(z)= [ (ai(x) —a;(2))*

1<i<j<d

Ne glede na to, da so funkcije a;(2) dobro definirane samo lokalno na diskih v C\ A, je
vsak njihov simetri¢en polinom Q (a4 (z), ..., a4(2)) (in o je tak polinom) dobro definirana
holomorfna funkcija na C\ A. Iz (CT2), (CT2X3) ter Vietovih formul sledi

a(z) = — Z&j(z), as(z) = Z a;(2)a;(2), ..., a(z) = (—1)dHaj(z). (I.12.4)

Funkcije aq,...,a,s so bazni simetricni polinomi v spremenljivkah ay,...,ay v smislu,
da lahko vsak simetricen polinom Q(ag,...,aq) (torej tudi o) izrazimo kot polinom
R(ay, ..., aq)v spremenljivkah a4, ...,aq. Ker so a; polinomi v z, je tudi o polinom v
z in zato je mnozica A = {o = 0} koncna. O

Ce na holomorfno krovno projekcijo (CTZ3) konéna mnozica) uporabimo izrek 4, dobimo
odprto Riemannovo ploskev X, ki vsebuje C' \ p~'(A) kot odprto podmnozico, katere
komplement v X je kon¢na mnozica A’ = {zy,...,x,} C X, ter pravo holomorfno
preslikavo F;: X — C, ki se na mnozici X \ A’ = C'\ p~*(A) ujema s projekcijo p.

Naj bo p' : C?* — C koordinatna projekcija p/(z,w) = w. Zozitev p’ na C' \ p~*(A) je
holomorfna funkcija, ki je omejena v okolici vsake tocke (29, wo) € CN7~1(A). Vsaka taka
tocka ustreza eni od tock xz; € A’ C X, zato se p’ po Riemannovem izreku o odpravljivih
singularnostih razsiri do holomorfne funkcije F5 : X — C.

Preslikava F' = (Fy, Fy) : X — C? ocitno zadosca trditvi v izreku 0. Iz konstrukcije sledi,
daje F: X\ A" = C\ p~'(A) biholomorfna. Vsaka od tock x; € A’ se preslika v eno od
tock na vlaknu C'N p~'(2g) za nek zg € A, pri cemer je F(x;) = F(x;) za z; # z; € A
natanko tedaj, ko ima krivulja C' samopresecice v tej tocki.

Da je mnozica C'\ p~'(A) povezana (in je zato X povezana) vidimo takole. V nasprotnem
primeru naj bo C’ ena od njenih povezanih komponent. Tedaj je p: C" — C\ A holomorfna
krovna projekcija, torej je lokalno unija konéno mnogo holomorfnih grafov. Z njihovo
pomocjo definiramo polinom

P'(z,w) = w? +d(2)w? 4 -+ dy(2)
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stopnje d' < d ([CIX2). 1z Vietovih formul ([T234) sledi, da so koeficienti a;(z) holomorfne
funkcije na C \ A, ki so omejene v okolici vsake tocke zy € A, zato se razsirijo do
holomorfnih funkcij na C. Iz oblike polinoma (CI2) ni tezko videti, da veljajo ocene

() <e(T+z]), j=1,....d

za neko konstanto ¢ > 0. Odtod vidimo, da imajo koeficienti a/(z) najve¢ polinomsko
rast, ko gre z — 00, zato so polinomi. Torej je P’ polinom in {P' =0} C C = {P = 0}.
Odtod sledi, da P’ deli P, torej je P = P'Q za nek drug nekonstanten polinom ) v
protislovju s predpostavko. Torej je C'\ p~!(A) povezana.

Ce bi bilo maksimalno &tevilo razli¢nih nicel polinoma P(z, - ) manjse od d, bi s podobnim
argumentom videli, da je P deljiv s kvadratom nekega drugega polinoma, kar je spet v
protislovju s predpostavko. O

S pomocjo izreka 9 zlahka dokazemo naslednji analogen izrek o normalizaciji projektivnih
krivulj v CP2.

Izrek 19 (Izrek o normalizaciji algebrai¢ne krivulje v CP?). Ce je P € Clz, 21, z2] ne-
razcepen nekonstanten homogen polinom in C' = {[z : 21 : 29] € CP?: P(z0, 21, 22) = 0},
obstaja povezana kompaktna Riemannova ploskev X in surjektivna holomorfna preslikava
F: X — C, ki je bigektivna na komplementu neke koncéne mnoZice tock.

Dokaz (skica). Izberemo tocko py € CP? \ C' ter projektivno premico CP* = A C CP?,
tako da py ¢ A. Vsaka projektivna premica L C CP? skozi py € L seka A natanko v
eni tocki {p} = L N A. Tako dobimo pravo holomorfno preslikavo m : C' — A, katere
vlakno nad p € A je konéna mnozica C'N L. Zlahka preverimo, da je v vsaki afini karti
situacija povsem enaka kot tista v izreku [[. Torej obstaja konéna mnozica A C A, tako
dajerm: C\ 7 *(A) = A\ A je holomorfen krov. Riemannovo ploskev X ter holomorfno
preslikavo F': X — C dobimo enako kot prej z uporabo izreka [ O

I.13 Topoloska klasifikacija Riemannovih ploskev

V tem razdelku bomo brez dokazov navedli nekaj osnovnih dejstev o topoloski klasifikaciji
orientabilnih ploskev ter o klasifikaciji kompleksnih struktur na takih ploskvah. Vec o tej
temi lahko bralec najde v monografijah Farkas in Kra [[], Donaldson [G] in vrsti drugih.

Sklenjena ploskev je kompaktna ploskev brez roba. Ker je vsaka Riemannova ploskev
orientabilna (saj biholomorfne preslikave ohranjajo orientacijo), se bomo pri klasifikaciji
omejili na orientabilne ploskve.

Izrek 20. Vsaka orientabilna sklenjena topoloska ploskev je homeomorfna natanko eni
od ploskev S, (g € Zy), kjer je Sy sfera, S, za g > 1 pa povezana vsota g kopij torusa
T = St x St. Stevilo g imenujemo rod ploskve. (Glej sliko [2.)
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Povezana vsota R = R1#R; dveh ploskev je ploskev, ki jo dobimo (topolosko ali
gladko) tako, da iz vsake od obeh ploskev izrezemo disk A; C R; (j = 1,2), nato pa
ploskvi z robom Ry \ A in Ry \ As zlepimo vzdolz kroznic 0A; in A,. Pri tem moramo
paziti na orientacijo. Lahko si tudi predstavljamo, da obe ploskvi z izrezanima diskoma
zlepimo s pomodjo cilindra ¥ = S* x [0, 1], katerega rob 9% = (S' x {0}) U (S* x {1})
je disjunktna unija dveh kroznic; ti kroznici nalepimo vzdolz kroznic 0A; oziroma 0A,.
Operacijo lahko seveda poljubno mnogokrat ponovimo. Pri tem igra torus posebno vlogo;
pogosto pravimo, da je povezana vsota M#T poljubne ploskve M s torusom ploskev, ki
smo jo dobili z dodatkom enega rocaja na M.

Vsako ploskev S, lahko opremimo s strukturo gladke (in tudi realno analiticne) ploskve
in jo vlozimo kot gladko hiperploskev v R3.

Slika I.2: Orientabilna ploskev roda g = 3

Podoben rezultat velja za neorientabilne sklenjene ploskve: Vsaka od njih je povezana
vsota konénega Stevila kopij realne projektive ravnine RP2. Povezana vsota dveh kopij
RP? je Kleinova steklenica K = RP?#RP?; povezana vsota dveh Kleinovih steklenic
K+#K je homeomorfna povezani vsoti K#T, torej Kleinovi steklenici z roc¢ajem, itd.
Neorientabilne ploskve so vlozljive v R?*, niso pa vlozljive v R?; pa¢ pa dopuscajo imerzije

Oglejmo si sedaj fundamentalno grupo m(S,) orientabilne ploskve roda g. Pri g = 0 je
grupa trivialna, saj je 2-sfera Sy = S? enostavno povezana.

Fundamentalna grupa torusa (¢ = 1) je prosta abelova grupa z dvema generatorjema a, b,
torej m(S1) = m(T) = Z & Z. Generatorja lahko predstavimo z zankama, ki ju dobimo
iz stranic kvadrata pri identifikaciji nasprotnih dveh stranic:

Slika [.3: Generatorja fundamentalne grupe torusa
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Ploskev S, lahko dobimo tudi tako, da v poligonu s 4g stranicami oznac¢imo po Stiri
zaporedne stranice z a;, b;, aj_l, bj_l, nato pa po dva in dva robova poligona, oznacena z
isto ¢rko, zlepimo v predpisani smeri, podobno kot smo naredili pri ¢ = 1, da smo iz
kvadrata dobili torus. Odtod vidimo, da je za vsak g > 1 fundamentalna grupa m(5,)

orientabilne ploskve roda g prosta grupa na 2g generatorjih z eno relacijo:
’/T1<Sg) = <a1, bl, as, bg, <y Qg bg>/(a1b1aflbf1 s agbgaglbgl = 1)

Njena abelacija, ki je hkrati prva homoloska grupa H,(S,,Z) ploskve S, s celimi
koeficienti Z, je prosta abelova grupa na 2g generatorjih:

Ab[mi(S,)] = Hy(S,,Z) = 7.

Poleg roda ¢ je osnovna topoloska karakteristika ploskve M njeno Eulerjevo stevilo x(M).
Ena od moznih definicij je
X(M) = ey — ey + e, (I.13.1)

kjer je eq stevilo vozlise, e stevilo robov in ey stevilo ploskev (trikotnikov) v katerikoli tri-
angulaciji ploskve M. S pomocjo opisa ploskve S, kot identifikacijskega prostora poligona
s 4g stranicami je lahko videti, da je njeno Eulerjevo stevilo enako

X(Sy) =2 —2g, g=0,1,2,....
V posebnem je torej

X(So) = x(CP') =2,  x(S1) = x(T) = 0.

Eulerjevo stevilo lahko na enak na¢in definiramo tudi za neorientabilne ploskve. Izkaze
se, da je Eulerjevo stevilo neorientabilne ploskve M, roda g (to je povezana vsota g kopij
RP?) enako

X(Mg) =2—g.
Trditev 13. Ce sta X inY sklenjeni ploskvi in je f: X — Y d-listna krovna projekcija,

potem velja
X(X) =dx(Y). (1.13.2)

Dokaz. Izberimo triangulacijo ploskve Y z lastnostjo, da je vsak trikotnik triangulacije
vsebovan v neki enostavno povezani mnozici U C Y, nad katero je krov f: X — Y
trivialen. Praslika te triangulacije s preslikavo f je triangulacija ploskve X, ki ima d-krat
toliko vozlis¢, robov in trikotnikov kot osnovna triangulacija ploskve Y. Rezultat sledi iz
definicije (CI3) Eulerjevega stevila. O

Do sedaj smo obravnavali S, le kot topolosko oz. gladko ploskev. Zanima nas, ali obstaja
na S, tudi kaksna kompleksna struktura in koliko je med seboj razlicnih struktur. Pri
g = 0 smo na sferi Sy = S? Ze opisali kompleksno strukturo Riemannove sfere (oz.
enodimenzionalnega projektivnega prostora CP'). Prav tako smo pri g = 1 nasli realno
dvoparametricno druzino med seboj nebiholomorfnih kompleksnih struktur na torusu T
(kot kvocienti C/G po diskretnih abelovih podgrupah G C C z dvema generatorjema).
Podobno velja tudi na ploskvah S, roda g > 1.
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Izrek 21. Na vsaki orientabilni sklenjeni ploskvi S, obstaja kompleksna struktura.

Eden od naravnih nacinov uvedbe kompleksne strukture na orientabilni ploskvi M je preko
izbire Riemannove metrike g na M. V vsaki tocki p € M je g skalarni produkt na tangentni
ravnini 7,M. Skupaj z izbiro orientacije na M dobimo natanko eno linearno preslikavo
Jp: T,M — T,M, ki vsakemu enotnemu vektorju e € T,M priredi njemu ortogonalni
enotni vektor J,e, tako da je par (e, J,e) pozitivha ortonormalna baza ravnine T,M.
Operator J: TM — TM je gladko odvisen od bazne tocke p € M (odvisno od gladkosti
metrike g) in zadosca kljucni lastnosti

J?=—1Id na TM.

Vsaj tak operator se imenuje skoraj kompleksna struktura na M. S pomocjo opera-
torja J lahko na vsak tangentni prostor 7, M vpeljemo strukturo enorazseznega komple-
ksnega prostora s predpisom

e =+v—le:=Jye, VeecT,M.

(Enacba Jlf = —I je kompatibilna z zahtevo i* = —1.) Sedaj poiséemo lokalne karte
¢: U — U’ C C na majhnih odprtih mnozicah U C M, ki zadoscajo Cauchy-Riemannovi
enachi

do,(Jye) = i-ddy(e), ee€T,M, pe M.

Vsaki lokalni resitvi te enacbe pravimo J-holomorfna funkcija. Racun pokaze, da je v
poljubno izbranih lokalnih koordinatah na M to elipticen sistem dveh parcialnih diferen-
cialnih enacb, soroden obicajnemu Cauchy-Riemannovemu sistemu. Sistem je resljiv v
majhni okolici vsake tocke in tako dobimo J-holomorfne lokalne karte, ki pokrijejo M. S
pomocjo veriznega pravila je preprosto preveriti, da je za poljubni dve J-holomorfni karti
¢: U—U CC,¢:V — V' C Cna M prehodna preslikava gotp=t: p(UNV) — ¢(UNV)

biholomorfna v standardnem smislu (saj smo na podmnozicah ravnine C).

Na ta nacin smo iz vsake Riemannove metrike g na M dobili operator J = J9 in prirejen
kompleksen atlas na M, ki doloca na M strukturo Riemannove ploskve. Obratno, vsako
kompleksno strukturo na M lahko dobimo na opisani nacin, ¢e za g izberemo metriko, za
katero je vsak par vektorjev e,ie € T,M ortogonalen.

Ostane nam vprasanje, koliko razliénih kompleksnih struktur obstaja na dani gladki plo-
skvi M = S, roda g. Odgovor je seveda odvisen od tega, kako razumemo pojem ‘biti
razlicen’. Ekvivalenc¢na relacija na mnozici vseh kompleksnih struktur, ki se najpogosteje
uporablja, je naslednja. Dve kompleksni strukturi na ploskvi S, proglasimo za ekvivalen-
tni, ¢e obstaja homeomorfizem f: S, — S, ki je homeotopen identiteti (to je, lahko ga
zvezno deformiramo v identiteto preko druzine homeomorfizmov fi: M — M, t € [0,1]),
tako da je f biholomorfna preslikava iz prve strukture v drugo strukturo.

Kvocientni prostor mnozice vseh kompleksnih struktur po tej ekvivalenc¢ni relaciji se ime-
nuje Teichmiillerjev prostor T(S,) = T,. Ta prostor je homeomorfen realnemu ev-
klidskemu prostoru dimenzije dimg 7, = 69 — 3, ¢ > 1. Na sferi (¢ = 0) pa obstaja
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natanko ena kompleksna struktura glede na opisano relacijo. Za teorijo Teichmiillerjevih
prostorov glej npr. O. Lehto [14].

Poleg sklenjenih ploskev se pogosto obravnavajo tudi Riemannove ploskve z robom.
Naj bo S;,, topoloska ploskev roda g z m robnimi komponentami; to dobimo, ¢e iz
sklenjene ploskve S, odstranimo m paroma disjunktnih diskov. Ocitno obstaja na Sy,
veliko razlicnih kompleksnih struktur, ki jih dobimo z zozitvijo kompleksnih struktur na
Sy. Teichmiillerjeva teorija je razvita tudi za konéne Riemannove ploskve z robom.

Poleg opisanih obstaja se nepregledna mnozica bolj kompliciranih Riemannovih ploskev,
ki niso nujno konénega roda in imajo lahko zelo kompliciran rob z neskonénim stevilom
robnih komponent. Uniformizacijska teorija obstaja za odprte mnozice z najve¢ Stevno
mnogo robnimi komponentami v Riemannovi sferi ali v kompleksnem torusu. Znano je
npr., da je vsaka odprta mnozica 2 C CP! z najveé §tevno mnogo robnimi komponentami
konformno ekvivalentna (biholomorfna) neki krozni domeni oblike Q' = CP! \ U;A;,
kjer je A; konéna ali §tevna druzina paroma disjunktni zaprti diskov polmera r; > 0 (v
primeru r; = 0 je disk A; tocka); glej [14].

Primer bolj kompliciranih mnozic so domene 2 = X'\ K, kjer je X Riemannova ploskev in
K neka Cantorjeva mnoZica v X (nestevna kompaktna mnozica brez izoliranih tock,
katere komponente povezanosti so tocke). Zelo malo je znanega o tem, kdaj sta dve taki
domeni med seboj konformno ekvivalentni.

1.14 Riemann—Hurwitzova formula

Naj bosta X in Y sklenjeni Riemannovi ploskvi ter f: X — Y nekonstantna holomorfna

tocke, v katerih je st,, f =: d; > 1. V ostalih tockah je st,f = 1. Razvejidéno Stevilo
preslikave f je stevilo

n

b(f) = (stof —1) =) (dj —1)>0. (1.14.1)

zeX j=1
(Glej (IZ).) Torej je f nerazvejana krovna projekcija natanko tedaj, ko b(f) = 0.

Spomnimo se, da je stopnja preslikave f: X — Y S§tevilo razliécnih tock na generi¢no
izbranem vlaknu f~1(y), y € Y. Stopnjo oznacimo z st(f) € N.

7 x(X) znagimo Eulerjevo stevilo ploskve X (glej & [T3). Ce je X kompaktna (sklenjena)
orientabilna ploskev roda g € Z,, je x(X) =2 — 2g.

Naslednji izrek je posplositev formule (II322), v kateri je b(f) = 0.

Izrek 22 (Riemann-Hurwitzova formula). Naj bosta X in'Y sklenjeni Riemannovi
ploskvi in f: X — Y nekonstantna holomorfna preslikava stopnje d > 1. Potem velja

X(X)=d x(Y)=b(f). (1.14.2)
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Torej je razvejiscno stevilo b( f) vselej sodo, Ge sta X in Y kompaktni ploskvi. Ce oznacimo
z gX € Zy rod ploskve X in podobno za Y, lahko zgornjo formulo zapisemo v obliki

2—29x =d(2—2gy) = b(f) < gx =dg, +b(f) +1—d.

Dokaz. Ploskev Y trianguliramo (glej & [I3), pri ¢emer dodatno zagotovimo, da so vse
tocke mnozice

{f(@1), f(x2), ., f(wn)} = fbrf) CY

oglisca triangulacije. V okolici vsakega razvejisca x; preslikava f v primernih lokalnih
kartah ustreza funkciji z — 2% v okolici tocke z = 0. Na X dobimo s tem triangulacijo,
za katero velja

Go(X) = deo(Y) — b(f), 61(X) = del(Y), GQ(X) = d62(Y>

(Stevila e;(X),e;(Y) so kot v trditvi [3.) Druga in tretja formula sta kot v trditvi I3,
prvo pa dobimo iz opazanja, da v razvejiscu x; € X stopnje d; > 1 sovpade vseh d;
praslik f~*(y), ki gredo proti z;, ko gre y proti f(x;). Triangulacija na X ima torej
>_;(d; — 1) = b(f) manj vozlis¢ od pricakovanega Stevila, ¢e bi bila f nerazvejana. Ce
seStejemo leve in desne strani zgornjih enacb, dobimo iskano formulo. O

Opomba. Ista formula velja, ¢e sta X in Y Riemannovi ploskvi kon¢nega topoloskega tipa
(to je, imata koné¢en rod in konéno mnogo robnih komponent) ter je f prava holomorfna
preslikava. To velja npr. v primeru, ko sta X in Y Riemannovi ploskvi z robom (to je,
0X = U;nzl G, je unija kon¢no mnogo sklenjenih Jordanovih krivulj in podobno za Y').
Ozna¢imo X = X UOX. V tem primeru se vsaka prava holomorfna preslikava f: X — Y
razsiri do zvezne preslikave f: X — Y, ki preslika rob X ploskve X v rob dY ploskbve
Y in je lokalni homeomorfizem v neki okolici 0X. Torej ima f konéno mnogo razvejisc.

Stevili d = d(f) in b(f) nista povsem neodvisni eno od drugega. Za vsako tocko y € Y
namre¢ velja d = Zf(x):y st,f. Denimo, da je b(f) > 0 in naj bodo dy, ..., d,, stopnje

v razvejiscénih tockah. Tedaj je d > max; d;. Ce imamo npr. eno samo razvejiséno tocko
x e X, sledid > st,f=b(f)+ 1.

Primer 19. Oglejmo si posledice Riemann-Hurwitzove formule za meromorfne funkcije
na sklenjenih Riemannovih ploskvah (holomorfne preslikave v Riemannovo sfero).

1. Naj bosta X in Y Riemannova sfera; torej x(X) = x(Y) = 2. Preslikava f: CP* —
CP! stopnje d torej zadosca enacbi 2 = 2d — b(f) oziroma b(f) = 2(d — 1). (V tem
primeru je f = P/(@) podana z racionalno funkcijo in d = max{stP, stQ)}.) Preslikava
stopnje d = 1 je biholomorfna, torej brez razvejisc. Preslikave stopnje d > 1 pa ima
razvejiscno stevilo b(f) =2(d — 1) > 2.
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2. Naj bo X torus in Y Riemannova sfera. Tedaj je x(X) = 0 in x(Y) = 2. Enacba
(CIZ2) nam pove 0 = 2d — b(f) oziroma b(f) = 2d, kjer je d stopnja preslikave f.
Seveda je d > 2, saj bi bila preslikava stopnje d = 1 biholomorfna. Vsaka netrivialna
holomorfna preslikava torusa na CP! ima torej razvejiséno stevilo 2d > 4.

3. Ceje X = Sy ploskev roda g, je x(X) = 2 —2g. Za vsako nekonstantno holomorfno
preslikavo f: X — CP! (torej meromorfno funkcijo na X') stopnje d dobimo

2 — 29 = 2d — b(f) <= b(f) =2(d+g—1).

I.15 Vektorska polja na Riemannovih ploskvah

Pojem vektorskega polja si bomo najprej ogledali v koordinatah z = x + iy na C.

Realno vektorsko polje na domeni Q2 C C je izraz oblike

0 0
Viz) = a(z)% + b(z)a—y7 (I1.15.1)
kjer sta a,b: 2 — R realni funkciji na €2. Polje V' lahko razumemo kot vektorsko funkcijo
(a,b) : © — R?. Pri tem vektorski polji 2 in a% (odvoda v koordinatni smeri) tvorita
bazo C"(£2)-modula vseh vektorskih polj razreda C™ na poljubni domeni 2 C C. Vrednost
vektorskega polja v tocki zg € C je tangentni vektor V(o) = a(z)Z + b(Zo)a% v tocki

zo; mnozica vseh tangentnih vektorjev je vektorski prostor dimenzije 2 z bazo 8%, a%'

Po definiciji je vektorsko polje (CIh) razreda C"(€2) natanko tedaj, ko sta njegova koe-
ficienta a,b: Q@ — R razreda C"(Q2).

Za vsako funkcijo f: Q — C razreda C'(2) definiramo funkcijo V(f): 2 — C s predpisom

V(f)(z) = a(z)g—i(z) + b(z)g—ch(z). (I.15.2)

Torej V(z) deluje kot smerni odvod funkcije f v tocki z v smeri vektorja V(z) =
(a(z),b(%)). V Kklasi¢ni analizi pisemo V(f) = V(f)-V, kjer je V(f) = (0f/0x,0f/0y)
gradient funkcije f. Ce je V vektorsko polje razreda C(Q) in je f € C*(Q), je V(f)
razreda C*(Q), kjer je k = min{r,s — 1}. Vektorsko polje V razreda C"(2) lahko torej
razumemo kot linearen parcialni diferencialni operator prvega reda:

V:iCiHQ) — CTHQ), s=1,2,...,r+1,
ki zadosca Leibnitzovemu pogoju

V(f9)(z) = V(N)(2)g(2) + [(z)V(9)(2)-
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Uvedimo naslednji kompleksni vektorski polji:

o0 _1(0 0y o 1@ 0
0z Ox ay 0z 2\ox Oy)’

Potem lahko vektorsko polje (CIhl) zapisemo v kompleksni obliki

0 0

V() = alz)g + 0(2) -,

o (1.15.3)

kjer jea = a+1ibin § = a — ib.

Kompleksno vektorsko polje na domeni 2 C C je izraz oblike (CIR3), kjer sta
a,B: Q — C poljubni kompleksni funkciji. Po analogiji z (CI52) tako polje deluje na
funkciji f € C'(C) s kompleksnimi vrednostmi s predpisom

af of

V(f)(z) = a(z)5~(2) + B(2) 5= (2). (1.15.4)

Vektorsko polje V' ([I53) imenujemo realno, ¢e ustreza nekemu realnemu polju (EI5);
kot smo videli zgoraj, to velja natanko tedaj, ko je f = @. Ce je a = a + ib = j3, potem
je kompleksno polje (CI533) enako realnemu polju (CI5).

Trditev 14. Funkcija f: Q — C je holomorfna natanko tedaj, ko je %f =0 na Q.

Dokaz. Ce piSemo f = u + iv, kjer sta u, v realni, nam rac¢un pokaze

ng: [%_@} +i|:@+%}.
0z or 0Oy or 0Oy
Torej je
Dy o v o o
0z or Oy oy Ox’
kar je ravno sistemu Cauchy-Riemanovih enacb za funkcijo f = u + iv. m

Vektorsko polje oblike a(z)% se imenuje polje tipa (1,0), vektorsko polje oblike [ (Z)%
pa se imenuje polje tipa (0,1). Holomorfne funkcije so torej natanko tiste gladke funkcije,
ki jih anihilira poljubno vektorsko polje tipa (0,1).

Vektorsko polje V (z) = a(z)% se imenuje holomorfno vektorsko polje na Q) C C, ce
je funkcija a: 2 — C holomorfna. Racun pokaze, da je V' holomorfno natanko tedaj, ko

je V(f) holomorfna funkcija za vsako holomorfno funkcijo f.

Recimo sedaj, da je f = (u,v) = u + iv:  — C nek gladek difeomorfizem na obmocje
' = f(Q) c C. Oznacimo koordinate na Q' z w = u + iv. Vektorskemu polju V' ([I51)
priredimo vektorsko polje f,V na domeni ' s predpisom

LV)(R)(f(2) =V(ho f)(z)  VzeQ, Vhe ().
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Iz veriznega pravila sledi

F(50) 6D = e D)) = S + SN

0 0 oh ou oh ov
F (g ) UE) = g e HE) = UG + G UENS )

Ker to velja za vsako testno funkcijo h, to pomeni

F(5) 06D = Greg + iy (115.5)
R () U6 = S+ e (115.6)

V standardnem paru baz aﬁ, 9 na domeni ter 2, 2 na kodomeni torej preslikavi
x? Oy ou’ Ov

Vi— f,V

vektorskih polj ustreza mnozenje koeficientov (a,b) = V' z Jacobijevo matriko

Ga(2) 52(2)
Df(z) = niy i) (L.15.7)
y dy

Odtod vidimo, da je pojem vektorskega polja dobro definiran na vsaki gladki ploskvi; v
poljubnih lokalnih koordinatah se izraza v obliki (II5), pri prehodu v drug koordinatni
sistem pa se transformira po pravilu (CI5H)—(CI58E), oziroma kot produkt koeficientov
(a,b) z Jacobijevo matriko (CI57) prehodne preslikave.

Ce je f = u + iv injektivna holomorfna funkcija in je V kompleksno vektorsko polje
(CI23), imamo naslednjo formulo za preslikano polje:

FV)((2) = FRalz) L + FRp) 2

9 Q.
ow aw “€

V posebnem sledi, da se vektorsko polje V(z) = &(2)% tipa (1,0) preslika v polje

0

(fVI(f(2) = f'(Z)a(Z)% (1.15.8)

tipa (1,0), vsako holomorfno vektorsko polje pa se preslika v holomorfno vektorsko polje.

Iz zadnjega opazanja sledi, da je pojem holomorfnega vektorskega polja dobro definiran
na vsaki Riemannovi ploskvi X: v poljubni holomorfni lokalni koordinati z na X je tako
polje oblike V' (z) = a(z)% s holomorfnim koeficientom «, pri prehodu v drugo koordinato
pa se koeficient pomnozi z odvodom (biholomorfne) prehodne funkcije kot v (CTAS).
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Tok vektorskega polja V (II5) z zacetnim pogojem (xg,yo) pri ¢asu t = 0 je resitev
o1(zo,yo) = (z(t),y(t)) sistema navadnih diferencialnih enach

z zacetnim pogojem
2(0) = 2o,  y(0) = %o

Ce je polje V razreda C* za nek k > 1, potem ta vsako tocko zy = xg + iyo €  obstaja
okolica U C Q tocke zy in stevilo € > 0, tako da tok ¢;(z) obstaja in je enolicno dolocen
za vsako tocko z = x +1iy € U in vsak t € I, = (—e¢,+¢). Tok (t,2) — ¢(2) je razreda
C*(I. x U); prav tako je njegov ¢asovni odvod ¢ (z) razreda C*.

@nalogno definiramo vektorsko polje in njegov tok na poljubni gladki mnogoterosti X.
Ce je n = dim X, je v lokalnih koordinatah = = (xy, ..., z,) na X vektorsko polje oblike

Vi) = Y ale) 5

kjer so koeficienti a; funkcije spremenljivke x. Njegov tok ¢;(2°) je resitev sistema nava-
danih diferencialnih enacb z zacetnim pogojem:

T = ai(xy,...,x,), x;(0) ==z

Ni tezko preveriti, da je tok neodvisen od izbire koordinat. Ena od bistvenih lastnosti
toka je njegova aditivnost glede na ¢asovno spremenljivko t:

¢t+sz¢to¢s:¢so¢t

Za vsako tocko x € X lahko tok ¢;(x) podaljsamo na maksimalen odprt interval 0 € I, =
(g, w,) C R, ki je lahko tudi poltrak ali vsa realna os R. Mnozica

M={(z,t):zeX, tel,} C X xR

se imenuje fundamentalna domena polja V. Vektorsko polje V' na mnogoterosti X se
imenuje kompletno (ali popolnoma integrabilno), e je njegov tok ¢;(x) definiran za
vsak t € R in za poljuben zacetni pogoj ¢o(x) = = € X to je, Ce je njegova fundamentalna
domena enaka X xR. V tem primeru je tok (¢;)cr enoparametri¢na grupa difeomorfizmov
mnogoterosti X oziroma, natancneje, delavnje aditivne grupe R, = (R, +) na X kot grupa
difeomorfizmov.

Za podrobnejse informacije o toku polja in s tem povezanimi operacijami glej ucbenike iz
teorije sistemov navadnih diferencialnih enacb ali [I0].
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1.16 Diferencialne forme na Riemannovih ploskvah

Diferencialne forme so objekti na mnogoterostih, ki so dualni vektorskim poljem, torej
delujejo kot (multi-) linearni funkcionali na vektorskih poljih.

Diferencialna 0-forma je po definiciji funkcija. Vektorski prostor gladkih diferencial-
nih O-form na gladki mnogoterosti X bomo oznacili z £°(X) = C*(X) (za kompleksne
funkcije), oziroma £2(X) = Cg°(X) za realne funkcije.

V koordinatah z = z + iy € C je realna diferencialna 1-forma na domeni 2 C C
izraz oblike
0(z) = a(z)dz + b(z) dy, (I.16.1)

kjer sta a,b:  — R funkciji. Forma je razreda C", ¢e sta koeficienta a, b razreda C". Pro-
stor vseh gladkih realnih 1-form na  oznacimo s £3(Q2). Kompleksna diferencialna
1-forma je izraz iste oblike (CI6T), le da sta koeficienta kompleksni funkciji. Prostor
vseh gladkih kompleksnih 1-form na Q oznac¢imo z ().

Vsaki C" funkciji f na € priredimo 1-formo df razreda C"~*(€2) s predpisom

df (z) = %(2) dx + g—g(z) dy; (1.16.2)

to je diferencial funkcije f. Diferencial d torej podaja R-linearen oz. C-linearen operator
d: () — Ex(Q), d: EY(Q) — 1),
ki zadosca Leibnitzovemu pravilu

d(fg) = fdg+ygdf.
Forma (II61)) deluje na vektorskem polju V(2) = ¢(2)2 + d(z)a% s predpisom

(V10)(z) = (0,V)(2) = al(z) c(z) + b(z) d(2).

Izraz V|0 se imenuje notrangi produkt polja V' in forme 6; rezultat je torej funkcija. V
posebnem primeru, ko je 6 = df diferencial neke funkcije f in je V' kot zgoraj, dobimo

of | ,of

af, vy =V(f) = c=— +d—=—.

(A V) = V() = e +dg

Za parjenje baznih polj in form ocitno veljajo naslednja pravila:

(dx,0/0x) =1, (dz,0/0y) =0, (dy,0/0z)=0, (dy,d/dy) = 1.

Torej sta 1-formi dx, dy baza C*(Q)-modula £(Q) vseh gladkih 1-form na ; ta baza je
dualna bazi 0/0x, 0/0Jy modula vektorskih polj.
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Z uporabo diferencialov kompleksnih spremenljivk z = = + iy, Z = = — iy,
dz = dz 4 idy, dz = dzr —idy
lahko vsako 1-formo zapisemo v obliki
0(z) = a(z)dz + B(z) dz. (1.16.3)

Diferencial funkcije (II622) lahko zapisemo v naslednji kompleksni obliki:

df(2) = gi (2)dz +%( Vdz = 0 (2) + Bf(2). (1.16.4)
Diferenciala o7 B o7
07(z) = L(e)dz,  Bf(2) = L (2) iz

sta C-linearni in C-antilinearni del realnega diferenciala df. Iz trditve @4 sledi, da je
funkcija f holomorfna natanko tedaj, ko veljajo ekvivalentni pogojoji

Of =0«= df =9f <= df je C-linearen.

Definicija 17. Diferencialna 1-forma «(z) dz se imenuje forma tipa (1,0) ali na kratko
(1,0)-forma, diferencialna forma oblike §(z) dz pa je forma tipa (0,1) oz. (0,1)-forma.

Diferencialna (1, 0)-forma 6(z) = «(z) dz se imenuje holomorfna 1-forma, ce je koefi-
cient o holomorfna funkcija, in meromorfna 1-forma, ce je a meromorfna funkcija.

Lahko je videti, da veljajo naslednja pravila za parjenje z vektorskimi polji:
(dz,0/0z) =1, (dz,0/0z) =0, (dz,0/0z) =0, (dz,0/0z)=1.

Odtod sledi
0

0
<adz+ﬁdz N +5a—> = ay + B9.

Diferencialna 2-forma na domeni ) C C je izraz oblike
w(z) =a(z)de Ndy = %a(z) dz N\ dZ. (I.16.5)

Operacija A se imenuje klinasti produkt 1-form; ta operacija je linearna v vsakem
faktorju in antikomutativna:

de Ndy = —dy Ndx, dxANdx=0, dyANdy=0,

dzNdz=—dzNdz, dzNdz=0, dzANdz=0.
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Klinasti produkt se razsiri po linearnosti na poljuben par 1-form:
(adx + bdy) A (d'dz +b'dy) = (ab' — a'b) dx A dy.
Podobno izra¢cunamo klinasti produkt v kompleksnem zapisu:
(adz + pdz) A (ydz 4 6dz) = (ad — By) dz A dZ.
Prostor vseh gladkih kompleksnih 2-form na € oznacimo z £2(2). O¢itno imamo izomor-

fizem E9(Q) — £2(Q), a s adx A dy (ali pa a — adz A dZ).

Sedaj definiramo se vnanji diferencial
d:EYQ) — E2(Q)
s predpisom

d(adz +bdy) = daAdx+dbAdy
= (azdx + a,dy) A dz + (b,dx + by,dy) A dy
= (by —ay)dx A dy.

Oznacili smo a, = da/dr in podobno za ostale odvode. V izrac¢unu smo upostevali
antikomutativnost klinastega produkta A. Zaradi antikomutativnosti A na C = R? ni
netrivialnih diferencialnih form reda > 2, zato operacijo d na 2-formah definiramo s
predpisom dw = 0. V kompleksnem zapisu se diferencial 1-forme izraza takole:

dladz+ fdz) =daNdz+dB Ndz = 8_5_8_?4 dz N dz.
0z 0z

Diferencialna k-forma 6 se imenuje eksaktna, ce je 0 = df’ diferencial neke (k — 1)-forme
0" (pri k = 0 je edina eksaktna 0-forma nicelna funkcija), in je sklenjena, ¢e je df = 0.
Uporabljali bomo naslednje oznake:

e Zk(Q) je mnozica vseh gladkih sklenjenih (kompleksnih) k-form na €,
e B*(Q) je mnozica vseh gladkih eksaktnih (kompleksnih) k-form na €.
Po definiciji je B°(Q) = 0; ¢e je 2 povezana, je vsaka sklenjena O-forma f (funkcija)

ocitno konstanta, torej je Z°(Q2) = C. Za poljubno domeno je Z°(Q) kompleksni vektorski
prostor, katerega dimenzija je enaka stevilu povezanih komponent ).

Vsaka eksaktna 1-forma razreda C! (torej diferencial df neke funkcije razreda C?) je tudi
sklenjena, kot vidimo iz naslednjega racuna:

d(df) = d(fodx + fydy) = fay dy Adx + fyedr Ady = (foy — fye)dz Ady =0. (1.16.6)
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Upostevali smo, da velja f,, = f, z vsako funkcijo razreda C2. Ker je d = 0 + 0, dobimo
odtod

O=dod=(0+0)o(0+0)=0+0 + 00+ 0.
S primerjavo tipov form sledi

_2 p—

=0, 0 =0, 00=-00.

Vsaka 2-forma je sklenjena po definiciji, ker na C = R? ni diferencialnih form visjega reda.

Povzemimo zgornjo diskusijo za povezano domeno €2 C C:

BY(Q) =0, 2°(Q) = C, BY(Q) C 21(Q), 2X(Q) = EX(Q).

Vnanji diferencial podaja zaporedje homomorfizmov kompleksnih vektorskih prostorov

0 — £°(Q) L £1(Q) L £2(Q) — 0.

Ker je d(df) = 0 za vsako f € £%(Q), je
d(£°(Q)) = BY(Q) C Z'(Q) = ker (d: E'() = £%(Q)).

Kvocient
_ZNQ)  ker(d: EM(Q) — £2(Q))
- B(2) ~im (d: E9(Q) — EL(Q)) (1.16.7)

se imenuje prva de Rhamova kohomoloska grupa domene ). Podobno se grupa

Hgp(Q)

Z4Q) £2()
BX(Q)  im(d: £Q) — £2(Q))

H?,(Q) = (1.16.8)

imenuje druga de Rhamova kohomoloska grupa domene ). Grupa
HY:(Q) = Z2°(Q) = ker (d: E°(Q) — El(Q))
pa je 0-ta de Rhamova kohomoloska grupa. Po ze povedanem je HJ5(Q2) = C, ¢e

je Q) povezana, v sploSnem pa imamo po eno kopijo C za vsako povezano komponento (2.

Naslednji izrek je poseben primer de Rhamowvega izreka. Dejstvo, da so de Rhamove
kohomoloske grupe Hi, za ¢ > 1 enake ni¢ na poljubni konveksni (ali kontraktibilni)
domeni, se imenuje Poincaréjeva lema. Glej tudi & T4,

Izrek 23. (a) Ce je Q enostavno povezana domena v C, je Hin(2) = 0.
(b) Za vsako domeno Q C C je H3p(Q2) = 0.
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Dokaz. Dokaz (a): Lahko vzamemo, da je € tudi povezana. Naj bo 0 = adx + bdy
sklenjena gladka 1-forma na €, torej velja b, — a, = 0. Na vsakem krogu U C ) s
sredis¢em v tocki zg = xg + 1yg najdemo resitev enacbe df = 6 z integracijo:

T y y T
flz+1iy) = / a(u,yo) du +/ b(x,v)dv = / a(xg,v) dv + / b(u,y)du; x+iyeU.
Zo Yo Yo xo

Razlika obeh vsot integralov v zgornji formuli je integral po robu pravokotnika, ki je po
Greenovi formuli za pravokotnik enak

z oy
/ / (by — ay) dzdy = 0.
zo Yo

7 odvajanjem integralov direktno preverimo, da velja df = . Ce je g neka druga resitev
enacbe dg = 0 na U, potem je d(g — f) = dg — df = 0 in je zato g — f konstanta na U.

Naj bo €& = £° snop zarodkov gladkih funkcij na Q in 7: & —  bazna projekcija. (Glej
&I za konstrukeijo snopov). 1z povedanega sledi, da mnozica vseh zarodkov f € &, ki
resijo enacbo df = 6, sestavlja podmnozico Y C &, tako da je m: Y — € krovni prostor
nad €. Ker je €2 povezana in enostavna povezana, nam posledica B v &IXZ3 pove, da je
krov trivialen. Vsak globalni prerez je resitev enacbe df = 6 na Q. Torej je Hjp(Q) = 0.

Dokaz (b): Naj bo € poljubna domena v C in w = a dz A dy neka 2-forma na 2. Izberemo
pokritje i = (U;) domene (2 s koordinatnimi pravokotniki. Lahko vzamemo, da je pokritje
lokalno konéno. (V resnici se da pokritje izbrati tako, da se v dovolj majhni okolici poljube
tocke zg € Q2 sekajo najvec trije pravokotniki iz druzine U;.) Na vsakem pravokotniku U;
lahko resimo enac¢bo 0f/0z = a z integracijo po x:

flz,y) = /xa(t,y) dt.

xo
Torej je d(fdy) = fodx ANdy = 6. S tem dobimo 1-formo 0;, ki zadosca df; = w na U;. Na
preseku U; ;== U; NU; je d(0; — 0;) = w —w = 0, torej je 1-forma 6; ; = 6; — 6, sklenjena.
Ocitno je
Qm' = 0, 91'7]' + ej,i = O, 91'7]' + 9j7]<; + 9;” =0

za poljubno trojico indeksov i, 7, k. Ker je mnozica U;; konveksna (in zato enostavno
povezana), obstajajo po ze dokazani trditvi (a) funkcije f; ; € £(U;;), ki zadoscajo df; ; =
0; ;. S pravilno izbiro aditivnih konstant lahko f;; izberemo tako, da velja f;; = 0 in
fi; + fji = 0. Za vsako trojico indeksov ¢, j, k je

Cijk = fij+ Lir+ fri
konstanta na U, j, = U; N U; N Uy, saj je

dci,j,k = dfi,j + dfj’k + df;m = 07;7]' + Gj,k + Hk,i =0.
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Lema 1. Naj bo ¢;j, € C kot zgoraj. Obstaja kolekcija konstant c;; € C, tako da za
poljubno trojico indeksov i, j, k velja

¢ii =0, ¢Cij+¢ci=0, cij+CirtCri= Cijh

Lema sledi iz klasi¢ne (npr. celularne) kohomoloske teorije, saj 2-kocikel (¢; ;x) na U s
koeficienti v C doloca element klasi¢ne kohomologke grupe H?*(X,C), ki je enaka 0 na
vsaki nekompaktni ploskvi. Izbor pokritja U poleg tega zagotavlja H?(U,C) = H?*(X,C).

Recimo sedaj, da lema velja. Funkcije g;; = fi; — ¢;; na U, ; tedaj zadoscajo

9:=0, 6;+9,i=0, g+ gjr+gri=20

in
dgij = dfij = 0;;.
Izberemo gladko particijo enote (x;) na 2 s supp x; C U; in definiramo funkcije g; € £(U;)

s predpisom
gi = Z XkYi k-
k

Tedaj je na U, ; dobimo:

9i — 9i = ZXk(gk:,j — Gri) = Z XkGij = Gij-
k k

Sedaj definiramo 1-forme 6; na U; s predpisom
91 =0, — dg;.
Tedaj je do; = do; — d(dg;) = w na U; in
0;— 0= (0; — 0:) — d(g; — ;) = 0:; — dgij = 0.

Torej druzina (éz)le 1 doloca 1-formo 6 na X, ki zadosca df = w. O

Podobno uvedemo Dolbeaultove kohomoloske grupe. (Glej tudi & I4.) Oznacimo
z EY0(Q) in £%1(Q) vektorski prostor vseh gladkih kompleksnih form tipa (1,0) oziroma
(0,1) (glej def. ). Iz (II63) vidimo, da je

ELQ) = EM(Q) @ £%1(Q).
Podobno iz ([163) vidimo, da je vsaka 2-forma tipa (1,1), torej je

£2(Q) = £M1(Q).
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Operatorja 0 in 0 delujeta kot sledi:
0 — £°(Q) -5 £19() L £29(Q) =0,
0 — &%) -2 £21(Q) -2 £92(Q) = 0

Dolbeautove kohomoloske grupe so

HY(Q) = ker{d: £°(Q) — £1(Q)} = O(), (1.16.9)
H3(Q) = %. (1.16.10)

Iz klasi¢ne kompleksne analize na domenah v C sledi

Izrek 24. Za vsako domeno Q v C velja H5(Q2) = 0.

Ker je vsaka (0,1)-forma oblike fdz, to pomeni, da za vsako gladko funkcijo f € £°(Q)
obstaja gladka funkcija u € £°(Q), ki reSe nehomogeno Cauchy-Riemannovo enacho

of
— =
0z
Oglejmo si sedaj transformacijo diferencialnih form pri zamenjavah koordinat. Naj bo

f=(u,v) =u+iv: Q@ — Q' C C gladka preslikava. Za vsako diferencialno k-formo 6 na
' (k €{0,1,2}) definiramo njen povlek f*6 kot sledi:

(a) Ce je 0 funkcija (O-forma), je f*0 =6 o f.
(b) f*(adz + bdy) = (u+iv)*(adx + bdx) = (ao f)du+ (bo f)dv.
(¢) fladx Ndy) = (ao f)duNdv = (ao f)(uzvy, —uyv,)dx A dy.

Podobno definiramo povlek diferencialnih form 6 na R™ z gladko (vsaj C!) preslikavo
f=f1,. -, fa): Q@ = R" kKjer je Q domena v R™. Naj bodo y = (y1,...,y,) koordinate
na R™. Osnovna pravila poleg (a) so naslednja:

— Ofi
*dy; = df; = —
7j=1
[Hla+B)=fat [B, [(aAB)=[faAfP
Ker je vsaka diferencialna forma na R" vsota izrazov oblike ady;, A --- A dy;,, kjer je a
funkcija, je s temi pravili povlek enoli¢no definiran in dobimo npr.

fladys N--- Ndyy) = (ao f)dfiy N--- Ndfiy.

S pomocja prvega pravila izrazimo diferenciale df;; kot linearne kombinacije baznih dife-
rencialov koordinate dx1, . . ., dx,,, nato pa z upostevanjem multilinearnosti in antikomuta-
tivnosti produkta A izrazimo rezultat kot linearno kombinacijo baznih form dxj A- - -Adx;,
po narascajocih indeksih 1 < 77 < ... < jp < m.

dl‘j



Poglavje 11

Riemann-Rochov izrek

II.1 Snop zarodkov holomorfnih funkcij

V tem razdelku si bomo ogledali pojem snopa in standardno konstrukcijo snopa iz pred-
snopa. To bomo naredili na preprostem in za nas najpomembnejsem primeru, to je snopu
zarodkov holomorfnih funkcij. Ista konstrukcija deluje v drugih razredih funkcij in tudi
splosnejsih objektov, kot so npr. prerezi sveznjev. V nadaljevanju bomo uvedli Se nekaj
drugih naravnih primerov snopov, ki bodo igrali pomembno vlogo v tem poglavju.

Zacnimo z definicijo snopa.

Definicija 18. Naj bosta £ in X topoloska prostora. Zvezna surjektivna projekcija
m: & = X se imenuje snop z baznim prostorom X in totalnim prostorom &, ce je
projekcija 7 lokalni homeomorfizem. Ce je poleg tega vsaka bilka 7~ (z) (z € X) abelova
grupa (oziroma komutativen kolobar, obseg,...) in so algebrai¢ne operacije zvezne, potem
je £ — X snop abelovih grup (oz. snop kolobarjev, snop obsegov,...).

Primer 20. Vsak krovni prostor 7: Y — X je snop. Ce ima vlakno E = 7~ (z) strukturo
grupe ali kolobarja za vsak x € X, dobimo snop grup oz. snop kolobarjev. O

Opomba. Ker so bilke £, = 7 !(z) snopa diskretne, so algebrai¢ne operacije na vsaki
posamezni bilki vselej zvezne. Smisel zahteve po zveznosti teh operacij v definiciji I¥ je
zveznost v odvisnosti od bazne tocke.

Oglejmo si sedaj konstrukcijo snopa Ox zarodkov holomorfnih funkcij na kompleksni
mnogoterosti X. (Za razumevanje konstrukcije snopa lahko vzamemo X = C", ali celo
X = C.) Za vsako odprto mnozico U C X oznac¢imo z O(U) kolobar holomorfnih funkcij
na U. Element tega kolobarja je par (U, f), kjer je f holomorfna funkcija na U. (V
primeru U = @ vzamemo O(@) = &.) Za vsak par odprtih mnozic U C V v X imamo
restrikcijski homomorfizem

royv: OV)—=0WU), OWV)>3fw flveO).

57
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Ocitno je
o 7y je identiteta na O(U) za vsako odprto mnozico U C X, in

e za vsako trojico odprtih mnozic U C V. C W velja ryy o ryw = ruw.

Druzina vseh kolobarjev {O(U): U C X} in restrikcijskih homomorfizmov 7y sestavlja
predsnop holomorfnih funkcij na X.

Iz predsnopa naredimo snop tako, da najprej definiramo zarodke holomorfnih funkcij v
poljubni tocki @ € X. Iz kolekcije vseh kolobarjev O(U) v danem predsnopu izberemo
tiste, za katere je a € U. Na tej druzini uvedemo ekvivalenéno relacijo ~, s predpisom
(U, f) ~a (V,g), ¢e obstaja odprta mnozica W za € W C UNV, tako da je rwu(f) =
rvu(g). (Slednje pomeni, da se f in g ujemata na mnozici W.) Ekvivalenéni razred
elementa (U, f) po relaciji ~, se imenuje zarodek holomorfne funkcije f v tocki
a € X. Mnozica xO, vseh zarodkov v a je kolobar, saj se operaciji vsota in produkt na
O(U) na ociten nacin podedujeta na xO,.

V lokalni holomorfnih koordinatah z = (z,..., z,) na okolici tocke a, z(a) = 0, je xO,
izomorfen kolobarju ,Oy = C{zy,..., z,} konvergentnih potenénih vrst v spremenljivkah
21y, 2n. Larodek holomorfne funkcije f(z1,...,2,) v tocki z = 0 je natanko dolocen s

Taylorjevo vrsto f okrog tocke 0 oziroma, bolje receno, s koeficienti ¢, Taylorjeve vrste:

flz1,.o,2n) = Z Cayt

a=(a1,...,an)ELY

Snop zarodkov holomorfnih funkciy na X je disjunktna unija kolobarjev xO, po
vseh tockah a € X:
XO = |_| XOa.

acX
Oznacimo s 7: xO — X projekcijo z bilkami (vlakni) 771 (z) = xO,.

Na xO definiramo topologijo snopa na naslednji nacin. Za vsak element (U, f) pred-
snopa (torej je U odprta mnozica v X in f € O(U) neka holomorfna funkcija na U
definiramo

MU, f)={f.: a €U} C xO.

Torej je M (U, f) druzina zarodkov funkcije f v tockah a € U. O¢itno je 7: M (U, f) — U
bijektivna in 7' (a) N M (U, f) = f, za vsako tocko a € U.

Trdimo, da je druzina vseh mnozic M (U, f) baza topologije na xO. O¢citno je unija
teh mnozic enaka xO, saj je vsak zarodek f, dolocen z nekim parom (U, f) in je zato
fo € M(U, f). Recimo, da velja tudi f, € M(V,g) za nek drug par (V,g). Potem je
fa = ga, torej se funkciji f in ¢ ujemata na neki okolici W C U NV tocke a. Odtod sledi
fo = gp za vsak b € W in zato M(W, f) = M(W,g) C M(U, f) N M(V,g).
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Trditev 15. Prostor xO z zgoraj opisano topologijo snopa je Hausdorffov. Projekcija
7 xO — X je lokalni homeomorfizem, bilke xO, = 7 '(a) (a € X) pa so diskretne.
Operaciji vsota in produkt na bilkah sta zvezni.

Dokaz. Najprej dokazimo, da je topologija Hausdorffova. Vzemimo poljubna elementa
fasgp € xO. V primeru a # b izberemo disjunktni okolici U,V C X teh dveh tock in
predstavnika f € O(U), g € O(V). Tedaj sta M (U, f) in M(V, g) disjunktni okolici f,
in g,. Recimo sedaj, da je a = b. Izberemo povezano odprto okolico U C X tocke a ter
holomorfni funkeciji f,g € O(U), ki predstavljata zarodka f, in g,. Trdimo, da sta okolici
M(U, f) M (U, g) disjunktni. V nasprotnem primeru je f, = g za neko tocko b € U, torej
velja f = g na neki odprti okolici tocke b. Ker je U povezana, iz principa identi¢nosti sledi
f = g na U, kar je v protislovju s predpostavko f, # g,. Torej je xO res Hausdorffov
topoloski prostor.

Da je projekcija m: xO — X lokalni homeomorfizem sledi iz definicije topologije: Okolica
MU, f) ={f.: x € U} zaroda f, € xO, se preslika s 7 homeomorfno na mnozico U C X.
Vsako vlakno 77 !(a) je torej zaprta diskretna podmnozica snopa xO.

Denimo, da je f, + g, = h,. Te tri zarodke lahko predstavimo s funkcijami f, g, h na isti
okolici U tocke a, tako da je f 4+ g = h na U. Zato je f, + g, = hy za vsak b € U. Odtod
in iz definicije topologije na xO sledi, da je vsota zarodkov zvezna operacija. (Vsota ni
definirana za zarodke v razliénih tockah.) Podoben argument velja za produkt. O

Na enak nac¢in definiramo za vsak k € {0,1,2,...,00,w} snop xC* zarodkov funkcij
razreda C* na realni mnogoterosti X razreda C*. Pri tem k = 0 pomeni topologke mno-
goterosti in zvezne funkcije, torej je xC° = xC snop zarodkov zveznih funkcij na X.
Pri k = w dobimo snop xC% zarodkov realno analiticnih funkcij.

Bolj perverzen primer je snop zarodkov nezveznih funkcij, ki ga dobimo iz predsnopa
vseh (ne nujno zveznih) funkcij na odprtih mnozicah U C X. Ta snop ima predvsem
teoreticen pomen, saj z njegovo pomocjo lahko konstruiramo kohomoloske grupe baze X
s koeficienti v poljubnem snopu.

Snopi xC* niso Hausdorffovi, razen za k = w kjer lahko uporabimo princip identi¢nosti
podobno kot pri holomorfnih funkcijah. Primer, ki poka ze, da snop g C** ni Hausdorffov,
je gladka funkcija f(t) =0zat <0in f(t) = exp(—1/t) za t > 0. Njen zarodek se ujema
z zarodkom nicelne funkcije g = 0 v vseh tockah a < 0, v tockah a > 0 pa sta to razlicna
zarodka. Zato zarodka fy # go v 0 € R nimata nobenega para disjunktnih okolic.

Snopi xO in xC* so snopi kolobarjev. Oznacimo z x O} grupo vseh zarodkov holomorfnih
funkcij f, € xO,, ki zadoscajo pogoju f,(a) # 0; to je ravno grupa (za produkt) vseh enot
kolobarja lokalnega kolobarja xO,. Prirejeni snop xO* = ||,y xO; se imenuje snop
zarodkov nenicelnih holomorfnih funkcij na X. Ocitno je xO* snop abelovih grup.

Meromorfna funkcija f na kompleksni mnogoterosti X je na majhnih povezanih od-
prtih mnozicah U C X predstavljena kot kvocient f = g/h dveh holomorfnih funkcij
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na U, s tem da h ni identi¢no enaka 0 na U. (Kvocient f = g/h v resnici predstavlja
funkcijo le na mnozici {z € U: h(x) # 0}.) Dve taki funkciji fi = g1/h1 in fo = g2/hs na
razlicnih okolicah tocke a € X dolocata isti zarodek meromorfne funkcije v tocki a
natanko tedaj, ko velja g1he = gohy v neki okolici tocke a. Mnozica x M, vseh zarodkov
meromorfnih funkcij v tocki a € X je torej obseg ulomkov nad kolobarjem xO,.

Snop zarodkov meromorfnih funkcij oznac¢imo z

xM = |_| xMa;

aeX

to je snop obsegov. Ce iz obsega xM, odstranimo zarodek nicelne funkcije, dobimo
grupo x M} in prirejeni snop
sM = | | xM;
acX

zarodkov netrivialnih meromornih funkcij na X.

Definicija 19. Prerez snopa m: £ — X nad mnozico U C X je zvezna preslikava
f: U — &y, za katero velja m o f = Id|y; ekvivalentno, f(z) € &, za vsak € U. Ce
jeU = X, se f: X — & imenuje globalnt prerez. Mnozico vseh prerezov f: X — &
oznacimo z (X, €) ali tudi H°(X, &).

Denimo, da je snop £ dobljen iz nekega predsnopa E(U), U C X. Ker ima vsak element
fa € &, predstavnika f € £(U) za neko okolico a € U C X, sledi iz definicije topologije
na snopu &, da za vsak prerez h: X — £ z h(a) = f, velja h(b) = f, za vsak b v neki
okolici tocke a. To pomeni, da so prerezi lokalno predstavljeni z elementi mnozic £(U) iz
predsnopa. V zgoraj obravnavanih primerih snopov imamo torej

X, x0)=0(X), TI'(X, xC=ctX), TI'(X,xM)=M(X).

To je, globalni prerezi snopa xO so holomorfne funkcije na X, prerezi snopa xC so zvezne
funkcije na X, prerezi snopa x M so meromorfne funkicje, itd.

Ce je & — X snop grup (ali kolobarjev), je tudi prostor prerezov I'(X, &) grupa (ali
kolobar) za operacije po tockah.

S pomocjo snopa x O zarodkov holomorfnih funkcij na kompleksni mnogoterosti je prepro-
sto opisati analiticno nadaljevange holomorfnih funkcij. Pri klasi¢ni definiciji anali-
ticnega nadaljevanja zatnemo z nekim parom (Uy, f1), kjer je f; holomorfna funkcija na
povezani odprti mnozici U; C X; vsakemu takemu paru pravimo funkcijski element.
Analiticno nadaljevanje tega elementa vzdoz neke poti v: [0,1] — X z v(0) € U; pomeni
izbor delitve 0 = ¢y < t; < ty < ---t, = 1 in druzine funkcijskih elementov (U, fx)
(k=2,...,n), tako da za vsak k = 1,...,n velja

Y([tk-1,tx]) C Uy, fr—1 = fr na Up_1 N Uj.
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Pri tem pisemo (Uy, fo) = (Us, f1) za skladnost oznak. Ta kolekcija doloca dvig poti v v
pot ¥: [0,1] — xO s predpisom

,’\}//(t) = (fk)w(t) zat € [tk—btk]a k=1,...n.

Tu smo z (fi)y ) oznacili zarodek holomorfne funkcije fi, v tocki v(t) € X. Definicija je
dobra, saj se funkciji fr_1 in fi ujemata na preseku Uy_q N Uy, ki vsebuje lok y([tx_1,])-
Obratno, vsaka pot A: [0,1] — xO doloca analiticno nadaljevanje funkcije fo, dolocene z
zarodkom A(0).

Iz tega razmisleka vidimo, da vsak zarodek f, € xO dolo¢a maksimalno (v splosnem
vecliéno) holomorfno funkcijo, ki jo dobimo kot funkcijo na povezani komponenti R =
R;, C xO tocke f, v snopu xO. Ker je projekcija 7: R — X lokalni homeomorfizem,
obstaja na R natanko ena struktura kompleksne mnogoterosti, za katero je ta projekcija
lokalno biholomorfna. Definiramo funkcijo F': R — C s predpisom

F(fI) = fac(x), fe € R.

To je, za vsak zarodek f, € R je F(f,) € C vrednost zarodka f, v tocki z. Ocitno
je F holomorfna funkcija na ploskvi R, ki se ujema z zacetno funkcijo f, v neki okolici
zacetne tocke a € X. Funkcijo F' smo torej dobili z analiticnim nadaljevanjem zarodka
fa po vseh moznih poteh v X, po katerih se dani zarodek da analiticno nadaljevati;
domene R torej ne moremo Se povecati z analiticnim nadaljevanjem. Zato se ta ploskev
R = Ry, imenuje maksimalna domena zarodka holomorfne funkcije f,, funkcija F' pa
je prirejena maksimalna holomorfna funkcija.

Zgodbo o snopih lahko povzamemo s tole dobro znano duhovito prispodobo:

Snopi so topoloski prostori, v katerih je topologija ‘horizontalna’, algebra pa ‘vertikalna’.

II.2 Homomorfizmi snopov

V tem razdelku si bomo ogledali nekaj standardnih konstrukcij s snopi, Se posebej pojem
podsnopa, kvocientnega snopa, homomorfizma snopov, itd.

Definicija 20. Naj bo F snop abelovih grup nad topolokim prostorom X. Podmnozica
& C F je podsnop snopa F, ¢e je £ odprta podmnoica v F in je vsaka bilka &, abe-
lova podgrupa grupe F,. Analogno definiramo podsnop kolobarjev ali drugih algebrainih
struktur.

e je £ C F podsnop snopa abelovih grup F, potem je kvocient F,/E, abelova grupa za
vsak z € X. Mnoica

zeX
s kvocientno topologijo se imenuje kvocientnt snop snopa F po podsnopu &.
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Definicija 21. Naj bosta £ in F snopa abelovih grup nad topoloskim prostorom X.
Zvezna preslikava ¢: € — F, tako da je ¢(&,) C F, in je ¢,: E, — F, homomorfizem
abelovih grup za vsak x € X, se imenuje homomorfizem snopov abelovih grup.

Analogno definiramo homomorfizem snopov abelovih kolobarjev itd. Dokaz naslednje
trditve je preprost in ga prepuscamo bralcu.

Trditev 16. Ce je ¢: £ — F homomorfizem snopov abelovih grup nad X, potem je jedro
kero={ee€&:rxeX, ¢.(e)=0€ F,} C€&
podsnop abelovih grup snopa &, slika
im¢ ={¢pe):ecE} CF

pa je podsnop abelovih grup snopa F.

Definicija 22. (a) Naj bosta ¢: &€ — F in ¢: F — G homomorfizma snopov abelovih
grup nad X. Zaporedje homomorfizmov

e FrYg
se imenuje eksaktno, ce je im ¢ = ker .

(b) Kratko eksaktno zaporedje homomorfizmov snopov je zaporedje

0—&-5HFr g, (IL.2.1)

ki je eksaktno na vsakem mestu. Pri tem smo z 0 oznacili trivialni snop nad X.

(¢) Zaporedje homomorfizmov snopov abelovih grup nad X,

o -1 on Dj+1

— 53‘ — ngrl — gj+2 ¢J_+2> (1122)

je kompleks homomorfizmov snopov, ce je ¢j11 0 ¢; = 0 za vsak j, in je dolgo
eksaktno zaporedje homomorfizmov snopov, ¢e je im ¢; = ker ¢, 41 za vsak j.

Eksaktnost zaporedja (1) na prvem mestu 0 — & A F pomeni ker ¢ = 0, torej je ¢
izomorfizem snopa € na podsnop ¢(£) C F. Eksaktnost na sredini pomeni im ¢ = ker .

Eksaktnost na zadnjem mestu F 2 G — 0 pa pomeni, da je ¢ surjektiven. Odtod sledi,
da ¢: F — G inducira izomorfizem F/¢(E) = F/kerp — G.

Vsako dolgo eksaktno zaporedje (II232) lahko razstavimo na kratka eksaktna zaporedja:

0 — img;_y — & 2L im ¢; — 0. (I1.2.3)



I1.3 Kohomologija s koeficienti v snopu 63

II.3 Kohomologija s koeficienti v snopu

Naj bo X topoloski prostor in F snop abelovih grup nad X. Za vsako stevilo ¢ € Z,
bomo konstruirali abelovo grupo H?(X,F), ki se imenuje ¢-ta kohomolosko grupa
prostora X s koeficienti v snopu F. V posebnem primeru, ko je F konstanten snop
nad X, to je snop X x G — X, kjer je G abelova grupa z diskretno topologijo (npr.
G = 7Z,R,C,...), je HI(X,F) = HYX,G) obicajna kohomoloska grupa prostora X
s koeficienti v G, ki jo lahko dobimo s katero od standardnih topoloskih konstrukcij
(npr. simplicialna kohomologija). Kohomologke grupe predstavljajo obstrukcije za obsto]
globalnih resitev problemov, ki so lokalno resljivi.

Obstaja ve¢ konstrukeij kohomoloskih grup; na tem mestu si bomo ogledali t.i. konstruk-
cijo Cechova. Podrobnosti lahko bralec najde npr. v [2] ali [177].

Za nas bo najpomembnejsa prva kohomoloska grupa H'(X, F). Za motivacijo njene defi-
nicije si oglejmo prvi Cousinov problem, na katerega naravno naletimo pri reSevanju
Mittag-Lefflerjevega problema na domenah X C C (ali na Riemannovih ploskvah).
Radi bi nasli meromorfno funkcijo m € M(X) s predpisanimi poli in predpisanimi glav-
nimi deli v teh polih. Recimo, da naj bi m imela pole v neki diskretni mnozici tock
x1, Ta, ... v X, glavni del m v tocki x;, pa naj bo enak glavnemu delu funkcije my, € M(Uy),
definirane in meromorfne na neki odprti okolici Uy, C X tocke xy. Z zmanjSanjem okolice
Uy lahko predpostavimo, da je my holomorfna na Uy \ {zx}. Druzini (my) dodajmo se
funkcijo mg = 0 na mnozici Uy = X \ {21, 29, ...}. Kolekcija U = {Uy, Uy, Us, ...} je od-
prto pokritje baze X. Problem je seveda v tem, da se funkcije m; med seboj ne ujemajo
na presekih domen. Njihove razlike

fiy =m; —m; € OU;NT;)

so holomorfne funkcije na presekih U;; := U; N Uj, saj se glavni deli unic¢ijo. Denimo
sedaj, da uspemo najti druzino (f;) holomorfnih funkcij f; € O(U;), tako da velja
fi—fi=fi; na Uj; (I1.3.1)

za vsak par indeksov 7, j. Odtod z upostevanjem f; ; = m; — m; sledi
m; — fl = mj — fj na Ui,j-

Druzina m; — f; € M(U;) meromorfnih funkcij na elementih U; nasega pokritja torej defi-
nira globalno meromorfno funkcijo m € M(X), ki ima o¢itno iste pole in glavne dele kot
funkcije m;, saj so funkcije f; € O(U;) holomorfne. Problem smo s tem resili, bistveni del
pa je bil obstoj druzine holomorfnih resitev ( f;) enac¢b (I=3). V kohomoloskem jeziku to
pomeni, da je 1-kocikel (f; ;) (na pokritju i, z vrednostmi v snopu O zarodov holomorfnih
funkcij na X) hkrati 1-korob, torej enak sliki neke 0-koverige (f;) s homomorfizmom

o((fi) = (fiz),  fij=1fi— finalUy.
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Mozna obstrukcija za obstoj globalne resitve torej lezi v prvi kohomoloski grupi H (U, O)
oziroma, ¢e upostevamo tudi prehode na finejsa pokritja, v kohomoloski grupi H(X, O)
ploskve X s koeficienti v snopu zarodkov holomorfnih funkcij.

Mittag-Leftlerjev problem je vselej resljiv na poljubni domeni X C C, ali na poljubni
nekompaktni Riemanovi ploskvi, in velja

H'(X,0) =0.

To kohomolosko grupo lahko razumemo tudi kot grupo razredov neresljivih nehomogenih
Cauchy-Riemannovih enacb du = f na X. Natancneje, obstaja naravni izomorfizem

o

HY(X) =5 H'(X,0)

prve Dolbeaultove kohomoloske grupe H%(X ) na prvo Cechovo kohomolosko grupo

s koeficienti v @. Ce je X domena v C (ali odprta Riemannova ploskev), je vsaka neho-
mogena 0 enacba na X redljiva, to je, H%(X ) = 0. To lahko vidimi z obstojem resitev
na relativno kompaktnih podmnozicah v X (kjer uporabimo Cauchy-Greenov integralni
operator) ter Rungejevim aproksimacijskim izrekom, ki omogoca sestaviti konvergentno
zaporedje resitev na vedno vecjih podmnozicah v X. Kot bomo videli kasneje, to ne velja
na kompaktnih Riemannovih ploskvah X roda g > 1.

Podobno nas resevanje Weierstrassovega problema, to je konstrukcija holomorfne
funkcije f € O(X) na Riemannovimi ploskvi X s prepisanimi ni¢lami (ali konstrukcija
meromorfne funkcije s predpisanimi niclami in poli), privede do mozne obstrukcije v prvi
kohomologki grupi H'(X, O*) s koeficienti v snopu abelovih grup zarodkov nenicelnih
holomorfnih funkcij na X (t.i. drugi Cousinov problem). Tudi ta problem je vselej
resljiv na domenah v C in na odprtih Riemannovih ploskvah, kjer velja H'(X, O*) = 0,
ne pa tudi na kompaktnih Riemannovih ploskvah ali na domenah v C"* za n > 1. (Glej
trditev 20 in izrek B2 v & [I3.)

To konstrukcijo bomo sedaj formalizirali.

Za vsako odprto mnozico U C X oznacimo F(U) = I'(U, F) abelovo grupo vseh prerezov
U — Fly snopa F nad U. Naj bo U = (U;);er neko odprto pokritje baze X. Za vsako
g-terico indeksov iy, ...,i, € A oznacimo

Ui, ig =Us, DU NN U,

Za vsako Stevilo ¢ = 0,1,2,... definiramo abelovo grupo C4(U,F) vseh g-koverig na
pokritju U s predpisom

c'uF) = [ FU..i)

10y..eyig€lTH]

To je kartezicen produkt abelovih grup F(Us,.. ;) po vseh (k + 1)-tericah indeksov i =
(ig,...,iq) € 17!, Elementi f € C%U,F) se imenujejo g-koverige na pokritju U z
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vrednostmi v snopu F. Vsaka k-koveriga je torej kolekcija prerezov

f: (flo ..... ig " (io,...,iq) E]q+1), fio 77777 iq E.F(Uio ..... iq>-
Tako je 0-koveriga druzina f = (fi)ies, 1-koveriga je druzina f = (f; ;)i er, itd.

Sedaj definiramo korobne operatorje

6§ = 6:C'WU,F)—C'(U,F)
6 = 6 C'UF)—C*U,F)

§ = 6 CUU,F)— CNU,F)

na naslednji nacin:

(i) Za f = (fi)ier € C°U, F) definivamo 0((f)ier) = (9i,j)ijer. Kier je
9i; = filv., — filv., € F(Ui;).

V nadaljevanju bomo pisali kar g; ; = f; — f; in ob tem razumeli, da je razlika definirana
samo na preseku U; ; = U; N U; domen prerezov f; in f;.

(ii) Za f = (fi;)ijer definiramo d((fi;)) = (gijx), kjer je
Gijk = fik — fix + fij € F(Uijk)
(iii) Za poljuben ¢ € Z, in (f) € CYU, F) je element 6((f)) = (g) € C9(U, F) definiran
s predpisom
g+1 |
Gioyi1yeigr1 — Z(_l)jflo ..... i ig41’ (i07 ilu s 7iq+1) € Iq+27

Ty
J=0

kjer stresica nad indeksom pomeni, da je ta indeks izpuscen.

Ocitno so operatorji 69: CYU, F) — C (U, F) homomorfizmi abelovih grup.
Trditev 17. Za vsak ¢ =0,1,2,... velja
671 0 09 = 0.
Dokaz. Preverimo pri ¢ = 0:
010 8°((f:)) = 6 ((f5 — fi)iger) = (fu — f;) = (fu — fi) + (fi — fi) = 0.

Za q > 1 prepuscamo dokaz bralcu. O
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Za vsak q € Z, oznacimo

Z'U,F) = ker (6% CUU,F) — CU,F)),
BYU,F) = im (8" CTHU,F) = CIU,F)).

Pri ¢ = 0 definiramo B°(U, F) = 0 (trivialna grupa). Elementi grupe Z¢(U, F) se imenu-
jejo g-kocikli, elementi grupe BY(U, F) pa g-korobovi. 1z trditve 7 sledi

BYU,F) C Z9U,F), q=0,1,2,....
Zaporedje homomorfizmov abelovih grup
0 — C'WU,F) - CHU,F) -2 C*U,F) 5 -
je torej koverizZni kompleks. Njegova kohomologija je

Z9U,F)

YU F) = T 7y

H*(U,F) = éH‘J(Z/{,F).

Grupa HY(U, F) se imenuje g-ta kohomoloska grupa pokritja U s koeficienti v F.
Njeni elementi so ekvivalenéni razredi g-kociklov f € Z9(U,F), pri ¢emer dva kocikla
f,g € Z9U,F) dolocata isti razred [f] = [g] € H*(U,F) natanko tedaj, ko je njuna
razlika korob: f — g = §7"(h) za nek h € CT YU, F).

Opomba. Iste kohomoloske grupe dobimo, ¢e uporabimo namesto grup koverig C4(U, F)
podgrupe C% (U, F) C CYU, F) simetriénih koverig, to je takih, ki zadosc¢ajo pogoju

sym

za vsako permutacijo 7 mnozice {0, 1, ..., ¢}. Tu je sign(m) = +1 znak permutacije 7. [
Trditev 18. HOU, F) = Z°(U, F) = F(X).

Dokaz. Iz definicije homomorfizma 6° sledi, da je 0-koveriga (f;) € C°(U,F) kocikel,
torej element podgrupe Z°(U,F), natanko tedaj, ko je f; — f; = 0 na U, ; za vsak par
indeksov 7,5 € I. Slednje pomeni, da se prerezi f; € F(U;) ujemajo ne presekih njihovih
definicijskih mnozic, zato definirajo globalni prerez snopa F. Torej je Z%(U, F) = F(X).
Ker je BO(U, F) = 0, sledi HO(U, F) = Z°(U, F). O

Iz trditve I8 vidimo, da je grupa H°(U, F) neodvisna od izbire pokritja U prostora X,
zato lahko pisemo kar H°(X, F) = F(X). Visje kohomoloske grupe HY(U,F) za ¢ > 1 so
v splosnem odvisne od izbire pokritja. Vpliv pokritja eliminiramo tako, da si ogledamo
efekt prehoda na finejsa pokritja in nato definiramo kohomoloske grupe prostora X s
koeficienti v snopu F kot induktivne limite

HY(X, F) = lim H'(U, F) = <|_|Hq(u,f)> /N
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Osnovna ideja je naslednja. Pokritje V = (Vj)rex prostora X se imenuje finejse od
pokritja U = (U;)ier, kar oznac¢imo V < U, ¢e je vsaka mnozica Vj vsebovana vsaj v eni
mnozici U;. Ce to velja, lahko izberemo preslikavo 7: K — I, ki zadoSc¢a pogoju

Vi C Uf(k) Vk € K. (11.3.2)

Izbira preslikave 7 se imenuje vértanjge pokritja V v pokritje 4. Na grupah koverig
dobimo inducirani zoZitvent homomorfizem

7 CY U, F) — CUV, F)

s predpisom 7I((f)) = (Gko,....k, ), Kier je

Npr., pri ¢ = 1 dobimo gi = fr(x)-@)|vinv; za vsak par k,l € K. Lahko je preveriti, da 79
komutira s korobnim operatorjem d:
89071 = 7971 0§,

zato preslika kocikle na U v kocikle na V ter korobove na U v korobove na V. Posledi¢no
7% inducira homomorfizem kohomoloskih grup

T HIUF) — HYV, F),  q=0,1,2,....

Da se pokazati, da je ta homomorfizem kohomoloskih grup neodvisen od izbire vértanja
pokritja V v pokritje U, torej od izbire preslikave 7: K — I, ki zados¢a pogoju ([I=32).
(Za dokaz pri ¢ = 1 glej npr. [8, Lemma 12.3, p. 98].)

Kohomolosko grupo HY(X,F) definiramo kot mnozico vseh ekvivalen¢nih razredov [f]
g-kociklov f € Z%U,F) po vseh pokritjih U prostora X, pri ¢emer sta dva kocikla
fe€eZYU,F)in g € Z%V, F) ekvivalentna natanko tedaj, ko obstaja skupno nadaljevanje
W < U, W < U, s pripadajotima vértanjema 7, p, tako da je razlika 7(f)—p?(g) € BL{(W)
korob na pokritju W; ekvivalentno:

[T(F)] = [p"(9)] € H'(OW, F).
Za vsako pokritje Y imamo naravni homomorfizem
HYU,F) — HY(X,F). (I1.3.3)

Pri ¢ = 0 je to izomorfizem, saj sta obe grupi enaki grupi F(X) vseh globalnih prerezov
snopa F nad X. Pri ¢ = 1 je vsak od teh homomorfizmov injektiven (glej dokaz izreka
spodaj), ni pa nujno surjektiven (glej npr. [8, p. 99]). Pri ¢ > 2 homomorfizmi (IT=3-3)
v splosnem niso niti injektivni niti surjektivni.
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Opomba. Ce je F snop abelovih kolobarjev ali snop vektorskih prostorov, so tudi koho-
moloske grupe H?(U, F) in HI(X,F) kolobarji oz. vektorski prostori.

Definicija 23. (a) Pokritje U prostora X se imenuje Lerayevo pokritje za snop F, ¢e
je (I=33) izomorfizem za vsak ¢ = 1,2,.... (To pomeni, da lahko kohomoloske grupe
H9(X, F) izracunamo na pokritju U.)

(b) Pokritje U prostora X je acikliéno za snop F, ¢e velja

Hq(UiO ,,,,, Zk):() Vio,...,’ikGI, Vq:1,2,

Brez dokaza bomo navedli naslednji Lerayev izrek.

Izrek 25 (Lerayev izrek). Vsako aciklicno pokritje je tudi Lerayevo.

Posebej navedimo naslednji poseben (in bolj preprost) primer Lerayevega izreka, ki je za
nas Se posebej zanimiv (glej npr. [8, Theorem 12.8, p. 101]).

Izrek 26 (Lerayev izrek za H'). Naj bo F snop abelovih grup na topoloskem prostoru
X inU = (Uy)ier odprto pokritje X. Potem velja:

(i) Naravni homomorfizem H'(U;, F) — H' (X, F) je injektiven.

(ii) Ce je HY(U;, F) = 0 za vsak i € I, potem je homomorfizem H'(U;, F) — H'(X,F)
1zomorfizem:
HY(X,F)= H'U,F).

Pokritje U kot v izreku E8 (ii) se imenuje Lerayevo pokritje 1. reda za snop F.

Dokaz. Zadosca dokazati, da je za vsako finejse pokritje V < U inducirani homomorfizem
H'U,F) — H'(V,F) injektiven (v primeru (i)) oziroma izomorfizem (v primeru (ii)).
Iz definicije grupe H'(X,F) kot induktivne limite grup H'(V,F) potem sledi, da je
HYU,F) — HY (X, F) injektiven oziroma izomorfizem.

Naj bo V = (Vi)rex in 7: K — I vértanje, torej je Vi, C Urx) za vsak k € K. Naj bo
T H' U, F) — H'(V,F)

inducirani homomorfizem.

(i) ' je injektiven za vsak par pokritij V < U. Naj bo f = (fi;) € Z*U,F) in 7((f)) €
ZY(V,F) korob na V (torej 7*([f])] = 0 € H'(V, F)). Dokazati moramo, da je f korob
na U. Pogoj na 7'((f)) pomeni, da obstajajo prerezi g, € F(V}), tako da je

frrwy =9k — g ma Vi, Vkle€K.
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Ker je (f;;) kocikel, dobimo na preseku U; N Vj;:

Gk — 91 = fryr@) = frayi + fir@) = fir@) — fir

in zato fi ) + 9r = firq) + - Ta druzina prerezov na presekih U; NV}, (za fiksen i € I)
torej definira prerez —h; € F(U;), ki zadosc¢a —h; = f; -x) + gr na U; NV}, za vsak k € K.
Na Uz N Uj N Vk = UZ’J' N Vk Velja

fig = fiz) + frayg = firte) + 96 — fiee) — 96 = hy — Ry
Ker to velja za vsak k € K, sledi f;; = h; — h; na U, j, torej je [f] =0 € H*(U,F).

(i1) Ce je U Lerayevo pokritje prvega reda, je homomorfizem ' surjektiven. Naj bo

(hiy)) € ZY(V,F). Fiksirajmo indeks i € I. Druzina U; = (U; N\ Vi )rer je odprto pokritje
mnozice U;. Ker je po predpostavki H'(U;, F) = 0 in je homomorfizem H(U;, F) —
H'(U;, F) injektiven po tocki (i), sledi H'(U;, F) = 0. Torej obstaja 0-koveriga g;; €
F(U; N Vi) na pokritju Y; mnozice U;, ki zados¢éa pogoju

hig = giy — gie na U;NVy NV
Enako dobimo na mnozici U; razcep
hig =g —gjx nalU;NV,NV.
Na preseku U; ; NV}, torej velja
9ig — Gik = 91 — Gk <~ Gk — Gik = 9ji — Gil-
Zato obstaja prerez f;; € F(U, ;), ki zadosca
fii =09ixr—gjr nalU;NVy VkeckK.

Lahko je preveriti, da je f = (fi;)ijer 1-kocikel na U, torej doloca razred [f] € H (U, F).
Poleg tega je 71 ([f]) = [h] € H*(V, F), kar vidimo iz naslednjega racuna na Vj:

Frwyr) = Pt = (Griy b = Gr k) = (Grys = Gryk) = Grky b — 9oy = 0" ((Gr (i) 1))-
Torej jo res 7 ([f]) — ] = [7'(f) — K] = 0 € H'(V, 7). .

Lerayev izrek P4 ima naslednjo pomembno posledico. Recimo, da je baza X mnogoterost
realne dimenzije n. Za vsako tako mnogoterost obstaja odprto pokritje U = (U;);es, tako
da so mnozice U; in vsi njihovi preseki Uy, . ; kontraktibilni (ali prazni); poleg tega je
vsak presek dolzine > n + 1 prazen. Tako pokritje je Lerayevo za vsak konstanten snop
abelovih grup, saj je kohomologija konstantnega snopa trivialna na kontraktibilni mnozici.
Odtod sledi:
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Posledica 6. Za vsak konstanten snop F abelovih grup na realni n-dimenzionalni mno-
goterosti X wvelja
HY(X,F)=0, q>n.

Naj bo £ nek snop abelovih kolobarjev z enoto nad X. Snop F nad X se imenuje snop
E-modulov, ce je vsaka bilka F, (r € X) &,-modul in so algebrai¢ne operacije na F
(vsota, produkt z elementi iz £) zvezne.

Npr., ¢e je £ snop abelovih kolobarjev z enoto in je J C & snop idealov v £, je J tudi
snop £-modulov.

Definicija 24. Snop £ abelovih kolobarjev z enoto na X se imenuje fin snop, ¢e dopusca
particijo enote v naslednjem smislu: Za vsako odprto pokritje U = (U;);e; baze X
obstaja neko finejse lokalno konéno pokritje V = (Vi )rex < U in druzina prerezov ey €
I'(X, &) s nosilci supp(ex) C Vi, tako da je >, ex = 1 na X. (Vsota je lokalno koncna;
tu je 1 prerez, ¢igar vrednost 1, € &, je enota kolobarja &, za vsak © € X.)

Snop modulov F nad finim snopom kolobarjev £ je fin snop £-modulov.

Primer 21. Snop &£* zarodkov gladkih k-form na gladki mnogoterosti X je fin snop
modulov nad (finim) snopom kolobarjev £° zarodkov gladkih funkcij na X. Ce je f €
['(X, E*) poljuben prerez in je (gx) neka gladka particija enote na snopu £° gladkih funkeij

na X, je f = >, grf particija prereza f na prereze gif z nosilci supp(gxf) C sup gi.
Izrek 27. Za vsak fin snop modulov F nad finim snopom abelovih kolobarjev z enoto €

na X velja
HY(X,F)=0, q=1,2,....

Primer 22. Snopi £F gladkih diferencialnih k-form na mnogoterosti X so fini snopi £°-
modulov, kjer je £2 snop zarodkov kolobarjev gladkih funkcij. Zato je
HY(X, " =0, ¢>1, k>0.

Dokaz ((izreka P4). Dokazali bomo samo primer ¢ = 1; dokaz v splosnem je podoben.
Naj bo kohomoloski razred [f] € H'(X,F) predstavljen z 1-kociklom f = (fi;)ijes €
ZY(U, F) na nekem lokalno konénem pokritju U = (U;)se;. S prehodom na finejse pokritje
lahko predpostavimo, da obstaja particija enote (g;);c; na snopu £, podrejena pokritju U
(to je, supp(g;) C U; in ), g; = 1). Definiramo

hz:ng’fk,z Gf(UJ, ZEI
kel

Ker je supp(gr) C Uy, lahko produkt g fx; razsirimo z 0 na U; \ Uy, torej je to dobro
definiran prerez na U;. Tedaj je

hj —h; = ngfk,j — Okfri = ngfi,j = fij-
kel kel

Upostevali smo kocikelni pogoj fi; — fri = fij na Ui . O
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Izrek 28. Za vsako kratko eksaktno zaporedje homomorfizmov snopov abelovih grup
0 —€& —F —G—0

obstaja dolgo eksaktno zaporedje homomorfizmov kohomoloskih grup

0 — HY(X,E) — HX,F) — H(X,G) 2%
20y HY(X,E) — HY(X, F) — H'(X,G) 2

2 H2(X,E) — HY(X,F) — H(X,G) 25 - -

Preslikava, ki kratkemu eksaktnemu zaporedju homomorfizmov sopov priredi dolgo eksak-
tno zaporedje kohomoloskih grup, je kovarianten funktor.

Izreka ne bomo podrobno dokazali, bomo pa opisali definicijo homomorfizmov.

Preslikave HY(X,E) — HY(X,F) so porojene s homomorfizmom ¢: & — F, preslikave
HY(X,F) — HYX,G) pa s homomorfizmom ¢ : F — G.

Preslikava 0,: HY(X,G) — H(X,€) (¢ € Z,) se imenuje vezni homomorfizem;
definicija je nasledja.

Oglejmo si najprej primer ¢ = 0. Naj bo g € H(X,G) nek globalni prerez snopa G. Ker
je homomorfizem snopov ¢ : F — G surjektiven, obstaja pokritje U = (U;);c;r baze X in
druzina prerezov f = (fi)icr € C°(U, F) (to je, 0-koveriga na pokritju U s koeficienti v
F), tako da je ¢(fi) = glv, za vsak i € I. Naj bo f!' = (fi;)ijer € Z'(U,F) prorejeni
L-kocikel z f; j = f; — fi nan U5, (i, j) € I. Tedaj je ¢(fi;) = ¢(f;) =¥ (fi) =g—9=0
na U; ;. Ker je im¢ = kery in je ¢ injektiven, obstaja natanko dolocena druina e =
(eij)ijer € Z1 U, E), tako da je ¢(e; ;) = fij na U, za vsak i, € I. Ocitno je e 1-kocikel,
saj je f! 1-kocikel in je ¢ injektiven homomorfizem. Torej e dolo¢a kohomoloski razred
le] € HY(U, &) in s tem tudi v H' (X, E). Definiramo dy(g) = [e] € H'(X, & =).

Podobno definiramo 9, za vsak ¢ € Zy. Pri ¢ > 0 moramo najprej predstaviti element
lg] € H{(X,G) s ¢-kociklom g € Z9(U, G) na nekem dovolj finem pokritju i, tako da je g =
»(f) za neko g-koverigo f € C?(U,F) na istem pokritju, postopek pa nato nadaljujemo
enako kot prej: f potisnemo navzdol do (g + 1)-kocikla fi*! € Z9T1 (Y, F) in sklepamo,
da lezi v jedru homomorfizma 1, zato tudi v sliki homomorfizma ¢. Na ta nac¢in dobimo
kocikel e € Z9H (U, £), ki doloca element grupe HIT (X ).

Preostane nam preveriti, da je dobljeno zaporedje homomorfizmov eksaktno.

S pomocjo izreka bomo sedaj prikazali drug naraven nacin za izracun kohomoloskih
grup s koeficienti v snopu. V ta namen potrebujemo pojem acikli¢ne resolvente.

Definicija 25. Eksaktno zaporedje homomorfizmov snopov abelovih grup nad bazo X

0— F—F 2 728 F 2 (I1.3.4)
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se imenuje actkliéna resolventa snopa F nad X, ce velja
HY(X,Fy) =0, E=0,1,2,...; ¢g=1,2,....

Izrek 29 (Abstraktni Lerayev izrek). Naj bo ([I-34) aciklicna resolventa snopa F.
Potem je

ker (¢g: Fo(X) = Fy1(X))
im (¢g_1: Fyo1(X) = Fy(X))’
Pri tem vzamemo ¢_y : 0 — Fo(X), torej je H(X, F) = ker (¢o: Fo(X) — F1(X)).

HY(X,F) = g=0,1,2,...

Grupa na desni je ¢g-ta kohomoloska grupa kokompleksa globalnih prerezov, ki je prirejen
kompleksu snopov (I=34):

0 — F(X) — Fo(X) 2% Fi(X) 25 F(X) 25 .00

1I.4 De Rhamov in Dolbeaultov izrek

V tem razdelku si bomo pogledali nekaj najpomembnejsih konkretnih primerov uporabe
Lerayevega izreka 29. Razdelek je pregledne narave in brez podrobnih dokazov.

Primer 23 (de Rhamov kompleks). Naj bo E* snop zarodkov realnih gladkih di-
ferencialnih k-form na gladki mnogoterosti X realne dimenzije dim X = n. Ozna¢imo z
d = dy: EF — EF ynanji diferencial. Ker je E* fin snop za vsak k in je im(d},) = ker(dj1)
na vsaki kontraktibilni domeni (Poincaréjev lema), je zaporedje

03 R — &0 oy g1 Dy g2 &2 Ingon

acikli¢na resolventa konstantnega snopa R nad X. Ce vzamemo za £* k-forme s komple-
ksnimi koeficienti, dobimo acikli¢no resolvento snopa C. O

Primer 24 (Dolbeaultov kompleks). Naj bo X kompleksna mnogoterost kompleksne
dimenzije n. Za vsak p € {0,1,...,n} oznac¢imo z QP snop zarodkov holomornih p-form
na X. (Zap = 0 je Q0 = O strukturni snop X, to je, snop zarodkov holomorfnih
funkcij.) Z EPF oznacimo snop zarodkov gladkih diferencialnih (p, k)-form na X. Naj bo
0 = 0y EPF — EPFFL operator, ki je na funkcijah definiran s predpisom (II64), oziroma
v n spremenljivkah

Ker je £P* fin snop £°%-kolobarjev za vsak (p, k) in je im(0) = ker(dy,1 na vsakem polidisku
v C" (Dolbeaultov lema), je zaporedje

9 ] B ]
0— P — PO Sy gpl Sy gp2 Ty Sy P )

acikli¢na resolventa snopa §2P. O]
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Ce uporabimo izrek P9 na primerih 23 in P4, dobimo naslednji posledici.
Izrek 30 (de Rhamov izrek). Na vsaki gladki mnogoterosti X dimenzije n velja

, i _ker(d:&9X) — EN(X))
HY(X,R) = Hj,(X) = im (d: £971(X) — £9(X))’

q=1,2,...,n.

Izrek 31 (Dolbeaultov izrek). Na vsaki kompleksni mnogoterosti X kompleksne dimen-
zije n velja za vsak p=10,1,...,n:

_ ker (9 : EP1(X) — EPITH(X))

HI(X,QP) = HPY(X - Cg=12....n
(X, ) = H5A(X) = 1 (0 Era1(X) - era(x)) ¢ "
V posebnem je
ker (0 : E99(X) — E%atI(X
HY(X,0) = H2(X) = er ( (X) ( )), g=1.2.. . n

Q im (9 : £00-1(X) — £%4(X))

Na Riemannovi ploskvi (n = 1) sta od snopov {2” netrivialna le snopa

e 0% = O — snop zarodkov holomorfnih funkecij, in

e Q! = Q — snop zarodkov holomorfnih 1-form.

Ce je X odprta (nekompaktna) Riemannova ploskev, so na njej vse nehomogene 0-enache
resljive, kar sledi iz klasi¢éne funkcijske teorije. Torej dobimo

Izrek 32. Na vsaki odprti Riemannovi ploskvi X wvelja

HY(X,0)=0 in HY(X,Q)=0, ¢=12,....

Ker je vsaka odprta Riemannova ploskev Steinova mmnogoterost, je to poseben primer
slavnega Cartanovega izreka B.

Na kompaktni Riemannovi ploskvi velja naslednji rezultat, ki ga bomo tu navedli brez
dokaza (glej npr. Theorem 14.9 in Corollary 14.10 v Forster [8]). V dokazu se uporabi
elementarna kompleksna in funkcionalna analiza.

Izrek 33. Za vsako kompakino Riemannovo ploskev X je H'(X,O) koncno razseZen
kompleksen vektorski prostor. Njegova dimenzija

9o = dime H'(X, 0) (I11.4.1)

se imenuje analiticen rod ploskve X.
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V razdelku &I bomo kot posledico Riemann-Rochove formule in Serrejevega dualno-
stnega izreka pokazali, da je analiticen rod g, enak topoloskemu rodu g = gx ploskve X.
Za Riemannovo sfero lahko to dokazemo dokaj elementarno.

Trditev 19. Na Riemannovi sferi je
H'(CP*.0O) = 0.

Dokaz. Najbo CP!' = CU{cc} = UUV, kjerjeU =C,V = C*U{oo} X Cin UNV = C*.
Ker je H'(C, Q) = 0 po izreku B, lahko vsak razred v H!(CP!, O) predstavimo s kociklom
na U NV, torej s holomorfno funkcijo f na C*. Razvijmo f v Laurentovo vrsto:

f2) =) e =u(z) - v(z),
kjer je u(z) = > ¢,2" njen regularni del in v(z) = — Z:io cp2" glavni del. Tedaj se u

holomorfno razsiri preko tocke 0 do funkcije u € O(U), v pa se razsiri preko tocke oo do
funkcije v € O(V'). To pomeni, da je vsak 1-kocikel na pokritju {U,V'} tudi korob, torej
predstavlja nicelni razred v H'(CP!, ©). Trditev je s tem dokazana. O

II.5 Divizorji na Riemannovih ploskvah
Pojem divizorja bomo najprej uvedli na Riemannovi ploskvi, v naslednjem razdelku pa
Se na kompleksnih mnogoterostih visje dimenzije.

Definicija 26. Divizor na Riemannovi ploskvi X je funkcija D: X — Z z diskretnim
nosilcem
supp D = {x € X: D(x) # 0}.

Divizor pisemo v obliki D = )" _\ D(x) -z, torej kot formalno linearno kombinacijo tock
x € X z utezmi D(z) € Z, ali v obliki

D= mj-x (I1.5.1)
J

kjer je {z;} = supp D diskretna mnozica v X in so m; = D(z;) € Z cela stevila. Ce je
ploskev X kompaktna, potem je nosilec divizorja konéna mnozica, torej je vsota (II-5)
koné¢na. Divizor, za katerega je D(x) = 0 za vsak z € X, se imenuje nicelni divizor.

Mnozica Div(X) vseh divizorjev na Riemannovi ploskvi X je abelova grupa z operacijo
(D + D')(z) = D(x) + D'(x), r e X.

Ocitno je supp(D + D’) C supp D Usupp D’. Razliko divizorjev ozna¢imo z D — D'.
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Na mnozici Div(X) definiramo relacijo delne urejenosti s predpisom
D<D < D(z)<D'(z) (VxeX).

Divizor D se imenuje efektiven divizor, ¢e je D > 0. Vsak divizor je razlika D = D'—D"
efektivnih divizorjev D' = max{D, 0}, D" = max{—D, 0}.

Definicija 27. Najbo D =" ;my - x; divizor s konénim nosilcem. Stopnja divizorja

D je stevilo
stD = st (ij -xj> = ij € /.
] J

J

Sedaj si bomo ogledali nekaj najpomembnejsih primerov divizorjev.

Meromorfna funkcija f na Riemannovi ploskvi X je v neki lokalni holomorfni koordinati
z: U — C okrog izbrane tocke a € X oblike

f(2) = (2 = 2(a)) " g(2),

kjer je g holomorfna funkcija in g(a) # 0. Stevilo m = red,f € Z je red funkcije f v
a. (Ceje m > 0, je m red nicle f v a, ¢e pa je m < 0, je —m > 0 red pola f v a. V
primeru f(a) # 0,00 je m = 0.) Red funkcije f v tocki je v naslednji ocitni zvezi s stopnjo
preslikave f: X — CP! v tocki (glej def. [3):

fla) =0 = st,f =red,f; f(a) = 00 = st f = —red, f.

Definicija 28. Naj bo X povezana Riemannova ploskev in f € M(X)\ {0} meromorfna
funkcija. Divizor
(f) = Zredxf'x
zeX
se imenuje glavni divizor, prirejen funkciji f. Divizor D na X je glavni divizor, ce je

D = (f) za neko f € M(X).

Operacija M(X) \ {0} > f — (f) € Div(X) je homomorfizem abelovih grup, saj iz
definicij ocitno sledi

(fg)=(f)+(9), (f/9)=(f)—(9)

Izrek 34. Vsak divizor na odprti Riemannovi ploskvi je glavni divizor.

Dokaz. Naj bo D =) jmy - x; efektiven divizor na odprti Riemannovi ploskvi X, tore;
m; > 0 za vsak j. Ker je mnozica {z;} diskretna, obstaja po Weierstrassovem izreku
holomorfna funkcija f € O(X), ki ima niclo stopnje m; v vsaki tocki z; in nobenih drugih
nicel. (Dokaz najdemo v skoraj vsakem ucbeniku iz elementarne kompleksne analiz.) To
pomeni, da je D = (f) glavni divizor.

V splosnem primeru pisemo D = D, — D_, kjer sta D, D_ > 0 efektivna divizorja. Naj

bosta ¢ in h holomorfni funkciji na X, tako da je (¢) = D4 in (h) = D_. Meromorfna
funkcija f = g/h € M(X) potem zadosca (f) = (g) — (h) = Dy — D_ = D. O
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V nasprotju z izrekom B4 pa glavni divizorji na sklenjenih Riemannovih ploskvah zadoscajo
naslednjemu netrivialnemu pogoju.

Trditev 20. Vsak glavni divizor na sklenjeni Riemannovi ploskvi ima stopnjo nic.

Dokaz. Naj bo D = (f) glavni divizor na X. Lahko vzamemo, da je ploskev X povezana.
Ce je f # 0 konstantna funkcija, je (f) = 0 nicelni divizor in je zato st(f) = 0. V
nasprotnem primeru je f: X — CP! nekonstantna holomorfna preslikava ploskve X na
Riemannovo sfero. Iz definicija divizorja (f) sledi

(f)= > stof x— Y stf-x=D,—D_. (IL5.2)

f(z)=0 f(@)=oc0

Tu je st,f stopnja preslikave f v tocki x (glej def. [3). Iz izreka o stopnji holomorfne
preslikave (izrek B) vemo, da f zavzame vsako vrednost b € CP! v enakem stevilu tock,
¢e upostevamo algebraicne veckratnosti. Za tocki b = 0 in b = co to ravno pomeni, da je

Z stef — Z st f = 0.

f(@)=0 fx)=00
Ta razlika pa je ravno enaka stopnji divizorja (f), torej je st(f) = 0. O]

Opomba. V razcepu (f) = Dy—D_ (52) se divizor Dy = 3, _ost.f -« > 0 imenuje
divizor nicel, D_ =) F(a)=o0 Stz f-x >0 pa divizor polov meromorfne funkcije f.

Primer 25. Naj bo f(z) = ag2" + a;2"' + - - - a,, holomorfen polinom stopnje n na C.
Naj bodo 2, ..., 2z njegove (razlitne) nicle in m; € N stopnja nicle f v z;. Potem je

k k
(f)zzmj'fﬂj, St(f)Zij:n.
J=1 j=1

Ce f razsirimo do meromorfne funkcije na Riemannovi sferi CP', ima f pol stopnje n v
tocki oo in je njen divizor na CP! enak

k
(f)zzmjwj—n-oo, st(f) = 0.

Ce je f = P/Q racionalna funkcija, pa je (f) = (P) — (Q) na CP".

Definicija 29. Divizorja D, D’ na Riemannovi ploskvi X sta ekvivalenta, Ce je njuna
razlika D — D" = (f) glavni divizor, dolo¢en z neko meromorfno funkcijo f € M(X).

Iz trditve sledi:
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Posledica 7. Fkvivalentna divizorja na sklenjeni Riemannovi ploskvi imata isto stopnjo.

Sedaj si oglejmo Se divizor (w), prirejen meromorfni 1-formi w na X. V poljubni
lokalni koordinati z na X ima taka forma predstavitev w(z) = f(z)dz, kjer je f mero-
morfna funkcija in je dz = dx + idy diferencial kompleksne spremenljivke z = x + iy.
Forma se transformira po naslednjem pravilu: Ce je z = z(¢) holomorfna funkcija na
domeni ¢ € Q) C C, je forma w v (-koordinati enaka

w(¢) = f(2(¢)) #(¢) dC,
kjer je z/(¢) kompleksni odvod funkcije z(().
Ce je w = f(2) dz v neki lokalni koordinati z: U — C na odprti mnozici U C X, potem
za vsako tocko a € U definiramo red forme w s predpisom

red,w =red, f € Z.

Red se ohranja pri biholomorfnih zamenjavah koordinat ¢ — z((), saj je 2’'({) holomorfna
funkcija brez nicel, ki ne vpliva na red koeficienta. Torej je stevilo red,w =€ Z neodvisno
od izbire lokalne holomorfne koordinate v okolici tocke a.

Definicija 30. Divizor meromorfne 1-forme w # 0 na Riemannovi ploskvi X je enak

(w) = Z red,w - x.

zeX

Divizor D na X se imenuje kanoniéni divizor, ¢e je D = (w) za neko meromorfno
1-formo w # 0 na X.

Meromoforne 1-forme lahko med seboj sestevamo, poleg tega lahko 1-formo pomnozimo
s poljubno meromorfno funkcijo. Za prirejene divizorje oc¢itno velja

(fw) = (f) + (w).

Primer 26. Naj bo w = dz na ravnini z € C. Ker je koeficient 1 brez nicel ali polov,

je prirejeni divizor (w) = 0. Sedaj w razsirimo do meromorfne 1-forme na CP!. Naj bo
¢: CP'\ {0} — C lokalna koordinata s (oo) = 0 in prehodno funkcijo z(¢) = 1/¢. Forma
dz se transformira v formo 2'(¢) d¢ = —C% d¢, ki ima pol stopnje 2 pri ( = 0 ter nobenih

drugih niéel ali polov na C. Torej ima forma dz pol stopnje 2 v tocki z = oo € CP! in je
nenic¢elna holomorfna na C = CP' \ {oo}. Odtod sledi

(w) = -2 00, st(w) = —2 = —x(CP").

Za poljubno tocko zy € C meromorfna 1-forma w = dz/(z — 2)? zadosca (w) = —2- z.

Forma w = %dz se pri prehodu na koordinato ¢ = 1/z transformira v —%dC , torej je
(wW)=-1-0—1-00in st(w) = —2.
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Dejstvo, da smo v vseh navedenih primerih dobili st(w) = —2 = —x(CP?), ni nakljué¢no,
kot nam pove posledica B spodaj.

Trditev 21. Za poljubni dve meromorni 1-formi wy # 0, wy Z 0 na Riemannovi ploskvi
X obstaja meromorfna funkcija f € M(X), tako da je we = f - w;.

Pravimo tudi, da je kvocient wy/w; dveh meromorfnih 1-form na X meromorfna funkcija

f e M(X).

Dokaz. Ce v neki lokalni koordinati z na X velja w;(2) = g;(2)dz za j = 1,2, vzamemo
f = g2/g1. Pri transformaciji z = z(¢) v drugo holomorfno koordinato imamo

w;i(CQ) = g;(2(¢) 2'(C)d¢,  j=12

Pri deljenju se skupni faktor z/(¢) okrajsa in dobimo ¢2(2(¢))/g1(2(¢)) = f(2(¢)). Torej
je kvocient koeficientov dobro definirana meromorfna funkcija na X. ]

Posledica 8. Poljubna dva kanonicna divizorja na sklenjeni Riemannovi ploskvi sta ek-
vivalentna (glej def. 23) in imata zato isto stopnjo.

Dokaz. Naj bosta D; = (w;) za j = 1,2 kanoni¢na divizorja na X. Ozna¢imo z f =
wy Jwe € M(X) kvocient ustreznih 1-form. 1z w; = fws sledi (w1) = (fw2) = (f) + (w2),
torej (wy) — (w2) = (f). Iz trditve B0 sledi st(wy) — st(wq) = st(f) = 0. O

Definicija 31. Ekvivalencni razred divizorjev na sklenjeni Riemannovi ploskvi X, ki ga
doloca katerikoli kanoni¢ni divizor (w), se imenuje kanoniéni razred Kx na X.

Oznaka K x se uporablja tudi za izomorfnostni razred sveznjev premic nad X, ki je prirejen
kanoni¢nemu divizorju; glej naslednji razdelek.

I1.6 Snop divizorjev

V tem razdelku bomo spoznali pojem divizorja na poljubni kompleksni mnogoterosti.
Videli bomo, da lahko divizorje obravnavamo kot globalne prereze snopa divizorjev. V
naslednjih razdelkih si bomo ogledali zvezo med divizorji in holomorfnimi sveznji premic.

Naj bo D = ZJEJ n; - x; divizor na Riemannovi ploskvi X; tu je J C N kon¢na ali Stevna
indeksna mnozica in n; # 0 za vsak j. Mnozica supp D = {x;},c; je nosilec divizorja D.
Za vsako tocko x; € supp D izberemo odprto okolico U; C X in lokalno holomorfno karto
¢;: U; — C, tako da je ¢;(x;) = 0. Funkcija f; = (¢;)™ je meromorfna na Uj; tocka x; je
nicla stopnje n;, ¢e je n; > 0, in je pol stopnje —n;, ¢e je n; < 0. Drugih nicel ali polov
ni. Naj bo Uy = X \supp D in fy = 1. Druzina funkcij f = (f;) (j € J' = JU{0}) je
0-koveriga z meromorfnimi koeficienti (oz. s koeficienti v snopu M* zarodkov netrivialnih
meromorfnih funkcij) na pokritju U = {U; };er, torej f = (f;) € C°(U, M*).
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Za vsak par indeksov i, 5 € J' definiramo funkcije
fig=7 ma Uy =UNUj. (11.6.1)

Ker imata f; in f; nicle ali pole istih stopenj v istih tockah, je f;; holomorfna funkcija
brez ni¢el na U; ;. Druzina (f; ;) € O*(U; ;) ocitno zadosca naslednjim trem pogojem:

fii=1, fiifii =1, fijfikfri=1 (11.6.2)

Prva enacba velja na U;, druga na U;; in tretja na U, ;, = U; N U; N U,. Torej je
(fi;) € Z U, O*) 1-kocikel na pokritju U s koeficienti v snopu O*.

Ta postopek lahko obrnemo: Ce je f = (f;) € C°(U, M*) neka O-koveriga s prirejenim 1-
kociklom (f; ;) € Z'(U, O*) (G), potem f definira divizor D = D(f) na X s predpisom

D(.Z') = redxfj Vx € Ui, VUl cU. (1163)

Za vsako tocko x € U, j je red, f; = red, f;, saj je kvocient f; ; = f;/ f; holomorfna funkcija
brez nicel na U; ;. Torej je divizor D dobro definiran.

Enak razmislek pokaze naslednje. Naj bosta f = (f;),g = (¢;) € C°(U, M*) 0-koverigi
s prirejenima 1-kocikloma (f; ), (¢i;) € Z'(U,O*). Potem f in g dolocata isti divizor D
na X natanko tedaj, ko je za vsak indeks i kvocient h; = f;/g; holomorfna funkcija brez
nicel na U;, h; € O*(U;). Druzina h = (h;) € C°(U, O*) je O-koveriga s koeficienti v O*.

Zgornjo diskusijo lahko formaliziramo in poenostavimo s pomocjo jezika snopov. Oznaci-
mo z O* = x O snop zarodkov holomorfnih funkcij brez nicel na X in z M* = x M* snop
zarodkov netrivialnih meromorfnih funkcij na X. (Vlakno M? v poljubni tocki z € X
je enako M, \ {0}, izklju¢imo torej zarodek konstantne funkcije f = 0.) Imamo kratko
eksaktno zaporedje homomorfizmov snopov abelovih grup:

0— O — M* 2D —0, (11.6.4)

kjer je O* — M* inkluzija, M* -2 D pa kvocientna projekcija. Iz zgornje diskusije
sledi, da lahko divizorje na X identificiramo s prerezi snopa D = xD:

Div(X) = I'(X, xD) = H°(X, xD). (11.6.5)

Zato se xD imenuje snop divizorjev na X.

Dejansko, vsak prerez kvocientnega snopa D = M*/O* je podan na nekem pokritju
U = {U;} ploskve X s kolekcijo f = (f;) meromorfnih funkeij f; € M*(U;), pri ¢emer so
kvocienti f; ; = f;/f; prerezi jedra homomorfizma o nad U, j, torej f;; € O*(U; ;). Obra-
tno, vsaka 0-koveriga (f;) € C°(U, M*), za katero so kvocienti f;; = f;/f; € O*(U;;)
prerezi jedra O* homomorfizma o, definira divizor D na X, kot smo videli zgoraj. Kove-
rigi (f;) in (g;) dolocata isti divizor natanko tedaj, ko lezi njun kvocient (f;/g;) v jedru
homomorfizma o; torej ko so f;/g; € O*(U;) holomorfne funkcije brez nicel.
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Operacijo na snopu D in na grupi divizorjev Div(X) = H°(X, D) pisemo aditivno.

Zaporedju (I64) pripada dolgo eksaktno zaporedje kohomologkih grup (glej izrek ER):
0 — H(X,0%) — H(X, M*) -Z» H'(X, D) - (11.6.6)

s HY(X,0%) — HY(X, M*) = HY(X,D) —> - --
Elementi prve vrstice so po vrsti O*(X), M*(X) in Div(X). Divizor D € Div(X) je
glavni divizor (def. ER) natanko tedaj, ko je D = (f) za neko f € M*(X); to je natanko
tedaj, ko D lezi v sliki homomorfizma o: M*(X) — Div(X). Jedro homomorfizma o je
mnozica O*(X) holomorfnih funkcij brez nicel.

Opisimo natanc¢neje vezni homomorfizem
§: Div(X) — HY(X,0%). (I1.6.7)

Naj bo D € Div(X). Izberimo pokritje U = {U;} ploskve X in predstavnika f = (f;) €
C(U, M*) divizorja D. Potem je §(D) € H*(X, 0*) element, ki ga doloca 1-kocikel
fi *
fij = =€ 0" (Uy).
fi
Ta kocikel najprej dolo¢a element v prvi kohomoloski grupi H'(U, O*) na pokritju U s
koeficienti v snopu O*, s pomo¢jo naravnega homomorfizma H'(U,O*) — H' (X, O*) v
direktno limito pa dobimo element v H'(X, O*).
Eksplicitno bomo preverili eksaktnost zaporedja (I68) pri ¢lenu H°(X,D) = Div(X).
Eksaktnost pomeni, da je za poljuben divizor D € Div(X) slika njegova §(D) € H'(X, O*)
identiteta v grupi H'(X, O*) natanko tedaj, ko je D glavni divizor, torej ko lezi v sliki
homomorfizma o: M*(X) — Div(X).
Ce je D = (f) za neko funkcijo f € M*(X), je prirejeni kocikel f; ; = 1 trivialen, torej je
§(D) =1 e HYX,0*). Obratno, denimo da je 6(D) =1 € H'(X,0*). To pomeni, da
obstaja pokritje U in predstavnik f = (f;) € C°(U, M*) divizorja D, tako da 1-kocikel
fi; = fi/f; doloca trivialni element kohomoloske grupe H*(U, O*). Slednje pomeni, da
obstajajo funkcije g; € O*(Uj;), tako da je
Ji 9i
—=fi; == mna Uy,
fj ’ 9j !
Odtod sledi f;/g; = f;/g; na U, ;; ta kolekcija torej definira meromorfno funkcijo h na X,
ki oc¢itno doloca isti divizor D. Torej je D = (h) v sliki homomorfizma o.

Iz eksaktnosti zaporedja (II68) sledi naslednja trditev.
Trditev 22. Divizor D € Div(X) je glavni divizor (def. Z8) natanko tedaj, ko je
§([D]) =0 € H'(X,O").

Homomorfizem 6: Div(X) — HY(X,O*) inducira injektivni homomorfizem kvocientne
grupe Div(X)/o(M(X)) ekvivalencnih razredov divizorjev v grupo H*(X, O*).
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Posledica 9. Ce je H'(X,0*) = 0, je vsak divizor D € Div(X) glavni divizor.

Opisano konstrukcijo divizorjev na X kot prerezov snopa divizorjev ([I63) lahko upora-
bimo na poljubni kompleksni mnogoterosti X. V primeru, ko je X Riemannova ploskev,
imamo ekvivalentno predstavitev divizorja kot celostevilsko linearno kombinacijo tock
v neki diskretni mnozici ploskve X. Podoben geometrijski opis divizorjev dobimo na
poljubni kompleksni mnogoterosti X, ¢e tocke nadomestimo z zaprtimi kompleksnimi hi-
perploskvami, torej analiticnimi podmnozicami ciste dimenzije dim X — 1. Konkretno,
vsak divizor na X lahko predstavimo kot formalno linearno kombinacijo

D=) n;V,
J

kjer so m; € Z cela stevila in je vsaka V; nerazcepna zaprta kompleksna hiperploskev v X.
Poleg tega je druzina {V;} lokalno konéna v smislu, da poljubno kompaktno mnozico v
X seka najvec konéno mnogo mnozic V. (Ce je X kompaktna, je druzina konéna.) Tako
linearno kombinacijo analiticnih mnozic imenujemo tudi analiti¢na veriga.

Osnovna ideja, ki privede do te geometrijske predstave divizorja v vi§ji dimenziji, je
podobna kot na Riemannovi ploskvi. V okolici poljubne tocke a € X je divizor D podan
z neko meromorfno funkcijo f = g/h, kjer sta g in h holomorfni funkciji. Razcepimo ju
na nerazcepne elemente v kolobarju xO,:

g=glgd gk, h=h{" Ry - b

Naj bo V; = {g; = 0} in W; = {h; = 0}. Potem je zarodek divizorja D v tocki a
predstavljen s formalno linearno kombinacijo

k l
DodVi—= Y mW;
j=1 j=1

analiticnih mnozic s koeficienti d;, m; € N. Dobili smo torej lokalno analiti¢no verigo; prva
vsota s pozitivnimmi koeficienti predstavlja mnozico nicel funkcije f, druga pa mnozico
polov, pri ¢emer so upostevane algebrai¢ne veckratnosti. Da se videti, da se te lokalne
predstavitve zlepijo skupaj v globalno predstavitev divizorja z analiti¢cno verigo.

II.7 Holomorfni sveznji premic

V tem razdelku si bomo ogledali pojem holomorfnega sveznja premic nad kompleksno
mnogoterostjo, v naslednjem pa bomo spoznali zvezo med divizorji in sveznji premic.
Videli bomo, da kohomoloska grupa H!(X, O*), ki nastopa v povezavi z grupo divizorjev
(IT67), predstavlja izomorfnostne razrede holomorfnih sveznjev premic na X.
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Definicija 32. Holomorfen sveZenj premaic na kompleksni mnogoterosti X je trojica
(E, 7, X), kjer je E kompleksna mnogoterost dimenzije dim £ = dim X+1injen: E — X
holomorfna surjektivna preslikava, tako da obstaja odprto pokritje i = {U;} mnogoterosti
X in biholomorfne preslikave

O;: Bly, = 7 Y(U;) — U; x C,

ki zadoscajo pogoju pr o ® = 7, pri cemer so prehodne preslikave nad U; ; oblike
0,5 = (0;00; ") (x,2) = (,0;;(x)z), x e U, z€C, (IL.7.1)

kjer so 0, ; € O*(U; ;) holomorfne funkcije brez nicel.

Preslikave ©; se imenujejo (holomorne) sveZenjske karte na E, druzina takih preslikav
kot v definiciji pa je svezZenjski atlas na E. Prehodne funkcije 6; ; zadoscajo pogojem
(I62), torej je (0;;) € Z* (U, O*) 1-kocikel na pokritju U z vrednostmi v snopu O*.

Obratno, vsak 1-kocikel (6;;) € Z*(U, O*) na nekem odprtem pokritju ¢ bazne mnogo-
terosti X doloca prehodne preslikave nekega holomorfnega sveznja premic 7: F — X.
Totalni prostor £ sveznja dobimo kot kvocient

E:<|T|Ui><(3>/~

UyxC>3(z,2)~(2,2)eUxCs=az=2"€U;,;inz =0 ;(x).

Ker so prehodne preslikave sveznja na vsakem vlaknu podane z mnozenjem z nenicelnim
kompleksnim §tevilo, imamo na vlaknih E, = 77!(z) (z € X) dobro definirano strukturo
kompleksnega vektorskega prostora dimenzije ena, torej je E, = C, tako da so svezenjske
karte C-linearni izomorfizmi na vlaknih. Iz definicij sledi, da so algebrai¢ne operacije
vsota in produkt (na vlaknih) holomorfne.

Definicija 33. Prerez sveznja m: E — X je preslikava F': X — FE. ki zadosca pogoju
mo F'=1dyx. Prerez F' je holomorfen, ¢e je F' holomorfna preslikava.

Mnozico vseh prerezov ozna¢imo z I'(X, E), oz. I'o(X, E), ¢e zelimo poudariti, da gre
za holomorfne prereze. Zaradi obstoja linearne strukture na vlaknih je mnozica prerezov
['(X, E) kompleksen vektorski prostor. Vsak holomorfen svezenj premic ima vsaj en
holomorfen prerez, to je ni¢elnt prerez, katerega vrednost v poljubni tocki z € X je
nicelni element 0, € E, = C vlakna.

Vsak prerez produktnega sveznja E = X x C — X je oblike F(x) = (z, f(x)), kjer je
f: X — C funkcija na X; F' je holomorfen natanko tedaj, ko je f holomorfna funkcija.

Izberimo na sveznju premic £ — X svezenjski atlas s kartami ©,: E|y, — U; x C. Za
vsak prerez F': X — FE je kompozicija ©; o F': U; — U; x C prerez produktnega sveznja,
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torej je oblike x + (x, f;(x)) za neko funkcijo f;: U; — C. Ce so 6;; prehodne funkcije
(D) v atlasu, sledi zveza

Ji=10i;f; na U, (I1.7.2)
Obratno, vsaka druzina funkcij f; € O(U;), torej O-koveriga (f;) € C°(U, O), ki zadosca
kompatibilitetnemu pogoju 72, dolo¢a holomorfen prerez F': X — E sveznja E.

Podobno je meromorfen prerez sveznja premic £ — X dolocen z druzino meromorfnih
funkcij f; € M(U;), torej z O-koverigo v C°(U, M), ki zadoscajo pogojem ([IZ2).

Opomba. Ce je X Riemannova ploskev, lahko meromorfen prerez holomorfnega sveznja
premic £/ — X razumemo kot holomorfen prerez sveznja £ — X z vlaknom CP!, ki ga
dobimo s kompaktifikacijo vlaken E, = C z eno tocko. Konkretno, svezenj E ima vlakna

E,=E,U{o0} 2 CU{oo} = CP" (11.7.3)

~

in isti prehodni kocikel kot E. Poleg nicelnega prereza ima E prerez v neskoncénosti
foo(z) = 0 € E, (x € X). Vsaka svezenjska karta ©: E|; — U x C doloca svezenjsko
karto ©: E|y — U x CP', ki preslika prerez v neskonénosti v  +— (z,00) € U; x CPL.

Definicija 34. Dva holomorfna sveznja premic 7: £ — X, n': E/ — X nad kompleksno
mnogoterostjo X sta izomorfna, ¢e obstaja biholomorfna preslikava ®: £ — E’, tako
da velja 7' o ® = 7 (kar pomeni, da ® preslika vsako vlakno E, v vlakno E’) in je
®: FE, — E! kompleksno linearni izomorfizem za vsak x € X. Vsaka taka preslikava ® je
izomorfizem holomorfnih sveznjev premic.

Svezenj m: E — X je trivialen, ce je izomorfen produktnemu svezZnju X x C — X;
vsak izomorfizem ®: E — X x C se imenuje trivializacija sveznja E.

Iz definicij sledi, da je vsak svezenj lokalno (to je, nad majhnimi odprtimi mnozicami v
bazi) izomorfen produktnemu sveznju; svezenjske karte podajajo take izomorfizme.

Naslednji preprost kriterij za trivialnost je zelo uporaben.

Trditev 23. Holomorfen svezenj premic w: E — X je trivialen natanko tedaj, ko obstaja
holomorfen prerez F': X — E brez nicel, to je, F(z) € E, \ {0} za vsak z € X.

Dokaz. Denimo, da je F' € I'(X, E) holomorfen prerez brez nicel. Tedaj je preslikava

©: X xC—E, O(z,() = (z,(F(x)) (I1.7.4)
trivializacija sveznja E, ki preslika konstanten prerez x — (z, 1) trivialnega (produktnega)
sveznja X x C v prerez F' sveznja F.

Obratno, ce je ©: X x C — E holomorfna trivializacija, je preslikava F': X — E, podana
s predpisom
F(z) =06(z,1), r€eX,

holomorfen prerez brez nicel sveznja E. O
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Denimo, da lahko svezenj E — X predstavimo nad nekim odprtim pokrtijem U = {U;}
baze X (def. B2). To pomeni, da je zozitev E|y, na vsako mnozico U; € U trivialen svezenj.
Po trditvi 23 obstaja holomorfen prerez brez nicel F; € I'(U;, E). Najbo ©;: E|y, — U;xC
prirejena trivializacija (II'Z4), ki preslika F; na konstanten prerez U; 5 z — (x,1).

Naloga. Pokazi, da je vsak izomorfizem ®: X x C =y XxC produktnega sveznja oblike
®(z,2) = (z,9(x)z), reX, zeC
za neko holomorfno funkcijo ¢: X — C* brez nicel. O

Izrek 35. Izomorfnostni razredi holomorfnih sveznjev premic nad poljubno kompleksno
mnogoterostjo X so v bijektivni korespondenci z elementi kohomoloske grupe H' (X, O*).

Razredi topoloskih kompleksnih sveZnjev premic nad poljubno realno mnogoterostjo X so v
bijektivni korespondenci z elementi kohomoloske grupe H' (X, C*), kjer je C* snop zarodkov
zveznih funkcij brez nicel na X .

Definicija 35. Kohomologka grupa H'(X, O*) = Pic(X) se imenuje Picardova grupa
mnogoterosti X, grupa H'(X,C*) = Picyop(X) pa je topoloska Picardova grupa.

Dokaz. Naj bosta7: E — X inn’: E/ — X holomorfna sveznja premic nad X. Izberimo
odprto pokritje U = {U;} mnogoterosti X, nad katerim lahko predstavimo oba sveznja E
in £’ s svezenjskima atlasoma:

O;: Ely, > U; xC,  ©': E'ly, > U; x C.

Oznacimo s O, ; oz. O] ; prehodne preslikave v obeh sveznjih nad preseki U; ; = U; N U;.
Naj bosta (6;;), (6; ;) € Z' (U, O*) prirejena 1-kocikla prehodnih funkeij kot v (ITZZT).

Denimo, da obstaja holomorfen izomorfizem ¢: E = F sveznja E na svezenj E'. Za
vsak indeks ¢ je preslikava

®; =0, 0doO;': U xC—U; xC
predstavitev izomorfizma ® v paru svezenjskih kart nad U;. Izomorfizem ®; trivialnega

sveznja je oblike
®;(z,2) = (z, ¢i(x) 2), ¢ € O*(U;). (IL.7.5)

Na U; ; x C dobimo komutativen diagram preslikav:

UZ'J' X C& Ui,j x C (1176)

@il lcpj

o .
7
i/i,j X C%Uz,] X (:
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Iz komutativnosti diagrama sledi naslednja zveza med pripadajoc¢imi funkcijami:
91‘7]' _ ﬂ

i, ¢
g,J razcepen 1-kocikel, torej 1-kocikla (6;;), (6} ;) € Z'(U, O*)
dolocata isti element kohomologke grupe H' (U, O*).
Opisani postopek lahko tudi obrnemo. Ce dva kocikla (6; ), (0; ;) € Z'(U,O0*) dolocata
isti element kohomologke grupe H*(U, O*), je njun kvocient razcepen, torej velja ([IZ2).
Iz dobljenih holomorfnih funkcij ¢; € O*(U;) sestavimo izomorfizme ®;: U; x C — U; x C
(glej (IZ3)), tako da diagram (II7@) komutira. To pomeni, da druzina izomorfizmov
®, doloca globalni izomorfizem ®: E — FE'.

07;7j¢7; = gbjez,',j g (1177)

To pomeni, da je kvocient

Zakljucek je, da sta sveznja premic E in E’ holomorfno izomorfna natanko tedaj, ko njuna
1-kocikla (6; ), (0;;) € Z'(U,O*) dolocata isti element kohomoloske grupe H'(U,O).
Ker velja ta argument nad poljubno finim pokritjem U, dobimo trditev izreka.

Dokaz v topoloskem primeru je povsem analogen. O

Prehodni kocikel sveznja premic lahko najdemo tudi s pomocjo kolekcije lokalnih holo-
morfnih prerezov kot v naslednji trditvi.

Trditev 24. Naj bo E — X holomorfen svezenj premic, U = {U;} pokritje baze X in F;
holomorfen prerez brez nicel zoZenega sveinja E|y, za vsak i. Tedaj je druZina kvocientov

1-kocikel v Z* (U, O*), ki dolo¢a svezenj E v smislu ([I-71).
Dokaz. Za vsak indeks i naj bo ©;: E|y, — U; x C trivializacija sveznja |y,, ki preslika

prerez F; v konstanten prerez z — (x, 1) produktnega sveznja U; x C (glej (IZZ4)). Za
vsak z € U; jin 2 € C je

@;1(15, z) = zFj(x) = 20, j(x) Fi(x) = @;l(x, Qi,j(x)z).
Odtod sledi
©;,(x,2) =00 @j_l(x, z) = (x, HM(:U)Z),
kar je v skladu z (B2). O

Oglejmo si operacijo na Picardovi grupi Pic(X) = H'(X,0*). S prehodom na finejse
pokritje lahko predstavimo poljubna dva sveznja na istem pokritju v smislu definicije
B2. Ce sta holomorfna sveznja E in E’ na nekem pokritju & = {U;} predstavljena s
kocikloma (0;;) in (6;;), potem produktni kocikel (0;;0; ;) doloca svezenj £ ® E', ki
se imenuje tenzorski produkt sveznjev E in E'. Inverzni kocikel (6 jl) predstavlja
inverzni sveinej (ali dualni svezenj E~' = E*; torej je E ® E~! trivialni sveZenj.
Operacija ® na grupi Pic(X) se obi¢ajno pise aditivno, tore;

E®QE =E+E, E*=kE, E'=-E, E®(E)=E-FE.
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Primer 27 (Geometrijska predstavitev dualnega sveznja). Naj bo 7: F — X
holomorfen svezenj premic in E— X prirejeni svezenj z vlaknom CP!' ([IZ3), ki ga
dobimo z dodatkom prereza v neskon¢nosti. Naj bo H = E \ {0} — X svezenj, ki ga
dobimo z odstranitvijo nicelnega prereza sveznja E. Vlakna

Hy = (Ep \ {0,}) U{oo} = C" U {00}
so izomorfna C. Vsaka lokalna trivializacija
©: Ely U xC, ©(e) = (m(e),0(e))
sveznja E inducira lokalno trivializacijo sveznja H:
©: Hjy »UxC, 0(e) = (n(e),f(e)™).

Prehodni 1-kocikel (6; ;) sveznja E se preslika v 1-kocikel (6, jl), ki doloca invezni svezenj
E~L. Torejje H >~ E~L.

Primer 28 (Univerzalni svezenj nad CP"). Naj bo CP" kompleksni projektivni pro-
stor in w: C"™\ {0} — CP" standardna kvocientna projekcija. Vsak element

r=[vg:xy: - :x,] €CP" (IL.7.9)

je predstavljen z vektorjem (zo, ..., z,) € C*™\ {0}, pri éemer dva vektorja predstavljata
isti element CP™ natanko tedaj, ko sta C-kolinearna. Oglejmo si mnozico

E={(lro: a1 : 2], (20,-..,2)) € CP" x C""" s w25 = wj2; Vi,j=0,1,...,n}.

Oznacimo z m: CP* x C"™!' — C" projekcijo na prvi faktor. Za vsako totko x € CP"
(IZ9) je vlakno E, = 7 () ravno kompleksna premica v C"*1 ki jo napenja vektor
(o, 21,...,2,) € C"™\ {0}. Torej je E svezenj premic nad CP". Izratunajmo njegov
prehodni kocikel. Naj bo i € {0,1,...,n}. Na mnozici

U=A{lxro:21:- 12, € CP": z; # 0}
sledi iz definicijskih enac¢b mnozice E, da je z; = x;2;/x;. Ce izberemo z; = 1, vidimo, da
je preslikava F; = (Fo,..., Fi,): U; — C"™' s komponentami
Ty
Fi7k([x0:x1:~~:xn]):—, k=0,1,...,n
Z;

holomorfen prerez brez nicel sveznja E|y,. Naj bo ©;: E|y, — U; x C prirejena triviali-
zacija (I’Z4), ki preslika F; v konstanten prerez x — (x,1) sveznja U; x C. Iz definicije
prereza F; sledi F;/F; = x;/x; na U, ;, zato je po trditvi P4 svezenj E dolocen s kociklom

9i~:—:
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Ta svezenj premic se imenuje univerzalni sveZenj nad CP" in se obicajno oznaci z
U — CP". Njegov dual U* = U~! s prehodnim kociklom

1 p-1_ %
se imenuje sveZenj hiperravnine (anglesko hyperplane section bundle), saj pripada
divizorju, ki ga v CP" doloc¢a poljubna kompleksna hiperravnina. To si bomo podrobneje

ogledali v naslednjem razdelku.

II.8 Chernov razred in Princip Oka

V tem razdelku si bomo ogledali pojem Chernovega razreda kompleksnega sveznja premic
ter princip Oka na odprtih Riemannovih ploskvah. Chernovi razredi so kohomoloski
razredi, prirejeni kompleksnim vektorskim sveznjem nad kompleksno mnogoterostjo.

Naj bo o preslikava o(f) = ™/, kjer je f neka funkcija ali zarodek funkcije. O¢citno je
o surjektiven homomorfizem snopov abelovih grup O — O* in tudi C — C* (operacija
na prvi grupi grupi je aditivna, na drugi pa multiplikativna), njegovo jedro pa je v obeh
primerih konstanten snop Z celih stevil. Naj bo ¢: Z < O naravnan vlozitev. Oglejmo si
naslednji komutativen diagram homomorfizmov snopov:

0 — Z - 0 L o0 — 1

l l l (IL8.1)

0 — 7Z - ¢ L ¢ — 1

Vertikalni preslikavi O — C in O* — C* sta naravni vlozitvi snopa zarodkov holomorfnih
funkcij (oziroma holomorfnih funkcij brez nicel) v snop zarodkov zveznih funkcij (oziroma
snop zarodkov zveznih funkcij brez nicel). Obe vrstici sta eksaktni in to zaporedje se v
angleski literaturi imenuje the exponential sheaf sequence.

Ker je C fin snop, je H'(X,C) = 0 = H*(X,C) (glej izrek 21). Prirejeno dolgo eksaktno
zaporedje na kohomologiji (glej izrek ER) zato izgleda takole:

HY(X,Z) — HYX,0) — HY(X,0%) % H*X,7Z) — H*X,0)

| | |

0 — HYX,C*) % H*X,Z) — 0
(11.8.2)

Definicija 36. Za vsak element [E] € H'(X,0*) = Pic(X) se kohomoloski razred
ci([E]) € H*(X,Z) imenuje prvi Chernov razred sveinja E — X. Ce je [E] €
HY(X,C*), se razred ¢,([E]) € H*(X,Z) imenuje topoloski prvi Chernov razred.
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Iz diagrama ([T83) vidimo naslednje.

Izrek 36. Naj bo X kompleksna mnogoterost.

e Topoloski Chernov razred ¢ : HY(X,C*) — H*(X,Z) je izomorfizem.
o Ceje HY(X,0) =0, je homomorfizem ¢, : H'(X,0*) — H?*(X,7Z) injektiven.

o Ceje HY(X,0) =0= H%X,0), je c; : H(X,0*) —s H*(X,Z) izomorfizem. To
poment, da so ekvivalencni razredi holomorfnih sveinjev premic na X v bijektivni
korespondenci s topoloskimi razredi kompleksnih sveZnjev premic.

Na vsaki kompleksni mnogoterosti X velja H*(X, O) = Hg(X) =0zavsak k=1,2,...,
po Dolbeaultovem izreku (posledica BI). Ce je X Steinova mnogoterost, so vse Dolbe-
aultove grupe trivialne (za odprte Riemannove ploskve glej izrek B2; v splosnem glej npr.
[T3]). Tako dobimo naslednji princip Oka.

Posledica 10 (Princip Oka za sveZnje premic). Na vsaki Steinovi mnogoterosti X

je Chernov razred i : HY(X,0%) — H2(X,Z) izomorfizem. Ce je X odprta Riemannova
ploskev, je H'(X,0*) =~ H*(X,Z) = 0.

Sedaj si bomo podrobneje ogledali primer, ko je X povezana sklenjena Riemannova plo-
skev. Tedaj je H*(X,Z) = Z in Hy(X;Z) = Z. Generator ciklicne grupe Hy(X;Z) = Z
je orientiran fundamentalni razred [X] ploskve X. (Izberemo orientacijo, ko je skladna
s kompleksno strukturo na X.) Ce evalviramo prvi Chernov razred c,(E) € H?*(X,Z)
sveznja E € H'(X,0*) na orientiranem fundamentalnem razredu ploskve X, dobimo
Chernovo Stevilo sveznja E:

Cu(E) = (ai(E), [X]) € Z. (I1.8.3)

Ni tezko videti, da se to stevilo ujema z FEulerjevim §tevilom e(FE), to je orientiranim
samopresecnim $tevilom E? = Fy- Ey nicelnega prereza Ey C E sveznja E. Samopresecno
stevilo je po definiciji enako prese¢nemu stevilu Ey- G(f) med nic¢elnim prerezom in grafom
poljubnega gladkega prereza f: X — FE. Generi¢no izbran prerez ima koncno stevilo nicel,
torej imamo konc¢no prese¢no mnozico, in presecno Stevilo je neodvisno od izbire prereza.

Ce je f netrivialen meromorfen prerez sveznja E, velja tudi
CiUE) = Y sto(f) = D stu(f), (I1.8.4)
f(z)=0 f(z)=c0

torej je C1(F) razlika med algebrai¢nim stevilom nicel in polov prereza f, kar vidimo
takole. Vsaka nicla stopnje m ocitno prereza f prispeva m k presecnemu stevilu Ey- G(f).
Denimo sedaj, da ima f pol stopnje m v neki tocki xo € X. S primerno izbiro lokalne
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holomorfne koordinate z: U — D C C na neki enostavno povezani okolici U C X tocke
xo in izbire svezenjske koordinate na E|y lahko dosezemo, da je z(zg) = 0in f(z) = z=™.
Ker na kroznici |z] = ¢ > 0 velja 2z = ¢? in zato 2™ = z™/c?, lahko pol stopnje m
nadomestimo z gladkim prerezom z +— z™/c* na U. Njegovo lokalno presecno stevilo z

Ey je oc¢itno enako —m (zaradi obrata orientacije, ki ga povzroc¢i konjugacija).

Ozna¢imo z E — X prirejeni holomorfen svezen; (I73) z vlaknom CP', ki ga dobimo
tako, da sveznju £ — X dodamo prerez v neskonénosti (to je, vsako vlakno E, = C,
x € X, kompaktificiramo z dodatkom tocke o0o). Iz zgornjega argumenta sledi, da je
stevilo C}(E) v (IIZA) enako razliki med prese¢nim Stevilom grafa Gy C E z nicelnim
prerezom ter s prerezom v neskoncnosti.

Ce je g € Z, rod ploskve X, velja H'(X,0) = CY (glej izrek B0 na str. G8). Poleg tega
imamo izomorfizem H'(X,7Z) = Z*, ki je induciran z integracijo sklenjenih diferencial-
nih 1-form po 2g baznih ciklih v X, ki so baza prve homoloske grupe H,(X,Z) = 7Z29.
Homomorfizem

7% =~ HY(X,7) — H'(X,0) = C*

je vlozitev grupe Z7 na neko mrezo G = 1(Z*7) C CY. Eksaktno zaporedje v prvi vrstici
diagrama T8 se sedaj glasi takole:

0 — Z%9 5 CY — HY(X,0") 2 H*(X;Z) =2 Z — 0.

Torej je ¢; : HY(X,0*) — H*(X,Z) = Z surjektivna preslikava, zato za vsako $tevilo
k € Z obstaja holomorfen svezenj premic Ey — X s Chernovim §tevilom C(Ey) = k.

Jedro ker ¢; = C9/1(Z*) pa je g-dimenzionalen kompleksen torus, ki se imenuje Jacobijev
torus Riemannove ploskve X in predstavlja izomorfnostne razrede holomorfnih svezjev
premic na X, ki so topolosko trivialni (torej imajo Chernovo Stevilo nic).

Primer 29 (Sveznji premic na Riemannovi sferi). Naj bo
CPlICU{OO}:U()UUl, UOI(C, Ulz(C*U{oo}%(C, Uo’leoﬂUlzc*.

Posledicaza X = C ter Lerayev izrek 28 nam pove, da je H'(CP', O*) = H'({U,, U, }, 0*),
torej je vsak kohomoloski razred podan s holomorfno funkcijo f = f,1 € O*(Up1) =
O*(C*) brez nicel. Naj bo k € Z ovojno Stevilo funkcije f na pozitivno orientirani
krozmici |z| = 1. Tedaj je f(z) = 2" f(2), kjer je f € O*(C*) holomorfna nenicelna funk-
cija z ovojnim $tevilo 0. Zato obstaja holomorfen logaritem ¢ € O(C*), ki zadosca e* = f .
Ker je H' ({Uy, U1}, 0) = 0 (glej dokaz trditve [9), lahko razcepimo

§=up—u, u;€OU;), i=0,1

Ce definiramo funkciji
gl':eui EO*(UZ), ?::O,l,,
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dobimo

i =% na C*.
2k g1

To pomeni, da funkciji f in z — z* doloca isti element kohomologke grupe H!(CP!, O*).
Elementi [2*] € HY(CP!, 0*) za razlicne k € Z so med seboj razli¢ni in zato definirajo
neizomorfne holomorfne sveznje premic Fy — CP". To je v skladu z rezultatom

H'(CP', 0%) >~ Z, (11.8.5)
ki ga dobimo iz zaporedja ([IT-82):
0= H'(CP',O) — H'(CP*, O*) — H*(CP",Z) = Z — 0.

Svezenj Ej, je torej podan s prehodnim kociklom z + z¥ na Uy, = C*.

Prerez sveznja Ej, je dolocen s parom funkcij fo na Uy = C in f; na Uy = C* U {oc}, ki
zadoScata pogoju

fo(z) = zkfl(z), z e C.

Pois¢imo sedaj vse pare (fo, f1), ki zadoséajo temu pogoju in dolocajo holomorfen prerez
sveznja Ej. Ker je f; holomorfna na U; = C* U {occ} = C, je podana z Laurentovo vrsto
fi(z) = 3772 ¢z Tedaj je fo enaka

fo(2) = 2"fi(2) = chzk_j.

J=0

Ker je fo holomorfna tudi v tocki z = 0, dobimo ¢; = 0 za vse j > k. V primeru k < 0
torej dobimo f; = 0, kar pomeni, da Ej za k < 0 nima netrivialnih holomorfnih prerezov.
V primeru k£ > 0 je f; Laurentov polinom stopnje < k, fo pa je polinom stopnje < k. Vsi
taki pari (fo, f1) doloc¢ajo kompleksen vektorski prostor dimenzije k + 1, zato je

HO(CPY, Ep) = C*™ zak>0;  HY(CP',E,) ={0} zak<0.
Baza tega prostora so npr. prerezi, doloceni s pari
fo=2"7 fi=z7, j=0,... .k

Opazimo, da ima vsak holomorfen prerez sveznja FEj natanko k nicel z veckratnostmi.
Divizor (f), ki ga doloca poljuben netrivialen holomorfen prerez f: CP! — Ej,, ima torej
stopnjo k:

st(f) =k Vfe H(CP' E)\ {0}.

Stevilo k se imenuje stopnja sveznja Ej, in obi¢ajno pisemo Ej = Ocpi(k). Zak <0
veljajo analogni zakljucki za meromorfne prereze.
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I11.9 Zveza med divizorji in sveznji premic

V tem razdelku si bomo ogledali zvezo med divizorji in holomorfnimi sveznji premic.

Izrek B3 nam pove, da so elementi grupe H' (X, O*) = Pic(X) izomorfnostni razredi holo-
morfnih sveznjev premic nad X. Homomorfizem ¢: Div(X) — H'(X, O*) (OG12) priredi
vsakemu divizorju D € Div(X) izomorfnostni razred 6(D) = [D] € Pic(X) holomorfnih
sveznjev premic nad X. Svezenj [D] je trivialen natanko tedaj, ko je D glavni divizor, to
je D = (f) za neko meromorfno funkcijo f € M*(X).

Vsak divizor D je dolo¢en z druzino meromorfnih funkcij f; € M*(U;) nad nekim pokri-
tjiem U = {U;}, tako da je f;; = fi/f; € O*(U;;) za vsak i,j. Prirejen svezenj premic
E = [D] € Pic(X) = H'(X, O*) je dolocen z 1-kociklom (f; ;) € Z'(U, O*). 1z zveze

fi= fijf; mna U (I1.9.1)

vidimo, da 0-koveriga (f;) € C°(U, M*), ki doloca divizor D, obenem dolo¢a meromorfen
prerez f sveznja [D] (glej (2)). Obratno, vsak netrivialen meromorfen prerez f sveznja
E je podan z 0-koverigo (f;) € C°(U, M*), ki zadosta pogojem (II”IT), torej doloca divizor
D' = (f) € Div(X).

Ce je E trivialni svezenj X x C, je divizor (f), prirejen meromorfnemu prerezu (ki ga
lahko v tem primeru izena¢imo z meromorfno funkcijo na X)), glavni divizor.

Splosneje, kvocient f/f" = h poljubnih dveh netrivialnih meromorfnih prerezov f, f’
poljubnega sveznja premic F — X je meromorfna funkcija h € M*(X), zato se prirejena
divizorja (f) in f’) razlikujeta za glavni divizor:

(f) = (f) = (h).

Trditev 25. Naj bo E = [D] — X sveZenj premic, ki pripada divizorju D € Div(X).
Za poljuben nekonstanten meromorfen prerez g € M(X,E) je divizor (g) € Div(X)
ekvivalenten divizorju D.

Dokaz. Naj bo f = (f;) € C°(U, M*) neka 0-koveriga, ki doloca divizor D = (f), to je,
(f;) = D|u, za vsak i. Naj bo

fi=tijf;i mna U,
kjer je (f;;) € Z'(U, O*) prirejeni 1-kocikel. Poljuben nekonstanten meromorfen prerez g
sveznja F je podan z 0-koverigo g = (g;) € C°(U, M*), ki zadosca pogoju

9i = lij9; ma Ui
Iz primerjave sledi g;/f; = ¢;/f; na U, ;, kar pomeni, da koveriga (g;/f;) doloc¢a nekon-
stantno meromorfno funkcijo h € M*(X). Iz g, = f;h sledi (g) = (fh) = (f)+ (h). Ker je
(h) glavni divizor na X, sta divizorja (¢) in (f) = D ekvivalentna. Obratno, za vsako me-
romorfno funkcijo h € M*(X) = M(X)\ {0} doloca 0-koveriga (g;) = (f:h) € C°(U, M*)
meromorfni prerez g sveznja E = [D]. O
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Ce je X Riemannova ploskev, smo v prejsnjem razdelku videli, da lahko meromorfne
prereze identificiramo s holomorfnimi prerezi prirejenega sveznja E — X z vlakni CP!.

Iz trditve 23, definicije Chernovega stevila (IIT833) ter formule (I84) neposredno sledi

Posledica 11. Za vsak divizor D na kompaktni Riemannovi ploskvi X je Chernovo stevilo
C1(E) holomorfnega sveznja premic E = [D] € Pic(X) enako stopnji divizorja D:

C1([D]) = stD.

Oglejmo si pomen algebrai¢nih operacij na grupi Pic(X) v povezavi z operacijami na grupi
divizorjev Div(X).

Naj bosta divizorja D in D" dolo¢ena z druzinama meromorfnih funkcij f;, f/ € M*(U;)
nad nekim pokritjem U = {U;}. Potem je vsota divizorjev D + D’ dolocena z druzino
produktov f;f! € M*(U;). Prirejena sveznja [D], [D’] € Pic(X) sta dolocena s kocikloma
fig = fil i, fi; = fl/fj v Z' (U, O%). Vsoti divizorjev D+ D' zato pripada svezenj premic
[D + D'] € Pic(X), ki je dolocen s produktom f; ;f ; zgornjih dveh kociklov. To je ravno
tenzorski produkt sveznjev [D] in [D']:

D+ D] = [D]® [D'] = [D] + [D'] € Pic(X).

Po dogovoru se na grupi Pic(X) obi¢ajno uporablja aditivni zapis tenzorskega produkta.

Divizorju —D pripada inverzni kocikel 1/f; ;, ki dolo¢a inverzni svezenj premic:

[-D]=[D]"",  [D-D]=[D]®[D]" =[D]-[D].

Naravno vprasanje je, ali je vsak svezenj premic podan z nekim divizorjem, torej, ali
je homomorfizem § (II677) surjektiven. To je res natanko tedaj, ko je homomorfizem
HY(X,0*) — HY (X, M*) v eksaktnem kohomoloskem zaporedju nicelni. Slednje velja,
¢e ima vsak holomorfen svezenj premic na X netrivialen meromorfen prerez, kar vidimo
takole. Recimo, da je (fi;) € Z* (U, O*) 1-kocikel, ki doloca svezenj E — X. Netrivialen
meromorfen prerez tega sveznja je O-koveriga (f;) € C°(U, M*), ki zadosca pogoju f; =
fijf; na U;j (glej (). Divizor D, dolocen s koverigo (f;), tedaj podaja svezenj E.

Znano, da ima vsak holomorfen svezenj premic na kompaktni Riemannovi ploskvi netri-
vialen meromorfen prerez. (Glej npr. Forster [8].) Na odprti Riemannovi ploskvi je vsak
holomorfen svezenj premic holomorfno trivialen, glej & I8, vsak divizor pa je glavni po
Weierstrassovem izreku; torej sta grupi Div(X)/M*(X) in H'(X, O*) trivialni. Sledi

Izrek 37. Za vsako Riemannovo ploskev velja
HY(X,0*) = Pic(X) = Div(X)/M*(X).

To je, vsak holomorfen sveZenj premic nad Riemannovo ploskvijo je dolocen z nekim
divizorjem, pri cemer glavnim divizorjem pripada trivialni sveZeny.
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Primer 30. Na Riemannovi sferi je Pic(CP!) = Z (IIXH). Divizorju Dy = k-0 (k € Z)
pripada svezenj premic E, — CP! s prehodnim kociklom z — 2¥ na UNV = C*.
Vsak divizor D na CP! je linearno ekvivalenten divizorju Dy, za k = stD. Izomorfizem
Div(CP!)/ M*(CP') = Pic(X) priredi razredu divizorja D svezenj premic Ey, k = stD.

Odgovor na zgornje vprasanje je v splosnem negativen: obstajajo kompaktne kompleksne
mnogoterosti X dimenzije > 1 brez divizorjev, toda z netrivialnimi holomorfnimi sveznji
premic. Konkretno obstajajo kompleksni torusi C"/G s to lastnostjo, kjer je n > 1 in je
G = Z?" mreza v C". Odgovor pa je pozitiven na vseh Steinovih mnogoterostih in na
projektivno algebrai¢nih mnogoterostih:

Izrek 38. Na wvsaki projektivno algebraicni mnogoterosti X je homomorfizem ([1.07)
surjektiven, torej je

HY(X,0*%) = Pic(X) = Div(X)/M*(X).
V posebnem to velja za vsako kompaktno Riemannovo ploskev.

Isto wvelja za wvsako Steinovo mnogoterost X (to je, zaprto kompleksno podmnogoterost
kaksnega kompleksnega evklidskega prostora; glej def. GJ na str. I24).

Sedaj bomo vsakemu divizorju D priredili nek podsnop Op C M v snopu zarodkov
meromorfnih funkcij. Ti snopi igrajo bistveno vlogo v Riemann-Rochovem izreku.

Definicija 37. Naj bo D divizor na X. Snop Op je mnozica vseh zarodkov meromorfnih
funkcij f € x M, ki zados¢ajo pogoju (f) + D > 0. Prirejeni prostor prerezov je

L(D) = H°(X,0p) = {f € M(X): (f)+ D > 0}. (11.9.2)

Tu je (f) glavni divizor, ki ga dolo¢a meromorfna funkcija f. Nicelno funkcijo f = 0 po
dogovoru vzamemo za element L(D), tako da je L(D) kompleksen vektorski prostor.

Zveza med elementi prostora L(D) in prerezi sveznja premic [D] je naslednja.

Trditev 26. Naj bo D divizor na X. Vsaka funkcija f € L(D) doloca nek holomorfen
prerez sveznja premic [D] in obratno, vsak holomorfen prerez sveznja [D] pripada nekemu
elementu prostora L(D). Torej imamo izomorfizem

L(D) = To(X, [D]).

Dokaz. Ce je D podan z 0-koverigo (f;) € C°(U, M*)) na nekem pokritju U = {U;}
mnogoterosti X, je svezenj [D] € Pic(X) dolocen s kociklom f; ; = fi/f; € O*(U;;).

V prejsnjem razdelku smo videli, da je vsak meromorfen prerez sveznja [D] dolocen s
koverigo (gf;) € C°(U, M*) za neko meromorfno funkcijo g € M(X). Prirejeni divizor je
na U; dolocen z (gf;) = (9) + (fi) = (9) + D|u,. Torej velja (g) + D > 0 natanko tedaj, ko
je (gfi) > 0 za vsak i, kar pomeni, da gf; € O(U;) holomorfna funkcija za vsak i. Slednje
ravno pomeni, da koveriga (gf;) € C°(U, O) podaja holomorfen prerez sveznja [D]. [
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Isti dokaz pokaze naslednje.

Trditev 27. Za vsak divizor D na X je snop Op izomorfen snopu € zarodkov holomorfnih
prerezov prirejenega sveinja premic E = [D] — X.

Denimo, da je X Riemannova ploskev in D =} . n;-z;. Pogoj (f) + D > 0 pomeni
red,, f+mn; >0 Vax; € supp D.

Torej ima lahko f v tocki z; pol stopnje najvec¢ n; (ali pa je holomorfna), ¢e je n; > 0, in
ima niclo stopnje vsaj —n; € N, ¢e je n; < 0.

Trditev 28. Za vsak divizor D = Dy — D_ na kompaktni Riemannovi ploskvi X, kjer sta
D, >0 D_ > 0 efektivna divizorja, je L(D) (IZZ2) koncno dimenzionalen kompleksen
vektorski prostor in velja ocena

dime L(D) < deg D4 + 1.
Ce je stD < 0, je L(D) = {0}. Ce je D = (g) glavni divizor, je L(D) = C.
Dokaz. Ker red meromorfne funkcije v tocki oc¢itno zadoséa pogoju
red,(f + ¢g) > max{red, f, red,g}, red,(cf) =red, f (c € C"),

iz f,g € L(D) sledi f+ g € L(D) in c¢f € L(D); torej je L(D) kompleksen vektorski

prostor. (Nicelno funkcijo f = 0 razumemo kot element L(D) po dogovoru.)

Iz pogoja (f) + D > 0 sledi 0 < st((f) + D) = stD, saj je st(f) = 0. Torej je mnozica
L(D) prazna v primeru, ko je stD < 0.

Ce je D glavni divizor, torej D = (g) za neko funkcijo ¢ € M*(X), velja (f) + D =
f+ (9) = (fg) > 0 natanko tedaj, ko je fg holomorfna funkcija, torej konstanta (ker je
X kompaktna). V tem primeru je torej L(D) = {c/g: c € C} = C.

Denimo sedaj, da je stD > 0. Naj bo D, = 2521 nj-x; = max{D,0} efektivni del
divizorja D. 'V okolici vsake tocke x; € supp D, izberemo neko lokalno holomorfno
koordinato z = z;, v kateri je z(z;) = 0. Poljubna funkcija f € L(D) ima tedaj v z;

Laurentov razvoj

Cjmn; Ci—
f@) = =22 4+ 22 4 gi(2),
kjer je g; regularni del f v z;. Preslikava, ki funkciji f € L(D) priredi vektor vseh
koeficientov ¢; ; (j =1,...,k, I =1,...,n;) njenih glavnih delov v tockah z; € sup Dy,
je linearni homomorfizem L(D) — CV, kjer je N = ni+...+n;. Jedro tega homomorfizma
so funkcije f € L(D) brez singularnosti, torej holomorfne. Ker je X kompaktna, je vsaka
taka funkcija konstanta. Odtod sledi dim L(D) <1+ N. O
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I1I.10 Riemann-Rochov izrek

V tem razdelku bomo dokazali enega najpomembnejsih rezultatov v teoriji kompaktnih
Riemannovih ploskev, to je Riemann-Rochov izrek. Ta je tesno povezan s Serrejevim
dualnostnim izrekom, ki ga bomo obravnavali v naslednjih dveh razdelkih.

V prejsnjem razdelku smo videli, da je vsakemu divizorju D na Riemannovi ploskvi X
prirejen holomorfen svezen premic [D] — X. Riemann-Rochov izrek izraza dimenzijo
kompleksnega vektorskega prostora I'o(X, [D]) vseh holomorfnih prerezov X — [D] s
topoloskimi podatki (rod ploskve in stopnja divizorja) ter z dimenzijo prve kohomoloske
grupe H'(X, Op) snopa zarodkov holomorfnih prerezov sveznja [D].

Izrek 39 (Riemann-Roch). Naj bo D divizor na kompaktni Riemannovi ploskvi X. Po-
tem sta L(D) = H°(X,Op) in H (X, Op) konéno razseina kompleksna vektorska prostora
i velja Riemann-Rochova formula

dim H°(X,Op) — dim H(X,0p) =1 — g+ stD, (I11.10.1)

kjer je g rod ploskve X in je stD stopnja divizorja D.

Prostor H°(X,0Op) = L(D) je kon¢no razsezen po trditvi Z8 na str. B4. Za prostor
H'(X,Op) bo to sledilo iz dokaza ter dejstva, da je H'(X, O) kon¢no dimenzionalen (glej
izrek B3 na str. [[3). Stevilo

ip =dim H(X,0p) € Z, (I11.10.2)

se imenuje tndeks specialnosti divizorja D. Razlika na levi strani Riemann-Rochove
enacbe (TIT),
I(D) :=dim H°(X, Op) — dim H' (X, Op), (11.10.3)

se imenuje tndeks divizorja D. Izrek pove, da je ta indeks odvisen samo od dveh
topoloskih invariant, to je roda ploskve X in stopnje divizorja D.

Kot bomo videli v posledici 4 na str. M2, veljajo v Riemann-Rochovi formuli naslednje
enakosti za divizorje s previsoko ali prenizko stopnjo:

e CejestD >2g—2, veljaip =0 in Riemannova formula
dim H°(X,Op) =1 — g +stD.
e CejestD < 0, velja dim L(D) = 0 in

ip=dim H'(X,0p) =g —1—stD.
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Riemann-Rochov izrek je primer in prototip indeksnih izrekov v analizi in geometriji,
ki povezujejo analiticne kolic¢ine (npr. indeks Fredholmovega operatorja, tipicen primer
so parcialni diferencialni operatorji) s topoloskimi invariantami. SploSen izrek te vrste je
Atiyah-Singerjev indeksni izrek, ki vsebuje veliko vec¢ino znanih posebnih primerov.
Sir Michael Francis Atiyah in Isadore Manuel Singer sta za svoje delo na
podrocju teorije indeksnih izrekov prejela Abelovo nagrado za leto 200.

Oglejmo si osnovni primer, ko je D = 0 nicelni divizor. Tedaj je Op = O snop zarodkov
holomorfnih funkeij na X in HY(X,0) = O(X) = C, torej dim H*(X,0) = 1. Ker je
stD = st0 = 0, je formula (IT0T) v tem primeru ekvivalentna naslednjemu izreku:

Izrek 40. Za vsako sklenjeno Riemannov ploskev X s topoloskim rodom g velja

9o = dim H*(X,0) = g. (11.10.4)

Stevilo g, = dim H'(X,0) € Z, se imenuje analiti¢en rod ploskve X. (Dimenzija je
konéna po izreku B3 na str. B3.) Izrek B0 torej trdi, da je analiti¢en rod enak topoloskemu
rodu. To Ze vemo v primeu g = 0, torej na Riemannovi sferi X = CP!; glej trditev I9.

Shema dokaza izreka BY je naslednja.

e Najprej bomo dokazali Riemann-Rochovo formulo (IT0) s Stevilom g, namesto
topoloskega roda g = gx na desni strani formule; glej izrek B

e Iz (II0O3) sledi obstoj netrivialnih meromorfnih funkcij in meromorfnih 1-form na
poljubni kompaktni Riemannovi ploskvi (posledica [3 na str. BR).

e S temi sredstvi bomo dokazali Serrejev dualnostni izrek (izrek B3 na str. [00).

e 7 uporabo Riemann-Rochove formule (ITT0H) za kanonicen divizor K ter Serrejeve
dualnosti sledi st K = 2g, — 2 (posledica [@ na str. [0).

e Iz obstoja nekonstantna meromorfne funkcije in Riemann-Hurwitzove formule (izrek
P2 na str. B4) sledi stK = 2gx — 2 (izrek B2 na str. @9). Iz primerjave s prejsnjo
tocko dobimo g, = gx. S tem bo izrek B4 v celoti dokazan.

V tem razdelku bomo dokazali Riemann-Rochovo formulo (IIT0) z g, namesto g.

Izrek 41. Za vsako kompaktno povezano Riemannovo ploskev X wvelja
dim H(X, Op) — dim H'(X,0p) =1 — g, +stD, (11.10.5)

kjer je g, = dim H' (X, O) analiticen rod ploskve X .

Ker lahko vsak divizor dobimo iz trivialnega divizorja z dodajanjem ali odvzemanjem
tock, sledi izrek A1l z induktivno uporabo naslednje trditve.
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Lema 2. Naj bo X kompaktna Riemannova ploskev, D divizor na X ter p € X poljubna
tocka. Tedaj Riemann-Rochova formula (III3) velja za divizor D natanko tedaj, ko
velja za divizor D' = D + p.

Dokaz. Sledili bomo dokazu v Forsterjevi monografiji [R].

Iz pogoja (f)+ D > 0 ocitno sledi (f) + D’ > 0, zato je Op podsnop snopa Op = Op,y.

Oglejmo si kratko eksaktno zaporedje homomorfizmov snopov

0— Op -% Op,p -5 C, — 0, (11.10.6)

kjer je « inkluzija Op < Op.,, B pa je kvocientna projekcija. Kvocient Opy,/a(Op) =
C, ima bilko C v tocki p, v vseh ostalih tockah x € X \ {p} pa je bilka trivialna. Ta snop
je dobljen iz predsnopa, definiranega s predpisom C,(U) = C, ¢e mnozica U C X vsebuje
tocko p, in C,(U) = {0} sicer. (Snop C, se pogosto imenuje nebotié¢nik v p.) Velja

H(X,C,)~C, HY(X,C,)=0.

Prva enakost je oc¢itna. Za drugo uporabimo pokritje U = {U;} ploskve X, tako je tocka
p vsebovana v natanko eni mnozici U;; torej p > U;; za i # j. Vsak kocikel na takem
pokritju je ocitno niceln.

Oglejmo si pomen kvocientne preslikave 8. Naj bo k = D(p) € Z. Izberemo lokalno
holomorfno koordinato z na X v okolici tocke p, v kateri je z(p) = 0. Vsak zarodek
f € (Op), ima Laurentov razvoj

flz)= c_k_lz_k_l + cizd.
J
j=—k

Ker vrsta na desni strani pripada kolobarju (Op),, je B(f) = c_x—1 € C.
Kratkemu eksaktnemu zaporedju (IIT0@) pripada dolgo eksaktno zaporedje

0 — H'(X,0p) < H(X,0p.,) - H(X,C,) = C
2y HY(X,0p) — H'(X,0p,,) — HY(X,C,) =0
(glej izrek 28 na str. [). Analizirali bomo dva mozna primera.

1. primer: B: H*(X,Opyp) — C je nicelni homomorfizem. Iz eksaktnosti sledi, da je

[~23

preslikava a: H*(X,Op) — H°(X, Opy,) izomorfizem in je zato
dim H°(X, Op) = dim H°(X, Op.,). (11.10.7)
Poleg tega imamo eksaktno zaporedje

0— C -2 HY(X,0p) — HY(X,0p,) — 0,
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iz katerega preberemo
dim H'(X,0p) = H'(X,Opy,) + 1. (I1.10.8)

(Oba prostora sta konéno razsezna, ¢im je eden od njiju konéno razsezen.) Ce od enacbe
(ITI0) odstejemo enacbo (IIOR), dobimo

dim H°(X,0p) — dim H°(X, Op) = dim H*(X, Op/) — dim H*(X, Op/) — 1. (11.10.9)

Ker je tudi stD = stD'—1, vidimo, da velja Riemann-Rochova formula (IIT0) za divizor
D natanko tedaj, ko velja za divizor D’ = D + p.

2. primer: homomorfizem 3: H(X,Op,,) — C je surjektiven. Dolgo eksaktno zaporedje
sedaj razpade na naslednji dve kratki eksaktni zapored;ji:

0 — HYX,0p) -2 H(X, Ops,) - C — 0,

0 — HY(X,0p) — HY(X,0p,,) — 0.

V drugi vrstici imamo torej izomorfizem H'(X,Op) = HY(X,Opy,) in zato ip = ipyy,
iz prve vrstice pa sledi

dim H°(X, Op) = dim H*(X,Op,,) — 1.

Ce odstejemo dobljeni enacébi, dobimo ponovno (IIIIM) in lahko naredimo enak sklep kot
prej. S tem je izrek Bl dokazan. O]

Posledica 12. Za poljuben divizor D na kompaktni Riemannovi ploskvi X wvelja Rie-
mannova neenakost

dim H°(X,0p) > 1 — g, + stD. (I1.10.10)
Ce je stD < 0, velja dim L(D) = 0 in
—ip =—dim H'(X,0p) =1 — g, + stD. (I1.10.11)

Dokaz. Ocena (ITTII0) sledi iz enakosti (ITOA), ¢e izpustimo indeks specialnosti ip =
dim HY(X,0p) > 0. Ceje0# f € H'(X,0p), je (f)+D > 0in zato 0 < st(f) +stD =
stD, kar dokaze drugo trditev in formulo (IITI74). O

Ce izberemo poljuben divizor D stopnje stD > 1+ g,, sledi dim H°(X,Op) > 2, torej
prostor L(D) = H°(X, Op) vsebuje nekonstantno meromorfno funkcijo.

Posledica 13. Vsaka kompaktna Riemannova ploskev dopuscéa nekonstantno meromorfno
funkcijo in nekonstantno meromorfno 1-formo.
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Dokaz. Prvo trditev smo ze dokazali. Naj bo sedaj f € M(X) nekonstantna meromorfna
funkcija. Tedaj f podaja nekonstantno holomorfno preslikavo f: X — CP!. Povlek
f*w poljubne nekonstantne meromorfne 1-forme na CP! (npr. w = dz na C C CP!) je
nekonstantna meromorfna 1-forma na X.

Sedaj lahko dokazemo naslednjo formulo o stopnji kanoni¢nega divizorja.

Izrek 42. Naj bo X kompaktna Riemannova ploskev roda g. Potem je stopnja kanonicnega
divizorja Kx enaka
st(Kx) = —x(X) =2gx — 2.

Dokaz. Na Riemannovi sferi X = CP! to sledi iz primera P8 in posledice B (str. [8).

Naj bo sedaj X poljubna. Posledica 3 zgoraj nam da nekonstantno meromorfno funkcijo
f € M(X), torej nekonstantno holomorfno preslikavo f: X — CP!. Oznacimo z B(f)
njen razvejiséni divizor:

B(f>:Z(Stzf_1)'x: Z (stef —1)-2 >0.

reX z€br(f)

Tu je br(f) razvejiséna mnozica (ali kriticna mnozica) preslikave f (glej & [CI4). Stopnja
tega divizorja je ravno razvejiséno stevilo b(f) preslikave f (glej (ITZ) na str. B4):

StB(f) = D (staf — 1) =b(f).

zebr(f)

Naj bo 0 # w meromorfna 1-forma na CP!. Potem je n = f*w meromorfna 1-forma na
X, ki je v poljubni lokalni koordinati ¢ na X podana na naslednji nacin. Denimo, da je
v tej koordinati preslikava f podana s funkcijo z = z((). Ce je w(z) = g(2) dz, je

n(¢) = (z"w)(C) = g(2(¢)) #'(¢) dC. (I1.10.12)
Ozna¢imo z d € N stopnjo preslikave f. Formo w na CP! sedaj izberimo tako, da je
(w) = —2-2 za neko tocko zp € CP!, ki ne lezi v f(br(f)). (Glej primer P8 na str.
[72.) Torej ima w pol stopnje 2 v z in nobenih drugih nicel ali polov. Naj bo f~1(z) =
{z1,..., 24} C X; tocke x; so paroma razli¢ne, saj je zo regularna vrednost preslikave f.

Iz (ITOTY) sledi, da ima 1-forma n = f*w pol stopnje 2 v vsaki od tock xy, ..., x4, poleg
tega pa ima niclo stopnje br, f — 1 v vsaki od tock = € br(f). (Te nicle prispeva koeficient
Z/(¢) v (IOI0T2).) Drugih nicel ali polov ni. Odtod sledi

st(n) = —2d + b(f).
Po Riemann-Hurwitzovi formuli (CT42) (str. B4) velja
X(X) = dx(CP") — b(f) = 2d — b(f),

kar je po prejsnji formuli enako —st(n). Ker je () = Ky, je izrek dokazan. O
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II.11 Serrejev dualnostni izrek in posledice

Oznacéimo z MW snop zarodkov meromorfnih 1-form na X. V razdelku [T3 smo videli,
da vsaka meromorfna 1-forma 0 # w € MW(X) dolo¢a divizor (w) € Div(X). Vsak tak
divizor se imenuje kanonicni divizor; ekvivalencni razred kanonicnega divizorja oznacimo
s K = Kx in imenujemo kanonicni razred. Ce v neki lokalni holomorfni karti z: U — C
na U C X veljaw = f(z)dz, je (w) = (f) na U.

Sedaj definiramo snop

Qp = {we MY: (w)+ D >0}
in njegov prostor prerezov
HY(X,Qp) = {we MY(X): (w)+ D >0}.

Nicelna forma w = 0 je po dogovoru element H°(X,Qp), ki je s tem C-vektorski prostor,
kar vidimo enako kot pri prostorih L(D) ={f € M(X): (f)+ D > 0} (IT92).

Trditev 29. Naj bo K poljuben kanonicni divizor kompaktne Riemannove ploskve X.
Potem tmamo za vsak divizor D na X izomorfizem snopov

Op+r = Qp.

Dokaz. Naj bo K = (wp), kjer je 0 # wy € MW (X). Naj bo D poljuben divizor. Za
vsako nekonstantno meromorfno funkcijo f na odprti mnozici U C X velja

(f)+D+K=(f)+K+D=(fwy)+ D.

Odtod sledi, da je preslikava Op,x — Qp, f +— fwp, izomorfizem snopov. O

Iz trditev PR (str. B2) in 29 sledi

Posledica 14. Za vsak divizor D na kompaktni Riemannovi ploskvi X je H°(X,Qp)
koncno dimenzionalen kompleksen vektorski prostor.

Izrek 43 (Serrejev dualnostni izrek). Za vsak divizor D na kompaktni Riemannovi
ploskvi X velja

HY(X,0p) = H°(X,Q_p), HY(X,Qp) = HY(X,0_p)*. (I1.11.1)
V posebnem imamo za nicelni divizor D = 0 izomorfizma

HY(X,0)" = H°(X,0), HY (X, Q) =~ H(X,0)" = C. (I1.11.2)
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Opomba. Dualnosti v (IIITTT) sta ekvivalentni, kar vidimo takole. Recimo, da velja
prva dualnost. Naj bo K kanonicni divizor na X. Po trditvi sta snopa Opyi in Qp
izomorfna. Zato je tudi

0= 0k,  Q.p=O0x p. (IL.11.3)

Za divizor D' = —D — K dobimo izomorfizem O_p = Opryx = Qp = Q_p_g. 1z prve
dualnosti v (III) zato sledi druga dualnost:

H'Y(X,Qp) = H'(X,0px) = H(X,Q p-x)" = H(X,0-p)".

Analogno vidimo obratno implikacijo. O

Izrek B3 bomo dokazali v naslednjem razdelku s pomocjo izreka BT (Riemann-Rochov izrek
za analiticen rod), ki smo ga dokazali v prejsnjem razdelku. V preostanku tega razdelka
se bomo posvetili poslednicam Serrejeve dualnosti ter Riemann-Rochovega izreka.

Posledica 15. Na vsaki kompaktni Riemannovi ploskvi X je
go = dim H'(X,0) = dim H°(X,Q), dim H'(X,Q) = 1. (I1.11.4)
Za vsak divizor D na X wvelja dim H' (X, Op) = dim H*(X,Q_p).

Dokaz. To je neposredna posledica izomorfizmov v izreku E3. O
Posledica 16. Stopnja kanonicnega divizorja kompaktne Riemannove ploskve X je enaka
stK = 2g, — 2 =2dim H' (X, 0) — 2.

Dokaz. Po Riemann-Rochovem izreku BT velja
dim H(X, Og) — dim H'(X,0k) =1 — g, + stK.
Ker je Ok = Q (OI13), dobimo z upostevanjem (IITT4)

dim H(X,0k) = dim H'(X,Q) = ga,
dim H'(X,0k) = dim H'(X,Q) = 1.

Odtod sledi stK = 2g, — 2. O

Opomba. Izrek A1, da je analiticen rod g, enak topoloskemu rodu gy, sedaj sledi nepo-
sredno iz izreka B2 na str. @9 (o stopnji kanoni¢nega divizorja) in posledice I8 zgoraj.

S tem je dokazan tudi Riemann-Rochov izrek B9 pod predpostavko, da velja izrek B3 o
Serrejevi dualnosti. Kot smo ze poudarili, bomo v dokazu izreka B3 uporabili le izrek B,
tako da je dokaz logicno korekten. O]
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Posledica 17. Za vsak divizor D na sklenjeni Riemannouvi ploskvi X velja Riemannova
neenakost
dim H°(X,Op) > 1 — g +stD. (I1.11.5)

Ce je stD > 2g — 2, velja ip = 0 in Riemannova formula
dim H(X,0p) =1 — g +stD. (I1.11.6)
Ce je stD < 0, velja dim L(D) = 0 in
ip=dim H(X,0p) =g —1—stD. (I1.11.7)

Dokaz. Neenakost ([ITIT3) je trivialna posledica enakosti (ITTH) in neenakosti ip > 0.
Drugo trditev vidimo takole. Za vsako 1-formo 0 # w € H°(X,Q_p) je (w) > D. Ker
po izreku B2 za kanoni¢ni divizor velja st(w) = 2g — 2, sledi stD < st(w) < 2g—2. V
primeru stD > 2g — 2 je torej prostor H°(X, Q_p) trivialen. Ce pa je stD < 0, je prostor
L(D) = H(X,Op) trivialen, saj iz (f) + D > 0 sledi st(f) + stD = stD > 0 za vsako
nekonstantno meromorfno funkcijo 0 # f € L(D). O

Posledica 18. Naj bo X kompakina Riemannova ploskev roda g. Za wvsak divizor D
stopnje stD > g obstaja nekonstantna meromorfna funkcija f € M(X), za katero je
(f)+D > 0.

Dokaz. Po Riemannovi neenakosti (ILIO10) in z upoStevanjem g, = g je
dmZL(D)>1—g+stD>1—-g+(g+1)=2.

To pomeni, da prostor L(D) vsebuje nekonstantno funkcijo. ]

Iz formule (IITT) v izreku B3 sledi dim H'(X,Op) = dim H°(X,Q_p), zato lahko
Riemann-Rochov izrek B9 zapisemo v naslednji ekvivalentni obliki.

Izrek 44 (Riemann-Roch, II. verzija). Za vsak divizor D na kompaktni Riemannovi
ploskvi X velja

dim H°(X,0p) — dim H°(X,Q_p) =1 — g +stD. (I1.11.8)

~Y

Z uporabo izomorfizma Q_p = Ok_p (IIIX) dobimo $e naslednjo verzijo Riemann-
Rochove formule, kjer je K kanonic¢ni divizor na X:

dim H(X,0p) — dim H*(X,0x_p) =1 — g +stD. (I1.11.9)

Posledica 19. Na wvsaki kompaktni Riemannovi ploskvi X roda g obstaja holomorfna
preslikava f: X — CP! stopnje < g + 1.
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Dokaz. Izberimo tocko a € X in definiramo divizor D € Div(X) s predpisom
D(a) =g +1, D(x)=0 Vze X\ {a}.

Ocitno je stD = g + 1. Po posledici IR obstaja nekonstantna funkcija f € L(D). Ta
funkcija podaja holomorfno preslikavo f: X — CP!, ki ima pol stopnje < g+ 1 v tocki a
ter nobenih drugih polov. Torej f zavzame vrednost oo € CP! z veckratnostjo < g + 1,
zato je stf < g+ 1. n

Primer 31 (Divizorji na Riemannovi sferi). Vsak divizor D na CP' je oblike

k l
D:ij-aj—an-bj +p- o0,
j=1 J=1

kjer so m;,n; € N naravna stevila, p € Z, in so a;,b; € C razlicne tocke nosilca divizorja
D v ravnini C = CP! \ {oo}. Naj bo f racionalna funkcija

B H;:1(Z — ;)"
T = T

Glavni divizor (f) se v afinem delu C ujema z divizorjem —D, v tocki co pa ima (f)
vrednost Y, n; — >, m; =n —m. Divizor (f) + D ima nosilec v oo € CP' in velja

(f)+D=(p+n—m)-oco=stD-occ.

Torej je f € L(D) natanko tedaj, ko je stD > 0. (V primeru stD < 0 je L(D) = {0}.)

Naj bo stD > 0. Ker je stopnja kanoni¢nega divizorja enaka st Kcp1 = —2 (glej primer
na str. [7), je indeks specialnosti ip = 0 in Riemann-Rochova formula (ITO) nam pove

dim L(D) = 1 + stD.

To lahko vidimo eksplicitno: Vsaka funkcija g € L(D) = {g € M(CP'): (g9) + D > 0} je
oblike g = fh, kjer racionalna funkcija h € M(CP!) nima polov v C, v 0o pa ima lahko
pol stopnje < st(D), kot vidimo iz pogoja (fh) + D > 0. Odtod sledi, da so funkcije
f,2f, ..., 2%P f baza vektorskega prostora L(D) nad C. O

Primer 32 (Divizorji na torusu). Naj bo X = T = C/G kompleksen torus, torej
ploskev roda g = 1. Diferencialna 1-forma dz na C je invariantna za translacije z — 2z +c,
zato definira na T holomorfno 1-formo w brez nicel. Torej je kanonicni divizor K = (w) = 0
trivialen, zato je Ox = O in L(K) 2 C. Iz (104) sledi dim HY(X,0) =g =1.

Ocitno je tudi dim H°(X,Q) = 1, saj je vsaka holomorfna 1-forma na X oblike fw za
neko holomorfno funkcijo f € O(X). Ker je X kompakten, je f konstanta in zato dobimo
H(X,Q) ={cw: ce C} 2C.
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Denimo sedaj, da je D divizor stopnje stD > 0. Indeks specialnosti je tedaj ip = 0 (glej
posledico ) in Riemann-Rochova formula se glasi

dim L(D) =1—g+stD =stD.

Ce je D = 1-p za neko tocko p € T, je pogoj (f) + D > 0 izpolnjen za vsako konstantno
funkcijo. Iz dim L(D) = stD = 1 sledi L(D) = C, torej ne obstaja nobena nekonstantna
meromorfna funkcija na torusu s polom stopnje 1 v eni sami tocki. To v resnici Ze vemo,
saj bi taka funkcija definirala holomorfno preslikavo T — CP! stopnje 1, ki bi bila po
izreku o stopnji biholomorfna, protislovje.

Za divizor D = 2-p je dim L(D) = stD = 2, torej obstaja nekonstantna meromorfna
funkcija na T s polom stopnje 2 v p, ki je holomorfna na T \ {p}. Tudi tako funkcijo ze
poznamo — Weierstrassova funkcija @ iz primera [ na str. 3. [

Sedaj bomo dokazali e naslednjo zanimivo posledico Riemann-Rochovega izreka. Z M1
oznacCujemo snop zarodkov meromorfnih 1-form.

Izrek 45. Na vsaki kompaktni Riemannovi ploskvi X velja
HY(X,M)=0,  HY X, MY)=0.

Dokaz. Element f € H'(X, M) lahko predstavimo z 1-kociklom (f;;) € Z'(U, M) na
nekem koncénem odprtem pokritju & ploskve X. S prehodom na finejse pokritje lahko
predpostavimo, da je skupno Stevilo polov funkcij f;; koncno. Zato obstaja divizor D
stopnje stD > 2gx — 2, tako da je (fi;) + D > 0 na vsaki mnozici U, ;. Torej je (f;;) €
ZY(U, Op). Po izreku PG na str. B8 je homomorfizem Z' (U, Op) — H' (X, Op) injektiven.
Ker je stD > 2g — 2, je H'(X,0Op) = 0 po posledici 7 (str. M2). Torej je f = 0 €
HY(X,0Op) in zato tudi f =0 e H'(X, M).

Za dokaz druge trditve izberemo netrivialno 1-formo w € MW (X) (trditev L3 na str. G8)
in opazimo, da je M 3 f — fw € MW izomorfizem snopov. H

Riemann-Rochov izrek lahko v ekvivalentni obliki formuliramo za holomorfne sveznje
premic £ — X. Oznac¢imo z & snop zarodkov holomorfnih prerezov sveznja E. Ce je
E = [D] za nek divizor D, je Op = £ (trditev 24) in stD = Cy(F) (posledica ). Ker je
vsak svezenj premic podan z divizorjem (izrek B7), dobimo naslednjo ekvivaletno verzijo
Riemann-Rochovega izreka.

Izrek 46 (Riemann-Roch za sveznje premic). Za vsak holomorfen svezenj premic E
na kompaktni Riemannovi ploskvi X velja

dim H(X,€) —dim H' (X, €) =1 — g+ C1(E), (I1.11.10)

kjer je £ snop zarodkov holomorfnih prerezov E, g rod ploskve X in C1(E) = {(c1(E), [X])
Chernovo stevilo sveznja E.
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I1.12 Dokaz Serrejeve dualnosti

V tem razdelku bomo dokazali izrek B3 o Serrejevi dualnosti. Tudi v tem dokazu bomo
sledili monografiji Forster [8]. Dokaz vsebuje naslednje glavne korake:

(1) Homomorfizem snopov (s produktom na bilkah)
Q_pxOp—Q, (w, f) =~ fw
inducira bilinearno preslikavo

H(X,Q_p) x H(X,0p) — H'Y(X,Q).

(2) Na prostoru H'(X, Q) definiramo C-linearen funkcional
Res: H'(X,Q) — C (I1.12.1)

kot vsoto residuov meromorfnih I1-form (w;) € C°(U, MW) v koverigi, ki razcepi
dani kohomoloski razred v H*(X, Q).

(3) Tako dobljeno bilinearno parjenje

HY(X,Q_p) x H'(X,0p) — H'(X,Q) 25 C (11.12.2)

je neizrojeno. Odtod sledi, da je vsak od prostorov H°(X,Q_p) in H'(X,Op)
izomorfen dualu drugega prostora.

Korak (1). Izberemo odprto pokritje U = {U;} ploskve X, tako da so vse mnozice U; in
U, ; = U;N U, enostavno povezane, torej homeomorfne disku. Po Lerayevem izreku (izrek
na str. B8) tedaj velja

HY(X,0p) = H'(U,Op), HY(X, Q)= HYU,Q).

Za vsak kocikel (f; ;) € Z'(U, Op) in formow € H*(X,Q_p) je produkt (f; jw) € ZHU, Q)
1-kocikel na U z vrednostmi v snopu {2 zarodkov holomorfnih 1-form. Ocitno je ta kocikel
trivialen (korob) natanko tedaj, ko je kocikel (f; ;) trivialen v H*(U, Op).

Korak (2). Sedaj bomo definirali C-linearen funkcional (ITT2T). Oglejmo si kratko
eksaktno zaporedje homomorfizmov snopov nad X:
00— Q- g0 ell g

Pri tem je ¢ naravna vlozitev snopa v snop £ zarodkov gladkih (1,0)-form, M = €2
pa je snop zarodkov gladkih 2-form na X (glej & [I8). Na snopu £ je d = 9, ker na
Riemannovi ploskvi ni netrivialnih (2, 0)-form.
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Ker sta snopa £19 in £V fina, je zgornje eksaktno zaporedje acikliéna resolventa snopa
2 in po Lerayevem izreku (izrek B3 na str. B8) dobimo Dolbeaultov izomorfizem

HY(X,Q) =~ E2(X)/d(EM(X)) B3 2%1 eC. (I11.12.3)

Zadnja preslikava v zaporedju je definirana kot integral 2-forme po ploskvi X. Ker je X
sklenjena, velja po Stokesovem izreku [ + da =0 za poljubno 1-formo a na X.

Oglejmo si definicijo funkcionala Res: H'(X, ) — C bolj eksplicitno. Naj bo U pokritje
X kot v tocki (1). Vsak element grupe H'(X, Q) je podan z 1-kociklom (w; ;) € Z'(U, Q).
Naj bo () gladka particija enote, podrejena pokritju U; torej supp(x;) € U;in >, x; = 1.
Definiramo gladke 1-forme @; na mnozicah U; s predpisom

w; = E Xk Wi -
i

Tedaj velja

(@; — @) v, = E Xk (Whyj — W) E Xk Wij = Wij-
%

Torej je koveriga (@;) € ZO(U,SLO) razcep kocikla (w;;) v snopu EM0. Ker so razlike
w; — w; holomorfne na presekih U; ; = U; N Uj, dobimo s predpisom

Oy, = 0&; = do; na U; (11.12.4)

gladko 2-formo na X. Sedaj definiramo

1
Res(wi,j) = 2—7‘_1 /X 0 S C

Ni tezko preveriti, da je vrednost odvisna le od kohomoloskega razreda [(w; ;)] € H'(X, Q).

Sedaj si bomo ogledali e drugo definicijo tega funkcionala. Ker je H'(X, M) = 0 in zato
H' (U, M) = 0 (glej izrek EA na str. ), obstaja razcep

Wi j = Wy — Wy, w; € M(Ul) <11125)

Vsaka taka 0-koveriga (w;) € C°(U, M) se imenuje Mittag-Lefflerjeva distribucija
meromorfnih 1-form na X.

S prehodom na finejse pokritje lahko prepostavimo, da je skupna mnozica singularnosti
(polov) 1-form w; konéna. Stevilo
1
Resawi = — /wi
2m J,

po majhni pozitivno orientirani kroznici v okrog tocke a, ki ne omejuje drugih singularnosti
w;, se imenuje ostanek oz. residuum forme w; v tocki a. Vsoto vseh ostankov form w;
v dani koverigi ozna¢imo z Res(w;) € C. Ker so razlike w; — w; holomorfne, imata obe

formi isti ostanek v vsaki tocki iz U; j; vsak ostanek Stejemo samo enkrat v vsoti Res(w;).
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Lema 3. Naj bo (w;;) € Z'(U,Q) nek 1-kocikel holomorfnih 1-form, (w;) € C°(U, M)
0-koveriga, ki zadoséa (ITZA), in 0 € E*(X) predstavnik razreda [(w; )] € HY(X,Q) v
smislu Dolbeaultovega izomorfizma (LIZ3). Tedaj velja

Res(w;) = QLW/XH

Dokaz. Lahko vzamemo, da je gladka 2-forma 6 definirana s predpisom (IT124). Ploskev
X trianguliramo na konéno mnogo 2-simpleksov (trikotnikov) X = (J-, Dy, tako da je
Dy, C U; zanek i = i(k) in nobena singularnost meromorfnih 1-form w; ne lezi na nobenem
od robov bD,. Po Stokesov izreku velja

27T1/ Z 27r1/ Witk) = Z 27?1/ itk)-

Iz identitet
L:Jj — (I)l = wi,j = U.)j — Ww; Na Ui,j

sledi obstoj 1-forme 7 na X, ki je gladka razen v konéno mnogo singularnostih in zadosca
T’Ui:@i—wi VUZEZ/{

Ker je forma 7 nesingularna na uniji robov bDy, dobimo iz prejsnje formule

27r1/ ZZm/ +227T1/D

Druga vsota na desni strani je enaka nic¢, saj integriramo po vsaki od robnih krivulj
bD; dvakrat in to v nasprotnih smereh. Integral ﬁ fka wi(k) je enak vsoti ostankov

meromorfne forme w; po vseh tockah iz (notranjosti) Dj. Desna stran je torej enaka
stevilu Res(w;) € Z. O

S tem smo definirali parjenje (IIIT23), ki inducira C-linearni homomorfizem
H(X,Q_p) — H(X,0p)", tp(w) = Res(w-). (11.12.6)
Lema 4. Linearna preslikava vp ([LITZA) je injektivna.

Dokaz. Naj bo 0 # w € H°(X,Q_p). Poiskati zelimo tak element £ € H'(X, Op), da bo
() = Res(w€) # 0.
Izberimo tocko a € X, v kateri je D(a) = 0. (To velja za vsako tocko izven kon¢nega

nosilca divizora D.) Izberemo holomorfno koordinato z: Uy — C na odprti okolici Uy C X
tocke a, da je z(a) = 0 in D|y, = 0. (Slednje pomeni, da je Uy Nsupp D = &.) Na Uy
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je w = f(z)dz za neko funkcijo f € O*(Uy). Naj bo Uy = X \ {a} in U = {Uy, U }.
Definirajmo meromorfno 1-koverigo n = (fo, f1) € C°(U, M) s predpisom

fo(z) = (z € Up), fi =0 naU,.

Tedaj je produkt
d
wn = (wfo,wfi) = (5,0) e Co(U, MW)
Mittag-Lefflerjeva distribucija meromorfnih 1-form, za katero velja
1 dz
R = — —=1.
es(wn) 2mi /|Z|_6 z
Kohomoloski razred £ € H'(X, Op), ki ga doloca 1-kocikel
1
2f(2)

torej zadosca (w,&) = 1. O

5(77) = (fl - fO)‘Uo,l = -

Sedaj nas caka tezji del naloge, to je dokaz surjektivnosti preslikave (IIT26). V ta namen
potrebujemo vrsto pomoznih rezultatov.

Lema 5. Naj bo X kompaktna Riemannova ploskev. Obstaja stevilo ky € Z, tako da za
vsak divizor D na X velja

dim H°(X,Qp) > stD + k.

Dokaz. Izberemo poljubno netrivialno 1-formo wy € MW (X) in oznacimo s K = (w)
prirejeni kanonicen divizor. Tedaj je Qp = Op, g (glej (CII3)) in zato

dlmHO(X,QD) = dimHO(X,ODH()
= dim HY(X,0p,x) +st(D+ K) +1—gx
> stD+ (1 — gx + stK).

Trditev torej velja za Stevilo kg =1 — gx + stK € Z. O

Lema 6. Za vsak par divizorjev D' < D na X obstaja komutativen diagram injektivnih
homomorfizmov, kjer sta vp in vp preslikavi ([I12Z4):

ib,
0 — Hl(X,OD)* =2 Hl(X,(’)D/)*

o e

iD,
0 — HYAX,Q. p) -2 HYX,Q_p)

| |

0 0

(IL.12.7)
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Denimo, da A € H'(X,0p)* inw € H(X,Q_p/) zadoséata pogoju
i5(\) = tp(w). (I1.12.8)
Potem je w € H'(X,Q_p) in A = 1p(w).
Dokaz. Ker je D' < D, je Op podsnop snopa Op in imamo kratko eksaktno zaporedje
0 — Op — Op — Op/Op — 0,
kjer je v inkluzija. Kvocientni snop Op/Ops ima nosilec v mnozici supp D \ supp D', zato
" H*(X,0p/Op) =0  Vk>1.

(Za izracun lahko uporabimo pokritje U = {U;} ploskve X, tako je vsaka tocka p €
supp D \ supp D’ vsebovana v natanko eni mnozici U;; torej p 3 U;; za i # j. Vsak
k-kocikel na takem pokritju za k > 1 je niceln.) Eksaktno zaporedje na kohomologiji

HY(X,0p) = H'(X,0p) — H*(X,0p/0Op) =0
pokaze, da je « surjektivna. Dualni homomorfizem
of =ib, HY(X,0p)* — HY(X,0%)
je zato injektiven.

Naj bo w € H*(X,Q_p/) kot v lemi, torej (w) > D'. Dokazati Zelimo, da iz predpostavke
(OT2R) sledi w € H*(X,Q_p), torej (w) > D.
Recimo da to ni res. Potem obstaja tocka a € X, da je D'(a) < red,w < D(a). Izberimo
holomorfno koordinato z: Uy — C na neki okolici Uy tocke a, tako da je z(a) = 0 in
sta divizorja D in D’ enaka ni¢ na Uy \ {a}. Naj bo v tej koordinati w(z) = f(z)d=.
Oznacimo U; = X \ {a}; potem je U = {Uy,U,} pokritje X. Definiramo 0-koverigo
n = (fo, f1) € C°(U, M) s predpisom
1
fO(Z) Zf(Z) na Uo, fl na Ul
Kocikel §(n) = — folup\gay € Z* (U, Op) = Z'(U, Opr) doloca kohomoloska razreda
§=[0(n) € H'(X,0p), & =[)]eH (X Op).

Ker je red,f = red,w < D(a), je redo(zf(2)) < D(a) in zato red,fo = —redo(zf(2)) >
—D(a). Torej velja (fo) + D > 0 na Uy in zato n(fo, f1) € C°(U,Op). To pomeni, da je
£=10(n)]=0€ H(X,Op). Iz predpostavke (CTLH) zato sledi

(w, &) = (&) = in(\)(E) = AE) =0.

Po drugo strani direktno vidimo, da je nw = (dz/z,0) € C°(U, M) in Res(nw) = 1.
To protislovje dokaze trditev, da je w € H(X,Q_p).

Enakost A = ¢4(w) sledi sedaj iz komutativnosti diagrama v lemi. ]
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Naj bosta B, D € Div(X) poljubna divizorja. Za vsako funkcijo v € H°(X,Op) je
preslikava

Op-5 R Obp, f=df
homomorfizem snopov. Ta inducira homomorfizme kohomoloskih prostorov
HY(X,0p_p) = HY(X,0p),  HYX,0p)" — H (X,0p_p)*
in dobimo komutativen diagram
HY(X,0p_p)x 5  HY(X,0p)"
LDT LD’ (11.12.9)
HYX,Q_p) 2% HYX,Q_p.p)
Dualna preslikava ¢* je definirana z enacbo
(A€ = AW€) VA€ H'(X,0pp)", ¥ € H'(X,0p_p).

Lema 7. Homomorfizem v*: H'(X,Op_p)* — HY (X, Op/)* je injektiven za vsako funk-
cijo 0 # ¢ € H(X,Op).

Dokaz. Oznac¢imo A = (¢) € Div(X); torej je A > —B in zato D — B < D + A za
poljuben divizor D € Div(X). Oglejmo si zaporedje homomorfizmov snopov

0— Op_p — Opsa 25 Op.
Na kohomologiji dobimo
HY(X,0p) 55 HY(X, Opia) — HY(X,Op_p)".
Prva preslikava ¢* je izomorfizem, druga pa je injektivna po lemi B, ker je D— B < D+ A.

Njuna kompozicija je zato injektivna in lema je dokazana. O

Dokaz surjektivnosti preslikave (ILTZ6). Naj bo D € Div(X) in A € H' (X, Op)*.
Dokazati moramo, da je A = tp(w) za neko 1-formo w € H(X,Q_p), kjer je tp homo-

morfizem (ITZH). Lahko vzamemo A # 0.
Izberimo poljubno tocko p € X in za vsak n € N definirajmo divizor
D,=D—n-p.
Za vsako funkcijo 0 # ¢ € HY(X, 0,,,) je element ¢*\ € H' (X, Op,)* definiran z enacbo
P*(\) = My€) za £ € HY(X,Op,). Kot zgoraj dobimo komutativen diagram
HY(X,0p) 25 HY(X,0p,)"
LDT LDH (I1.12.10)
HYX,Q_p) 2% HOX,Q_p))



I1.12 Dokaz Serrejeve dualnosti 111

Mnozica
A={* e H'(X,0,)" :¢ € H(X,0,,)} c H(X,Op,)*

je C-linearen podprostor vektorskega prostora H'(X,Op, )*. Ker je preslikava 1* injek-
tivna po lemi B, sledi dim A = dim H°(X, O,,,). Iz Riemannove neenakosti (posledica 2
na str. B8) dobimo

dim A = dim H°(X,0,,) > st(n'p) + 1 —go =n+ 1 — ga.

Naj bo K kanonicen divizor na X; tedaj je Op,x = Qp za vsak divizor D (glej trditev
na str. [M0). Po lemi B obstaja stevilo ky € Z, tako da velja dim H(X,Qp) > stD +k
za vsak divizor D. Odtod dobimo

dim H°(X,Q_p,) = dim H*(X,Q_pinpir) > —stD +n+stK + kg = n + ki,

kjer je by = —stD+stK +ky. Izberimo n € N dovolj velik, tako da je stD,, = stD —n < 0.
tedaj je H°(X,Op,) = 0 in Riemann-Rochov izrek BT (str. B8) nam da

dim HY(X,0p,) = go — 1 — stD,, = n + ks,

kjer je ks = g, — 1 — stD. S primerjavo zgornjih treh (ne)enakosti dobimo za vsak dovolj
velik n € N oceno

dim H°(X,Q_p,) +dim A > dim H*(X, Op,)*.
Za tak n obstaja torej funkcija ¢ € H°(X, O,,) in 1-forma wy € H*(X,Q_p, ), da je
*A =p,(wo) € H(X,Op,)".

Naj bo D' = D,, — (¢) € Div(X). Iz zgornje enakosti sledi po definicije mnozenja s v

Zgn()\) = lp (% w()) .

L wo. Iz zgornje enakosti sledi po lemi B

Oznac¢imo w = m

we H (X, Q. p), A =ip(w).

Torej je preslikava (ITT2Z8) surjektivna in zato izomorfizem.

Izrek B3 (Serrejev dualnostni izrek) je s tem dokazan.
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Poglavje 111

Riemannove ploskve in kompleksne
krivulje

V tem poglavju si bomo ogledali zvezo med Riemannovimi ploskvami in komple-
ksnima krivuljama.

Kompleksne krivulje so kompleksno enodimenzionalni geometrijski objekti v kompleksnih
mnogoterostih, ki se naravno pojavijo na ve¢ nacinov; bodisi kot mnozica resitev sistema
holomorfnih ena¢b (to je, kot skupna mnozica nicel druzine holomorfnih funkeij), bodisi
kot slike holomorfnih preslikav Riemannovih ploskev v kompleksne mnogoterosti. Osrednji
rezultat poglavja je izrek o normalizaciji kompleksne krivulje (izrek [[0 na str. [50).
V tem poglavju ga bomo podrobno dokazali le za krivulje v kompleksnih ploskvah.

Kompleksne krivulje so poseben primer analiti¢nih mnoZic, drugace imenovanih tudi
analitiéne varietete. Zato bomo osnovne pojme in rezultate studirali v tem splosnejsem
kontekstu. Teorijo kompleksnih krivulj (in splosnejsih analiticnih mnozic) je nemogoce
razviti brez predhodne obravnave osnov teorije holomorfnih funkcij ve¢ kompleksnih spre-
menljivk, zato je temu posvecenih nekaj uvodnih razdelkov. Bistveno vlogo igrata We-
terstrassov pripraviljalni in delilni izrek, ki nam omogoca dokazati, da je kolobar
zarodkov holomorfnih funkecij v n kompleksnih spremenljivkah Noetherski Gaussov
kolobar. Ta rezultat omogoca razvoj analiticne geometrije.

Ob tem si bomo ogledali tudi osnovne pojme afine algebraiéne geometrije in in afine
algebraiéne geometrije, ki obravnavata kompleksno algebrai¢ne mnozice in mnogote-
orsti v kompleksnih evklidskih prostorih C" in projektivnih prostorih CP™.

III.1 Holomorfne funkcije ve¢ spremenljivk

V tem razdelku bomo obravnavali nekatere osnovne pojme teorije holomorfnih funkcij vec
kompleksnih spremenljivk.

113
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Definicija 38. Naj bo 2 domena v C". Funkcija f: Q2 — C je kompleksno diferen-
ciabilna (oz. C-diferenciabilna) v tocki a € €, ¢e je v a realno diferenciabilna in je njen
diferencial df,: C* = R?*" — C kompleksno linearen. Funkcija f je holomorfna na Q,
¢e je C-diferenciabilna v vsaki tocki a € Q2.

Mnozico vseh holomorfnih funkcij na domeni €2 bomo oznacili z O(€2). 1z definicije sledi,

da je vsaka holomorfna funkcija zvezna.

Za n =1 je to obi¢ajen pojem holomorfnosti. Zahteva, da je diferencial funkcije f(z) v
tocki z = a kompleksno linearen, je ekvivalentna obstoju kompleksnega odvoda

f'(a) — lim f(Z) - f(a)

Prav tako je ekvivalentna veljavnosti Cauchy-Riemannove (CR) enacbe

of . 1(0f, . 0f \_
g(a) =5 (%(a) +1a—y(a)) =0

(Tu je z = x +iy.) V tem primeru velja tudi

f@=w= (g(a) - i%(@) |

Naj bo sedaj n > 1. Fiksirajmo tocko a = (ay,aq, ...,a,) € €. Spreminjamo samo j-to
koordinato in si oglejmo funkcijo ene kompleksne spremenljivke
Zj —> f(al, vy Q=15 %y Qg1 y -eey an).

Ce je f C-diferenciabilna v tocki a, potem je tudi ta funkcija C-diferenciabilna v spre-
menljivki z; v tocki z; = a;. Ekvivalentno, izpolnjena je Cauchy-Riemannova enacba

0
5’zj
v tocki z; = a;. Ce pisemo z; = z; + iy;, imamo

0f:1(8f+.8f) 3f_1(6f .af)
Y _2 .

o5 2\on; " oy)0 0y

(a1, ..., 2j,...,a,) =0 (ITL.1.1)

__l_

dz; Iy,

Pri zapisu f = w + iv, kjer sta uw in v realni funkciji, se enacba (IIIIl) prevede na
Cauchy-Riemannov sistem enach

ou ov
8_:z:j (a) = 8_3/] (a),
ou ov

8_%((1) —a—xj(@)-
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V splosnem je diferencial df, v smeri vektorja w = (wy,...,w,) € C" s komponentami
w; = u;j + iv; enak

"0 19)
tiw) = Y 5@+ 5,
-y 2w+ Lo,

J=1

Prvi del

je C-linearen del diferenciala df, (saj je C-linearna funkcija spremenljivk w;), drugi del

N s
=2 8_2j<a)dzj

dfa
pa je C-antilinearen, saj je linearna v konjugiranih spremenljivkah ;.

Odtod vidimo, da so CR enacbe izpolnjene natanko tedaj, ko je diferencial df, enak
svojemu C-linearnemu delu:

df(w Z 82] Yw; = 8 f,(w).

Ekvivalentno, f ima Taylorjev razvoj prvega reda
flar+wy, ... an +wy,) = +Z(3 a)w; + o(|wl).

Vektor of of
Vi(a) = ( L, ',5@) e

se imenuje kompleksni gradient holomorfne funkcije f v tocki a.

Iz povedanega ocitno sledi naslednja trditev.

Trditev 30. Funkcija f(z1,...,2,) je holomorfna na domeni Q@ C C" natanko tedaj, ko
je diferenciabilna v vsaki tocki z € Q in velja CR sistem enacb

of

=0 Q, 45=1,...,n.
(9zj na J n
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Neposredno iz definicije sledi, da je vsaka zozitev z; — f(as,..., 2j,...,a,) holomorfne
funkcije f € O(Q) spet holomorfna funkcija ene spremenljivke na definicijskem obmocju.
V obratni smeri pa bomo dokazali naslednji izrek, ki pove, da iz separatne holomorfnosti
ter zveznosti sledi holomorfnost.

Izrek 47. Ce je f: Q — C zvezna na domeni Q C C" in je za vsako tocko a € Q
in za vsak j € {1,...,n} funkcija z; — f(a1,...,2j,...,a,) holomorfna na mnoZici {z; €
C: (a1, ..., zj, ..., an) € Q}, potem je f holomorfna na €.

Opomba. Izrek velja tudi v primeru, da predpostavko ‘zvezna’ nadomestimo z ‘lokalno
omejena’. Iz osnovne analize vemo, da analogen izrek ne velja za funkcije realnih spremen-
ljivk; te so lahko separatno gladke v posameznih spremenljivkah, a vseeno niso gladke.

Dokaz. Izrek bomo dokazali za primer n = 2; za poljuben n > 1 se dokaze podobno.
Holomorfnost je lokalna lastnost, zato je dovolj obravnavati funkcije na polidisku. Naj bo
P polidisk

P={z=(21,2) € C% |21 — a1| <71, |20 — az| <13},

tako da je P C Q. Zozitev f|p bomo predstavili s Cauchyjevo integralno formulo.

Fiksirajmo tocko z = (z1, z9) € P. Funkcija z; — f(21, 22) je holomorfna na okolici diska
{z1 € C: |21 — a1| < 11}, zato velja Cauchyjeva reprezentacijska formula

f(z1, 22) = QLm fC(fi Z;l) dc. (II1.1.2)

|¢1—a1|=r1

Sedaj fiksiramo tocko (; na kroznici |(; — a1| = r;. Funkcija (o — f((1,(2) je holomorfna
na okolici diska {|¢y — as| < 72}, zato velja Cauchyjeva formula

(1 22) = 5 fg(fz 222)
[Ca—az|=r2

dGs. (I11.1.3)

Enacbo (OIT3) vstavimo v (OITT12) in dobimo Cauchyjevo reprezentacijsko for-
mulo Cauchyjeva reprezentacijska formula za holomorfne funkcije na bidisku:

f(G, )
21, 22) d(y d(s. 1I1.1.4
far, 2 // (C1 — 21)(¢2 — 22) i ( )
|Cl ai|=r1
[C2—az|=r2
V dokazu smo uporabili le zveznost f na P in separatno holomorfnost v P. O]

Ce Cauchyjevo jedro v (IIIT4) razvijemo v geometrijsko vrsto okrog tocke (a1,as), do-

bimo
(21— a1)F .oo (29 — ag)®
<C1—Z1 (C2 = ) Z (G = an)t*! Z%«Z_m'
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Enacba (OTT4) se s pomocjo ¢lenske integracije vrste prepise v

d¢, d
// (G — ail”“%)(Cfl— 222)8-1—1 (21— a1)"(z2 — a2)".

\C1 ar|=r1
[(2—az|=r2

f(zh ZQ)

k, =0

Dobili smo torej razvoj holomorfne funkcije v potenéno vrsto dveh spremenljivk. Vrsta
konvergira absolutno in enakomerno na vsaki kompaktni podmnozici v polidisku P.

Analogno dobimo za holomorfno funkcijo f € O(€2) na domeni Q2 C C" razvoj v potencno

vrsto v okolici poljubne tocke a = (aq, ..., ay):
flz1,.o,2n) = Z Chyoden (21— @) (2 — ap)fr = Z cr(z —a)k.  (II1.1.5)
Kt yer ki =0 kezn

Tako kot v eni spremenljivki vidimo, da vrsta konvergira na vsakem polidisku P C 2 s
sredis¢em v tocki a.

Iz lokalnega razvoja v potencno vrsto sledijo razne druge lastnosti holomorfnih funkcij,
podobno kot v eni spremenljivki. Npr., vsaka holomorfna funkcija je gladka, ima parcialne
odvode vseh redov po posameznih spremenljivkah in vsi njeni odvodi so spet holomorfne
funkcije na domeni €2, na kateri je f holomorfna. Parcialni odvodi f v tocki a se izrazajo
s koeficienti vrste (IT13):

ak1++k71f
D21 Dzkn

To vidimo s ¢lenskim odvajanjem vrste (ITTH), pri ¢emer na koncu vstavimo z = a.

a) = k?llk’n|ck1 ..... kn - (11116)

Iz elementarne analize funkcij ene kompleksne spremenljivke je znano, da na vsaki domeni
2 C C obstaja holomorfna funkcija f € O(2), ki je singularna v vsaki robni tocki
p € 0L, to je, f nima analiticnega nadaljevanja na nobeno okolico to¢ke p. Ena od
moznih konstrukeij take funkcije je s pomocjo Weierstrassovega izreka o niclah holomorfne
funkcije. Naj bo {a;} ey diskretno zaporedje v  (torej brez stekalisca v ), tako da je
vsaka tocka p € 0f) njegovo stekalisce. Po Weierstrassovem izreku obstaja nekonstantna
holomorfna funkcija f € O(2), ki ima nicle v tockah a;. Ker so nicle holomorfne funkcije
izolirane, se f ne more holomorfno razsiriti v okolico nobene robne tocke p € 0f2.

Pri funkcijah vecih kompleksnih spremenljivk pa pride do povsem novega fenomena si-
multanega analiticnega nadaljevanja analiticno nadaljevanje na neko vecje
obmocje. To lepo vidimo na naslednjem primeru, ki ga je opazil F. Hartogs leta 1906.

Izrek 48. Naj bo H Hartogsova figura (glej sliko I 1):
H = {(21722) < (C2I ’Zl| < 1/2, ‘22| < 1} U {(21722) € (C2I ’Zl| < 1,1/2 < ‘22| < 1}

Potem za vsako holomorfno funkcijo f: H — C obstaja (natanko ena) holomorfna funkcija
F:P(1,1) ={|x] < 1,|2| <1} = C, tako da je F|g = f



118  Poglavje III. Riemannove ploskve in kompleksne krivulje

|22

----------------------- — |2’2| =C

‘ |21]

(0,0) 1

Slika II1.1: Hartogsova figura v bidisku

Dokaz. Izberemo stevilo ¢, 1/2 < ¢ < 1. Definirajmo funkcijo F': P(1,¢) — C s predpi-

som . )
21,
F = — dc.
(21, 22) 2mi ¢— 2 ¢
I¢|=c
Ker je to Cauchyjev integral funkcije zo — f(z1, 29) na disku {|z3| < ¢}, je F holomorfna

v spremenljivki z; na disku {|z3| < ¢}. Velja tudi
1 _
iF(Zl,ZZ): / af(zl’—O/aZldC:()’

07, 27 C— 2
ICl=c

zato je F' holomorfna tudi v spremenljivki z; na disku {|z1] < 1}. Torej je F holomorfna
kot funkcija dveh spremenljivk na bidisku P(1,c).

Naj bo sedaj |21 < 1/2. Disk {(z1,29) € C*: |23| < ¢} lezi v domeni H, na kateri je f
holomorfna. Za tak z; sledi po Cauchyjevi formuli (21, z2) = f(21, 22). To velja na odprti
mnozici |z1| < 1/2, |ze| < ¢. Torej je F' holomorfna na P(1,¢) in F = f na P(1/2,¢). 1z
principa identi¢nosti sledi, da je F' = f na H N P(1,c¢). Skupaj torej f in F' definirata
holomorfno funkcijo na uniji P = H U P(1,¢). O

Fenomen simultanega analiticnega nadaljevanja holomorfnih funkcij ve¢ spremenljivk, ki
smo ga videli na primeru Hartogsove figure, je odprl eno najpomembnejsih vprasanj v
kompleksni analizi v prvi polovici 20. stoletja: Kako geometrijsko karakterizirati domene
Q c C", ki so domene holomorfnosti. Slednje pomeni, da obstaja na €2 holomorfna
funkcija, ki se ne da analiti¢no nadaljevati preko nobene robne tocke (niti lokalno, in niti
kot veclicna holomorfna funkcija). To je t.i. Levijev problem, ki ga je resil japonski
matematik Kiyoshi Oka leta 1942. (Dokaz je podal najprej za n = 2, leta 1953 pa je bil
problem resen za poljuben n > 1). Preprosto je npr. videti, da je vsaka konveksna odprta
mnozica v C" domena holomorfnosti. (Tudi vsaka domena v C je domena holomorfnosti.)

Karakterizacija Oke je s pomocjo geometrijskega pojma psevdokonveksnosti. V resnici
obstaja vec¢ razlicnih pojmov psevdokonveksnosti, ki pa se vse med seboj ekvivalentne.
Eden o teh pojmov psevdokonveksnosti uporablja plurisubharmoniéne funkcije.
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Spomnimo, da je realna funkcija p(z) kompleksne spremenljivke z = z + iy subhar-
monicéna, ¢e ima nenegativen Laplaceov operator:

2 2 2
S )
0x?  0x? 0207

Definicija 39. Funkcija p: 2 — R na domeni 2 C C" se imenuje plurisubharmoniéna,
¢e je za vsako tocko a € Q in vsak vektor v € C" funkcija ( — p(a + (v) subharmoni¢na
na svoji domeni {¢ € C: a + (v € Q}. Funkcija p je plurisuperharmoniéna, e je —p
plurisubharmonicna. Funkcija p je plurtharmonicéna, ce je hkrati plurisuperharmonicna
in plurisubharmonicna (ekvivalentno, obe funkciji 4+p sta plurisubharmonicni).

Ap

Preprosto je preveriti, da je p plurisubharmoni¢na v tocki a € €2 natanko tedaj, ko je
Hermitska kvadrati¢na forma

n 2

nenegativno definitna na prostoru v € C". Ta forma se imenuje kompleksna Hesse-
jeva forma, ali tudi Levijeva forma, funkcije p. Funkcija p je strogo plurisubhar-
moniéna, e je njena Levijeva forma strogo pozitivno definitna:

H,(a)(v) > 0, 0#veC.
Primer 33. Ogledali si bomo nekaj preprostih primerov plurisubharmonic¢nih funkcij.
1. Lahko je videti, da je za vsako holomorfno funkcijo f(z) funkcija |f(z)|* plurisub-
harmonicna, funkcija log | f(z)| pa je plurisubharmoniéna na mnozici f # 0.

2. Vsota dveh (strogo) plurisubharmoni¢nih funkcij je spet (strogo) plurisubharmoni-
¢na, saj se Levijeve forme med seboj sestevajo. Produkt c¢p (strogo) plurisubhar-
monicne funkcije p s pozitivno realno konstanto ¢t > 0 je spet (strogo) plurisubhar-
moni¢na. Razlika, produkt ali kvocient plurisubharmoniénih funkeij pa v splosnem
niso plurisubharmonicne.

3. Ceso fi,..., fm holomorfne funkcije, je Z;nzl | f;]? plurisubharmoni¢na; ta funkcija
je strogo plurisubharmonicéna v tockah, kjer kompleksni gradienti V f; napenjajo ves
J go p ) KJ p g j napeiljaj
tangentni prostor.

4. Funkeiji ||2|[* = 377, |2]* in log(1 + [[2]|*) sta strogo plurisubharmonicni na C".

Funkcija p: €2 — R je pluriharmoni¢na natanko tedaj, ko je za vsako tocko a € 2 in vektor
v € C" funkcija C 3 ( — p(a + (v) harmoni¢na na svoji domeni {{ € C: a + (v € Q}.
Harmonic¢na funkcija ene kompleksne spremenljivke je lokalno realni del neke holomorfne
funkcije. Podobno velja tudi za ve¢ spremenljivk:
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Izrek 49. Vsaka pluriharmonicna funkcija p: Q@ — R je lokalno na Q0 (v majhni okolici
poljube tocke) enaka p = Rf, kjer je f neka holomorfna funkcija.

Spomnimo se, da se zvezna funkcija p: 0 — R imenuje funkcija izérpanja, ce je
podnivojnica {z € Q: p(z) < ¢} kompaktna za vsak ¢ € R. Ekvivalentno, ¢e gre z — 012,
gre p(z) — +00.

Definicija 40. Domena 2 C C" je psevdokonveksna, ¢e obstaja gladka plurisubhar-

moni¢na funkcija izérpanja.

Ce plurisubharmoniéni funkciji izérpanja p dodamo kaksno strogo plurisubharmonicno
funkcijo iz¢érpanja 7 na C", dobimo strogo plurisubharmoni¢no funkcijo izérpanja p + 7
domene Q. Npr., za vsako plurisubharmoni¢no funkcijo p(z) je funkcija p(z) = p(z)+||z||*
strogo plurisubharmoni¢na na svoji domeni. Podobno velja za funkcijo p(z)-+log(1+]||z|]?).

Izrek 50. (K. Oka, 1942) Domena Q2 C C" je domena holomorfnosti natanko tedaj, ko
je psevdokonveksna.

Za veC informacij o tej temi glej standardno literaturo s podro¢ja kompleksne analize v
C". Pregled najpomembnejsih rezultatov, z obilno dodatno bibliografijo, je dosegljiv v 1.
in 2. poglavju monografije [49].

II1.2 Holomorfne preslikave

V tem razdelku bomo prikazali osnovne definicije in pojme iz teorije holomorfnih preslikav.
Naj bo 2 domena v C" s koordinatami z = (z1, ..., 2,).

Definicija 41. Preslikava F' = (fy,..., fm): © — C™ je C-diferenciabilna v tocki a € €2,
¢e je v tej tocki diferenciabilna v obicajnem smislu in je njen diferencial

dFy,: C" =T,C" — C" = T, C™
kompleksno linearen. F' je holomorfna na €2, ¢e je C-diferenciabilna v vsaki tocki a € €.

Lahko je videti, da je preslikava C-diferenciabilna (oz. holomorfna) natanko tedaj, kadar
so take vse njene komponente. Diferencial C-diferenciabilne preslikave je predstavljen z
mnozenjem vektorja w € C" s kompleksno Jacobijevo matriko

821 (922 &zn

_ | 9f2 0f Of2
DF(CL) N 821 822 (‘3zn
Ofm  Ofm Ofm

Dz 0z 0z,
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To pomeni, da ima F' Taylorjev razvoj prvega reda oblike:
Fla+w) = F(a) + DF(a)w +o(ju]),  weC"=T,C"
V primeru n = m se determinanta te matrike,
JF(a) = JcF(a) :=det DF(a) € C

imenuje kompleksna kompleksna Jacobijeva determinanta holomorfne preslikave F'.

Ce komponente f;j preslikave F' zapiSemo v obliki f; = u; 4 iv; in gledamo F' kot realno
preslikavo z 2n komponentami F' = (uq,v1,. .., Uy, v,), lahko z raéunom ugotovimo, da
velja naslednja zveza med realno in kompleksno Jacobijevo determinanto:

JoF = |JcF |2

Racun je preprost v primeru n = 1, torej za holomorfno funkcijo f = u + v, saj je tedaj
realna Jacobijeva matrika preslikave (z,y) — (u(z,y),v(z,y)) enaka

o= (33 )= (vl )

(uporabili smo CR enacbe) in je zato

ou\®  [(ov\*® |of
= () + () = |

V primeru n > 1 je racun bolj kompliciran in ga tu ne bomo naredili.

2
=1f* = 0.

Enako kot v realnem primeru se dokaze veriZno pravilo za kompleksno diferenciabilne
preslikave.

Trditev 31. (Verizno pravilo) Ce je preslikava F: Q — C™ C-diferenciabilna v tocki
a € Q in je preslikava G: Q' C C™ — C* C-diferenciabilna v tocki F(a) € €, potem je
njuna kompozicija G o F' C-diferenciabilna v tocki a in velja

D(G o F)(a) = DG(F(a))- DF(a).
Ce jen =m =k, velja tudi J(G o F)(a) = JF(a)JG(F(a)).
Posledica 20. Kompozicija holomornih preslikav je spet holomorfna.

Definicija 42. (Kompleksni) rang holomorfne preslikave F' v tocki a, r = rang,F, je
enak kompleksnemu rangu njene (kompleksne) Jacobijeve matrike DF(a).
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Realni rang pripadajoce realne Jacobijeve matrike DgF'(a) je enak 2r = 2rang, F.

Ocitno je rang,F' < max{n,m}, ¢e ima F' n spremenljivk in m komponent. Ker je
Jacobijeva matrika zvezno (celo holomorfno) odvisna od tocke a, je rang,F' navzdol pol-
zvezna funkcija a. Konkretno, vsaka tocka a € ) ima odprto kolico U C €2, tako da je
rang . F' > rang ,F za vsak z € U.

V splosnem pa rang ni navzgor polzvezen. Tocka a se imenuje razvejiscée preslikave F', ce
funkcija z — rang . F’ ni zvezna v a; to je, e obstaja zaporedje tock z; € €, ki konvergira
v a, tako da je rang .. F' > rang ,F' za vsak j € N.

Definicija 43. Holomorfna preslikava F': 2 C C" — C™ se imenuje tmerzija v tocki a,
¢e je rang, F' = n (torej je n < m), in submerzija, ce je rang, ' = m (torej je n < m).
Preslikava je imerzija (oz. submerzija) na €2, ¢e je ta pogoj izpolnjen v vsaki tocki a € €.

Iz polzveznosti ranga sledi, da so ti pogoji izpolnjeni na neki odprti mnozici tock v €.

V primeru n = m = rang, F' (ekvivalentno, JF(a) # 0) se I’ imenuje lokalno biholo-
morfna v tocki a. Slednji izraz upravicuje naslednji izrek.

Izrek 51. (Izrek o inverzni preslikavi) Naj bo Q domena v C*. Ce ima holomorfna
prestikava F: Q — C" maksimalen rang n v neki tocki a € Q, potem F preslika neko
odprto okolico U C Q tocke a biholomorfno na okolico F(U) tocke F(a).

Ta izrek se dokaze enako kot v realnem primeru, v bistvu pa sledi iz standardnega izreka
o inverzni preslikavi: Ob pogoju izreka je realni rang prirejene realne preslikave F' =
(ug,v1, ..., Uy, v,) v tocki a enak 2n, zato je F difeomorfizem neke odprte okolice U
tocke a na okolico odprto okolico U’ = F(U) tocke F'(a). Diferencial inverzne preslikave
G = F~! je predstavljen z realno Jacobijevo matriko

DrG(F(2)) = DgF(2)™},  zeU.

Ker je realna 2n x 2n matrika Dg F'(z) realen zapis kompleksne Jacobijeve matrike D¢ F'(2)
(to je, predstavlja C-linearno preslikavo), tudi inverzna matrika Dg F'(2)~! predstavlja C-
linearno preslikavo. To pomeni, da je lokalna inverzna preslikava G = (F|y)~! v vsaki
tocki w = F(z) € U’ kompleksno diferenciabilna, zato je holomorfna.

Za holomorfne preslikave med enako dimenzionalnimi evklidskimi prostori velja naslednji
izrek, ki jedobro znan v eni spremenljivki. Dokaz v ve¢ spremenljivkah je bistveno tezji.

Izrek 52. Naj bo Q) domena v C". Vsaka injektivna holomorfna preslikava F: Q — C"
je biholomorfna na svojo sliko.

Podobno kot pri realnih funkcijah lahko dokazemo tudi naslednji ¢zrek o rangu holo-
morfne preslikave kot posledico izreka o inverzni preslikavi.
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Izrek 53. Naj bo F': Q € C* — C™ holomorfna preslikava. Ce je rang,F = k konstanten
(neodvisen od z) v neki odprti okolici tocke a € ), potem obstajata biholomorfni zamengjavi
koordinat ® v okolici tocke a in W v okolici tocke b = F(a), tako da je ®(a) =0 € C",
V() =0eC™ in

(WoFo® (2, 20,...,20) = (21,...,2,0,...,0).
Naslednja dva posebna primera sta posebej pomembna:

e Ce jen < min je F imerzija v tocki a, jo lahko z lokalnimi zamenjavami koordinat
na domeni in kodomeni spremenimo v modelno imerzijo (linearno vlozitev)

(21, -y 2n) = (21,...,2,,0,...,0) € C™.

e Cejen > minje F submerzija v tocki a, jo lahko z lokalnimi zamenjavami koordinat
na domeni in in kodomeni spremenimo v modelno submerzijo (linearno projekcijo)

(21, s Zms Zmtds - -5 2n) 2> (2150 oy Zm)-

V primeru n > m = k (submerzija) dobimo naslednji poseben primer izreka o rangu.

Izrek 54 (Izrek o implicitni preslikavi). Denimo da je n > m in da holomorfna preslikava
F=(f1,...,fm): QC C"— C™ v neki tocki a € Q zadosc¢a F(a) =0 in

=1,...,

Potem ima sistem enacb f1(z) =0,..., fm(2) = 0 v okolici tocke a resitev oblike
zk:gk(2m+1,...,2n), kzl,...,m,

kjer so g1, ..., gm holomorfne funkcije v neki okolici tocke o' = (amy1,...,a,) € C"™ in

gr(d)=ap zak=1,...,m.

Izrek o implicitni funkciji lahko povemo v naslednji ekvivalentni obliki.

Izrek 55 (Izrek o implicitni preslikavi — II). Naj bo m < n. Denimo, da imajo holomorfne
funkcije fi, fa, ..., fm: & — C kompleksno neodvisne gradiente V f;(a) v neki tocki a €
Q. Potem obstajajo C-linearne funkcije fni1,...,fn: C* — C, tako da je preslikava
F=(f1,...,fa): Q= C" lokalno biholomorfna v tocki a.

Posledica 21. Naj bodo fi1, fo,..., fm: Q — C holomorfne funkcije na domeni 2 C C"
m

M={2€Q: fi(z) =0,..., fm(z) =0}.
Denimo, da so kompleksni gradienti V f;(a) linearno neodvisni v neki tocki a € M. (Torej

je m < n.) Potem obstaja odprta okolica U C  toc¢ke a in biholomorfna preslikava
O: U — U =d(U) C C tako da je ®(a) =0 in

SMNU)=U"N ({0} xC" ™).
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Pojmi kot so rang preslikave ter izreki o inverzni in implicitni preslikavi so lokalne narave
in se zato direktno posplosijo na holomorfne preslikave med kompleksnimi mnogoterostmi.
Na primer, ¢e je F': X — Y holomorfna preslikava, je njen rang v tocki a € X enak rangu
ustrezne preslikave v lokalnih koordinatah. Konkretno, izberemo lokalno karto (U, ¢) na
X (a € U) ter lokalno karto (V,¢) na Y (F(a) € V) ter definiramo

rang , [ = rang 4,y (¢ o Fo ¢ 1).

S tem se pojmi kot so imerzija in submerzija ter izrek o implicitni preslikavi posplosijo na
holomorfne preslikave X — Y kompleksnih mnogoterosti.

II1.3 Komplekne podmnogoterosti, imerzije, vlozitve

Izrek o implicitni funkciji omogoca obravnavo kompleksnih podmnogoterosti v dani kom-
pleksni mnogoterosti.

Definicija 44. Naj bo Z kompleksna mnogoterost dimenzije dim¢ Z = n. Podmnozica
X C Z se imenuje kompleksna podmmnogoterost kompleksne dimenzije m in kodimen-
zije d = n — m, ¢e za vsako tocko a € X obstaja odprta okolica U C Z in biholomorfna
preslikava ®: U — ®(U) = U’ C C", tako da je ®(a) =0 in

(X NU)=Un(C™x {0}7). (I11.3.1)

Podmnogoterost X se imenuje zaprta podmnogoterost, ce je topolosko zaprta v Z, in
sklenjena podmnogoterost, ce je kompaktna (in brez roba).

Ocitno je vsaka kompleksna podmnogoterost Z dimenzije ni¢ diskretna podmnozica v Z,
kompleksna podmnogoterost maksimalne dimenzije m = n = dim Z pa je unija povezanih
komponent mnogoterosti Z.

Kompleksna podmnogoterost X C Z kompleksne dimenzije ena se imenuje tudi gladka
kompleksna krivulja v Z. Beseda ‘gladka’ se nanasa na to, da je X brez singularnih
tock. Obravnavali bomo tudi kompleksne krivulje s singularnostmi (kompleksno
analiticne podmnozice kompleksne dimenzije ena).

Kompleksna podmnogoterost X C Z ciste kompleksne kodimenzije ena (in dimenzije
dim X = dim Z — 1) se imenuje kompleksna hiperploskev v Z. V primeru dim¢ Z = 2
pojma hiperploskve in krivulje sovpadata.

Naslednja trditev sledi neposredno iz izreka o implicitni funkciji.

Trditev 32. Podmnozica X v n-dimenzionalnit kompleksni mnogoterosti Z je m-dimenzio-
nalna kompleksna podmnogoterost natanko tedaj, ko za vsako tocko a € X obstaja odprta
okolica a € U C Z in holomorfne funkcije fi1,...,fs € O(U) (d = n —m) s C-linearno
neodvisnimi kompleksnimi gradienti V f;, tako da velja

XNU={z€U: fi(z) =0, fa(2) =0,..., fa(z) = 0}.



I11.3 Komplekne podmnogoterosti, imerzije, vlozitve 129

Po izreku o implicitni funkciji lahko namre¢ izberemo m dodatnih holomorfnih funkcij
g1, - - -, gm v okolici tocke a, ki zadoscajo pogoju gj(a) =0za j =1,...,m, tako da ima
holomorfna preslikava ® = (g1, ..., 9m, f1,--., fa) z vrednostmi v C" maksimalen rang n
v tocki a. To pomeni, da ® preslika neko okolico tocke a biholomorfno na okolico 0 € C",
tako da velja pogoj (ITI=3T).

Na kompleksni podmnogoterosti X (v neki kompleksni mnogoterosti Z) dobimo induci-
rano kompleksno strukturo tako, da vsaki biholomorfni preslikavi ®: U — U’ C C", ki
zadoSc¢a pogoju (I=3), priredimo karto

To®|xnp: XNU - C™

na X. Pritem je je m: C* — C™ koordinatna projekcija (21, ..., 2,) = (21, ..., 2m). Pre-
hodne preslikave med temi kartami so biholomorfne, saj so zozitve prehodnih preslikav
med kartami na Z. Torej smo s tem dobili kompleksen atlas na X, ki doloca strukturo
kompleksne mnogoterosti. Ta kompleksna struktura na X se imenuje podmmnogotero-
stna struktura, inducirana z inkluzijo X — Z.

Obratno nas zanima, kdaj je slika F'(X) neke holomorfne preslikave F': X — Z komple-
ksnih mnogoterosti kompleksna podmnogoterost v Z. Ociten potreben pogoj je, da je
F injektivna (holomorfna) imerzija. Vendar ta pogoj ni zadosten, kot lahko vidimo na
naslednjem primeru.

Primer 34. Naj bo Z = T x T kompleksni torus dimenzije 2, kjer je T torus C/G
po mrezi Gaussovih celih Stevil G = {a + ib: a,b € Z}. Oznacimo s 7: C* — Z =
(C/G)? kvocientno projekcijo. (To je karteziéni produkt kvocientnih projekcij C — C/G
v vsaki od obeh spremenljivk.) Pokazi, da je za vsako iracionalno stevilo « preslikava
C > (¢~ 7(¢,al) € Z injektivna imerzija, katere zaloga vrednosti (injektivno imerzirana
kompleksna premica) je povsod gosta v torusu Z. O

Vprasamo se, kateri dodatni pogoj nam zagotovi, da je slika M = F(X) injektivne ho-
lomorfne imerzije F': X — Z kompleksna podmnogoterost ambientne mnogoterosti Z.
Odgovor nam podaja naslednji izrek.

Izrek 56. Naj bo F: X — Z injektivna holomorfna imerzija. Potem je M = F(X)
kompleksna podmnogoterost v Z natanko tedaj, ko je F': X — F(X) homeomorfizem X
na sliko F(X), opremljeno z relativno topologijo (to je, s topologijo podprostora topoloskega
prostora Z ).

Najpomembenejsi in v praksi preverljiv dodatni pogoj, ki zagotovi, da je injektivna imer-
zija homeomorfizem na svojo sliko (in da je ta slika hkrati zaprta v kodomeni), je biti
prava preslikava (glej def. [3).

Posledica 22. Ce je F: X — Z prava injektivna holomorfna imerzija, potem je slika
F(X) zaprta kompleksna podmnogoterost v Z.
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Dokazi teh trditev so analogni kot v realnem primeru, glej npr. [I0].

Injektivna holomorfna imerzija F' kot v izreku bl se imenuje holomorfna vloZitev mno-
goterosti X v mnogoterost Z. Ce je poleg tega F' tudi prava preslikava, se imenuje prava
holomorfna vloZitev.

Za gladke mnogoterosti je znan Whitneyev izrek: Vsaka gladka (realno) n-dimenzional-
na mnogoterost X ima pravo gladko vlozitev v evklidski prostor R?"*!; torej je lahko
gledamo kot gladko realno podmnogoterost R?**!. Analogen izrek velja v kategoriji re-
alno analiticnih mnogoterosti in preslikav. V holomorfnem primeru pa to ne velja; le
redke kompleksne mnogoterosti dopuscajo pravo holomorfno vlozitev v kaksen komple-
ksni evklidski prostor. Ena od najpreprostejsih obstrukcij je kar princip maksimuma:

Izrek 57. Vsaka holomorfna funkcija na povezani kompaktni kompleksni mnogoterosti X
je konstantna.

Zato je tudi vsaka holomorfna preslikava X — C¥ take mnogoterosti konstantna. Splos-
neje, ¢e kompleksna mnogoterost X vsebuje kaksno kompaktno povezano kompleksno
podmnogoterost Y pozitivne dimenzije, potem vsaka holomorfna preslikava F': X — CV
stisne Y v tocko, torej ni injektivna.

Prisotnost kaksne kompaktne podmnogoterosti pozitivne dimenzije v X Se zdale¢ ni edina
obstrukcija za obstoj holomorfne vlozitve X v CV. Tudi fenomen simultanega analiticnega
nadaljevanja, ki smo ga opazili na Hartogsovi figuri, onemogoéi vlozljivost domene v C¥
kot zaprte podmnogoterosti.

Kompleksne mnogoterosti, ki so holomorfno vlozljive v evklidske prostore, sestavljajo
posebno pomemben razred, ki ga je v literaturo vpeljal Karl Stein leta 1951.

Definicija 45. Kompleksna mnogoterost X se imenuje Steinova mnogoterost, ¢e ob-
staja prava holomorfna vlozitev F': X < CV za nek N € N. V tem primeru obstaja
prava holomorfna vlozitev v C24™mX+1 in prava holomorfna imerzija v C24mX,

Izkaze se, da je domena €2 C C" Steinova mnogoterost natanko tedaj, ko je domena
holomorfnosti; to je kombinacija izrekov Cartana in Thullena (1932) in Remmerta (1956).
Behnke in Stein pa sta leta 1949 dokazala:

Izrek 58. Vsaka odprta (nekompaktna) Riemannova ploskev je Steinova.

Posledica 23. Za vsako odprto Riemannova ploskev X obstaja prava holomorfna vloZitev
X < C3 in prava holomorfna imerzija x — C* (z enostavnimi dvojnimi tockami).
Drugace povedano, vsaka nekompaktna Riemannova ploskev brez roba je biholomorfno
ekvivalentna neki zaprti kompleksni krivulji brez singularnosti v C3.

Vprasanje, ali se da vsaka odprta Riemannova ploskev predstaviti z gladko (vlozeno)
kompleksno krivuljo v C?, je Ze zelo dolgo odprto. Eden najsplosnejsih rezultatov v tej
smeri je naslednji:
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Izrek 59. (F. Forstneric & E. F. Wold, 2011) Vsaka nekompaktna domena §2 v Rieman-
novi sferi z najvec Stevno mnogo robnimi komponentami, od katerih je najve¢ koncno
mmnogo izoliranih tock, dopuséa pravo holomorfno vioZitev v C2.

Po uniformizacijskem izreku He-ja in Schramma (1996) je vsaka domena 2 v zgornjem
izreku konformno ekvivalentna (biholomorfna) neki kroZni domeni C\ U;A;, kjer so
A, paroma disjunktni diski ali tocke v ravnini C.

Pomemben razred tvorijo podmnogoterosti C", definirane s holomorfnimi polinomi.

Definicija 46. Podmnozica X C C", ki je definirana s konéno mnogo holomorfnimi
polinomi Pj(z) = Pj(2,...,2,) v smislu

X={2€C": P(2)=0,...,P(z) =0},

se imenuje afino algebraiéna mmnozica. Ce je poleg tega X kompleksna podmnogote-
rost (torej brez singularnosti), se imenuje afino algebraiéna mnogoterost.

Videli smo ze, da se kompaktne kompleksne mnogoterosti ne da vloziti v noben kompleksen
evklidski prostor. Ker je projektivni prostor CP" kompakten, je naravno pricakovati, da
se da vsaj nekatere take mnogoterosti holomorfno vloziti v CP" za dovolj velik n.

Definicija 47. Kompaktna kompleksna mnogoterost X se imenuje kompleksno pro-
jektivna mmnogoterost, ¢e obstaja holomorfna vlozitev F: X < CPY za nek N € N.

Ce je X kompaktna, je vsaka preslikava X — CPN avtomatiéno prava. S pomoéjo
holomorfnih projekcij CPN \ {p} — CPY~! v nizje dimenzionalne projektivne prostore
lahko vidimo, da ima vsaka kompleksna projektivna mnogoterost X holomorfno vlozitev
v projektivni prostor CP2dim X+1,

V dolo¢enem smislu je ve¢ina kompaktnih kompleksnih mnogoterosti ‘skoraj’ projektivnih;
to je, dopuséajo holomorfne preslikave X — CPV, ki so vlozitve izven neke majhne
analiticne podmnozice. Najpomembnejsi rezultat v tej smeri je Kodairov vloZitven:
izrek, ki ga na tem mestu ne moremo navesti, saj bi potrebovali pojem pozitivnega
holomorfnega sveznja premic. Kodairov izrek med drugim implicira naslednji klasiéni
rezultat.

Izrek 60. Vsaka sklenjena Riemannova ploskev X je projektivno algebraicna in dopusca
holomorfno viloZitev v CP? ter holomorfno imerzijo v CP2.

To pomeni, da je vsaka sklenjena Riemannovo ploskev biholomorfna neki gladki komple-
ksni krivulji v CP3, lahko pa jo predstavimo tudi kot imerzirano krivuljo z enostavnimi
dvojnimi tockami v CP2. Znano je tudi, da veliko veé¢ino sklenjenih Riemannovih ploskev
ne moremo predstaviti z gladkimi kompleksnimi krivuljami v CIP2.

Projektivno algebrai¢ne mnozice in mnogoterosti bomo obravnavali bolj podrobno v &
IT4.
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II1.4 Weierstrassov pripravljalni in delilni izrek

Zanima nas vprasanje, kako izgleda nicelna mnozica {f = 0} nekonstantne holomorfne
funkcije n kompleksnih spremenljivk. Pri n = 1 vemo, da je {f = 0} diskretna, to je,
vse njene tocke so izolirane. Pri n > 1 lahko v regularnih tockah, kjer je V f(a) # 0,
uporabimo izrek o implicitni funkciji, ki pove, da lahko mnozico {f = 0} predstavimo
lokalno kot graf ene holomorfne funkcije n — 1 kompleksnih spremenljivk. Ta izrek odpove
v kriticnih toc¢kah, kjer je Vf(a) = 0. Kljub temu se da mnozico nicel sorazmerno
lepo opisati tudi v okolici kriti¢ne tocke kot razvejan konénolisten holomorfen krov nad
neko domeno v prostoru C"~!. Bistveno vlogo v lokalni analizi igrata Weierstrassov
pripravljalni in delilni izrek, ki ju bomo dokazali v tem razdelku.

Naj bo f nekonstantna holomorfna funkcija na neki okolici izhodis¢a 0 € C™, pri ¢emer
je f(0) = 0. Oznacimo koordinate na C" z z = (2, 2,,), kjer je 2/ = (z1,...,2p-1). Z
rotacijo koordinat lahko dosezemo, da ima funkcija z, — f(0', z,,) izolirano niclo v z, = 0.
Izberimo majhen r,, > 0, tako da je z, = 0 edina nicla funkcije f(0’, z,) na zaprtem disku
P = {|z,| < rn}. Po zveznosti obstaja poliradij v’ = (71, ...,7,_1) € (0,00)" !, da je

f(2,2,) #0 na P’ xdP", (I11.4.1)
kjer je P' = {(z1, ..., 2n—1): |2j| <7y, 7=1,...,n—1}.

Izrek 61. (Weierstrassov pripravljalni izrek) Naj bo f holomorfna funkcija na okolici
zaprtega polidiska P = P x F”, tako da je z, = 0 edina nicla funkcije f(0', z,) na zaprtem
disku P" = {|z,| < 1,} in velja predpostavka ([ITZ-1). Naj bo k > 1 stopnja nicle funkcije
zn = f(0', z,) pri z, = 0. Potem obstaja specialen Weierstrassov polinom

W(Z 2,) = 28+ (22 + o+ o1(2)zn + en(), (I11.4.2)
kjer so ci, ..., c;, holomorfne funkcije na okolici P in je
¢j(0)=0 za j=1,...,k, (I1.4.3)

tako da velja f = gW na neki okolici P, kjer je g holomorfna funkcija brez nicel na okolici
polidiska P. Razcep f = gW te oblike je enolicen.

Od tod seveda sledi {f =0} NP ={W =0} N P.

Opomba. Izraz Weierstrassov polinom se obicajno uporablja za vsak polinom oblike
(OT22A) v spremeljivki z, z vodilnim koeficientom 1, ¢igar koeficienti so holomorfne funk-
cije ostalih spremenljivkah. Weierstrassov polinom je ‘specialen’ (glede na tocko 0 € C"),
¢e dodatno zadosca pogoju (IIZ33), to je, ¢e velja

W(0', z,) = 2~

n
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Opomba. Predpostavka (IIIZ1) v izreku BI je bistvena in je ne moremo izpustiti. Ce
izpustimo predpostavko, da je z, = 0 edina ni¢la funkcije f(0/, 2,) na P = {|za| < rn},
izrek Se vedno velja, le da dobimo Weierstrassov polinom ([IIT43), ki ne zados¢a nujno
pogoju (II433), torej ni nujno specialen. V tem primeru je stopnja k polinoma W v
spremenljivki z, enaka Stevilu nicel (Steto z algebrai¢nimi veckratnostmi) funkcije z, +—
f(2', z,) na disku P

Dokaz. Definirajmo funkcijo £ na polidisku P’ s predpisom

of /
1 _(szn)
k(2) = — Oz T "epP.
&)= om fE ) T

|20 |=T7n

To je ravno ovojno Stevilo funkcije z, — f(2/, z,) na kroznici |z,| = r,. Integral je dobro
definiran, ker je f # 0 na integracijski domeni. Po izreku o ostankih je k(z") enako stevilu
nicel funkcije z, — f(Z/, z,) na disku P”, torej je naravno stevilo. 1z definicije neposredno
sledi tudi, da je k(2') holomorfna funkcija spremenljivke 2/ € P’. Zato je k(z') konstanta
(neodvisna od tocke 2’ € P'), torej je k(2') = k(0') = k.

Za poljuben z' € P" ozna¢imo z a1(z'), ax(7), ..., ax(z") € P” vse nicle funkcije f(Z,-) na
disku P”, pri ¢emer nicla stopnje d nastopa d-krat v tem zaporedju. Teh nic¢el ne moremo
globalno na P’ definirati kot enoli¢ne zvezne (ali celo holomorfne) funkcije. Oglejmo si
Weierstrassov polinom

W (2, 2,) = H (zn — a;(2) = 2 + 1 (2)2F 1 4+ -+ a(?)

J=1

Za vsak m € Z, definiramo funkcijo S,,: P’ — C s predpisom

of (1
N 1 ma—c(%Q
) =55 | g
I¢|="n

Izrek o ostankih pove, da je

Sm(2) =Y a;(z)™.
j=1
Funkcije S7, .95, ... so simetri¢ni polinomi v aq,as, ..., ag, pri ¢emer je S,, homogen sto-
pnje m. Tudi koeficienti ¢, co, ..., ¢, Weierstrassovega polinoma W so simetri¢ni polinomi
V @y, ...,ax. Vemo (Newton-Girardove formule): Vsak simetriéni polinom v spremenljiv-
kah aq, ..., ay lahko zapisemo kot polinom v 57, ..., Sx. Odtod sledi, da se dajo koeficienti
c1(2), ..., cr(2") Weierstrassovega polinoma W izraziti kot polinomi (s konstantnimi ko-
eficienti) v funkcijah S;(2'),..., Sk(#'). Ker so funkcije S; holomorfne v 2’ € P’, so tudi
funkcije ¢;(2’) holomorfne na P’. Torej je W zares Weierstrassov polinom.
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Pri 2/ = 0 velja a;(0") = 0 za vse j = 1,...,k, saj je po predpostavki z, = 0 edina
nicla (stopnje k) funkcije f(0/,-) na P”. Sledi W(0',2,) = 2%, torej je W specialen
Weierstrassov polinom.

Naj bo g(z) := f(z)/W(z). Trdimo, da je g holomorfna in brez nicel na P. Fiksirajmo
2" € P'. Po konstrukeiji imata funkciji f(2/, ) in W(2/, -) iste nicle (z istimi veckratnostmi)
na disku P". Zato je f/W = g nenicelna holomorfna funkcija zadnje spremenljivke na P”.
Dejstvo, da je g holomorfna kot funkcija vseh spremenljivk, sledi iz Cauchyjeve formule

¢ 1 9(#,¢
I¢l=rn I¢l=rn

Da je razcep f = gW enolicen, vidimo takole. Recimo, da je tudi f = W, kjer je 1%
specialen Weierstrassov polinom in je g holomorfna funkcija brez nicel na P. Ker imata
za vsak 2/ € P’ polinoma W(2',-) in W(z/,-) stopnje k iste nicle in sta oba moni¢na (z
vodilnim koeficientom 1), se ujemata, W = W. Odtod seveda sledi tudi g = g. O
Izrek 62. (Weierstrassov delilni izrek) Naj bo W (2, z,,) specialen Weierstrassov po-

linom stopnje k. Za vsako holomorfno funkcijo f v okolici tocke O € C™ obstajata holo-
morfni funkciji g,r v okolici 0, tako da velja

f=gW+r, r(2, 2n) = bi(2) 25 4+ by(2) 22 4 - hp(2),
pri cemer so koeficienti bj(z') holomorfne funkcije spremenljivke z' v okolici 0/ € C" 1.

Dokaz. Izberimo polidisk P = P’ x P” C C"! x C kot v pripravljalnem izreku. Oglejmo
si Cauchyjev integral funkcije f/W v zadnji spremenljivki:

PR B B (CHS IS
SR I e ren

ceap

Ker je W # 0 na integracijski domeni, je g dobro definirana in holomorfna na P. Naj bo

r(Z,z,) = f 2 ) — g(z zn)W(z Zn)
_ f(Z,¢) f(z (2 7Zn)
Y / — Zn 27T1 / — Zn) i
|C| =Tn Tn
) C) - W(ZI7 Z’n)
27T1 / W(z C—2n de.
[Cl=rn
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pri ¢emer je () polinom v z, stopnje najvec¢ k — 1, sledi

by L PN
r(z,zn)—% / WQ(Z7ZTL7C)d<'
I¢l="n

Torej je r polinom stopnje najve¢ k — 1 v z,, njegovi koeficienti pa so holomorfne funkcije
spremenljivke 2’ € P’.

Preverimo 8e enolicnost. Iz f = gW +r = gW + 7 sledi (g — )W =7 —r. Ker je W
polinom v z, stopnje k, ¥ —r pa polinom v z, stopnje najve¢ k—1, je ta enacba izpolnjena
natanko tedaj, kojer —r=0in g —¢g = 0. H

S pomocjo Weierstrassovega pripravljalnega izreka lahko dokazemo naslednjo posplositev
Riemannovega izreka o odpravljivih singularnostih, ki pove, da je mnozica nicel holo-
morfne funkcije odpravljiva singularnost za omejene holomorfne funkcije.

Izrek 63. (Riemannov izrek o odpravljivih singularnostih) Naj bo g nekonstantna
holomorfna funkcija na povezani domeni Q@ C C* in V. = {g = 0}. Vsaka holomorfna
funkcija f na Q\'V, ki je omejena v okolici poljubne tocke a € V', se analiticno nadaljuje
preko V' do holomorfne funkcije na €.

Dokaz. V primeru n = 1 je mnozica V diskretna v  in izrek poznamo iz klasi¢ne
kompleksne analize. Dokazemo ga npr. takole. Fiksirajmo tocko a € V' in stevilo r > 0,
tako da disk D = {|z — a] <7} C Q ne vsebuje nobene druge tocke mnozice V. Funkcijo
f na punktiranem disku z € D \ {a} predstavimo s Cauchyevim integralom:

_ L 1O 4o L S
f(Z) B 2_7'{'1 /|Ca|:r CTZ dc 2m /(a|:e C -z dC

Tu je stevilo € > 0 izbrano tako, da je |z — a|] > €. Pri prehodu € — 0 gre drugi integral
na desni strani proti 0, ker je f omejena v okolici izhodisc¢a. Torej je f predstavljena na
D s Cauchyjevim integralom po dD in je zato holomorfna na D.

Naj bo sedaj n > 1. Izberimo koordinate na C" tako, da je a = 0 in ima funkcija
2p + g(0', 2,,) izolirano niclo v z, = 0. Nato izberemo polidisk P = P/ x P” c C"! x C
okrog 0, tako da je z, = 0 edina nicla funkcije g(0',-) na disku P” = {|z,| < r} in je
g # 0 na P' x OP”. Za poljubno tocko 2z’ € P’ je mnozica nicel funkcije g(2’,-) na P”
konéna (glej pripravljalni izrek). Iz Riemannovega izreka za n = 1 sledi, da se funkcija
f(2',+) analiticno nadaljuje do holomorfne funkcije na P”; zato velja Cauchyjeva formula

1 f(Z. Q)

— dc¢, . z,) € P.
2mi s C— Zn ( )

f(zl7 ZTL) =

Cauchyev integral na desni strani oc¢itno definira holomorfno funkcijo na P; torej je f
holomorfna na P. Ker je bila tocka a € V' poljubna, je izrek s tem dokazan. O]
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III.5 Lastnosti lokalnega kolobarja ,0,

Zanima nas struktura mnozice nicel {f = 0} holomorfne funkcije n spremenljivk ali,
splosneje, struktura skupne mnozice nicel kon¢nega stevila holomorfnih funkcij. Problem
bomo najprej studirali lokalno, kasneje pa Se globalno.

Naj bo f nekonstantna holomorfna funkcija v okolici 0 € C", ki zados¢a pogoju f(0) = 0.
Weierstrassov pripravljalni izrek nam pove, da lahko v primerno izbranih holomorfnih
koordinatah na C" zapisemo f kot produkt f = gW neke holomorfne funkcije g z g(0) # 0
in nekega specialnega Weierstrassovega polinoma W. Torej je {f = 0} = {W = 0}. S
tem smo problem reducirali na studij ni¢elnih mnozic Weierstrassovih polinomov. Ce
razcepimi Weierstrassov polinom W na nerazcepne faktorje

W = Wihwg ... wim,

kjer je vsak W; (specialen) Weierstrassov polinom stopnje k; (stW = k = 37", d;k;),
dobimo lokalen razcep nicelne mnozice na nerazcepne komponente:

w=0p=J (w; =0y,

Podobno bomo pristopili k studiju skupnih nicelnih mnozic ve¢ funkcij; slednjim bomo
priredili ideale kolobarja ,,Oy.

Opisali bomo dva pristopa k resitvi tega problema, najprej algebraicen (v tem razdeku),
v razdelku I8 pa Se geometricen pristop. Oba opisana pristopa se smiselno dopolnjujeta
in kot celota ponujata dosti boljSe razumevanje kot vsak posamezen.

Za poljubno tocko a € C" ozna¢imo z ,,Oy kolobar zarodkov holomorfnih funkcij na
C™ v okolici tocke 0 € C™. Elementi tega kolobarja so torej predstavljeni s holomorfnimi
funkcijami f v okolici U = Uy C C" tocke 0, pri ¢emer dve funkciji f in g dolocata isti
zarodek v 0, ¢e se f in ¢ ujemata v neki odprti okolici izhodisca. Natancneje, zarodek
holomorfne funkcije v tocki 0 € C" je dolocen s parom (U, f), kjer je U okolica tocke
0 in f € O(U) holomorfna funkcija na U. Pri tem je (U, f) ~ (V,g), ¢e obstaja manjsa
odprta okolica 0 € W C U NV, tako da je flw = glw. (Ve¢ o tem v razdelku [I.)

Vsako holomorfno funkcijo v okolici 0 € C™ lahko razvijemo v poten¢no vrsto

o0

Frm) = D onka A2 (ITL5.1)

k17"-7k7L:0

ki konvergira v neki okolici izhodis¢a. (Okolica je v splosnem odvisna od funkcije.) Funk-
cija je v tej okolici natanko dolocena s Taylorjevimi koeficienti ¢, 1., ki se izrazajo s
parcialnimi odvodi f v tocki z = 0 preko formule (IITTH). S tem lahko vsak zarodek holo-
morfne funkcije f v 0 identificiramo s poten¢no vrsto (IIIZ2l) v spremenljivkah zq, ... z,,
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ki konvergira v neki okolici izhodis¢a. Zato pravimo kolobarju , Oy tudi kolobar kon-
vergentnih potencénih vrst v n kompleksnih spremenljivkah,

nO() = C{Zl, ey Zn}

Analogno oznacimo z , O, kolobar zarodkov holomorfnih funkcij v tocki a € C"; tega lahko
enacimo s kolobarjem konvergentnih poten¢nih vrst v spremenljivkah z; —ayq, ..., 2, — a,.
S pomocjo translacije koordinat dobimo izomorfizem kolobarjev ,,O, = ,,O,, zato zadosca
studirati lastnosti kolobarja ,Oq v izhodis¢u 0 € C".

Ocitno je ,Oy komutativen kolobar z identi¢nim elementom, to je konstanta 1. Enote ko-
lobarja so njegovi obrnljivi elementi; v nasem primeru so to zarodki f € ,,Oq, ki zadoScajo
f(0) # 0; obratni element je tedaj podan s funkcijo 1/f. Vse enote kolobarja sestavljajo
grupo obrnljivih elementov

Od tod sledi, da je vsak ideal I <1,,Oq kolobarja ,Oy vsebovan v maksimalnem idealu
m={f¢€,0: f(0)=0}<,0.

Vsako holomorfno funkcijo v okolici 0 € C"™ z f(0) = 0 lahko lokalno zapisemo v obliki

n
f(z1,20) = caz1+ -+ cpzn+ g CjrZizk +
jh=1

= 21h1(2) + 2ha(2) + - + 2,0 (2),

kjer so h; spet holomorfne funkcije na okolici 0. To pomeni, da je maksimalni ideal m<1,,Oy
generiran z zarodki koordinatnih funkcij zq, ..., z,:

m = (21,29, ..., Zn)-

Ker ima kolobar ,,0y natanko en maksimalni ideal, je lokalni kolobar.

Naj bo K komutativen kolobar z identicnim elementom. K se imenuje Noetherskz, ce je
vsak ideal I <K konéno generiran. Ekvivalentno, K je Noetherski, ce je vsako narasc¢ajoce
zaporedje idealov Iy <1 I, <1 I3 < --- v K stacionarno.

Kolobar K je Gaussov kolobar, ¢e lahko vsak element razcepimo na nerazcepne faktorje
in je faktorizacija enolicna do enot in vrstnega reda natancno.

Primer 35. Oglejmo si kolobar 10y zarodkov holomorfnih funkcij ene spremenljivke.
Vsako holomorfno funkcijo v okolici 0 € C lahko enoli¢no zapiSemo v obliki f(z) = 2%g(z)
za nek k € Z, in neko holomorfno funkcijo g z g(0) # 0. Prirejen glavni ideal je enak
(f) = (2%). Za razlicne k € N so to ravno vsi ideali kolobarja ;Oy:

1Ogom={(2) DD DD,
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Vsak ideal je torej neka potenca maksimalnega ideala m = (z). Od tod sledi, da je vsako
narascajoce zaporedje idealov 1 <1 [y < I3 < --- <10y stacionarno; to je, kolobar 10 je
Noetherski in Gaussov. V danem primeru je vsak element f(z) = z"g(z) produkt enote g
in k kopij nerazcepnega elementa z. 0

Sedaj bomo dokazali naslednji glavni rezultat razdelka.

Izrek 64. Za vsak n € N je kolobar ,,Oq Noetherski Gaussov kolobar.

V dokazu bomo uporabili naslednja dva klasi¢na izreka komutativne algebre (glej npr.
Zariski in Samuel [19]). Naj bo K komutativen kolobar z identi¢nim elementom.

e Gaussov izrek: Ce je K Gaussov kolobar, potem je tudi kolobar polinomov K[z]
v eni spremenljivki (s koeficienti v K') Gaussov kolobar.

e Hilbertov izrek: Ce je K Noetherski, potem je tudi K[z] Noetherski.

Z indukcijo na n sledi, da je tudi kolobar polinomov K|zi,..., z,] v n spremenljivkah s
koeficienti v K Gaussov (oz. Noetherski), ¢e je K tak.

Dokaz. (Izreka B4) Oglejmo si naras¢ajoce zaporedje kolobarjev
C= 00 - (C[Zl] = 00[21] C 1@0 C 100[22] C 200 C 2@0[23] C-- 'nOO-

Za vsak k je ;_10g[zx] kolobar polinomov v spremenljivki z; s koeficienti iz kolobarja
n—10p zarodkov holomorfnih funkcij v spremenljivkah z1,..., z;_1.

Izrek bomo dokazali z indukcijo na n. Za n = 0 ocitno, saj je (Oy = C obseg. V zgornjem
primeru smo videli tudi, da izrek velja za n = 1.

Predpostavimo, da izrek velja za n — 1, torej da je kolobar ,,_10y Gaussov in Noetherski.
Po navedenih izrekih je tudi kolobar polinomov ,_;Op[2,] Gaussov in Noetherski. Radi
bi dokazali enake lastnosti za kolobar ,0y. V ta namen bomo uporabili naslednjo lemo.

Lema 8. Naj bo W(2', z,) = 2 +¢1(2/) 2k + -+ ¢1(2') specialen Weierstrassov polinom
(torej je c1(0') = - -+ = ¢x(0") = 0). Potem je polinom W reducibilen v kolobarju ,,—1Op|zy]
natanko tedaj, ko je reducibilen v kolobarju ,Oy. Ce je W reducibilen, so njegovi faktorji
do enot natancno spet specialni Weierstrassovi polinoma, t.j., W = I/Vld1 VVZd2 oo Wim - Ljer
so W; ireducibilni v ,,Oy.

Dokaz. Denimo, da je W reducibilen v kolobarju ,,—1Olz,], torej W = W W, kjer
Wi, Wy € ,_10g[2,] nista enoti kolobarja. Imamo W, = aj(z’)szj +O0@EETY, =12
S primerjavo vodilnih koeficientov v z, dobimo k; + ks = k in ai(z')as (') = 1 (ker
je W monicen). Odtod sledi a;(0') # 0 in ay(0") # 0; torej sta vodilna koeficienta a;
polinomov W; enoti kolobarja ,_10q[z,]. Ce je k1 = 0, je Wi(Z, z,) = a1(Z') enota



I11.6 Algebraicne in analiticne mnozice 135

kolobarja 10Oy v protislovju s predpostavko; torej je ky > 0. Enako vidimo ky > 0.
Torej je W;(0/,0) = 0 za j = 1,2, kar pomeni, da W; in W5 nista enoti kolobarja ,0y. To
pomeni, da je W reducibilen tudi v kolobarju ,0y. Ce izpostavimo vodilni koeficient in
pisemo Wj(2', z,) = a;(2")Wj(2', z,), sta W] specialna Weierstrassova polinoma. Ker je
ajas = 1, velja tudi W = W W, = W],

Obratno, naj bo W reducibilen v kolobarju ,,Oy. To pomeni, da je W = fifo, kjer
f1, f2 € nOp in f;(0) =0 za j = 1,2. Ker je W, specialen Weierstrassov polinom, je 2% =
W', z,) = fi(0), z,) f2(0', 2,). Odtod sledi, da je z, = 0 izolirana nicla funkcij f;(0’, )
za j = 1,2. Po Weierstrassovem pripravljalnem izreku dobimo f; = ¢;W; (j = 1,2), kjer
je g; nenicelna holomorfna funkcija (g; je enota v ,0p) in je W; € ,_10|z,] specialen
Weierstrassov polinom. Torej je W = f1 fo = g1g2W1Ws. 1z enoli¢nosti v pripravljelnem
izreku sledi g1go = 1 in W = W, W5, ]

Posledica 24. Ce je n_10y Gaussov kolobar, potem je tudi ,Oy Gaussov kolobar.

Dokaz. Naj bo f € ,0y, f(0) = 0, f # 0. Vemo, da lahko koordinate (2/,z,) na C"
izberemo tako, da je 0 izolirana nicla funkcije f(0/,-). Po pripravljalnem izreku sledi f =
gW, kjer je g € ,Oq enota in je W € ,,_1Og[z,] specialni Weierstrassov polinom. Ker je
n—10p Gaussov kolobar, je tudi ,_10¢[z,] Gaussov. Torej obstaja razcep W = H;'L:1 ij ,
kjer je vsak W; nerazcepen specialen Weierstrassov polinom. O¢itno je 27:1 kistW; =
stW. Po lemi je vsak polinom W; nerazcepen tudi v kolobarju ,Oy, torej je to tudi razcep
na nerazcepne elemente v ,,0y. To pomeni, da je kolobar ,Oy Gaussov. O

Dokazati moramo Se, da je ,Oy Noetherski, ob predpostavki, da je ,, 10Oy Noetherski.

Naj bo I <1,,0p nek ideal. Izberimo poljuben element 0 # f € I. Koordinate (z/, z,) na
C™ izberimo tako, da je z, izolirana ni¢la funkcije z, — f(0', z,). Po Weierstrassovem
pripravljalnem izreku sledi f = gW, kjer je g € ,,Op enota in je W € ,,_10¢[2,] specialen
Weierstrassov polinom. Ker je f € I, je tudi W € [.

Naj bo I' := I N ,_100[z,]; ocitno je I' ideal kolobarja ,,_1Og[z,]. Ker je ,,_1O¢[zy]
Noetherski (po Hilbertovem izreku), ima I’ konéno bazo: I’ = (hy, ha, ..., hy,).

Naj bo sedaj h poljuben element ideala I. Po delilnem izreku je h = ¢W + r, kjer je
¢ €n,0pinr €, 100[z,]. Sledir € IN,_100[z,] =157 = 27:1 ajh;, aj € ,_102,] za

j=1,..,m. Odtod dobimo h = ¢W + > "% | a;hy; torej je h € (W, hy, ..., hy). Ker je bil
h € I poljuben, je I = (W, hq, ..., h,,). S tem smo dokazali, da je ,Oy Noetherski. O

II1.6 Algebrai¢cne in analitiCne mnozice

Lastnosti lokalnega kolobarja ,,Oq, ki smo jih dokazali v prejsnjem razdelku, omogocajo
razvoj analiticne geometrije.
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Za motivacijo si najprej oglejmo preprostejsi algebraicen primer. Vlogo lokalnega kolo-
barja v tem primeru igra kolobar polinomov v n kompleksnih spremenljivkah:

Clz1, ..r 2n] = (Clz1, ..., 2n-1])[2] = CI.
Z induktivno uporabo Gaussovega in Hilbertovega izreka (glej prejsnji razdelek) vidimo,
da je ta kolobar Gaussov in Noetherski.

Afina algebraiéna geometrija je studij algebraiénih varietet (ali afino alge-
braiénih mnoZic) v evklidskih prostorih C". To so mnozice oblike

V={2e€C": Pi(2)=0, j=1,..,d},
kjer so P; € Clz, ..., 2,] holomorfni polinomi.

Bistveno vlogo igra korespondenca med ideali v kolobarju Clzy, ..., z,| in algebrai¢nimi
mnozicami V' C C", ki jo bomo sedaj opisali.

Naj bo I <Clz, ..., z,] poljuben ideal v kolobarju polinomov. Ker je ta kolobar Noetherski,
ima I konc¢no bazo, recimo P, ..., P;. Idealu I priredimo afino algebrai¢no mnozico

V() ={z€C": Pj(2) =0, j=1,....,d}. (II1.6.1)

Mnozica V' (I) je neodvisna od izbire baze ideala. Ce je namrec tudi I = (Q1, ..., Qm), se
vsak polinom P; izraza v obliki

Pi:ZQjR]'7 RjGC[Zl,...,Zn],jzl,...,m.
j=1

Obratno, vsak polinom @), je kombinacija polinomov P; s koeficienti iz Clzy, . .., z,]. Od-
tod sledi, da obe mnozici polinomov dolocata isto ni¢elno mnozico (ITIT6T).

Obratno, vsaki algebraicni mnozici V' C C" priredimo ideal
I(V):={P e Clz,....,zn): Ply =0} < Clzy,..., 2] (I11.6.2)
Oznac¢imo z I; + I vsoto in z I;- I, produkt idealov Iy, I, << K v nekem komutativnem
kolobarju K. Vsota je enaka
L+L={P+P:Pel, P,el}.

Ceje I, = (Py,....,P) in I, = (Q1,...,Qy), potem je produkt I;- I, generiran z vsemi
produkti P,Q; (i=1,....k j=1,...,m).

Za vsak ideal I < K je njegov radikal enak
VI={Pe K: P*cI zanek k € N}.
Ocitno velja

1cvi, JWi=Vi

Ideal I < K se imenuje radikalno zaprt, ¢e je I = /1.
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Primer 36. Ideal I = I(V) < Cl[zy,..., z,] poljubne algebrai¢ne varietete V" C C" je
radikalno zaprt.

Dejansko, polinom P € C[zy,...,2,] je element radikala \/I(V), ¢e je Py = 0 za nek
k € N; tedaj je tudi P|y =0, torej P € I(V). O]

Trditev 33. Korespondenca med ideali I < Clz, ..., z,] v kolobarju polinomov in alge-
braicnimi varietetami V. C C" zadosca naslednjim lastnostim:

1. Vi Vo= 1(V}) D I(V3).

2. I, C Iy = V(I,) D V().

3. V=V(I(V)) za vsako varieteto V- C C".

4. I CI(V(I)) za vsak ideal I < Clzy, ..., z,].

5. I(ViUVa) =1I(WV) N I(Vy) D I(Vy)-1(Vs), pri éemer je inkluzija v splosnem prava.
6. I(VinVa) D 1(Vi) +1(Va).

7. V(- L) =V(LNE) = V(L) UV(L).

8. V(L + L) = V(L) NV(L).

9. V(I) = V() in I(V) = /I(V).

10. Hilbertov Nullstellensatz: I1(V(I)) = /1 za vsak ideal I < C[zy, ..., 2,].

Vse lastnosti razen zadnje so elementarne in njihov dokaz je prepuscen bralcu. Trditvi (5)
in (6) med drugim povesta, da sta unija in presek konénega stevila varietet spet varieteti.
Hilbertov Nullstellensatz (10) je netrivialen rezultat; za dokaz glej npr. [I2]. Mi bomo
dokazali Nullstellensatz samo za glavne ideale (glej posledico 28 na str. [474).

Definicija 48. Algebrai¢na varieteta V' C C" je razcepna (ali reducibilna), ¢e jo lahko
predstavimo kot unijo V' = V; U V5 algebrai¢nih varietet V;, Vo C C™, tako da nobena od
njiju ni enaka V. V nasprotnem primeru se V imenuje nerazcepna (ali ireducibilna).

Ideal I < K v komutativnem kolobarju K je praideal, ce iz predpostavke PQ € [
(P,Qe K)sledi Pelali QeI

Trditev 34. Algebraic¢na varieteta V-C C" je nerazcepna natanko tedaj, ko je njen ideal
I(V) praideal kolobarja Clz1, ..., z,].
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Dokaz. Ce je V reducibilna, V = V; U V4, je
I(V)=1(ViuVy) =1(Vi) N I(Va).

Iz predpostavke V; # V sledi I(V;) # I(V) za j = 1,2; torej je I(V') presek dveh strogo
vecjih idealov in zato ni praideal.

Obratno, recimo da I(V) ni praideal; torej obstajata P,Q € C[zy,...,z,] \ I(V), da je
PQ € I(V). Tedaj je

V=Vn{P=0Hhu(Vn{Q=0}) =V ul,
razcep varietete V' na unijo dveh pravih podvarietet. O

Izrek 65. Vsaka algebraicna varieteta V-C C" dopusca razcep
V=Vulhu.---UV,

na unijo koncno mnogo nerazcepnih algebraicnih varietet V; C C", pri cemer V; ¢ V; za
1 # j. Razcep je enolicen do vrstnega reda natancno.

Dokaz. Najprej dokazimo obstoj razcepa. Ce je varieteta V C C” razcepna, jo razce-
pimo kot unijo V = V; UV, dveh pravih podvarietet. Ce je V; ali Vi razcepna, jo ponovino
razcepimo na unijo dveh pravih podvarietet. Postopek nadaljujemo. Ce se postopek raz-
cepljanja ne bi koncal v kon¢nem stevilu korakov, bi dobili neskonéno padajoce zaporedje
varietet Wy D Wy D W3 D -+, tako da W; # W,y za vsak j = 1,2,.... Prirejeno
zaporedje idealov tedaj sestavlja neskoncno strogo narascajoce zaporedje:

I(Wh) C I(Wy) C I(W3) C -+ < Clzy, ...y 20

Ker pa je kolobar C|[zy, ..., z,] Noetherski, je vsako naras¢ajoce zaporedje njegovih idealov
stacionarno (to je, vsi ideali od nekega dalje so med seboj enaki). To protislovje nam
pove, da se opisani postopek razcepljanja vselej konca v koncnem stevilu korakov.

Enolicnost razcepa pa vidimo takole. Recimo, da je tudi V' = UJL, W;, kjer W; & Wy za
J #j'. Odtod sledi za vsak i = 1,..., k, daje V; = U, ViNW;. Ker je V; nerazcepna, sledi
Vi = ViNW; za nek j; torej je V; C W;. Enako ugotovimo, da za vsak indeks j = 1,...,m
obstaja indeks i’ = i(j) € {1,...,k}, da je W; C Vi.. Odtod sledi V; C W; C Vi in zato
Vi = W; = V. To pomeni, da so varietete W; v drugem razcepu dobljene s permutacijo
varietet iz prvega razcepa. ]

Opomba. Dualni rezultat izreka B3 je naslednji: Vsak ideal I < Clzy,...,2,] je enak
produktu konénega stevila praidealov, vsak radikalno zaprt ideal I = \/T pa je enak preseku
koncnega stevila praidealov.

Sedaj si oglejmo holomorfen analog zgornjih rezultatov, kjer algebrai¢ne mnozice v C"
nadomestimo z analiti¢nimi mnozicami v poljubni kompleksni mnogoterosti.
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Definicija 49. Mnozica V' v kompleksni mnogoterosti X se imenuje analiti¢na mno-
Zica, Ce za vsako tocko a € V obstaja odprta okolica U 3 a v X in kon¢no mnogo
holomorfnih funkcij fi, fo, ..., fx € O(U), da je

VNU={z€U: fi(z) =0, ..., fu(z) = 0}.
Ce je V zaprta v X, se imenuje zaprta analitiéna podmnozica mnogoterosti X.

Definicija 50. Tocka a € V' se imenuje regularna tocéka analiticne mnozice V C X,
¢e je v neki odprti okolici te tocke V' kompleksna podmnogoterost v X (glej def. B4 na
str. ). Njeno dimenzijo oznacimo z dim, V' in jo imenujemo dimenzija analiti¢ne
mmnoZzice v toc¢ki a € V. Mnozico vseh regularnih tock oza¢imo z V. Tocka a € V, ki
ni regularna, se imenuje singularna; mnozico vseh singularnih tock oznacimo z V.

Iz definicije sledi, da je mnozica Vi, odprta v V, njene povezane komponente pa so
kompleksne podmnogoterosti (ne nujno zaprte, lahko razliénih dimenzij) mnogoterosti X.
Mnozica singularnih tock Vi, je zato zaprta v V. Dimenzijo mnozice V' v singularni tocki
a € Viing definiramo s predpisom

dim, V = limsup dim,V. (I11.6.3)

be‘/reg, b—a
Stevilo dim X — dim, V' se imenuje kodimenzija mnozice V' v tocki a. Definicija (IIT6-3)
je smiselna, ker je mnozica Vg, nikjer gosta v V.

Globalno definiramo dimenzijo analiticne mnoZice kot

dim V' = maxdim, V.
acV

Ocitno je dimV < dim X.

Mnozica V je éiste dimenzije p, ce je dim,V = p za vsak a € V. Analiticna mnozica
¢iste dimenzije dim X — 1 se imenuje kompleksna hiperploskev v X, mnozica Ciste
dimenzije ena pa kompleksna krivulja v X. V primeru dim X = 2 ta dva pojma seveda
sovpadata. Analiticna mnozica ¢iste dimenzije 0 je diskretna, mnozica ¢iste dimenzije
n = dim X pa je enaka uniji povezanih komponent mnogoterosti X.

Naj bo V analiticna mnozica v X. Za vsako tocko a € V bomo mnozici V' priredili ideal
I<V)a = VIa < Xoa

v lokalnem kolobarju zarodkov x O, holomorfnih funkcij v tocki a € X. Obratno, vsakemu
idealu I < xO, bomo priredili zarodek analiticne mnozice v tocki a.

Ker je kompleksna mnogoterost dimenzije n lokalno biholomorfna odprti okolici tocke 0
v C", zadosca v lokalni teoriji obravnavati analiticne mnozice v okolici izhodisca 0 € C™.
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Naj bo torej I <1 ,0, ideal v lokalnem kolobarju zarodkov holomorfnih funkcij v okolici
0 € C". Ker je kolobar ,0y Noetherski, je ideal I kon¢no generiran, torej I = (f1,..., fx)
za neke zarodke holomorfnih funkcij f; ..., fx € ,Op. Izberimo okolico 0 € U C C",
tako da lahko vsak zarodek f; predstavimo s holomorfno funkcijo f; € O(U). Idealu I
priredimo analiticno podmnozico V' C U s predpisom

V={zeU: fi(z) =0, i=1,...,k}. (I11.6.4)

Ce izberemo drug sistem generatorjev I = (gi,...,¢gm) ideala I, ki jih predstavimo s
holomorfnimi funkcijami g; na neki okolici 0 € U’ € C", dobimo analiticno mnozico

Vi={zeU":gj(z)=0, j=1,....,m}.

Ker lahko vsak generator f; ideala I v neki manjsi okolici 0 € W C C" predstavimo v
obliki f; = Z;n:l g;hj, kjer so koeficienti h; holomorfne funkcije na W in obratno, vsak
generator g; lahko predstavimo kot kombinacijo generatorjev f;, sledi VNW =V ' N W,

Ta diskusija pokaze, da vsak ideal I <1,,0q doloca zarodek analiticne mnozice V C C"
v tocki 0 s predpisom (IT64). Dve mnozici V' C U, V' C U’ v razli¢nih okolicah izhodisca
v C™ namre¢ dolocata isti zarodek mnozice v 0 natanko tedaj, ko za neko odprto okolico
W CcUNU' tocke 0 velja VW =V NIV,

Obratno, za vsako analiticno mnozico V' v neki odprti okolici U C C™ tocke 0 lahko naj-

demo neko manjso okolico 0 € U’ C U in konéno mnogo holomorfnih funkcij fi,..., fx €
O(U’), tako da je
VU ={zeU" fi(z) =0,..., fr(z) =0}.

Zato lahko mnozici V' priredimo ideal
‘[(V) = <f17'-'7fk3> <nC)O

Ce imata V in V' isti zarodek v tocki 0, je seveda I(V) = I(V'); torej je ideal I(V)
odvisen le od zarodka V' v 0 in ne od konkretnega izbora predstavnika.

Na ta nacin dobimo korespondenco med ideali v ,,Oq in zarodki analiticnih mnozic v tocki
0 € C". Ta korespondenca zadosca vsem lastnostim v trditvi B3.

Primer 37. Naj bo V' analiticna mnozica v kompleksni mnogoterosti X. Izberimo tocko
a € V in lokalno karto ¢ = (¢1,...,¢,): U — U’ C C" v neki okolici a € U C X, tako da
je #(a) =0 € C". Funkcije ¢1,. .., ¢, generirajo lokalni kolobar xO, = ,,O,.

Ce je a € Ve regularna tocka in je dim, V = m, lahko izberemo karto (U, ¢) tako, da je
VNU={ze€U: ¢j(x)=0, j=m+1,...,n}.
V tem primeru je ideal mnozice V' v tocki a enak

I(V)a = <¢m+17 ey (bn) < XOa7
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kvocient O, = xO,/1(V), pa je prost kolobar, generiran s funkcijami ¢1, ..., ¢n.

Lokalna karta ¢ preslika par V' C X lokalno v par C™ x {0}"™ C C" ter inducira
izomorfizme

Xoa = no(b ](V)a = <Zm+17 v 7Zn> < n007 VOa = mOO‘

Pri tem je ,,,Oq kolobar zarodkov holomorfnih funkcij v spremenljivkah zq, ..., z,,.

V primeru m =0 je V = {0} in je (V) = (21, ..., z,) = m maksimalni ideal v ,Oy.

Analogno kot v definiciji B8 uvedemo pojem (ne)razcepnosti zarodka analiticne mnozice.
Nerazcepnim zarodkom ustrezajo praideali lokalnega kolobarja (dokaz trditve B4 velja tudi
v tem primeru):

Trditev 35. Naj bo X kompleksna mnogoterost. Zarodek analiticne mnozZice V. C X v
tocki a € V' je nerazcepen natanko tedaj, ko je njegov ideal 1(V'), praideal kolobarja xO,.

Zarodek analiticne mnozice V' v vsaki regularni tocki a € Vi, je seveda nerazcepen.

Ker je lokalni kolobar xO, = ,,0y Noetherski, sledi obstoj kon¢nega razcepa na nerazcepne
zarodke (glej dokaz izreka B3 na str. [38):

Izrek 66. Naj bo X kompleksna mnogoterost. Vsak zarodek V analiticne mnoZice v tock:
a € X ima koncen razcep V = U?Zlvj na unijo nerazcepnih zarodkov V;. Razcep je
enolicen do vrstnega reda clenov.

Kot primer si oglejmo glavni ideal I = (f) <,Q, generiran z zarodkom f holomorfne
funkcije v tocki 0 € C™. Privzemimo, da f ni identi¢no enaka 0.

Trditev 36. Glavni ideal I = (f) je praideal kolobarja ,Oy natanko tedaj, ko je f neraz-
cepen element kolobarja ,Oy.

Dokaz. Ce je f nerazcepen in je gh € (f) za g,h € ,Oy, je produkt gh deljiv z f in
je zato vsaj eden od elementov g, h deljiv z f; torej je (f) praideal. Obratno, ¢e je f
razcepen, f = gh, kjer g in h nista enoti kolobarja ,,Oy, potem g, h nista elementa ideala
I, njun produkt f pa je v I; torej I ni praideal. O

Ker je ,,Oy Gaussov kolobar, lahko vsak element f € ,, Oy razcepimo na produkt nerazce-
pnih faktorjev:

f=Rp e
kjer so fi,..., fx € nOp nerazcepni in dy, .. .,d; € N. Tedaj je glavni ideal I = (f) <1,Oy
produkt praidealov I; = (f;), I = I --Ig’“. Njegov radikal je enak /T = 11 ---I; =
LiNI,N- - N1 in tako dobimo razcep analiti¢ne mnozice V' (I) na nerazcepne komponente:

V(I) = {f =0} = Ui {f; = 0} = Ui,V (I)).

S tem smo dokazali Hilbertov Nullstellensatz (glej tocko 10 v trditvi B3) za glavne ideale
kolobarja ,Oy. Kasneje bomo podali e geometricen dokaz (glej posledico P8 na str. [47).
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II1.7 Holomorfne funkcije na analiti¢ni mnozici

V tem razdelku bomo definirali pojem holomorfne funkcije na analitiéni mnozici in si
ogledali nekaj osnovnih lastnosti kolobarja zarodkov takih funkcij.

Naj bo V analiticna mnozica v kompleksni mnogoterosti X. Za vsako tocko a € V
oznac¢imo z I(V), < xO, ideal (IIB32), ki ga dolo¢a V' v lokalnem kolobarju xO,.

Definicija 51. Kvocientni kolobar xO,/I(V), =: vO, se imenuje lokalni kolobar ana-
lititne mnozice V' v tocki a.

Elementi kolobarja O, so predstavljeni s holomorfnimi funkcijami f € O(U) na okolicah
a € U C X. Dve holomorfni funkciji f € O(U), g € O(U’) na razli¢nih okolicah U, U" C X
tocke a definirata isti element kolobarja O, natanko tedaj, ko je f = g na U" NV za
neko okolico a € U” € U NU’. To pomeni, da je smiselno razumeti elemente kolobarja
v O, kot zarodke holomorfnih funkcij na V' v tocki a. To upravic¢uje naslednjo definicijo.

Definicija 52. Naj bo V analiticna mnozica v kompleksni mnogoterosti X. Funkcija
f:V — C je holomorfna, ¢e za vsako tocko a € V obstaja okolica a € U C X in
holomorfna funkcija f € O(U), tako da je flynv = flunv. Kolobar vseh holomorfnih
funkcij na V' oznacimo z O(V).

Holomorfna funkcija na analiticni mnozici V' je torej v vsaki tocki a € V' predstavljena z
nekim elementom lokalnega kolobarja yO,.

Ocitno je O, komutativen kolobar z identiteto. Poleg tega je to lokalni kolobar (z natanko
enim maksimalnim idealom) in tudi Noetherski, saj se ta lastnost podeduje na kvociente.
V splosnem pa kolobar vO, ni Gaussov; lahko ima celo delitelje nica.

Trditev 37. Lokalni kolobar O, analiticne mnozice V je cel kolobar (brez deliteljev nica)
natanko tedaj, ko je zarodek analiticne mnozZice V v tocki a nerazcepen.

Dokaz. Zarodek mnozice V' v tocki a je razcepen natanko tedaj, ko ideal I(V'), ni praideal
(trditev B4); torej ko obstajata elementa f,g € xO,\1(V),, katerih produkt fg je v idealu
I(V),. V kvocientu vO, = xO,/I1(V), sta f in g nenicelna elementa, njun produkt fg
pa je nicelni element O, saj je fg € 1(V),). Trditev sledi. O

Primer 38. Naj bo
V = {(21,22) c 2. 2129 = ()} — {21 — O} U {22 _ 0}.

Mnozica V' je unija obeh koordinatnih osi in je singularna v izhodiséu. Funkciji f = 21|y
in g = 2|y nista nicelni, torej sta netrivialna elementa v lokalnem kolobarju v O(q ), njun
produkt fg = 0 pa je nicelni element kolobarja O 0. m
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Tudi v primeru, ko je V nerazcepna v neki tocki a € V, se lahko zgodi, da kolobar O,
ni Gaussov. To vidimo na naslednjem primeru nerazcepne krivulje z ostjo v C2.

Primer 39. Naj bo
V ={(21,2) € C*: 2§ — 25 = 0}.

Lahko je videti, da je V gladka kompleksna krivulja izven (0,0). (Ker je V(27 — 23) =
(221, —323) # (0,0) razen v (z1, 22) = (0,0), lahko uporabimo izrek o implicitni funkciji.)
V tocki (0,0) pa ima V singularnost. Njen zarodek v (0,0) je nerazcepen.

Funkciji f = 21|y € O(V) in g = 2|y € O(V) sta nerazcepni kot zarodka v tocki
(0,0) € V. Torej ima zarodek holomorfne funkcije g = f2 = f5 € O(V) v tocki (0,0) € V
dva razlicna razcepa na nerazcepne faktorje v kolobarju v Oy. O]

Analogno lahko definiramo pojem holomorfne preslikave med analiticnimi mnozicami.

Definicija 53. Naj bosta X in Y kompleksni mnogoterosti ter V' C X, V/ C Y analiti¢ni
podmnozici. Zvezna preslikava f: V' — V' se imenuje holomorfna, ¢e z vsako tocko a € V
obstajata okolica a € U C X ter lokalna karta ¢ = (¢1,...,1,,): U" — C™ na neki okolici
U' CY tocke f(a), tako da je ¢ o f: V NU — C holomorfna funkcija na V N U za vsak
7=1,....,m.

II1.8 Geometricen razcep Weierstrassovega polinoma

V tem razdelku bomo s pomocjo analiticno-geometricnih metod dobili ‘semiglobalni’ raz-
cep holomorfne funkcije na nerazcepne faktorje. S tem bomo pridobili ve¢ dodatnih in-
formacij, kot jih ponuja algebraic¢na faktorizacija. Te nam bodo med drugim omogocale
dokazati izrek o desingularizaciji kompleksne krivulje v naslednjem razdelku.

Obravnavali bomo podobno situacijo kot v Weierstrassovem pripravljalnem izreku. Naj
bodo z = (2, z,) koordinate na C* = C" ! x C in 7: C* — C"~! projekcija 7(2/, 2,,) = 2.
Naslednji izrek bomo potrebovali v primeru, ko je domena P polidisk.

Izrek 67. Naj bo P = P' x P" omejena povezana domena v C" = Cv! xC ter f
holomorfna funkcija na okolici mnoZice P, ki zadosca pogoju

f#0 naP xoP".

Oznacimo V = {z € P: f(z) = 0}. Za vsak z' € P’ naj bo m(z') € Z $tevilo razlicnih
nicel funkcije P" 3 z, — f(2/,z,) in m = max,cprm(z') € Z, . Potem velja naslednje:

(i) Obstaja holomorfna funkcija 6 € O(P'), tako da za vsako tocko z' € P’ velja
m(z') =m <= §(z") #0.

Taka funkcija § se imenuje diskriminantna funkcija, mnoZzica njenih nicel £ .=
{2/ € P': §(2') = 0} pa diskriminantna mnoZica funkcije f.



144  Poglavje III. Riemannove ploskve in kompleksne krivulje

(ii) Lokalno na P'\ E lahko uredimo korene a1(2'), ..., am(2') € P" enacbe f(Z',-) =0
tako, da so a; holomorfne funkcije. Projekcija

T V\r Y E)—= P\ FE
je m-listna holomorfna krovna projekcija.

(ili) Naj bo
S:=V\r ' (E)=5USU---US,

razcep kompleksne hiperploskve S na povezane komponente. Za vsak j = 1,....k
ima f konstantno veckratnost d; € N wvzdolz S; (to je, f(Z',-) ima niclo stopnje d;
v vsaki tocki oj(2'), za katere je (2, (")) € S;).

(iv) Za vsak j =1,...,k obstaja Weierstrassov polinom W; na P, tako da ima za vsako
tocko 2" € P'\ E polinom W;(2',-) enostavne nicle v tistih tockah o;(2'), za katere
je (¢, aj(2")) € S;, ter nobenih drugih nicel.

(v) Velja razcep
f=gWihwsge .. W, (IIL.8.1)

kjer je g holomorfna funkcija na P brez nicel.

(vi) Vsak Weiestrassov polinom W; v tocki (iv) je nerazcepen v smislu, da ga ne moremo
zapisati kot produkt dveh holomorfnih funkcij z netrivialno mnoZico nicel.

Opomba. Ker je krovna projekcija trivialna nad vsako enostavno povezano mnozico v
bazi, nam tocka (ii) pove, da je za vsako enostavno povezano domeno D’ C P\ E mnozica
V Na~!(D') enaka disjunktni uniji grafov holomorfnih funkcij nad D’. To je posplositev
izreka o implicitni funkciji, ki da analogen rezultat samo v nekriti¢cnih tockah, kjer je
tockah a € V z Vf(a) # 0. V zgornjem izreku so vse nicle funkcije f kriticne tocke v
primeru, ko so vse veckratnosti d; > 1 strogo vecje od 1.

Dokaz. Ce domeno P” C C nekoliko zmanjsamo, lahko predpostavimo, da ima P” gladek
rob in pri tem ne izgubimo nobenih nicel funkcije f na P.

Kot v dokazu Weierstrassovega pripravljalnega izreka vidimo, da ima enacba f(2',-) =0
za vse z' € P’ enako Stevilo korenov, ¢e upoStevamo algebrai¢ne veckratnosti. Zato je
stevilo m(z’) razliécnih korenov navzgor omejeno in je m = max,.cp m(z') € Z konéno
Stevilo.

Fiksirajmo tocko o' € P’, v kateri ima enacba f(a',-) = 0 natanko m razlicnih korenov
ar(a’),...,an(d) € P". Izberemo stevilo r” > 0, tako da so diski

D = {C € C: [C—ay(a)] < ")



II1.8 Geometricen razcep Weierstrassovega polinoma 145

(j =1,...,m) paroma disjunktni in vsebovani v P”. Funkcija f(a’,-) nima nicel na robu
teh diskov, saj so njene edine nicle tocke a;(a’). Zato obstaja stevilo 7 > 0, tako da je
polidisk D’ s sredis¢em a’ in poliradijem 7’ kompaktno vsebovan v P’ in velja

f£0naD x D, j=1,...,m.
j

Za z' € D'in j € {1,...,m} si ogledamo integral

AN L 88zf (Z Zn)
vi(2') == — / ) dz,.

|2 —a; ()| =r"

Po principu argumenta je v;(2’) enako stevilu nicel funkcije f(2',-) v disku D, steto z
veckratnostmi. To Stevilo je neodvisno od 2z’ € D', saj je zvezna celostevﬂska funkcija
na povezani domeni, zato je enako v; := vj(a’) > 0. Torej ima f(z/,-) vsaj eno niclo
na vsakem od m diskov D7,..., D! . Ker ima f(2/,-) skupno najve¢ m razliécnih nicel
na domeni P”, sledi, da ima natanko m razli¢nih nicel, po eno v vsakem od diskov D7.
Oznacimo to edino niclo z a;(2') € Dj. Ker je algebraicno stevilo nicel na DY enako v,
je aj(2) nicla stopnje v; funkcije f(2,-). Torej je

Vnrt U (z',a;(2): 2 € D'}

unija disjunktih grafov holomorfnih funkcij a; nad domeno D’. Ta argument nam pove,
da je (neprazna) mnozica

Q={2"eP:m(z)=m}
odprta v P’ in je m: VN7 1(Q) — Q holomorfna m-listna krovna projekcija.

Oznac¢imo E := P'\ Q = {2’ € P": m(z') < m}. Konstruirali bomo holomorfno funkcijo
d € O(P), ki zadosca {0 =0} = E.

Lokalno na vsaki mnozici D’ C P’ kot zgoraj lahko definiramo

82 = H (ou(2") — aj(z'))2, ZeD.

1<i<j<m

Desna stran je simetricen polinom v aq,-- -, a,,, zato je funkcija 6 dobro definirana na
vsej domeni 2. (Na preseku razlicnih polidiskov D’ C Q dobimo iste korene v razlicnem
vrstnem redu, kar pa ne vpliva na definicijo produkta 6.) Ker so a;(2') lokalno na €2
holomorfne funkcije, je § dobro definirana holomorfna funkcija na €.

Za vsako zaporedje tock z; € Q (I = 1,2,...) z limy,o0 2] = @' € E velja limy;_,o, 0(2)) =
0, saj koreni a;(z)) (i = 1,...,m) lezijo v omejeni mnozici P” in vsaj ena od razlik
a;(2]) —a;(2]) v produktu (z;) konvergira v 0 po nekem podzaporedju (saj imamo v tocki
a’ manj kot m razliénih korenov). To pomeni, da se ¢ razsiri do zvezne funkcije na P’, tako
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da je {0 =0} = E. Izrek Rado nam pove, da je § holomorfna na P’. (Ta klasi¢ni izrek
trdi, da je vsaka zvezna funkcija, ki je holomorfna izven svoje nicelne mnozice, holomorfna
povsod. Dokaz se reducira na funkcije ene spremenljivke z upostevanjem dejstva, da
je izrek lokalen in da je vsaka zvezna separatno holomorfna funkcija ve¢ spremenljivk
dejansko holomorfna, kot smo videli v razdelku [TT1.)

S tem smo v celoti dokazali tocki (i) in (ii).

Sedaj si oglejmo razcep (iii) mnozice S = V \ #7!(E) na unijo povezanih komponent
S;. Zozitev krovne projekcije na vsako povezano komponento totalnega prostora je spet

krovna projekcija; torej je w: S; — € holomorfen krov za vsak j = 1,..., k. Naj bo m;
stopnja tega krova (Stevilo tock v vlaknu); tedaj je mq + - -+ + my = m. Za vsako tocko
2" € Qin vsak indeks j = 1,...,k oznacimo z a;,(2),. .., ajm,(2") vse tocke na vlaknu

S; N t(2") (torej vse nicle funkeije f(2/,-), ki pripadajo povezani komponenti ;). Kot
v pripravljalnem izreku vidimo, da je red nicle funkcije f(z’,-) konstanten lokalno vzdolz
Sj; ker je Sj povezana, je red konstanten na S;. Oznacimo to stevilo z d; € N. Za 2’ € )
in j € {1,...,k} definiramo Weierstrassov polinom

m;

W;(2', z,) = H(Z" — () =209 + aj ()2 T 4 g, (7).

1=1
Kot v dokazu Weierstrassovega izreka vidimo, da so koeficienti aj(z") dobro definirane
holomorfne funkcije na . Ker so vse nicle a;,;(2") vsebovane v omejeni mnozici P C C,
so koeficienti aj(2') omejene funkcije na 2 = P’ \ E. Riemannov izrek o odpravljivih
singularnostih (izrek B3) nam pove, da se funkcije aj nadaljujejo preko mnozice E =
{6 = 0} do holomorfnih funkcij na vsej domeni P’. Torej je W; Weierstrassov polinom na
P" x C. Iz konstrukcije sledi, da ima W, enostavne nicle vzdolz hiperploskve 5.

Naj bo W = Whwg ... W,f’“. Ker ima f stopnjo d; vzdolz S;, imata funkciji f(2/,-)
in W(2',-) iste nicle z istimi veckratnostmi za vsak z' € Q. Odtod vidimo enako kot v
dokazu pripravljalnega izreka, da na Q x P” velja razcep f = gW (I za neko funkcijo
g # 0 brez nicel. Kvocient g lahko predstavimo s Caucyhevim integralom funkcije f/W
po OP" (glede na zadnjo spremenljivko); glej (II-44) na str. [30. Isti integral je ocitno
definiran tudi za tocke 2z’ na vecji domeni P’, torej podaja analiti¢no nadaljevanje funkcije
g na P’ x P”. Analogen argument lahko uporabimo za recipro¢no funkcijo 1/g = W/ f,
ki se tudi nadaljuje do holomorfne funkcije na P. Odtod sledi g # 0 na P.

S tem smo dokazali tocke (iii)—(v). Tocka (vi) sledi iz dejstva, da ne moremo predstaviti
povezane kompleksne mnogoterosti S; kot unije ni¢elnih mnozic holomorfnih funkcij, razen
¢e je vsaj ena od njih nicelna funkcija. Izrek je v celoti dokazan. O

Opomba. l/'”primeru, ko je P = P’ x P" polidisk okrog 0 € C" in je 0 edina ni¢la funkcije
f(0',-) na P, so Weierstrassovi polinomi W; v razcepu (I8 specialni.
Posledica 25. Naj bo f = gWH W2 ... W faktorizacija na P = P’ x P" kot v ([IL&1),

pri cemer so W nerazcepnt Weierstrassovi polinoma. Ce je holomorfna funkcija h € O(P)
enaka ni¢ na mnozici V.= {f = 0}, potem je h deljiva s produktom W = Wy --- W.
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Dokaz. Za vsako tocko 2 € Q = P'\ E (oznake kot v izreku) ima Weierstrassov polinom
W natanko m razlicnih nicel na vlaknu {z'} x P”. Delimo h z W po delilnem izreku:

h=vW +r, r € O(P")|z],

kjer je r polinom v z, stopnje < m s koeficienti, ki so holomorfne funkcije na P’. Ker
imata h(z’,-) in W(2/,-) vsaj m razli¢cnih nicel za vsak 2’ € , velja to tudi za razliko
r = h —oW. Ker pa je r stopnje < m v z,, sledi 7(2/,-) = 0 za 2’ € Q0. To pomeni, da
so njegovi koeficienti identi¢no enaki ni¢ na 2. Ker je 2 povsod gosta v P’, sledi isto na
vsem P’ po principu identi¢nosti; torej je r = 0 in je zato funkcija h deljiva z W. O

Posledica 26. (Nullstellensatz za glavne ideale v ,0) Za vsak glavni ideal I =
(f) <1uOg velja I(V(I)) = 1. Ceje f= flfd2 .. % razcep, v katerem so f; paroma
razlicni nerazcepni faktorji kolobarja ,Oy, je NI = (fifo--- fu).

II1.9 Lokalna predstavitev kompleksne krivulje

V tem razdelku si bomo ogledali lokalno predstavitev poljubne kompleksne krivulje V' v
dvodimenzionalni kompleksni mnogoterosti X.

Kompleksna krivulja je analiticna mnozica ¢iste dimenzije ena, to je, dim, V' = 1 za vsako
tocko a € V' (glej str. [39). Za tocke a € Ve je to obicajna definicija dimenzije v smislu
kompleksne podmnogoterosti (glej def. B4), v tockah a € Vi, pa vzamemo (glej (IT63)
na str. [C39)):

dim, V = limsup dim, X.

b€ Xreg, b—a
Najprej si oglejmo izrek B4 v primeru n = 2.

Izrek 68. Naj bo f nekonstantna holomorfna funkcija na polidisku P = Dy x Dy C C?
okrog tocke (0,0) € C?, tako da je f(0,0) =0 in je 2z, = 0 edina nic¢la funkcije f(0,-) na
Dy. NajboV ={(z1,2) € P: f(21,2) =0}. Ce disk0 € D, C C primerno zmanjsamo,
potem koordinatna projekcija m(z1,z9) = z1 definira nerazvejan holomorfen krov

7 V' =V\ {0} = D; = D, \ {0} (I1.9.1)

Za dovolj majhen disk Dy je mnozica V* povezana natanko tedaj, ko je V ireducibilna v
(0,0). Tocka (0,0) je bodisi gladka tocka krivulje V', bodisi njena izolirana singularnost.

Iz zadnje trditve sledi, da je mnozica singularnih tock krivulje v kompleksni ploskvi, ki jo
lahko lokalno predstavimo kot mnozico nicel ene funkcije, diskretna mnozica.
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Dokaz. Disk D; izberimo dovolj majhen, da je f # 0 na Dy x 0D,. Potem je projekcija
m: VNP — Dj razvejan krov kot v izreku B4. Naj bo 6(z1) njegova diskriminatna funkcija.

Ce je 6(0) # 0, je projekcija 7: V N P — D, nerazvejana nad tocko 0 € C in je zato V
nad majhno okolico 0 € C unija grafov holomorfnih funkecij. Ker ima f(0, ) niclo samo v
29 = 0, imamo samo en graf in je V' N P povezana kompleksna krivulja brez singularnosti.

Denimo sedaj, da je 6(0) = 0. Ker je 0 izolirana nicla funkcije ¢, lahko D; zmanjsamo tako,
da je § # 0 na D; \ {0}. Po izreku B2 je tedaj projekcija (III'IT) nerazvejan holomorfen
krov. Odtod sledi, da je (0, 0) edina singularna tocka krivulje V' v polidisku P. Z razcepom
V* na povezane komponente S; U --- U S, dobimo za vsak S; nerazcepen Weierstrassov
polinom Wj(z1, 23), tako da je S; N P = S; U{(0,0)} = {(21,22) € P: W(z1,29) =0}. O

Opomba. Ce je §(0) = 0, je projekcija m: V — D; sicer razvejana v tocki (0,0), a to ne
pomeni nujno, da bi bila (0,0) singularna tocka mnozice V. Primer je

V ={(21,2): 21 — 23 = 0},
ki je gladka krivulja (graf z; = 22), a je projekcija na z; razvejana v (0,0).

Izrek 69. Naj bo V' kompleksna krivulja v dvodimenzionalni kompleksni mnogoterosti X .
Za vsako tocko a € V' obstaja okolica a € U C X in holomorfna funkcija f € O(U), tako
dajeUNV ={x € U: f(x) = 0}. Singularna mnoZica Vg je diskretna.

Kompleksna krivulja v kompleksni ploskvi je torej lokalno v vsaki tocki definirana z eno
holomorfno funkcijo. Isti rezultat velja za vsako kompleksno hiperploskev v poljubni
kompleksni mnogoterosti X, torej za analiticno mnozico V- C X ¢iste dimenzije dim X —1.
(Glej str. 39.) Z dokazom slednje trditve je nekoliko veé¢ dela; glej npr. Chirka [4].

Dokaz. Fiksirajmo tocko a € V' in izberimo lokalne koordinate (21, z9) v okolici @ na X,
v katerih je a = (0,0) € C2. Nato izberimo nekonstantno holomorfno funkcijo f(z1, 22)
v okolici (0,0) € C?, tako da je f = 0 na V. Po linearni zamenjavi koordinat lahko
predpostavimo, da f zadosca izreku BR.

Razcepimo V na lokalne ireducibilne komponente: V = U¥_,V;. Vsaka od komponent
V; je nerazcepna kompleksna krivulja. Tudi funkcijo f razcepimo na nerazcepne faktorje
f=r- fam

Za vsak i = 1,...,k obstaja indeks j = j(i) € {1,...,m}, tako da je f;|v; = 0, torej je
Vi € {f; = 0}. (V nasprotnem primeru bi bila V; razcepna.) Trdimo, da je V; = {f; = 0}
v okolici (0,0) (to je, v smislu zarodkov). Ce to ni res, obstaja holomorfna funkcija
g(21,22) v okolici (0,0), ki ni identi¢no enaka ni¢ na krivulji C; := {f; = 0} (torej ni
deljiva z zarodkom f;), tako da je g|y, = 0. Izrek B8 na str. [Z7 pove, da je (0,0) izolirana
singularnost krivulje C; in je C7 := C;\ {(0,0)} povezana enodimenzionalna kompleksna
krivulja brez singularnosti (Riemannova ploskev). Torej je mnozica nicel C7 N {g = 0}
funkcije g na C7 diskretna. To je v o¢itnem protislovju z dejstvom, da mnozica C;n{g =0}
vsebuje kompleksno krivuljo V;. Protislovje pove, da je res V; = C}.
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S preureditvijo indeksov dobimo V; = C; = {f; = 0} za ¢ = 1,...,k. Zato funkcija
fifa ... fx definira krivuljo V = U, v neki okolici tocke a € V. Odtod sledi tudi, da je
Viing diskretna, saj smo to ze dokazali za krivulje, ki so lokalno definirane z eno funkcijo.

II1.10 Izrek o normalizaciji kompleksne krivulje

S pomocjo rezultatov v prejsnjem razdelku bomo sedaj dokazali izrek o normalizaciji (ali
desingularizaciji) poljubne kompleksne krivulje v kompleksni ploskvi X . Isti izrek velja za
krivulje v kompleksnih mnogoterostih poljubne dimenzije, a za dokaz je potrebnih nekaj
ve¢ tehniénih sredstev. (Glej npr. [4].) Glavno tehni¢no sredstvo je naslednja lema o
lokalni parametrizaciji zarodka nerazcepne krivulje.

Lema 9 (Lokalna parametrizacija kompleksne krivulje). Najbo V C C? nerazcepen
zarodek kompleksne krivulje v tocki (0,0), tako da je VN ({0} x C) = (0,0). Oznacimo z
d € N stopnjo projekcije V. — C x {0}. Potem obstajata disk 0 € D C C ter injektivna
holomorfna preslikava f = (f1, f2): D — C2, tako da velja naslednje:

1. f1(¢) = ¢"in f2(0) =0,
2. f(D) je okolica tocke (0,0) v krivulji V',

3. f preslika punktiran disk D* = D \ {0} biholomorfno na punktirano okolico tocke
(0,0) v V.

Opomba. Ce razvijemo funkcijo fo v potencéno vrsto fo(¢) = .00

221 a;¢7 ter upostevamo
21 = f1(¢) = ¢%, dobimo naslednjo Puiseuxjevo vrsto za spremenljivko z, kot funkcijo
spremenljivke z1, ki opiSe tocke (z1, z2) na kompleksni krivulji V' v okolici (0, 0):

V= {(21,22)3 2y = Zaj z{/d} .
j=1

Dokaz. Po izrekih B8 in B9 je (0, 0) izolirana tocka krivulje V', prva koordinatna projekcija
7: V*=V\{(0,0)} = D;j = Dy \ {0} na majhen punktiran disk s sredis¢em v 0 € C pa
je d-listna krovna projekcija. (Tu smo V' nadomestili s primerno okolico izhodisca.) Ker
je V nerazcepna, je mnozica V* povezana.

Naj bo f1(¢) = ¢%. Izberimo disk D C C s srediséem 0 tako, da je fi(D) = D;. Preslikava
fi: D* = D\{0} — Dj = D;\{0} je tudi d-listna krovna projekcija. Poljubna dva d-listna
krova s povezanim totalnim prostorm nad punktiranim diskom sta med seboj izomorfna.
To pomeni, da lahko preslikavo f;: D* — Dj dvignemo do biholomorfne preslikave f v
naslednjem komutativnem diagramu:

V*
g
D ?Dl



150 Poglavje III. Riemannove ploskve in kompleksne krivulje

Ker vsi listi projekcije 7: V' — D sovpadejo nad izhodiscem, velja lime_,o f2(¢) = 0, torej
je f2 holomorfna na D. Ocitno f zadosca lastnostim v izreku. O]

Izrek 70 (Normalizacija kompleksne krivulje). Naj bo V' kompleksna krivulja v neki
kompleksni mnogoterosti X. Potem obstaja Riemannova ploskev R in surjektivna holo-
morfna preslikava f: R — V (normalizacijska preslikava), tako da velja:

(i) zoZitev f: [ (Vieg) = R\ f~ (Veing) = Vieg Je biholomorfna preslikava;

(ii) za vsako tocko x € Vg je vlakno f~'(x) C R konéna mnoZica tock v R. Tocke
viakna f~1(x) so v bijektivni korespondenci z lokalnimi nerazcepnimi komponentami
zarodka analiticne mnozice V v tocki x.

Ce je krivulja V lokalno nerazcepna v vsaki svoji tocki, je normalizacijska preslikava
f: R—V bijektivna.

Dokaz. Izrek bomo na tem mestu podrobno dokazali le v primeru dim¢ X = 2.

Mnozica Ry = Vies je kompleksna enodimenzionalna podmnogoterost v X, torej Rie-
mannova ploskev. Ozna¢imo z ¢: Ry < X njeno vlozitev (inkluzijo) v X. Riemannovo
ploskev R bomo konstruirali tako, da bomo ploskvi Ry s holomorfnim lepljenjem dodali
manjkajoce tocke nad singularnim lokusom Vi, po eno za vsako lokalno ireducibilno
komponento krivulje V' nad poljubno tocko z € V.

Fiksirajmo tocko w9 € Ving. Naj bo U majhna odprta okolica tocke g v X in VNU =
Ug‘f’:le razcep na lokalne nerazcepne komponente. Okolico U in lokalne koordinate (21, z9)
na njej lahko izberemo tako, da je z1(z) = z2(29) = 0 in da ima krivulja V' N U lokalna
predstavitev kot v izreku BS. To med drugim pomeni, da je za vsak 7 = 1,..., k mnozica
V= V;\ {70} nesingularna krivulja in se poljubni dve krivulji V;, V; (i # j) sekata samo
v tocki zg. Vsako od komponento V; po potrebi zmanjSsamo, tako da obstaja lokalna
holomorfna parametrizacija f; = (fi1, fiz): D — V; kot v lemi 8. Tu je D nek disk v C s
srediséem v 0 in f;(0) = .

Naj bo R Riemannova ploskev, ki jo dobimo kot identifikacijski prostor disjunktne unije
ploskve Ry ter k kopij Dy, ..., Dy diska D, pri ¢emer i-to kopijo D; zlepimo na punktira-
nem disku Df = D;\ {0} s punktirano komponento V;* = V;\{z¢} s pomocjo biholomorfne
preslikave f;: DI — V*. Drugih identifikacij ne naredimo. Izhodisce 0 € D; predstavlja
v R novo (dodano) tocko x; in te tocke so med seboj razlicne. Kot mnozica je torej
R = RyU {z1,29,...,2x}. Dobimo tudi holomorfno preslikavo f: R — X, ki je enaka
vlozitvi ¢ na podmnozici Ry C R in je enaka parametrizacijski preslikavi f; na disku D;
(slednjega identificiramo s podmnozico v R'). Torej je f(z;) = xo za vsak i = 1,... k.

Opisani postopek lahko naredimo hkrati v vsaki singularni tocki € Vi, saj so postopki
v razlicnih singularnih tockah med seboj povsem neodvisni. Rezultat je Riemannova
ploskev R in holomorfna preslikava f: R — V kot v izreku. O
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II1.11 Algebrai¢ne funkcije na Riemannovi ploskvi

Naj bosta X in Y kompaktni Riemannovi ploskvi in 7: Y — X neka nekonstantna
holomorfna preslikava. Iz prvega poglavja vemo, da je 7 razvejan krov s razvejiSéi v
kon¢no mnogo tockah. Naj bo A =C X (kon¢na) mnozica vseh kriti¢nih vrednosti 7 in
B=na1A) CY. Pigsimo Y =Y\ Bin X' = X\ A; tedaj je m: Y' — X' nerazvejana

koncno listna krovna projekcija. Naj bo n stevilo listov.

II1.12 Projektivno algebrai¢ne mnozice
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