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Predgovor

Svet, v katerem Zivimo, je trirazseZna mnogoterost. Ce sledimo ideji fizikov in
dodamo cas kot Cetrto spremenljivko, dobimo StirirazseZzno mnogoterost, ki jo
obi¢ajno imenujemo prostor-Gas. Ze Einstein je spoznal, da je le-ta raven samo
lokalno, globalno pa je ukrivljen zaradi gravitacije; z njegovim Studijem se ukvarja
sploSna teorija relativnosti, kot tudi kvantna fizika in mehanika.

In zakaj bi se ustavili pri dimenziji 4? Lahko dodamo Se dimenzije, ki opisujejo
kvantna stanja delcev in dobimo 10-dimenzionalno mnogoterost. Kaksna je njena
topoloska in gladka struktura? Bolje receno, katera mnogoterosto najbolj ustreza
astrnonomskim in fizikalnim opazovanjem vesolja? Je vesolje kon¢no? Se bo S§irilo
v nedogled ali bo kolapsiralo nazaj vase? Kaj se dogaja z ukrivljenostjo prostor-
Casa v bliZini ¢rnih lukenj, ki so singularnosti prostor-¢asa? Kako lahko opiSemo te
dinamicne procese z matemati¢nimi orodji?

Mnoga najzanimivejSa vprasanja sodobne matematike in njenih uporab so povezana
z globalnimi analiti¢nih in topoloskih lastnosti mnogoterosti. Teorija mnogoterosti
je izrazito interdisciplinarno podro¢je matematike in je za moderno geometrijo in
topologijo, pa tudi za matemati¢no fiziko, astronomijo, mehaniko ter Stevilna druga
podrocja znanosti prav tako fundamentalne narave kot so realna Stevila ter evklidski
prostori za elementarno matemati¢no analizo in geometrijo.

Eden od prejemnikov Nobelove nagrade za fiziko v letu 2020 je britanski matematik
in matematicni fizik Roger Penrose, ki je v svojem delu v letu 1965 pokazal, da
Einsteinova sploSna teorija relativnosti matemati¢no napoveduje obstoj masivnih
¢rnih lukenj. Einstein sam ni verjel, da zares obstajajo, saj bi lahko bili zakoni
fizike drugacni v neposredni bliZini takih singularnosti. Pred nedavnim pa je bil
eksperimentalno potrjen obstoj masivnih ¢rnih lukenj celo v nasi galaksiji; najvecja
znana ima maso ve¢ od milijona sonc na obmocju premera dobrih 24 km. Ti
fenomeni nakazujejo, da ima mnogoterost prostor-Cas singularnosti v svoji metri¢ni
in morda tudi topoloski strukturi. Kaoti¢nost se naravno pojavi tudi v dinami¢nih
sistemih. Studij singularnosti je del teorije mnogoterosti in njihovih posplositev.
Singularnosti kompleksnih mnogoterosti so ena od klasiénih tem kompleksne
analize, Studij singularnosti gladkih mnogoterosti in preslikav pa je pricel René
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Thom v 50tih letih dvajsetega stoletja in ta del analize je znan pod imenom feorija
katastrof.

Matematicno povedano je gladka mnogoterost dimenzije n je Hausdorffov, 2-
Steven topoloski prostor, ki izgleda lokalno v okolici vsake tocke tako kot n-
dimenzionalni evklidski prostor, ti evklidski kosi pa so zlepljeni skupaj z gladkimi
difeomorfizmi. Najpreprostejsi primeri so krivulje in ploskve, ter seveda visje
razsezne ploskve v evklidskih prostorih. Posebej zanimivi so modelni primeri kot so
sfere, projektivni prostori, Grassmanove mnogoterosti, vektorski sveznji nad njimi
itn. Ce jih opremimo z metrikami, ki omogo&ajo merjenje dolzin in kotov, dobimo
razne modelne prostore konstantne ukrivljenosti.

Pojem mnogoterosti se je naravno razvil iz del slavnih matematikov in fizikov kot
so bili Newton, Lagrange, Gauss, Riemann, Klein, Poincaré, Einstein, Cartan, de
Rham, Chern in mnogi drugi. Analiticne pojme in sredstva kot so odvajanje, inte-
griranje, diferencialne enacbe, vektorska polja, diferencialne forme, Riemannova in
hermitska metrika idr. lahko naravno posplo§imo na gladke mnogoterosti. Opreml-
jene s temi analiti¢nimi sredstvi so mnogoterosti neobhodna osnova za raziskave
na vrsti podrocij sodobne matematike kot so diferencialna, analiti¢na in algebrai¢na
geometrija, diferencialna topologija, teorija Liejevih grup, dinamika, teorija foliacij,
itd. Mnogoterosti so tudi ter nepogresljivo orodje v fiziki, mehaniki, astronomiji in
drugih podroc¢jih naravoslovja in tehnike.

Knjiga je uvod v teorijo gladkih mnogoterosti in je primerna za uvodni predmet iz
tega podroc¢ja na magisterskem ali doktorskem Studiju matematike. Predpostavlja
se poznavanje osnov matemati¢ne analize in topologije v obsegu predmetov na
Studijskem programu 1. stopnje Matematika na Fakulteti za matematiko in fiziko
Univerze v Ljubljani. Ve¢ o teoriji mnogoterosti lahko bralec najde v virih,
navedenih v bibliografiji.

Ljubljana, Januar 2021 Franc Forstneri¢
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Poglavje 1
Mnogoterosti: osnovne konstrukcije in primeri

V tem uvodnem poglavju bomo spoznali pojem topoloske in gladke mnogoterosti,
njihove osnovne lastnosti, preslikave med njimi, konstrukcije novih mnogoterosti
iz danih ter nekaj najpomembnejSih primerov. Bolj poglobljeno analizo lahko
najdemo v vrsti monografij, med njimi Abraham, Marsden in Ratiu [2]], Boothby
[[7], Lee [30L 31]], Milnor [33]], Narasimhan [37] (slednja obravnava tudi kompleksne
mnogoterosti), Warner [42] in drugih. Od zgodovinsko pomembnih virov omenimo
de Rhamovo monografijo [8] ter Whitneyeva fundamentalna dela [44] 45| |46].
Knjizica [23]] Guillemina in Pollacka podaja elementaren uvod v diferencialno
topologijo. Osnove teorije holomorfnih funkcij in kompleksnih mnogoterosti lahko
najdemo npr. v Gunning in Rossi [24], Hormander [27], Narasimhan [37] in drugih.
Za teorijo Riemannovih ploskev glej npr. Ahlfors in Sario [4], Donaldson [10]],
Farkas in Kra [12], Forster [[14] in druge.

1.1 Topoloske mnogoterosti

1.1.1 Mnogoterosti brez roba, osnovni primeri

Najbon €Z; ={0,1,2,...} nenegativno naravno $tevilo. Modelna n-dimenzionalna
mnogoterost (brez roba) je evklidski prostor R”.

Definicija 1.1 Naj bo n € Z = {0,1,2,...}. Topoloski prostor X je n-razsezna
topoloSka mnogoterost, n = dimX, e ima naslednje lastnosti.

(a) X je Hausdorffov prostor.

(b) X je lokalno evklidski dimenzije n: za vsako tocko p € X obstajata odprta
okolica U C X in homeomorfizem ¢ : U — ¢(U) C R" na neko odprto mnozico
v R™
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(c) X je 2-steven, kar pomeni, da ima Stevno bazo topologije.

Iz definicije sledi, da je O-razseZna mnogoterost koncna ali Stevha mnoZica z
diskretno topologijo. Dimenzija mnogoterosti je enoli¢no dolocena, kar sledi iz
naslednjega izreka o invarianci odprtih mnozic.

Izrek 1.2 (Brouwer 1911) 1. Ce je neprazna odprta mnozica U C R" homeo-
morfna neki odprti mnozici V C R¥, potem je k = n.
2. Ce je neprazna odprta mnoZica U C R" homeomorfna neki mnoZici V .C R",
potem je V odprta v R".

Vsak homeomorfizem ¢ : U — ¢(U) C R” kot v to¢ki (b) se imenuje lokalna karta
na X, inverzna preslikava ¢! : U’ = ¢(U) — U pa je lokalna parametrizacija
podmnoZice U C X. Druzina % = {(U;,¢;) : j € J} lokalnih kart na topoloski
mnogoterosti X, za katero velja U c; U; = X, se imenuje topoloski atlas na X .

Ogledali si bomo nekaj osnovnih primerov mnogoterosti.

Primer 1.3 Modelna n-dimenzionalna mnogoterost je evklidski prostor R”. Vsaka
odprta podmnoZica X C R” je mnogoterost; inkluzija X < R” je lokalna (in tudi
globalna) karta na X.

Primer 1.4 Sfera dimenzije n € N:

s = {xz(xo,xl,...,xn)ew*‘:Zx§=1}. (1.1)
j=0
Zavsak j € {0,1,...,n} oznatimo z UjjE odprti hemisferi

U;r:{xES":xj>0}, U5 = {xes":x; <0}
Naj bo 7; : R — R”" koordinatna projekcija vzdolZ smeri x it
(X0, X153 %) = (%05, Kjy ey Xn) = (X0, Xj— 1, X415 Xn)-

(StreSica na x; pomeni, da smo to spremenljivko izpustili.) ZozZitev projekcije 7; na
mnozici Uji podaja lokalni karti
+ _ X .77E n
¢; = n,\Uji.Uj —R"

Ocitno je q)]i(UJi) enotna krogla

n
B(0;1) = B"(0;1) = {yGR":y2: Zy§<1}.
j=1

Inverz (¢;) " : B(0;1) = U;" je enak
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V15-59n) — (yl,.-.,yj,i\/l||y2,yj+1,~~7yn>.

Ker je U}y UjjE = 8", je tako dobljena druzina atlas na S".

Primer 1.5 Sfera S" C R"™! s stereografsko projekcijo. Naj bodo (x1,...,%,,u)
koordinate na R**!. Ozna¢imo z N = (0,...,0,1) in § = (0,...,0,—1) severni in
juzni pol sfere. Stereografska projekcija iz N oziroma S na hiperravnino {u = 0} =
R"™ nam da karti

0"\ {N} SR, S\ {S} —R",
podani z naslednjima formulama:

1 1
17u(x1,...,x,l)7 Y(xr, ... Xy, u) =

O(x1,y... Xp,u) =

Torej imamo na sferi S” atlas z dvema kartama.
Naloga: preveri, da je unija tega atlasa ter tistega iz prej$njega primera (primer [T.4)
spet atlas na S".

Primer 1.6 (Riemannova sfera) Posebej si oglejmo 2-sfero $? C R?X N
2 &
(xy

. Ravnino
u)

) s koordinatama (x,y) identificirajmo s kompleksno ravnino
C = {z=x+iy:x,y e R}.

Lokalni Karti na sferi $? = {(z,u) : |z|> +u? = 1} iz primera[l.5sta

z
1+u

¢(Z7”) = ) W(Z,M) =

1—u
Prva je stereografska projekcija sfere na ravnino iz severnega pola N = (0,0,1),

druga pa iz juZnega pola § = (0,0, —1). Odtod sledi W¥(z,u) = 1=, in

O(z,u) - Y(z,u) = 7 = L,

ker je |z|> +u? = 1. Ce pisemo & = W(z,u) € C, je (z,u) = ¥ '({) in iz zgornje
enacbe sledi ¢ (¥ '({))¢ = 1. Prehodna preslikava med kartama ¢ in W je torej
enaka

b0V () = % fec = C\{o}.

Ker je prehodna preslikava biholomorfna, karti (S%\ {N},0), (8% \ {S},¥)
definirata kompleksni atlas na S* (glej razdelek [1.2.6)). Sfera $2, opremljena s
tem kompleksnim atlasom, se imenuje Riemannova sfera. To je najpreprostejSa
kompaktna Riemannova ploskev.
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Primer 1.7 (Hiperploskve v evklidskem prostoru) Najbo D C R” odprta mnoZica
in f : D — R gladka funkcija. MnoZica

X, = {xeD:f(x)=c} = fﬁl(c)

se imenuje nivojnica funkcije f. Primer nivojnic so sfere:

n
st o= {x: (X0, ..., %,) ER™TT: fo =r2} c R"L
Jj=0

Izrek o implicitni funciji (glej razdelek[I.6) pove, da je nivojnica X, podmnogoterost
kodimenzije 1 (hiperploskev), Ce je Stevilo ¢ regularna vrednost f, to je, X. ne
vsebuje nobene kriti¢ne tocke f. Po Sardovem izreku to velja za skoraj vsako
Stevilo; natan¢neje, mnoZica kriti¢nih vrednosti gladke funkcije ima mero nic.

1.1.2 Mnogoterosti z robom

Sedaj bomo uvedli Se pojem mnogoterosti z robom. Modelni prostor je v tem
primeru zaprta zgornji polprostor:

H" = {(x1,...,x) € R": x, > 0}. (1.2)
Njegov rob je hiperravnina
OH" = {xcH:x, =0} =R"L

Definicija 1.8 Topoloski prostor X je topoloska n-dimenzionalna mnogoterost z
robom, ce je X Hausdorffov, 2-Steven in ima vsaka tocka p € X odprto okolico
U C X in homeomorfizem ¢ : U — U’ na neko odprto mnoZico U' C H".

Tocke p € X mnogoterosti z robom klasificiramo na notranje in robne tocke. Naj bo
¢ : U — H" lokalna karta na X v neki okolici p. Imamo naslednji dve moZnosti:

1. primer: ¢(p) € H" = {x e H": x, > 0}. Ce okolico U totke p primerno
zmanj$amo, velja ¢(U) C H", zato je ¢(U) odprta podmnoZzica v R". Taki tocki
p € X pravimo notranja tocka mnogoterosti X.

2. primer: ¢(p) € JH" = {x € H : x, = 0}. Taki toc¢ki pravimo robna tocka
mnogoterosti X.

Klasifikacija tock na notranje in robne je neodvisna od izbora lokalne karte, kar sledi
iz Brouwerjevega izreka (glej izrek [1.2). Odprta okolica robne tocke g € OH" v H"
namre¢ ni odprta v ambientnem prostoru R”.

Najbosta¢ : U — U’ CH" in y: U — V' C H" dve karti na mnogoterosti z robom
X okrog iste tocke p € X. Oglejmo si prehodno preslikavo:
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0 =¢oy vV U

Iz Brouwerjevega izreka sledi, da 6 preslika V/ NIH" na U’ NH" ter V' N oH"
na U' N oH". (Ce je ¢ difeomorfizem, je to oitna posledica izreka o inverzni
preslikavi.) Ce je totka p € X notranja glede na Y, je torej notranja tudi glede na ¢,
in Ce je p robna glede na v, je robna tudi glede na ¢.

MnoZico vseh notranjih tock mnogoterosti X ozna¢imo z X in jo imenujemo
notranjost mnogoterosti, mnoZico vseh njenih robnih to¢k pa z dX in jo imenujemo
rob mnogoterosti X. Pogosto se rob mnogoterosti oznacuje tudi z bX (iz angleske
besede boundary).

Naj bo p € dX robna tocka in (U, ¢) lokalna karta s p € U. Njena zoZitev
¢|Umax :UNodX — U/ﬁan
je lokalna karta na dX z vrednostmi v dH" =2 R"~!. Odtod sledi

Posledica 1.9 Ce je X topoloska mnogoterost dimenzije n z robom, potem je njen
rob 0X topoloska mnogoterost dimenzije n — 1 brez roba.

Primer 1.10 Naj bo f: R” — R gladka funkcija in ¢ € R neka njena regularna
vrednost. To pomeni, da je diferencial df; # 0 neizrojen v poljubni tocki x na
nivojnici f(x) = ¢. Tedaj je mnozica

X = {xeR": f(x) <c}

n-razsezna mnogoterost z robom dX = {x € R": f(x) = c}. (Glej izrek o implicitni
funkeciji, razdelek [I.6])

1.1.3 Topoloske lastnosti mnogoterosti

V tem razdelku si bomo ogledali nekaj bistvenih topoloskih lastnosti mnogoterosti.

Izrek 1.11 Vsaka topoloska mnogoterost je:

(a) lokalno povezana s potmi. Ce je mnogoterost povezana, je tudi povezanan s
potmi;

(b) lokalno kompaktna (vsaka tocka ima kompaktno okolico);

(c) Stevno kompaktna (unija Stevne druZine kompaktnih mnozic);

(d) normalen in T, topoloski prostor;

(e) metrizabilna (topologija na X je inducirana z metriko);

(f) parakompaktna.

Dokaz Lastnosti (a) in (b) sta o€itni posledici definicije.
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Lastnost (c) sledi iz (b) ter 2-Stevnosti, saj ima X Stevno bazo odprtih mnoZzic
{Vi:ie s}, tako da je V; kompakt. MnozZice K; = V; U...UV; sestavljajo
nara$¢ajoce zaporedje kompaktov, ki iz€rpajo X:

=

Kick,c..c|Jk; = X.
=1

S prehodom na podzaporedje lahko doseZemo, da velja K; C K j+1 za vsak j =
1,2,...; takemu zaporedju pravimo normalno iz¢rpanje mnogoterosti X.

Lastnost (d) sledi iz dejstva, da je vsak lokalno kompakten in Stevno kompakten 7T}
prostor normalen, to je, vsak par disjunktnih zaprtih podmnozic v X lahko lo¢imo s
parom odprtih okolic. (Po Urysohnovi lemi lahko vsak tak par lo¢imo tudi z zvezno
funkcijo.) Prostor je 74, ¢e je Hausdorffov in normalen (ekvivalentno, ¢e je 7 in
normalen).

Lastnost (e) sledi iz (d) in naslednjega Urysohnovega metrizacijskega izreka (glej
npr. Kelley [28| str. 125]).

Izrek 1.12 Vsak regularen (torej tudi vsak normalen) 2-Steven Hausdorffov
topoloski prostor je homeomorfen podprostoru v Hilbertovi kocki H = [0,1]% (t.j.
kartezi¢ni produkt Stevne druZine kopij intervala [0,1] C R).

Funkcijad : H x H — R, definirana s predpisom
d((x1x2,--)s 132,-)) = Y 27 =yl
j=1

je metrika na H = [0, 1]. Njena zoZitev na podmnoZico X je metrika na X.

Topoloski prostor X se imenuje parakompakten, e za vsako odprto pokritje % =
{U;} obstaja neko finejse (vértano) lokalno kon¢no pokritje " = {V;}. To pomeni:

e zavsak jobstaja i = i(j), tako daje V; C U;, in
e vsaka toCka p € X ima okolico U C X, za katero je presek U NV; neprazen za
najvec€ koncno razli¢nih indeksov j.

Za dokaz implikacije (e) = (f) glej npr. Kelley [28, str. 160]. Ve€ o separacijskih
lastnostih lahko bralec najde tudi na

https://en.wikipedia.org/wiki/Separation_axiom

Opomba 1.13 Za lokalno evklidske Hausdorffove topoloske prostore so naslednje
lastnosti med seboj ekvivalentne:

e 2-$tevnost,

e Stevna kompaktnost,
e metrizabilnost,

e parakompaktnost.
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Vec o topoloskih mnogoterostih lahko najdemo v monografiji J. Lee [30] kot tudi v
mnogih drugih virih.

1.1.4 Posplosene mnogoterosti

Ne-Hausdorffove mnogoterosti. Ce iz definicije mnogoterosti izpustimo Haus-
dorffovo lastnost, dobimo t.i. ne-Hausdorffovo mnogoterost; to je topoloski prostor,
ki je lokalno evklidski in 2-Steven. Primeri se naravno pojavijo v teoriji foliacij in
drugih podrocjih.

Oglejmo si preprost primer. Naj bo y : [0,00) — [0,0) neka zvezna strogo
nara$¢ajoca funkcija, y(0) = 0. Lahko vzamemo na primer y(x) = x.

D >0 R, =R
1'4
e0 elﬂ/()c) Ry =R

Definiramo ekvivalen¢no relacijo z naslednjim predpisom: ¢e je x € R iny € Ry,
potem je x ~ y natanko tedaj, ko je x > 0 in y = y(x) > 0. Kvocientni prostor
X = (R; URy)/~ je ne-Hausdorffova enorazseZna mnogoterost, ki jo ponazarja
naslednja ilustracija. Razli¢ni tocki nad 0 nimata disjunktnih okolic.

-t
-~
— (e

Primere ne-Hausdorffovih mnogoterosti najdemo tudi v prostorih zarodkov zveznih
funkcij. Naj bo X topoloska mnogoterost. Zarodek funkcije v tocki x € X je doloCen
s parom (U, f), kjer je U C X odprta mnoZica, ki vsebuje to¢ko xinje f: U — R
funkcija. Dva para (U, f) in (V, g) sta ekvivalentna (oziroma dolo¢ata isti zarodek)
v to¢ki x natanko tedaj, ko obstaja okolica x € W C U NV, tako da je flw = glw-
Zarodek funkcije f v toCki x oznacimo [f]y.

Oglejmo si naslednji par gladkih funkcij na R:

0, x<0;
fe) = {el/", x> 0.
glx) =0, xeR.

Ocitno velja [f]y = [g]+ natanko tedaj, ko je x < 0. MnoZica vseh zarodkov
{[flx,g]x : x € R} je ne-Hausdorffova 1-dimenzionalna mnogoterost.
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Ne-parakompaktne mnogoterosti. Iz definicije mnogoterosti lahko izpustimo tudi
aksiom 2-Stevnosti. Primer take mnogoterosti je dolga premica, ki jo dobimo takole.
Vzamemo vsa ordinalna Stevila do Stevila X (slednji predstavlja mnoZico vseh
realnih Stevil R). Za vsako ordinalno $tevilo o obstaja njegov naslednik ¢ + 1. Med
njiju vstavimo interval [@, & + 1], homeomorfen intervalu [0, 1].

0 1 2 o o+1 X X
o o — o . °

Unija vseh intervalov [a, & + 1] po vseh ordinalnih Stevilih do X je enodimenzion-
alna mnogoterost, ki ni 2-Stevna.

Seveda lahko nadaljujemo tudi do vi§jih ordinalnih Stevil in dobimo dolgo premico,
katere (najmanj$a) baza topologije je poljubne kardinalnosti.

1.2 Gladke in kompleksne mnogoterosti

V tem razdelku bomo uvedli pojem gladkih, realno analiticnih in kompleksnih
mnogoterosti. Najprej si oglejmo ustrezne razrede funkcij in preslikav.

1.2.1 Gladke funkcije in preslikave

Naj bo D neprazna odprta mnozica v R”. Za vsako Stevilo r € Z, = {0,1,2,...}
oznadimo s " (D) prostor vseh r-krat zvezno parcialno odvedljivih funkcij na D;
¢°(D) = %(D) je prostor vseh zveznih funkcij na D. O¢itno velja

(D) > € (D) >€*(D)>...D ﬁ%’(D) = €>(D),
r=0

pri Cemer so vse inkluzije stroge.

Funkcija f na domeni D C R”" je realno analiticna, ¢e ima vsaka tocka a =
(a1,...,a,) € R" okolico U C R", na kateri je f predstavljena z vsoto neke
konvergentne potencne vrste:

=

[, ox) = ) Chyodey (X1 — @)K (0 —ap)fn = ) cr(x—a)k.

Ky din=0 keZ

Seveda je to ravno Taylorjeva vrsta funkcije f v tocki a.
% (D) oznacuje prostor vseh realno analiti¢nih funkcij. Velja €®(D) C € (D).
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Vsi navedeni prostori so neskon¢no razsezni realni vektorski prostori (vsota funkcij
ter produkt s skalarjem) ter algebre (produkt funkcij). Pomebno je tudi, da je
kompozicija dveh ¢ preslikav spet preslikava razreda €.

Naj bo D domena v R". Preslikava f = (fi,...,fu) : D — R™ je razreda €" za
re{l1,2,...,00, m}, e so vse njene komponentne funkcije fi,..., f,; tega razreda.
Jacobijeva matrika preslikave f je m x n matrika

Jf(x) = ( 3,2( )> _

katere elementi so parcialni odvodi komponent f; po spremenljivkah x;. Cejen=m
se determinanta det J f Jacobijeve matrike imenuje Jacobijeva determinanta.

Naj bo D domena v R”. Preslikava f : D — R" razreda ¢ se imenuje difeomorfizem
(ali natanéneje 6" difeomorfizem) na svojo sliko D' = f(D) C R", &e je bijektivna
in je inverzna preslikava f~' : D' — D tudi razreda %”. MnoZico vseh €”
difeomorfizmov D — D' oznadimo z Diff"(D,D").

Po izreku o inverzni preslikavi je homeomorfizem f : D — D’ razreda ¢ tudi
¢" difeomorfizem natanko tedaj, ko je detJf(x) # 0 za vsak x € D. Preslikava
f D — R" razreda %", ki ni nujno injektivna in zados¢a pogoju detJ f(x) # 0
za vsak x € D, se imenuje lokalni difeomorfizem.

1.2.2 Holomorfne funkcije in preslikave

Modelna n-dimenzionalna kompleksna mnogoterost je kompleksen evklidski pros-
tor C", to je kartezi¢ni produkt n kopij kompleksne ravnine C. Naj bodo z =
(z1,---,2zn) kompleksne koordinate na C":

Zj =xj+iyj, Xj,Yj eR, i=v-1.

Za vsako diferenciabilno kompleksno funkcijo f = u+iv : D — C na domeni
D C C" je diferencial v poljubni tocki a € D,

_ v L9
fo = ;T@(a)dx]+ayj (a)d}’]a

realno linearna preslikava Rzﬁ = C" — C. Razcepimo ga na vsoto C-linearnega dela
df in C-antilinearnega dela d f:

df = o0f+df = Z 3e. dz,+z dz, (1.3)
J

Pri tem je dz; = dx; +idy;, dZ; = dx; —idy; in
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af_1<af A8f> af_1(af 8f>

25~ 2\ax 9y, "o,

5% = 2 (1.4)

Definicija 1.14 Diferenciabilna funkcija f : D — C na domeni D C C" je
holomorfna, ¢e zadosc¢a naslednjim ekvivalentnim lastnostim v poljubni tocki a € D:

o diferencial df, : C" — C je C-linearna preslikava.

o df=4df.
e Jf=0.

V primeru n = 1 je diferencial df, kompleksno linearen natanko tedaj, ko je f
kompleksno odvedljiva v tocki a, to je, ko obstaja njen kompleksni odvod

f/(a) _ limf(z)_f(a).

—a 7—a

Diferencial je tedaj enak d f,(h) = f'(a)h, h € C. Pis§emo
dfa = f'(a)dz = f'(a)(dx+idy).

V poljubni dimenziji je pogoj g—zf_(a) = 0 ekvivalenten temu, da je funkcija f
J
parcialno kompleksno odvedljiva na spremenljivko z; v tej toCki; torej da je funkcija

C’_>f(al7'"aaj*]agvaj+1a"')

kompleksno odvedljiva pri { = a;.

V splo$nem je funkcija f(z1,...,z,) holomorfna natanko tedaj, ko velja
= d
df =0 —f =0 Vj=1,...,n
dZ;

PiSimo f = u+1iv, kjer sta u in v realni funkciji. Enacba a%f = 0 je ekvivalentna
J

Cauchy-Riemannovemu sistemu

u v u v
Ty o (>

Najpreprostejsi primeri holomorfnih funkcij na (odprtih podmnoZzicah) C" so
polinomi v zy,...,z, (holomorfni polinomi) ter racionalne funkcije g, kjer sta P,Q
polinoma; slednja je holomorfna na mnozici Q # 0.

Po izreku Hartogsa je funkcija f(z1,22,...,2,) holomorfna natanko tedaj, ko je

separatno holomorfna v smislu, da je za vsako tocko a = (ay,...,a,) € D in za
vsak j=1,...,n funkcija

Cr—>f(al,...,aj,l,c,ajﬁ,...,an)
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holomorfna na mnozici {§ € C: (ay,...,aj-1,§,aj11,...,a,) € D}. Netrivialno je
videti, da je vsaka separatno holomorfna funkcija zvezna. (Ce predpostavimo difer-
enciabilnost, je seveda funkcija avtomati¢no zvezna.) Iz separatne holomorfnosti
ter zveznosti dobimo s pomocjo n-kratne uporabe obiCajne Cauchyjeve integralne
formule naslednjo Cauchyjevo integralno formulo na vsakem polidisku

Pla,r) = {z€C":|zj—aj| <rj, j=1,...,n}, r=(r1,...,rs) € (0,00)",

z zaprtjem P(a,r) C D:

_ 1 [, G)dE - dGy
f(ZI’“"ZH) B (27“)" /\Cl—a1|=r.1“/|§n—a,,|=rn (CI_ZI)"'(gn_Zn) '

Ta formula velja, ¢e je f zvezna na zaprtem polidisku P(a,r) in holomorfna na
odprtem polidisku P(a,r).

Z razvojem n-ternega Cauchyjevega jedra

1
(Cl _Zl)"'(gz_Zrz)

v geometrijsko vrsto okrog tocke a in ¢lensko integracijo dobimo razvoj holomorfne
funkcije v konvergentno poten¢no vrsto na poljubnem polidisku P(a,r) C D:

C(z,6) =

f(Z) = Z Ck17~-~7kn(11_al)k] "'(Zn_an)kn = Z Ck(Z—a)k-

kps....kn=0 kEZi

Pomembno je, da zgornja vrsta ne vsebuje nobenih ¢lenov oblike z; —a;.
Oznacimo z €' (D) algebro vseh holomorfnih funkcij na domeni D C C”. Standardna
oznaka & je po japonskem matematiku z imenom Kiyoshi Oka, enem od pionirjev
kompleksne analize v ve¢ spremenljivkah. Algebra &'(D) ima sorodne lastnosti
kot v primeru D C C (to je, holomorfne funkcije ene spremenljivke), so pa tudi
nekatere pomembne razlike. Ena od njih je fenomen analiticnega nadaljevanja. Za
poljuben n > 1 imamo pare domen D C D’ v C" z lastnostjo, da je vsaka holomorfna
funkcija na D zoZitev neke holomorfne funkcije na D'; skratka, zoZitvena preslikava
O(D") > f+ flp € O(D) je surjetivna.

Ce je D domena v C", je zvezna preslikava f = (fi,..., fn) : D — C™ holomorfna,
¢e so vse njene komponentne funkcije fi, ..., f;, holomorfne. Kompleksna Jacobi-
Jjeva matrika preslikave f je m X n matrika

Jef (@) = (32<Z>>

Jj=1.n

parcialnih odvodov komponent f; po kompleksnih spremenljivkah z;. Cejen=
m, se determinanta kompleksne Jacobijeve matrike detJc f imenuje kompleksna
Jacobijeva determinanta.
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Naloga 1.15 Naj bo D domena v C" in f = (fi,...,fu) : D — C" holomorfna pres-
likava. Ce identificiramo C" z R?" na standarden nacin, tako da kompleksni koordi-
nati z = (z1,...,2s), 2j = X + iy;, priredimo realne koordinate (x1,y1,...,X,,y,) na
R?", lahko f identiciramo s preslikavo F = (Fi,...,F>,). PokaZi, da je

detJF(z) = |detJcf(z)?, zeD,

kjer je JF(z) realna 2n x 2n Jacobijeva matrika preslikave F v to¢ki z = x+1y in je
Jef(z) = (df;/dz;) kompleksna Jacobijeva matrika preslikave f. O

Preslikava f : D — C" z domene D C C" se imenuje biholomorfna na svojo sliko
f(D) = D' C C", &e je njen inverz f~' : D' — D tudi holomorfna preslikava.
Po izreku o inverzni preslikavi je inverz f~! holomorfen natanko tedaj, ko je
kompleksna Jacobijeva determinanta J¢ f(z) razliéna od 0 v vsaki to¢ki z € D. V
tem primeru velja naslednji moc¢nejsi rezultat:

Izrek 1.16 Injektivna holomorfna preslikava f : D — C" z domene D C C" je
biholomorfna na svojo sliko.

Za gladke ali realno analiticne preslikave analog tega izreka ne velja, kar pokaze
primer funkcije f(x) = x3, katere inverz </x ni odvedljiva funkcija pri x = 0.
Holomorfna (ne nujno injektivna) preslikava f : D — C" z domene D C C" se
imenuje lokalno biholomorfna, Ce je Jof(z) # 0 za vsak z € D. Torej ima vsaka
to¢ka z € D okolico U C D, tako da je f|y : U — f(U) biholomorfna. Biholomorfna
preslikava domene D same nase se imenuje holomorfen avtomorfizem domene D;
mnozico vseh holomorfnih avtomorfizmov ozna¢imo z Aut(D).

1.2.3 Gladke mnogoterosti brez roba

Naj bo X topoloska mnogoterost brez roba in % = {(U;,¢;) : j € J} atlas na X.
PiSimo U;; := U;NU;.

Definicija 1.17 Topoloski atlas % = {(U;,9;) : j € J} na topoloski mnogoterosti
X se imenuje € -atlas za nek r € {1,...,00, @}, e je za vsak par indeksov i,j € J
prehodna preslikava

9ij = ¢io9; " 9;(Uij) — 6i(Uy)
difeomorfizem razreda €".

Ce velja pogoj v definiciji za nek par kart (U;, ¢;), (U}, 9;), potem pravimo, da sta
ti dve karti med seboj ¢ -kompatibilni (ali skladni). V primeru U;; = @ je pogoj
na prazno izpolnjen. DruZina prehodnih preslikav ocitno zadosca naslednjim trem
pogojem na ustreznih domenah:
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o ¢;=1d;
e ¢ij0 ;i =1d (ckvivalentno, ¢ = ¢;);
e 0ijo ;o = Id (ekvivalentno, ¢;; o ¢ = dir).

DruZina {¢;;} s temi lastnostmi se imenuje /-kocikel difeomorfizmov.

oi 0;

Co ) L0

R" i

Definicija 1.18 Dva ¢” atlasa % = {(U;,¢;)} ter ¥ = {(V;,y;)} na topoloski
mnogoterosti X sta €" ekvivalentna (ali ¢’" kompatibilna), ¢e je njuna unija % UV
spet € atlas.

OC¢itno sta atlasa 7 in ¥ ekvivalentna natanko tedaj, ko je vsaka karta (U;, ¢;) € %
kompatibilna z vsako karto (V;,y;) € ¥. Ni tezko videti, da je ¢"-ekvivalenca
ekvivalencna relacija na mnozici vseh € atlasov na dani mnogoterosti X.

Definicija 1.19 Mnogoterost razreda ¢ je topoloska mnogoterost X skupaj z
izborom ekvivalencnega razreda €"-atlasov. Ce je r = oo, se X imenuje gladka
mnogoterost.

Ekvivalentno, 6" struktura na X je dolodena z izborom maksimalnega %" -atlasa na
X. Tak atlas je unija vseh ¢ atlasov v izbranem ekvivalen¢nem razredu.

Naloga 1.20 Naj bo {(U,9),(V,y)} atlas na n-sferi §" C R**!, definiran s
stereografsko projekcijo. (Glej primer [I.5] na str. [3]) PokaZi, da ta atlas definira na
S" isto realno analiti¢no strukturo kot atlas {(Uji, (j);t)7 j=0,...,n} iz primera|l .4
na str. 2
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1.2.4 Gladke mnogoterosti 7 robom

Definicijo lahko uporabimo tudi za atlase na topoloskih mnogoterostih z
robom. Tako dobimo pojem € mnogoterosti z robom.

Prehodna preslikava ¢;; med poljubnima dvema kartama v danem %" atlasu je
difeomorfizem med odprtimi podmnoZicami v zaprtem polprostoru

H" = {y=1,...,0n) €R" 1y, >0}

Iz izreka o inverzni preslikavi sledi, da je difeomorfizem odprta preslikava, kar
pomeni, da je slika odprte mnoZice v R" spet odprta mnoZica v R". Torej ¢;; preslika
notranjost V =V N {y, > 0} v notranjost ¢;;(V) N {y, > 0} ter rob V N {y, =0} v
rob ¢;;(V) N {y, = 0}. (To velja tudi v primeru homeomorfizmov, kot smo videli v
podrazdelku[I.1.2]z uporabo Brouwerjevega izreka o invarianci odprtih mnoZic.)
Naj bo % = {(U;, ¢;)} nek €¢"-atlas na mnogoterosti z robom (X",dX). DruZina
vseh kart na robu 0X oblike

(UimaXa¢i|U,ﬂaX)? (Ui7¢i) 6%7
kjer je
Pilunax = UiNdX — ¢i(Ui) N{y = 0}
odprta v 90X CHn _Rn-1
je €" atlas na dX, ki definira na dX strukturo ¥ mnogoterosti dimenzije n — 1.

ZapiSimo to ugotovitev.

Izrek 1.21 Ce je X n-razsezna mnogoterost z robom razreda €" za nek r € Z.4 U
{0, 0}, potem je njen rob 0X (n— 1)-razsezna mnogoterost razreda €" brez roba.

Primer 1.22 Naj bo p : R” — R gladka funkcija in
X ={xeR":px) <0} #02.

Ce je 0 regularna vrednost funkcije p, kar pomeni da je dp(x) #0 za vsak x €
p~1(0), potem je X n-dimenzionalna mnogoterost (zaprta domena v R") z gladkim
robom

X = {xeR":p(x) =0}.

Lokalne karte v robnih to¢kah x € dX dobimo z izrekom o implicitni funkciji. O

Analog zgornjega primera velja, ¢e ambientni prostor R” nadomestimo s poljubno
gladko n-razseZzno mnogoterostjo. V obratni smeri velja naslednji izrek, ki ga
ne bomo dokazali, dasiravno dokaz ni posebej tezak. Pojem difeomorfizma
mnogoterosti je uveden v razdelku

Izrek 1.23 Vsaka kompakina mnogoterost z robom razreda €" (r € Z1 U {0, w})
je € difeomorfna neki domeni s €" robom v mnogoterosti razreda ¢" brez roba.
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1.2.5 Orientabilne mnogoterosti

Orientabilne mnogoterosti so zelo pomemben razred mnogoterosti, Se posebej v
teoriji integracije diferencialnih form, ki ga bomo obravnavali v poglavju[6 Pojem
orientabilnosti lahko definiramo na topoloskih mnogoterostih. Mi se bomo omejeli
na gladke mnogoterosti, kjer je definicija preprostejsa.

Definicija 1.24 Atlas % = {(U;,¢;)} razreda €" (r > 1) na mnogoterosti X je
orientiran, ¢e vse prehodne preslikave ¢;; = ¢; o ¢J’1 ohranjajo orientacijo, to je,
Jacobijeva determinanta det(J¢;;) > 0 je pozitivna v vsaki tocki.

Mnogoterost X je orientabilna, Ce ima orientiran atlas; v nasprotnem primeru je
neorientabilna.

Orientirana mnogoterost je orientabilna mnogoterost skupaj z izborom orientacije,
ki jo doloca nek orientiran atlas.

Ce je mnogoterost X povezana in orientabilna, potem ima natanko dve orientaciji.
Ce je % = {(U;, )} orientiran atlas na X, dobimo orientiran atlas ¥ = {(U;, y;)}
z nasprotno orientacijo npr. tako, da v vsaki karti ¢; = (¢;1,...,9;,) iz atlasa %
spremenimo znak n-te komponente, torej vzamemo VW = (@i 1,...,in—1,—in)-
Prehodna preslikava med ¢; in y; je tedaj ¢; o 1//[1 (X153 %n) = (X1, oy Xne1, —Xn)
z Jacobijevko —1 v vsaki tocki.

NajpreprostejSa primera neorientabilne mnogoterosti sta Mobiusov trak in projek-
tivna ravnina. Prvega dobimo npr. tako, da v kvadratu [—1,1]?> C R? identificiramo
vsako to€ko (—1,y) s tocko (+1,—y) za vsak y € [—1,+1]. To pomeni, da zlepimo
levo stranico kvadrata z desno stranico v nasprotni smeti. Dobljeni trak ima samo
eno stran in njegov rob je sklenjena krivulja (kroZnica), sestavljena iz spodnje in
Drug osnovni primer neorientabilne mnogoterosti (ploskve) je realna projektivna
ravnina RIP?, ki jo lahko predstavimo kot kvocientni prostor 2-sphere S C R? pri
identifikaciji to¢ke x € S? z njej antipodno tocko —x. (Topolosko dobimo RP? tudi
tako, da nalepimo na Md&biusov trak disk vzdolZz njegove robne krivulje.)

Podobno dobimo realen projektivni prostor RP” dimenzije n € N z identifikacijo
antipodnih to¢k na sferi §” C R**!, (Zan = 1 je RP' kroznica S'.)

IzkaZe se, da je realen projektivni n-prostor RP” orientabilen za lihe vrednosti  in
neorientabilen za sode vrednosti n.

Tretji primer neorientabilne ploskve je Kleinova steklenica K, ki jo dobimo tako,
da v kvadratu [—1,1]> C R? zlepimo levo in desno stranico v nasprotni smeri (kot
pri Mobiusovem traku), spodno in zgornjo stranico pa zlepimo v isti smeri, torej
identificiramo (x,—1) z (x,41) za vsak x € [—1, 1]. Topolosko gledano je to isto kot
da zlepimo dva Mobiusova trakova vzdolZ njunih robnih krivulj.

Projektivne ravnine RIP? in Kleinove steklenice, kot tudi ostalih kompaktnih neori-

entabilnih ploskev, ne moremo predstaviti kot vloZene ploskve (brez samopresecisc)
v R3, lahko pa jih na tak nain predstavimo v R*. Po drugi strani lahko vsako ori-

entabilno ploskev vloZimo v R3.
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Pojma orientabilnosti in orientiranosti lahko uvedemo tudi za topoloske mno-
goterosti s tem, da opredelimo, kdaj homeomorfizem ¢ : U — ¢(U) neke odprte
povezane mnozice U C R” na svojo sliko ohranja orientacijo. MoZna je povsem ho-
moloska definicija. Na primer, ¢e je M povezana sklenjena topoloska n-mnogoterost,
je M orientabilna natanko tedaj, ko je njena n-ta homoloska grupa H,(M,Z)
izomorfna grupi Z; orientacija na M ustreza izbiri generatorja te grupe. Za podrob-
nosti in definicijo orientabilnosti nekompaktnih topoloskih mnogoterosti glej npr.
Hatcher [26]].

Pomemben je naslednji rezultat. Krovne prostore bomo obravnavali v razdelku

Izrek 1.25 Vsaka neorientabilna povezana mnogoterost M razreda € ima dvo-
listen € krov w : M — M, katerega totalni prostor M je orientabilna mnogoterost.

1.2.6 Kompleksne mnogoterosti

Ozna¢imo koordinate na R?* =2 C" z
R S (X1, Y15 Xns¥n) ~ (X1 +1V1,- 0,2 +iyn) € C™
Kompleksna struktura na topoloski mnogoterosti X" je podana z atlasom
U = {(U,¢):ic.s}y, ¢:U—U CR" =C",
tako da so vse prehodne preslikave ¢;; : ¢;(U;;) — ¢;(U;;) biholomorfne.

Definicija 1.26 Kompleksna mnogoterost kompleksne dimenzije n je topoloska
mnogoterost X realne dimenzije 2n skupaj z izborom kompleksne strukture
(ekvivalentno, 7 izborom ekvivalencnega razreda kompleksnih atlasov na X ).

Kompleksno dimenzijo ozna¢imo z dim¢ X, torej je
dim]RX = 2dim(c X.

Kompleksna mnogoterost z atlasom, ki ima za prehodne preslikave racionalne
funkcije, se imenuje kompleksno algebraicna mnogoterost.

Iz naloge vidimo, da vsaka biholomorfna preslikava ohranja orientacijo, zato
je vsaka kompleksna mnogoterost orientabilna. (Glej definicijo [I.24] za pojem
orientabilnosti in orientacije mnogoterosti.)
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1.3 Primeri in konstrukcije mnogoterosti

1.3.1 Riemannove ploskve

Riemannova ploskev je ploskev, torej 2-razseZzna mnogoterost, skupaj z izborom
kompleksne strukture. Drugace povedano, Riemannova ploskev je kompleksna
mnogoterost kompleksne dimenzije 1. NajpreprostejSi primeri so domene v
kompleksni ravnini C.

NajpreprostejSa kompaktna Riemannova ploskev je Riemannova sfera (glej primer
na str. . To je topoloska 2-sfera §> = CU {eo} (kompaktifikacija ravnine C
z eno tocko), opremljena s kompleksno strukturo, ki jo dobimo npr. s pomocjo
stereografske projekcije enotne sfere v C x R na C v primeru [I.6
Riemann—Koebejev izrek pove, da je vsaka povezana in enostavno povezana
Riemannova ploskev biholomorfno ekvivalentna eni od ploskev S* (Riemannova
sfera), C, ali A = {z € C: [z] < 1}. (Glej izrek [I.111|na str.[61])

Vsaka Riemannova ploskev X je holomorfen kvocient ene od zgornjih treh
ploskev po neki diskretni grupi holomorfnih avtomorfizmov. (Pojem kvocientne
mnogoterosti po diskretni grupi bomo obravnavali v razdelku ??.) Velika vecina
Riemannovih ploskev je kvocient diska A.

1.3.2 Kartezicni produkt mnogoterosti

Ce sta X" in Y™ mnogoterosti razreda ¢”, ima kartezi¢ni produkt X x ¥ naravno
strukturo ¢ mnogoterost dimenzije n + m, ki jo dobimo iz kartezi¢nih produktov
kart na obeh mnogoterostih.

Izberimo ¢ atlas % = {(U;,¢;)} na X in €¢" atlas ¥ = {(V;, ;) } na Y. Produktni
atlas na X x Y je {(U; x V},¢; x y;)}, Kjer je preslikava

oix ;Ui xV; = R"xR"
definirana s predpisom
(0 < y;)(x,y) = (9i(x), w;(y) ER" xR™ = R"™.
Ocitno je ¢; X y¥; homeomorfizem na svojo sliko. Prehodne preslikave so oblike
(u,v) = (@ (), w75 (v)),

torej so ¢ difeomorfizmi. Kartezi¢ni produkt X x Y dveh %" mnogoterosti,
opremljen s produktnim atlasom, je torej 4" mnogoterost.
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Enako vidimo, da je produkt X x Y dveh kompleksnih mnogoterosti spet komplek-
sna mnogoterost in velja

dimc X xY = dimgX +dimcY.

Primer 1.27 Produkt n kopij kroZnice je n-dimenzionalni torus T" = S! x ... x S'.

1.3.3 Kvocientne mnogoterosti

Za motivacijo si ponovno oglejmo kroznico S'. Ta je izomorfna kvocientnemu
prostoru R/Z mnoZice realnih $tevil po podgrupi vseh celih Stevil. Ce si S
predstavljamo kot mnoZico vseh kompleksnih Stevil z normo ena, lahko kvocientno
projekcijo 7 : R — S' podamo s preslikavo

m:R—S'cC, n@) =", teR.

Naj bo X topoloski prostor in ~ neka ekvivalen¢na relacija na X. MnoZica X/~,
katere elementi so ekvivalencni razredi relacije ~, se imenuje kvocientni prostor
prostora X glede na ~. Ozna¢imo s 7 : X — X /~ kvocientno projekcijo, ki elementu
x € X priredi njegov ekvivalencni razred

X = {yeX:x~y}eX/~.
Topologijo na X/~ definiramo z zahtevo, da je mnoZica U C X/~ odprta natanko

tedaj, ko je njena praslika 77! (U) C X odprta. To je najmocnejsa topologija na
X /~, v kateri je projekcija 7 zvezna preslikava.

]( ) n Y(U)
X/~ D U

Naslednji trditev je ocitna posledica definicije kvocientne topologije.

Trditev 1.28 Kvocientna projekcija  je odprta preslikava natanko tedaj, ko je ~
odprta relacija v naslednjem smislu: za vsako odprto mnoZico V. C X je mnoZica
' (n(V))={xE€X:x~yzanekyecV} odprta.

Naslednja trditev karakterizira Hausdorffovo lastnost kvocientnega prostora z
zaprtostjo grafa ekvivalencne relacije.

Trditev 1.29 Naj bo ~ odprta ekvivalencna relacija na Hausdorffovem topoloskem
prostoru X. Kvocientni prostor X /~ je Hausdor{fov natanko tedaj, ko je graf relacije
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Z={(x,y) eXxX:x~y}
zaprta mnoZica v X x X. Taka relacija se imenuje zaprta.

Dokaz Denimo, da je # zaprta podmnozica v X x X. Naj bosta x,y € X elementa,
ki doloCata razli¢na ekvivalen¢na razreda [x] # [y] v X /~. Torej (x,y) ¢ Z. Ker je
mnoZzica Z zaprta v X x X, obstaja odprta (produktna) okolica U x V C X x X tocke
(x,y), tako da (U x V)NZ = @. To pomeni, da za poljuben par X' € U, y € V velja
x' #y'. To pomeni, da sta projekciji 7(U), m(V) C X/~ disjunktni podmnoZici.
Ker je projekcija @ : X — X/~ odprta preslikava, sta 7(U) in (V) disjunktni
odprti okolici to¢k [x],[y] v X /~. To ravno pomeni, da je prostor X /~ s kvocientno
topologijo Hausdorffov prostor.

Dokaz v obratni smeri prepustimo bralcu. 0O

V nadaljevanju nas bodo zanimale ekvivalencne relacije ~ na mnogoterosti X, ki so
hkrati odprte in zaprte. Torej je kvocientna projekcija 7 : X — X /~ odprta preslikava
ter je X /~ Hausdorffov 2-Steven topoloski prostor. Zanimali nas bodo primeri, ko
je X/~ spet mnogoterost. Najprej si oglejmo nekaj primerov.

1.3.4 Projektivni prostori

Za poljuben kon¢no razsezen realen ali kompleksen vektorski prostor V dimenzije
n+1 > 1 definiramo projektivizacijo P(V) kot mnoZico vseh enodimenzionalnih
vektorskih podprostorov prostora V. Konkretno je V linearno izomorfen enemu od
prostorov R"*! oz, C"*! in

RP" = P(R""!) = mnoZica vseh realnih premic skozi 0 v R"*!,

CP" = P(C"™') = mnozica vseh kompleksnih premic skozi 0 v C"*!,
Na R?*! = R"+1\ {0} definiramo ekvivalen¢no relacijo s predpisom
x~y <= y=tx zanekt € R* =R\ {0}.

Torej je x ~ y natanko tedaj, da sta vektorja x in y kolinearna.
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X~y

Ocitno je ~ ekvivalencna relacija. Kvocientni prostor se imenuje realen n-razseZen
projektivni prostor RPP":

RI+
b
RP" = R/~
Za vsak vektor x = (xg,...,x,) € R"*! ozna¢imo njegovo sliko s
T(x) = [x0:x):...:x,) € RP".
Po definicije relacije ~ velja
Xoixi:-ixy] = [yoiyii--iyp) = 3Jt€R* 31y, =1x; Vj=0,1,...,n. (1.6)

To so homogene koordinate na RP". Podobno definiramo kompleksne homogene
koordinate [zo : z : ... : z,] na kompleksnem projektivnem prostoru CP".

Trditev 1.30 Kvocientna projekcija m : R — RP" je odprta in RP" je kompakten
Hausdorffov. Isto velja za projekcijo it : C'+! — CP".

Dokaz Naj bo U odprta mnoZica v R”*!. Potem je mnoZica

n N (x(U)) = |Jw

teR,

(to je stozec nad U) odprta, saj je unija odprtih mnozic tU (¢t € R,). Iz trditve [T.2§]
sledi, da je projekcija 7 : R**! — RIP" odprta preslikava.
Graf relacije ~ je mnoZica

{(x’y) eRIMIXRIT: Y ()’ = 0}7

ki je zaprta, saj je nicelna mnoZica zvezne funkcije (polinoma). Torej je projektivni
prostor RP" Hausdorffov po trditvi[T.29]
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Naj bo " enotna sfera v R"*!. Vsaka premica skozi izhodii¢e v R"*! seka sfero S"
v paru antipodnih to¢k 4x in zato velja 7~ (7(x)) = {x, —x}. Torej je

RP" = 1(S") = S"/os.

Ker je sfera kompaktna in je 7 : " — RP" zvezna surjektivna preslikava, je tudi
projektiven prostor RP” kompakten. Vsako vlakno projekcije vsebuje dve tocki,
zato lahko vlakno abstraktno identificiramo z grupo Z, = {0,1}.

Ty ——— §"
nl 2-listna projekcija

RP"

Analogni zakljucki veljajo za kompleksen projektivni prostor CP*. Naj bo $2'*! ¢
C"*! enotna sfera v C"*! = R?"*+2, Vsaka kompleksna premica

Cz = {tz:teC}cC!
skozi poljubno to¢ko z € S+ seka sfero $**! v kroZnici
Czns™™ = {ez:1 e R} = 5.

Te kroZnice so paroma disjunktne in sestavljajo foliacijo sfere.
Zozitev projekcije 7 : C?T! — CP" na sfero je Hopfova fibracija © : S+ — CP",
ki je realno analiti¢en sveZenj z vlaknom S' (angl. circle bundle):

Sl ( S2n+1
ln
(C]P}n
S tem je trditev dokazana. (Ve¢ o sveznjih najdemo v razdeku[1.9) O

Sedaj bomo opisali konstrukcijo realno analiticnega atlasa na RP” ter kompleksnega
atlasa na CP". Za vsak j =0,1,...,n definiramo

Ui = {x=(x0,...,%,) ERI:x; £0}, V; = n(U;) C RP".
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Rr+! /:(xo7.--,xn)
~—

xp =1

)C():O

Definiramo preslikavo ¢; : V; — R" s predpisom

05 (1) = 95 (x0 x5 i) Y (0 L e )

) 3
Xj Xjo Xj Xj

Iz (1.6) sledi, da je ¢; dobro definirana, saj so razmerja x;/x; neodvisna od izbire
homogenega predstavnika elementa v RP". OCitno je ¢; bijekcija in lahko je
preveriti, da je homeomorfizem na R”. Njen inverz je

07 31y oyn) = Dnsosyj i Liyjc iy €V

Za vsak par indeksov 0 < i < j < n je prehodna preslikava med ¢; in ¢; enaka

- VI Yiel Vit 1 Yn
¢y = ¢'O¢'l Y1y ) = (7"'7 ) 7"'77"'7)'
40) (@ ! ) 2 Yi Yio i Yi Yi
Odtod vidimo, da je {(V},9;) : j =0,1,...,n} realno analitien atlas na RP" oz.
holomorfen atlas na CP".
Posebej si oglejmo atlas na CP'. Ta sestoji iz dveh kart:

tollc:w) = Z€C (£0).  hillz:w]) = = (w£0).

Sk

Prehodna preslikava je torej ¢ oy~ ({) = 1/¢. To pomeni, da je CP! Riemannova
sfera. Dokazali smo naslednjo trditev.

Trditev 1.31 Realen projektivni prostor RP" z atlasom {(V},¢9;) : j=0,1,...,n} je
kompaktna realno analiticna mnogoterost dimenzije n.

Kompleksen projektivni prostor CP" s tem atlasom je kompaktna kompleksna
mnogoterost kompleksne dimenzije n. Prostor CP' je Riemannova sfera.

Projektivni podprostori. Projektivni prostor P vsebuje veliko linearno vloZenih
kopij prostora P¥ za 1 < k < n; to velja tako za realne kot za kompleksne projektivne
prostore. Dejansko, vsak (k -+ 1)-razseZen linearen podprostor £ C C"*! inducira
komutativen diagram
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I\ {0} & Cr!

L]

P(X) = CPt & CP"

Kompleksne premice skozi 0 v X so tocke v P(X) = CPX.

Ce je k =n—1, je £ hiperravnina v C"*!, podana z netrivialno linearno enabo
apzo + ... +anz, = 0, torej je a; # 0 za nek j. Prirejena projektivna hiperravnina v
CP" je
n
P(X) = {[zo:zl D17y €CP: Zajz,-=0}.
j=0
Definicija je neodvisna od predstavnika ekvivalencnega razreda, saj se multiplika-

tiven faktor t € C* krajSa.

Projektivno zaprtje. Na preprostem primeru bomo opisali pojem projektivnega
zaprtja. Vzemimo neko afino linearno hiperravnino L C C™:

L = {(Cl,...,Cn)E(C":ao—kiajé‘j:O}. (1.7)
=

=1
Prostor C" vlozimo na standarden na¢in kot podmnozico v CP":

C" = {[z0:21:...:2,) € CP" : 29 #0},

[z0:21 1. 120 &2 (Zl Z") = (&1,...,5) eC".

; y
20 20

Zanima nas, kaj je zaprtje L C CP". Enac¢bo (1.7) homogeniziramo (oz. projek-
tiviziramo) tako, da vstavimo izraze

4
Cj ZO’

j=1,...,n,
v enacbo za L in pomnoZimo z zg. Tako dobimo
_ n
L = {[ZO 171012y €CPM: Zajzj:O}.
=0
Presek L s hiperravnino v neskonénosti H = {z9 = 0} = CP"~! je enak
_ n
LNH = {[0:11 RS A Zajzjo}.
j=1

Torej je LN H hiperravnina v H = CP"~!, izomorfna prostoru CP"~2.
Konstrukcijo projektivizacije lahko posplo§imo takole. Ce je
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L={(&,....5) €C":P(&i,...,5) =0},

kjer je P polinom stopnje d (ne nujno homogen), pisemo {; = Z—(’) in vstavimo v P:

~ d Zj Zn
P(z0y...,20) = 2P| =,...,— | .
20 20

Homogen polinom P stopnje d se imenuje homogenizacija polinoma P. MnoZica
L={lz:...:2:) €CP": P(z0,...,21) =0}

je topolosko zaprtje mnozice L C C" v projektivnem prostoru CP” in se imenuje
projektivizacija L.

Algebrai¢ne mnoZice v projektivnem prostoru. Ce je P(z0,-..,22) Z 0 homogen
polinom stopnje d € N, potem je mnoZica

Ap = {[zo:...:zn]E(CIP’”:P(ZO,...,Z,,):O}

projektivno algebraicna hiperploskev stopnje d. Lahko opazujemo tudi mnoZice,
definirane z ve¢ homogenimi polinomskimi ena¢bami:

Ap NAp,N...NAp, ... projektivno algebrai¢na podmnoZica v CP". (1.8)

Poljubna projektivno algebraicna mnoZica CP" je koncna unija A = A; U --- UA
mnozic A oblike (L.§).

Primer 1.32 MnoZica
C = {(x,y) eC?:. 2 :y3}

je afino algebrai¢na kompleksna krivulja v C? s singularnostjo v (0,0). Ce pisemo
x=2z/§ in y=w/{ ter vstavimo v enatbo za C, dobimo enabo za projektivno
zaprtje C v projektivni ravnini CPP?:

C = {[§:z:w] €CP?: 22¢ =w'}.
Njen presek s premico v neskoncnosti je
Cn{¢=0} = {[0:z:0]}={[0:1:0]}.

Presecno $tevilo krivulje C s premico v neskon¢nosti H = {{ =0} v to¢ki [0: 1 : 0]
je enako 3; pravimo tudi, da je to trojna presec¢na tocka.

Opomba 1.33 Lokalno presecno Stevilo dveh kompleksnih krivulj v C? (ali v
poljubni kompleksni ploskvi) izraCunamo tako, da lokalno definicijsko funkcijo
ene krivulje (v naSem primeru npr. funkcijo {, ki definira projektivno premico
{¢ =0} = H) zozimo na drugo krivuljo (v naSem primeru C) in jo izrazimo v lokalni
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karti na drugi krivulji, v kateri presecni tocki ustreza izhodisce. Presecno Stevilo je
tedaj red nicle zoZene funkcije v izhodisc¢u. Iz definicije sledi, da je lokalno prese¢no
Stevilo dveh kompleksnih krivulj vselej pozitivno.

V zgornjem primeru je primerna lokalna koordinata na C funkcija w (saj prese¢ni
tocki ustreza w = 0), zvezo med { in w (v lokalni karti {z = 1} na CPP?) pa nam
podaja enaéba ¢ = w3. Red nicle funkcije { pri w = 0 je enak 3 in to je presetno
Stevilo med C in H v to¢ki [0: 1: 0].

Globalno presecno stevilo dveh krivulj je definirano kot vsota lokalnih presecnih
Stevil v vseh presecnih tockah. Za krivulje v kompaktni komleksni ploskvi (kot npr.
CP?) je to vselej nenegativno (konéno) celo §tevilo. Krivulje v odprtih ploskvah
(kot npr. C?) pa se lahko sekajo v $tevni diskretni mnoZici to¢k in v tem primeru
globalnega presecnega Stevila ni mogoce smiselno definirati.

Naloga 1.34 DokaZi, da je presecno stevilo vsake kompleksne krivulje stopnje d v
CP? s katerokoli projektivno premico CP' C CP? enako d, torej stopnji krivulje.

Nekaj vec o prese¢ni teoriji podmnogoterosti bomo povedali v razdelku[d.3] Ta tema
je celovito obravnavana v monografiji Fultona [19].

1.3.5 Grassmanove mnogoterosti

Grassmanove mnogoterosti G (R") in Gy(C") za k = 1,...,n — 1 so naravne
posplositve realnih oziroma kompleksnih projektivnih prostorov.
Naj bo 1 <k < n. Ozna¢imo z V; (R") mnoZico vseh urejenih k-teric X = (x',. .., x¥)
linearno neodvisnih vektorjev x! ..., x* € R". Tako k-terico imenujemo k-ogrodje v
R”. O¢itno lahko Vi (R") identificiramo z mnoZico vseh n x k matrik maksimalnega
ranga k; slednja je odprta podmnozica v R,
Vsako k-ogrodje X € Vi(R") dolo¢a linearno lupino Lin(X) C R”, ki je k-razseZzen
vektorski podprostor prostora R”. Na mnozici Vi(R") uvedemo ekvivalen¢no
relacijo

X~Y <= Lin(X) = Lin(Y).

Elementa X,Y € Vi (R") sta ekvivalentna (X ~ Y) natanko tedaj, ko obstaja matrika
A € GLy(R), tako da je X-A =Y (matri¢ni produkt).
Nadalje zlahka vidimo, da je relacija ~ odprta in zaprta. Naj bo

T Vk(Rn) — Gk(Rn) = Vk(R”)/N (1.9)

kvocientna projekcija. Torej je G (IR") mnoZica vseh k-dimenzionalnih vektorskih
podprostorov v R*. V posebnem je

Gi(R") =RP" L.
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Iz trditve sledi, da je kvocientna topologija na Gi(R") Hausdorffova.

Na Gi(R") obstaja struktura realno analiti¢ne (natanéneje, realno algebrai¢ne)
mnogoterosti, tako da je projekcija 7@ realno analitiCna. Konstrukcija je
podobna kot pri projektivnih prostorih. Izberemo multiindeks I = (iy,ip,. .., i)
1 <ij <ip <--+<ix <n.Najbo Uy C Vi (R") mnoZica vseh matrik X € V;(R")
z neizrojenim k X k minorjem Xj, sestavljenim iz vrstic iy,...,i; matrike X. Naj
bo J =I° = (ji,..., ju_k) komplementarni multiindeks. Matrika X (X;)~! o&itno
zado$¢a pogoju (X (X;)~!); = I*** (identi¢na k x k matrika), njen (n — k) x k minor
(X (X;)~!), pa dolo¢a lokalno karto ¢ na odprti mnozici 7(U;) = V; C Gi(R"):

O Vi > RO e (X)) = (X(X) Yy (1.10)

Lahko je videti, da je ¢;([X]) res odvisna le od ekvivale¢nega razreda elementa X:
Ceje X ~Y,jeY = XA zaneko A € GL(R), zato je

Y(r)h = (XA)(XA) ! = XAAT (X)) = x(x) 7.
Prehodne preslikave med kartami so podane z racionalnimi funkcijami. O¢&itno je
dimGy(R") = k(n—k).

Preslikava A — A, ki priredi podprostoru A C R" njegov ortogonalni komplement,
inducira realno analiticen izomorfizem

Gi(R") — Gk (R).

V posebnem je torej projektivni prostor RP"~! = G (R") izomorfen Grassmanovi
mnogoterosti G, (R") vseh hiperravnin v R” skozi izhodisCe.

Ce uporabimo isto konstrukcijo na C-linearno neodvisnih k-tericah kompleksnih
vektorjev Z = (z',...,7K) € (C")¥, dobimo kompleksno Grassmanovo mnogoterost
Gy (C") vseh k-razseznih C-linearnih podprostorov evklidskega prostora C*. V tem
primeru so prehodne preslikave med kartami (T.10) kompleksno racionalne, zato je

G (C™) kompleksno algebrai¢na mnogoterost kompleksne dimenzije k(n — k).

1.4 Gladke funkcije in gladke preslikave mnogoterosti

Naj bo X mnogoterost razreda ¢ zanek r € {1,2,...,0, @, 0}.

Definicija 1.35 Zvezna funkcija f na mnogoterosti X je gladka razreda €" v tocki
p € X (realno analiticna v primeru r = ®; holomorfna v primeru r = O), Ce je za
neko lokalno karto (U, ¢) na X (iz atlasa, ki dolo¢a dano € strukturona X), p € U,
funkcija

foo~lio(U) =R
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gladka razreda €" v neki okolici tocke ¢ (p) € R". Funkcija f je razreda €" na X,
Ce je € v vsaki tocki p € X.

V primeru, ko je X kompleksna mnogoterost dimenzije n, nadomestimo R" s C" in
R s C; funkcija f : X — C je holomorfna, e je za vsako lokalno holomorfno karto
(U,¢) na X funkcija fod~": ¢(U) — C holomorfna.

pelU ! R
‘l{ " fop~!

¢(p) € ¢(U) CR"

Lema 1.36 Pogoj v definiciji je neodvisen od izbire lokalne karte v danem €
atlasu.

Dokaz Naj bo (V, ) neka druga lokalna karta na X, p € V. Tedaj je

foy™l = fo(9 ooy = (fop )o(goy).
Ker je ¢ o y~! prehodna preslikava v %" atlasu, je ¢ difeomorfizem. Odtod sledi,
daje foy ! razreda ©" natanko tedaj, ko je fo ¢! razreda ¥". O
Definicijo gladke funkcije bomo sedaj posplosili na preslikave med mnogoterostmi.
Definicija 1.37 Naj bosta X,Y dve €" mnogoterosti. Zvezna preslikava f : X —Y

Jje gladka razreda €" v tocki p € X, Ce obstajata lokalni karti (U, ¢) na X ter (V,y)
naY, tako davelja p € U, f(U) CV in je preslikava

F=wofod ' :o(U)— w(V)

razreda € v neki okolici tocke ¢(p) € R". Preslikava je razreda €" na X, Ce je
razreda 6" v vsaki tocki iz X.

v—L v
| o L

Lema 1.38 Definicija je neodvisna od izbire lokalnih kart na X in'Y.

Dokaz Naj bo (U’,¢') neka druga karta na X, p € U, ter (V/, y') neka druga karta
naY, f(p) € V'. Potem velja (oznako za kompozicijo izpustimo):

V)T = vy wreT o)) = (W h(wre (9.
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Preslikava y/y~! je prehodna preslikava med dvema kartama na Y, torej je €
difeomorfizem. Podobno je zadnja preslikava ¢ (¢’)~! na desni prehodna preslikava
med dvema kartama na X in zato ¢ difeomorfizem. Odtod sledi, da je preslikava
v f¢~! razreda €" natanko tedaj, ko je ¥/ f(¢')"! € € razreda ¥”. O

Definicija 1.39 €"-difeomorfizem f : X — Y je bijektivna preslikava (homeomor-
fizem) med €"-mnogoterostima, ki je € ter je njen inverz £~ tudi €.

Opomba 1.40 Iz definicij sledi, da je vsaka lokalna karta (U,9) na €'-
mnogoterosti X € -difeomorfizem U 9, o(U) C R

Trditev 1.41 Kompozicija gladkih € -preslikav mnogoterosti je spet € -preslikava.
Prav tako je kompozicija holomorfnih preslikav med kompleksnimi mnogoterostmi

spet holomorfna preslikava.

Dokaz Oglejmo si naslednji diagram preslikav:

f g
/\ /\
peUCX flp)evcy g(f(p))ewcz
l ) vfo! Jw ogy~! l ]
0€¢(U)CR 0cy(V)CR™ 0cO(W)CRF

"
By H(wro—)=6(gf)9~!

Kompoziciji g o f pripada v paru lokalnih kart (U, ¢ ) na X in (W, 0) na Z preslikava
fogofop~!, kije kompozicija € preslikav yo fop~! ter Bogoy!:

(Bogoy No(yofop™') = 0o(gof)op "

Zato tudi sama razreda €. 1z definicije sledi, da je go f razreda €”.

Dokaz za kompleksen primer je analogen iz sledi iz dejstva, da je kompozicija holo-
morfnih preslikav med odprtimi podmnoZicami kompleksnih evklidskih prostorov
spet holomorfna preslikava. O

Opomba 1.42 Iz trditvesledi, da mnogoterostirazreda 6" (r€{0,1,...,0,0})
kot objekti ter preslikave razreda €" kot morfizmi sestavijajo kategorijo. Prav tako
kompleksne mnogoterosti kot objekti ter holomorfne preslikave kot morfizmi sestavl-
Jjajo kategorijo.

Opomba 1.43 Ce sta X in Y €" mnogoterosti, sta avtomaticno tudi €* mno-
goterosti za vsak k < r. Torej lahko govorimo o €* preslikavah X — Y za vsak
k < r. Ne moremo pa smiselno definirati pojma €*-preslikave za k > r.
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V nadaljevanju bomo uporabljali naslednje oznake:

e ¢"(X,Y)je mnoZica vseh €"-preslikav X — Y.

o ¢"(X) = %" (X,R) je algebra vseh € funkcij na X.

e O(X,Y) je mnoZica vseh holomorfnih preslikav X — Y kompleksnih mno-
goterosti in &(X) = 0(X,C) je mnoZica vseh holomorfnih funkcij na X.

Iz definicij sledi, da vse lokalne lastnosti gladkih preslikav med evklidskimi
prostori, ki se ohranjajo pri kompozicij z difeomorfizmi, veljajo tudi za preslikave
mnogoterosti. Npr., definiramo lahko rang preslikave v tocki.

Definicija 1.44 Naj bo f : X — Y preslikava razreda €. Izberimo lokalno karto
(U,9) na X in lokalno karto (V,y) na Y, tako da velja p € U in f(U) C V. Potem
Jje rang preslikave f v tocki p Stevilo

rang,f = rang,,) (Yo fo o6 HezZ,.

Definicija ranga je neodvisna od izbire para lokalnih kart, saj so prehodne preslikave
med kartami difeomorfizmi, ki ohranjajo rang.

Primer 1.45 Oglejmo si preslikave v projektivne prostore:

X LRPY,  f() = (o) fuo).

Ta preslikava je dobro definirana na mnozici {x € X : fj(x) # 0za vsajen j}.
Predpostavimo, da je ta mnozica kar enaka X.

Kdaj je f razreda €"?
Preverimo v lokalnih kartah na RPV. Recimo, da je fj(a) # 0 za nek a € X. Torej
velja isto v neki okolici « € U C X. Sedaj vzamemo na RP" lokalno karto

Yo YN n
ot =|—,....,— | eRY
V/([YO yN]) <)’j )’j>

kjer smo na desni izpustili komponento i—’ =1:
J

o (BW @Y
wene = (B9, D) cp ew

Odtod vidimo: Ce so vse komponente fj € -funkcije na X, potem je preslikava
f:X — RPN razreda 6"

Podobno vidimo, da je za kompleksno mnogoterost X preslikava
X3z [fol2): fiz) ...t fn(z)] € CPY

holomorfna, ¢e so vse njene komponente f; holomorfne funkcije in je v vsaki tocki
vsaj ena od komponent razli¢na od nic.
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Primer 1.46 Meromorfna funkcija na domeni D C C (ali, splosneje, na poljubni
Riemannovi ploskvi) je holomorfna funkcija f : D\ {a;} — C na komplementu
neke diskretne mnozice tock {a;} C D, ki ima v vsaki tocki a; pol ali odpravljivo
singularnost. (Ce je D kompaktna Riemannova ploskev, je mnoZica {a;} koncna.)
Lokalno v okolici pola a; je

flz) = (g(z))ni’ g holomorfna v okolici to¢ke a;, nj € N. (1.11)
z—aj)
Brez izgube splosnosti lahko vzamemo, da je g(a;) # O in je n; stopnja pola.
Meromorfni funkciji f priredimo preslikavo f : D — CU{eo} v Riemannovo sfero
s predpisom

= f(z) Cejez#ajzavsak j,
flz) = Ceiez=a;: kK i
oo jez=ajzanek j

Ker velja lim;,4, [f(2)| = <o, je f zvezna preslikava D — CP!. Ce identificiramo
CU{e} s CP! tako, da C identificiramo z {[1 : z] € CP' : z € C} in oo s tocko
[0: 1], potem lahko f zapiSemo v obliki

z _ J:f(2)], z#ajzavsak j,
@) = {[0:1], ZZa;zanekj.

Trdimo, da je f holomorfna preslikava. V okolici tocke a j uporabimo predstavitev
(1.11)) in dobimo

fo = |1 29 | = e el cr

(z—aj)
Sedaj pogledamo f v drugi holomorfni karti w([zo : z1]) = z0/z1 na CP":

- (z—a;)" o
(wof)(z) = W holomorfna v okolici tocke a;.
V to¢ki z = a; ima y o £ ni¢lo reda n;. Zato je f : D — CP! holomorfna.
Obratno, vsaka holomorfna preslikava D — (CIPI, ki ni konstantno enaka vrednosti
oo =[0: 1] € CP!, dolo¢a meromorfno funkcijo na D.
Npr., vsaka meromorfna funkcija na C, ki je periodi¢na glede na neko mreZzo
(diskretno abelovo podgrupo) I C C, inducira holomorfno preslikavo C/I" — CP!.
Grupa I" ima lahko bodisi en generator (npr., Z C C) bodisi dva generatorja (npr.,
Z+iZ C C). Kvocient X = C/T" je v prvem primeru enak C*, v drugem primeru pa
je (kompleksni) torus. Tovrstne primere kvocientnih mnogoterosti bomo natancneje
obravnavali v razdelku [L.8]

Primer 1.47 Naj bo

F = (Py,P,...,Py): C""1 — CNH!
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holomorfna preslikava, katere komponente P; so homogeni polinomi stopnje d (vsi
iste stopnje!). Torej je F(tz) = t*F(z) za vsak t € C. Predpostavimo, da velja
F(z) =0 < z=0. (To lahko velja samo v primeru, ko je n < N.) Torej F preslika
vsako kompleksno premico v C™*! skozi izhodis¢e z = 0 v neko kompleksno
premico skozi izhodis¢e v CN*1. Zato F enoli¢no dolo¢a preslikavo f : CP* — CPV,
tako da komutira naslednji diagram:

cr+l £, o+ (1.12)

J o s
cp —L s cp¥
Naloga 1.48 Preveri, da je f holomorfna preslikava, ki je v vsakem paru

standardnih lokalnih kart na obeh projektivnih prostorih podana z racionalno
preslikavo v spremenljivkah z = (20,21 - .. ,zn) € C"*1.

V splosnem je mnoZica A = {z € C""! : F(z) = 0} kompleksni stoZec (unija
kompleksnih premic v C"*! skozi izhodii¢e) in velja O € A. Naj bo A = w(A,) C
CP". Dobimo komutativen diagram holomorfnih preslikav

crti\A £ oV (1.13)

| e

cP\A L cp¥

MnoZica A se imenuje mnoZica nedolocenosti preslikave wo F : C*1\ A — CP",
njena projekcija A C CP" pa je mnoZica nedoloCenosti preslikave f. Preslikave
te vrste se imenujejo meromorfne, saj so v lokalnih koordinatah na projektivnih
prostorih podane z meromorfnimi (racionalnimi) funkcijami.

Primer 1.49 Preslikava
F:C?> (z1,22) = [z1:22] € CP!

je holomorfna na C2, v izhodis¢u (0,0) pa ima to¢ko nedolocenosti. V lokalni karti
na CP!, podani z ¢([z1 : 22]) = z2/z1, je ¢ 0 F(z1,22) = z2/21. Praslika poljubne
tocke & € CP' je torej kompleksna premica v C? z enatbo z = {z;. Tocki § = co
ustreza premica z; = 0.

Oglejmo si poseben primer, ko je F' linearna preslikava F(z) = Az, kjer je A
kompleksna matrika dimenzije (N4 1) x (n+ 1). Tedaj je F homogena preslikava
stopnje 1 in pogoj F~!(0) = 0 je izpolnjen natanko tedaj, ko ima matrika A
maksimalni rang 7. Prirejena preslikava CP* — CP" v diagramu je linearna
vlozitev projektivnih prostorov; v primeru n = N je to linearen avtomorfizem
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prostora CP". Grupa vseh linearnih avtomorfizmov CP" se imenuje projektivna
linearna grupa,

PGL,(C) = GLy+1(C)/C* = GLy1(C)/{AI: A € C*},

kjer I oznacuje identi¢no matriko.

1.5 Gladke particije enote

Eno od pomembnih orodij pri delu z mnogoterostmi je obstoj gladke particije enote,
ki jo podaja izrek [I.50]

Naj bosta % = {Uq } in ¥ = {V;} dve odprti pokritji mnogoterosti X . Pravimo, da je
pokritje ¥ finejse od pokritja % = {Uy } (ali da je vértano pokritju %), Ce za vsak
indeks i obstaja indeks a = a(i), tako da je V; C Uy. Pokritje ¥ je lokalno koncno,
¢e ima vsaka tocka x € X okolico, ki jo seka najve¢ koncno mnogo elementov V;
pokritja. V tem primeru iz lokalne kompaktnosti X sledi, da tudi vsako kompaktno
mnoZico prostora X seka najve¢ koncno ¢lenov pokritja.

Izrek 1.50 (Gladke particije enote) Naj bo X mnogoterost razreda €" za nek
r€40,1,2,...,00}. Za vsako odprto pokritie % = {Uy} mnogoterosti X obstaja
finejse lokalno koncno pokritie ¥V = {V;} in funkcije y; : X — [0,1] razreda € (X),
tako da je supp(y;) C V; za vsak i ter ¥; wi(x) = 1 za vsak x € X. Ce je dano zacetno
pokritie % = {Ug} lokalno koncno, potem trditev velja za ¥V = % (to je, funkcije v
particiji enote lahko indeksiramo z isto indeksno mnoZico).

Opomba 1.51 Iz principa identi¢nosti za realno analiticne (in holomorfne) funkcije
sledi, da ne obstaja netrivialna €’ ® funkcija s kompaktnim nosilcem na nekompaktni
realno analiti¢ni mnogoterosti. Zato ni particij enote iz realno analiti¢nih funkcij.
To je vir mnogih pomembnih razlik v tehnikah, ki se uporabljajo po eni strani
na gladkih mnogoterostih in po drugi strani na realno analiti¢nih in kompleksnih
mnogoterostih. O

Dokaz Oglejmo si funkcijo #: R — R, definirano s predpisom

“1/x % 0
h(x) = e , Sejlex> R
0, cejex <0.

Dobro je znano, da je 2 > 0 gladka funkcija razreda €= (R). Izven tocke 0 je celo
realno analiti¢na, v tocki 0 pa velja lim,_,oh®) (x) = 0 za vsak k € N. O¢itno je
pozitivna na x > 0. Sedaj definirajmo funkcijo

g(x) = h(x+1)h(—x+1) >0, xeR.

1z lastnosti 4 sledi, da je g € ¥°(R) in njen nosilec je enak supp(g) = [—1,+1].
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Naj bodo x = (x1,...,x,) koordinate na R". Oznacimo

n
W* = Y.
i=1
Za vsak & > 0 je funkcija g5 : R" — R, definirana s predpisom
gs(x) = g(|x[*/8%) >0, xeR" (1.14)
gladka na R” in njen nosilec je zaprta krogla polmera § s sredi$¢em v 0 € R":
supp(gs) = B'(8) = {xeR":|x| <5}

Naj bo X mnogoterost dimenzije n in razreda " za nek r € {0,1,2,...,00}.
Kompaktna mnozica K C X se imenuje (zaprta) koordinatna krogla, ¢e obstaja
karta (U, ¢) na X (iz maksimalnega 6" atlasa na X), kjer je U neka odprta okolica
mnoZice K, tako da je ¢ (K) = B" (8) za nek 8 > 0. Notranjost K se imenuje odprta
koordinatna krogla, saj jo ¢ preslika na odprto kroglo B"(6). Naj bo g5 funkcija
(T:14). Funkcija g5 0 ¢ > 0 je tedaj gladka na U in supp(gs) = K. Zato lahko g
razsirimo do gladke funkcije razreda ¢ na X, ki je enaka O na X \ U.

Izberimo normalno iz¢rpanje X z naras¢ajoCim zaporedjem kompaktov:

LicLc-clJL =X, Li C Ljyy zavsak k € N.
k=1

Ce je X kompaktna, vzamemo X = L1, ostalih mnoZic pa ne bomo potrebovali.
Pokritje ¥ = {V;} in funkcije y; v izreku bomo konstruirali induktivno.

V prvem koraku izberemo za vsako tolko x € L; neko karto (Vy,¢,) na X, tako
da je V, C Ly, ¢(x) =0 € R” in je V, vsebovana v eni od mnoZic pokritja % .
Izberimo &, > 0 dovolj majhen, da je B" (8,) C ¢(Vy). Mnozica W, = ¢! (B"(5,))
je tedaj odprta koordinatna krogla, ki zado§¢a W, C V. Funkcija g = g5 0 ¢x > 0
je razreda 6" na V. in supp(gy) = W,. Kot zgoraj jo razirimo do %" funkcije
na X, ki je enaka 0 na X \ V,. Ker je mnoZica L; kompaktna, konéno mnogo
tako dobljenih koordinatnih krogel W, pokriva L;; oznacimo jih z Wi,...,W;,
pripadajoce vegje koordinatne okolice z Vi,...,V; (kjer je W; C V;), dobljene
funkcije pazgi,...,g, € €' (X), supp(gi) =W,.

Ce je mnogoterost X kompaktna in L; = X, smo postopek zakljugili in gremo na
zakljucek dokaza.

Denimo sedaj, da X ni kompaktna. Tedaj v drugem koraku ponovimo isti postopek
za kompaktno mnoZico L\ L; ter dobimo konéno druZino koordinatnih krogel
Wi, +1 C Vij4+1,...,W;, C Vi, in nenegativnih funkcij g;,+1,...,8i, € €"(X) za nek
ir > iy, takodazavsaki=ij;+1,...,i, veljasupp(g;) = W;in V; leZi v eni od mnoZic
pokritja % ter v mnozici L3. Postopek induktivno ponavljamo. V k-tem koraku za
nek k > 3 dodamo obstojedi druzini (W;,V;,g;) zai=1,...,i_; konéno druZino
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takih trojic za indekse i = i +1,. .., i, tako da je vsaka mnoZica V; vsebovana v
eni od mnoZic Uy € % in velja

ik
ViCLioi\Liea,  Li\Liic | W
i=ip_1+1

Naj bo {(W;,V;,gi) }ien tako dobljena druZina. (V primeru X = L; je to kon¢na
druZina iz prvega koraka.) Iz konstrukcije je o€itno, da je |J;cy Wi = X in je druZina
{Vi}ien lokalno konéna. Funkcija g = Y77 | g; je pozitivna in razreda € (X). (Ker je
druZina nosilcev supp(g;) lokalno konca, je na vsaki kompaktni mnozici K C X
le konéno mnogo ¢lenov vrste razliCnih od ni¢, zato vrsta konvergira v " (X)
topologiji na kompaktih v X.) Funkcije y; = g;/g € €7 (X) tedaj zado$Cajo pogoju
supp(y;) =W;in ¥ | y; = 1. Izrek je s tem dokazan. O

Posledica 1.52 Naj bosta E in F zaprti disjunktni podmnoZici €" mnogoterosti X.
Tedaj obstaja €" funkcija ) : X — [0,1], ki je enaka 0 na E in je enaka 1 na F.

Dokaz Izberimo pokritje % = {Uy } mnogoterosti X, tako da vsaka mnoZica Uy
seka kvecjemu eno od mnoZic E,F. Naj bo {(V;, ¥;) };en prirejena particija enote
kot v izreku Funkcija xy = Y/ y; € €7 (X), kjer je vsota po tistih indeksih i, za
katere je V; N E # @, o€itno zados¢a posledici. O

1.6 Podmnogoterosti

Modeli gladkih podmnogoterosti so gladke krivulje in ploskve v evklidskem
prostoru. Pojem podmnogoterosti bomo sedaj definirali za podmnoZice v poljubni
gladki ali kompleksni mnogoterosti.

Definicija 1.53 Naj bo X mnogoterost dimenzije m in razreda €" za nek r €
Zy U{eo,w}. PodmnoZica N C X se imenuje €™ podmnogoterost dimenzije n €
{0,1,...,m} (brez roba), &e za vsako tocko p € N obstaja odprta okolica U C X in
lokalna karta ¢ : U — U’ C R™ (v maksimalnem atlasu, ki doloca 6" strukturo na
X), tako da velja

O(NNU) = (R"x {0} ™")NU". (1.15)

Povsem analogno definiramo pojem kompleksne podmnogoterosti.

Vsaka lokalna karta (U, ¢) na X, ki zados¢a pogoju (I.19), se imenuje odlikovana
karta glede na N.

Ocitno je 0 < dimN < dimX. Oglejmo si najprej mejna primera dim/N = dimX
in dimN = 0. V prvem primeru iz definicij podmnogoterosti ter povezanosti sledi
naslednja trditev.
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Trditev 1.54 Naj bo X mnogoterost brez roba. Neprazna podmnoZica N C X je
podmnogoterost (brez roba) dimenzije dim N = dim X natanko tedaj, ko je N odprta
podmnoZica mnoZice X. Zaprta podmnoZica N C X je podmnogoterost dimenzije
dimN = dimX natanko tedaj, ko je N unija (nekaterih) povezanih komponent
mnogoterosti X.

Drug ekstremen primer so podmnogoterosti dimenzije nic.

Trditev 1.55 PodmnoZica N C X je podmnogoterost dimenzije dimN = 0 natako
tedaj, ko je N diskretna podmnoZica X, to je, za vsako tocko p € N obstaja odprta
okolica p € U C X, tako da je UNN = {p}.

Podmnogoterost ni nujno zaprta v ambientni mnogoterosti, velja pa naslednje.

Trditev 1.56 Ce je N podmnogoterost mnogoterosti X, potem obstaja odprta
podmnoZica U C X, tako da je N C U in je N zaprtav U.

Dokaz Naj bo {(U;, ¢;) }ic; mnoZica vseh lokalnih kart (iz maksimalnega atlasa na
X), ki so odlikovane za podmnogoterost N, torej je NN U; # & in velja pogoj (T.13).
Odprta mnoZica U = |J;; U; C X tedaj o€itno zadoSca trditvi. O

V nadaljevanju bomo obravnavali podmnogoterosti N C X dimenzije n = dimN <
dimX = m. Ozna¢imo s 7 : R” = R" x R? — R" (n+d = m) koordinatno projekcijo
(X1, .oy Xm) = (X1,...,X,). Vsaki odlikovani karti (U,¢) (torej taki, ki zadoSca
pogoju (I.13)) priredimo lokalno karto na N:

(1\/0[}7750(P|1\/mu)7 ﬂO¢|NmuNﬂU—>(7[O¢)(NnU)CRn (116)

Mnozica tako dobljenih kart sestavlja atlas %’ na N. Prehodne preslikave med
kartami v tem atlasu so zoZzitve prehodnih preslikav med kartami atlasa % in so
zato razreda €. Torej atlas %/’ dolo¢a na N strukturo 4" mnogoterosti; imenujemo
jo podmnogoterostna struktura. Stevilo

codim(N,X) = dimX —dimN

se imenuje kodimenzija podmnogoterosti N v mnogoterosti X. Podmnogoterost
kodimenzije 1 se imenuje hiperploskev. 1z definicij o€itno sledi naslednja trditev.

Trditev 1.57 Naj bosta X in Y dve € mnogoterosti in naj bo N C Y podmno-
goterost razreda €" mnogoterosti Y. Zvezna preslikava f : X — N je razreda €"
(kot preslikava v mnogoterost N s podmnogoterostno strukturo) natanko tedaj, ko je
razreda € kot preslikava v ambientno mnogoterost Y.

Z uporabo definicije ter particije enote (glej izrek [I.50) je lahko dokazati naslednje.

Trditev 1.58 (Razsiritve gladkih funkcij s podmnogoterosti) Naj bo N zaprta
€" podmnogoterost mnogoterosti X za nek r € Z., U{e}. Tedaj za vsako funkcijo
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f € €"(N) obstaja funkcija F € €"(X), tako da je F|y = f. Funkcijo F
lahko izberemo tako, da ima nosilec vsebovan v poljubni odprti okolici U C X
podmnogoterosti N.

Dokaz Predpostaviti smemo, da je mnogoterost X povezana. Ce je dimN = dimX,
sledi N = X in ni Cesa dokazovati. Recimo sedaj, da je dimN =n < dimX = m.
Naj bo 7 : R” = R" x R? — R" koordinatna projekcija 7t(xy,...,Xn) = (x1,...,%,).
Podmnogoterost N pokrijemo s kon¢no ali §tevno druZino odlikovanih lokalnih €™
kart (U;, ¢;), ki zado$¢ajo pogoju (I.13) in U; C U. Naj bo ¢;(U;) = U/ C R™. Brez
izgube splosnosti lahko vzamemo, da je druZina {U;};>; lokalno kon¢na in velja

a(U!) = m(U/ N (R" x {0})) C R".

(Slednje velja npr., &e so U] krogle s sredis¢i v R” x {0}.) Na vsaki mnoZici U; lahko
tedaj definiramo projekcijo ; : U; — U; NN razreda € s predpisom

giom = mwo ;.

Dobljenemu odprtemu pokritju {U;};>; podmnogoterosti N pridruzimo $e odprto
mnozico Uy = X \ N in s tem dobimo odprto lokalno konéno pokritje = {U;}i>0
mnogoterosti X. Naj bo {y;};>o particija enote razreda 4" na X vértana pokritju
% , torej je suppy; C U; za vsak iin ¥~ W; = 1 na X (glej izrek . Odtod sledi
Y1 Wilv = 1. Tedaj je funkcija

F=Yvy fom:X—R

i>1

dobro definirana, razreda € ter velja supp(F) C U. (Funkcija f o m; je definirana
le na mnozici U, a ker je supp(y;) C U;, lahko produkt ;- f o m; razsirimo do €™
funkcije na X tako, da jo razsirimo kot ni¢elno funkcijo na X \ supp(y;).) O

Opomba 1.59 Analogen razsiritveni izrek v sploSnem ne velja za preslikave med
mnogoterostmi zaradi topoloskih obstrukcij. Npr., Ce je

X ={zeC:|z7l<2}, Y ={zeC:1/2<z|<2}, N = {z€C:lz|=1},

se vlozZitev f : N — Y, f(z) = z, ne da razsiriti do zvezne preslikave F : X — Y, saj
je f homotopna konstantni preslikavi v krogu X, ne pa tudi v kolobarju Y.

Vselej pa velja naslednji lokalni razSiritveni izrek.

Izrek 1.60 Ce je N C X (ne nujno zaprta) €' podmnogoterost €" mnogoterosti X
inje f:N—Y € preslikava (r € Z; U {eo}), potem lahko f razSirimo do €"
preslikave F : U — Y na neki odprti okolici U C X podmnogoterosti N.

To je najlazje videti z uporaba izreka [2.69] o obstoju cevastih okolic podmno-
goterosti. V bistvu to pomeni obstoj gladke projekcije @ : U — N neke odprte oko-
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lice U C X podmnogoterosti N na N, tako da je N zaprta v U (glej trditev [1.56) in
je |y identiteta na N. RazSiritev tedaj dobimo s predpisom F = for: U — Y.

Primer 1.61 Ce je U C R" odprta mnoZica in je f = (fi,...,fs) : U — R?
preslikava razreda ¢, potem je njen graf

Gy = {(x,f(x)):xeU} CR"xR?
podmnogoterost razreda . Preslikava
9:UXR! > UxRY,  9xy) = (x,y—f(x)),

je difeomorfizem, ki graf G preslika na U x {014, torej ga globalno izravna.

Analogno je graf holomorfne preslikave f = (fi,...,fy) : U — C? na domeni U C
C" kompleksna podmnogoterost kompleksne kodimenzije d v U x C¢ ¢ C" x C¢.

Podmnogoterosti lahko lokalno, v€asih pa tudi globalno, predstavimo kot nivojnice
gladkih preslikav. Pri tem igra odlo¢ilno vlogo naslednji klasi¢ni izrek.

Izrek 1.62 (Izrek o implicitni funkciji) Naj bo r € NU {eo, w}. Ce je f funkcija
razreda €" v okolici tocke p € R™ in je df, # 0, lahko nivojnico Z = f~'(f(p))
v okolici tocke p predstavimo kot graf €" funkcije m — 1 spremenljivk; torej je Z
lokalna € hiperploskev v okolici tocke p.

Splosneje, ée je f = (fi,..., f1) : U — R? preslikava razreda €" v neki okolici tocke
p € R™ in ima diferencial d f, v tocki p maksimalen rang d, potem lahko nivojnico
Z = f~Y(f(p)) lokalno v okolici tocke p predstavimo kot graf neke €" preslikave
g = (g1,...,84) nad domeno v R"4. Torej je Z podmnogoterost razreda €" in
kodimenzije d (ter dimenzije m — d) v neki okolici tocke p.

Natancneje: Ce je f funkcija razreda " v okolici to¢ke p = (p1,...,pm) € R™ za
nek r > 1 inje ;—f (p) # 0, potem lahko v neki okolici to¢ke p nivojnico {f = f(p)}

Xm
predstavimo kot graf

Xm = g('xla"'axmfl)
neke ¢ funkcije g, definirane v okolici tocke (p1, ..., pm_1) € R™"!. Koordinatna
projekcija (xi,...,X%,) — (x1,...,X%m—1) zato podaja lokalno karto razreda &" v

okolici p na nivojnici Z = {f~'(f(p))}.
Analogen izrek velja za holomorfne preslikave. Ker je izrek o implicitni funkciji
lokalne narave, velja tudi za funkcije in preslikave na mnogoterostih.

Primer 1.63 Sfera S s sredis¢em 0 in polmerom r > 0 v R"*! je podana z enaébo

2, 2 2 2
F(xo, X1, yxn) = x5+x7 4+ +x, = 1.

Ker je diferencial df, enak 0 samo v izhodis¢u p = 0, je S} realno analiti¢na
hiperploskev v R"*! za vsak p > 0.
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Podobno dobimo kompleksno sfero £ C C"*! kot nivojnico zgornje funkcije, pri
¢emer spremenljivke xo, .. .,x, zavzamejo poljubne kompleksne vrednosti.

Primer 1.64 Ce je X gladka mnogoterost dimenzije m z robom, je njen rob X
gladka podmnogoterost dimenzije m — 1. Npr., enotna sfera " C R"*! je rob zaprte
enotne krogle

—=m+1
]Bm+ = {(xouxla"'axm)eRm+l:x%+"'+x’%’1§1}'

Naloga 1.65 Pokazi, da za vsako zaprto mnozico E C R”" obstaja nenegativna
gladka funkcija f : R" — R, da je {f = 0} = E. Torej nivojnica f~!(0) gladke
funkcije v sploSnem ni mnogoterost. V tem primeru pogoji izreka o implicitni
funkciji niso izpolnjeni.

Izrek o implicitni funkciji je preprosta posledica izreka o inverzni preslikavi. V
posebnem primeru d = 1 je redukcija naslednja. Preslikava

F(xi,.. 3 %m) = X1y Xme1, f (X1, X)) €ER™
je razreda € v okolici to¢ke p. Njen diferencial dF je podan z Jacobijevo matriko
0

JF In—1

0
If/9x1 . OfOxm 1|0 Ixm

Ker je detJF = ;T]:n # 0, je po izreku o inverzni preslikavi F obrnljiva v tocki p.
Torej lahko enacbo F(x) =y enoli¢no resimo kot x = G(y) za y v okolici F(p). S
primerjavo koordinat dobimo naslednje enacbe za komponente preslikave G:

X1 = Y15 -5 Xm—1 = Ym—1, Xm = gm(xla---vxmfhym)-

Ker je nivojnica Z = {f = f(p)} doloCena z enacbo y,, = f(p), iz zgornjih enacb
sledi, da je Z lokalno predstavljena z grafom

Xm = gm(xla---vxm—lvf(p))'

Ker je izrek o implicitni funkciji lokalen, velja za preslikave med gladkimi
mnogoterostmi preko prehoda na lokalne karte. Velja torej naslednja trditev.

Trditev 1.66 Naj bosta X in Y mnogoterosti razreda €" (r > 1) in f: X =Y
preslikava razreda €". Denimo, da za neko tocko yy € Y velja

rang,f = dimY  za vsako tocko x € £~ (yo).

Potem je mnoZica f ' (yo) podmnogoterost X razreda 6" in kodimenzije dimY ; torej
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dimX = dimf~'(y) +dimY.

Definicija 1.67 Stevilo ¢ € R je regularna vrednost funkcije f € €"(X) (r > 1), de
je f ranga 1 v vsaki tocki p € f~'(c). (Vsaka vrednost ¢ € R\ f(X) izven zaloge
vrednosti je po definiciji regularna vrednost fukcije f.) Vrednost ¢ € f(X), ki ni
regularna vrednost, se imenuje Kriti¢na vrednost.

Splosneje, naj bo f : X — Y preslikava razreda €" za nek r > 1. Tocka y € Y je
regularna vrednost preslikave f, ¢e ima f rang d = dimY v vsaki tocki x € f~1(y).

Iz definicije sledi, da je Stevilo ¢ kriticna vrednost funkcije f natanko tedaj, ko
nivojnica f~!(c) vsebuje vsaj eno kriticno tocko, to je tocko p, v kateri ima f rang
ni¢. V takih tockah nivojnica ni nujno mnogoterost, kot prikaZe naslednji primer.

Primer 1.68 Oglejmo si ravninsko krivuljo, podano z enacbo
C={(xye R?: x? :y3}.

. 2 . ..
Ekvivalentno: y = V/x% = x3. Lahko jo parametriziramo s t € R:

x(t) =3, y() = 2.

V togki (0,0) krivulja C ni 4! podmnogoterost, je pa topoloska podmnogoterost.

Naloga: Oglej si nivojnice x> —y> = ¢ za ¢ # 0 in pokaZi, da so realno analiti¢ne
podmnogoterosti R? dimenzije 1 (krivulje).

Izrek o implicitni funkciji je poseben primer naslednjega izreka o rangu.

Izrek 1.69 (Izrek o rangu preslikave) Naj bo D C R" domena in f: D — R™
preslikava razreda 6" za nek r > 1. Ce je rang

k = rangdf, = rang, f € {0,1,...,min{m,n}}

konstanten (neodvisen od x) v neki okolici tocke p € D, potem obstajata €" karti
(U,9) naR" in (V,y) na R, tako daje pc U C D, ¢ :U — U' CR", ¢(p) =0,
fu)cv, y:v SV cRe w(f(p)) =0, in je preslikava f = yo flyod~":
U' — V' enaka

Flry.ox) = (x1,.,%,0,...,0), x=(x1,...,x,) €U’

v—" vy

|, b

U’%V’

Torej je f = 1o, pri Gemer je
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7:R" = RF, T(x1y...,Xy) = (x1,...,%) (koordinatna projekcija),

1:RFE s R™ (X1, xk) = (x1,...,%,0,...,0)  (vlozitev).

Izrek o rangu se dokaze podobno kot izrek o implicitni funkciji z redukcijo na izrek
o inverzni preslikavi. Ker je izrek lokalen, se direktno posplosSi na mnogoterosti.

Lokalni difeomorfizmi, imerzije, submerzije:

1. k=m=n= f =1Id. Preslikava f je lokalni difeomorfizem.

2. k=n<m= f(x1,...,%:) = (x1,...,%,,0,...,0); f se imenuje imerzija.

3. n>m=k= f(x1,...,%,) = (x1,...,%n) je projekcija na prvih m koordinat;
preslikava f s to lastnostjo se imenuje submerzija.

Iz trditve [I.66)in definicije submerzije sledi naslednje.

Posledica 1.70 Ce je f : X — Y submerzija, je vsako viakno f~'(y) C X (y €Y)
podmnogoterost mnogoterosti X kodimenzije dimY (in dimenzije dimX —dimY).

Do sedaj smo obravnavali le podmnogoterosti brez roba v dani mnogoterosti X.
Podmnogoterosti z robom N C X uvedemo z manjSo dopolnitvijo definicije s tem, da
zahtevamo v vsaki robni tocki p € dN obstoj lokalne karte na X, ki lokalno izravna
tako N kot tudi N. Spomnimo se (glej (1.2)), da H" oznaduje zaprt polprostor

H* = {(xh...,xn)eR”:x,lZO}, " = {(xl,...,xn)eR":xn>0}.

Definicija 1.71 (Podmnogoterosti z robom) Naj bo X mnogoterost (brez roba ali
z robom) dimenzije m in razreda €" za nek r € Z4 U {0, 0}. PodmnoZica N C X
se imenuje € podmnogoterost dimenzije n € {1,...,m} z robom, e za vsako tocko
p € N obstajata odprta okolica U C X in lokalna karta ¢ : U — U’ C R™ (Ce je X
mnogoterost z robom, je lahko tudi ¢ : U — U’ C H™) v maksimalnem atlasu na X,
tako da velja

O(NNU) = (H"x {0} ")NU’. (1.17)

Vsaka karta (U,¢) s to lastnostjo se imenuje odlikovana glede na N. Upostevaje
lego tocke ¢ (p) lo¢imo dve moZnosti:

1. ¢(p) € (H" x {0} ") NU". Ce okolico U skr&imo okrog p, je
O(NNU) = (H" x {0}"™)NU" = (R" x {0}"™")nU’".

Taka karta je torej kot v definiciji (I.17) podmnogoterosti brez roba. V tem
primeru se p imenuje notranja to¢ka podmnogoterosti N.

2. ¢(p) € (QH" x {0}" ") NU' = (R x {0} ") U'. Totka p € N s to
lastnostjo se imenuje robna to¢ka podmnogoterosti V.

Tako kot v podrazdelku [I.1.2] lahko vidimo, da je vsaka tocka p € N bodisi
notranja tocka bodisi robna tocka podmnogoterosti N. Mnozico vseh robnih tock
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ozna¢imo z 9N, totke v N\ dN pa imenujemo notranje totke. Ce izbrane karte
postkomponiramo s projekcijo 7 : R™ — R" kot v (I.16), dobimo ¢ atlas na N,
ki dolo¢a strukturo 4" mnogoterosti dimenzije n z robom dN. Rob dN je tedaj
podmnogoterost brez roba dimenzije n — 1 v X.

Opomba 1.72 Zgoraj definirana pojma notranjosti in roba podmnogoterosti se ne
ujemata s topolosko notranjostjo in robom, razen v primeru ko je dimN = dimX.
Na primer, &e je X = R? in N = {(x,0) : 0 < x < 1}, potem je topoloka notranjost
N v X prazna in N je svoj topoloski rob. V smislu podmnogoterosti pa je rob enak
dN ={(0,0),(1,0)} in notranjost N\ dN = {(x,0) : 0 < x < 1}. Iz tega razloga se v
nekaterih virih mnogoterostni rob oznacuje z bN. Mi bomo uporabljali oznako dN,
v primeru topoloskega roba pa bomo to posebej poudarili.

Primer 1.73 Podmnogoterost N C X z robom dimenzije dimN = dimX se imenuje
domena z robom v X . Primer je npr. zaprta krogla v X = R":

n

B = {(xl,...,x,,)ER":inzg 1},

i=1

katere rob (mnogoterostni in topoloski) je sfera dimenzije n — 1:
N n
BIBS = {(-xl7-..,xn) (S ]Rn : Zx? — 1} — Snfl.
i=1

Splosneje, ¢e je p : X — R neka € funkcija (r > 1) na " mnogoterosti X in je
Stevilo ¢ € R regularna vrednost p, potem je zaprta podnivojnica

D= {xeX:pkx)<c}
podmnogoterost (zaprta domena) dimenzije dimX z robom
dD = {xeX:p(x)=c}.

To sledi neposredno iz izreka o implicitni funkciji. Taka funkcija p se imenuje
definicijska funkcija domene D.

Posebno zanimiv primer je, ko sta X in N C X mnogoterosti z robom in je
dN C dX. Tak primer dobimo npr., ée je X zaprta domena z gladkim robom
v neki ve&ji mnogoterosti X' brez roba (glej primer in je M C X' zaprta
gladka podmnogoterost brez roba, ki seka rob dX transverzalno v neprazni mnozZici
M N oX. (Pojem transverzalnosti obravnavamo v razdelku ) Tedajje N=MnNX
gladka podmnogoterost z robom dN = M N dX in njena notranjost N = N \ dN je
zaprta gladka podmnogoterost brez roba v notranjosti X=X \ JX.

Kot preprost primer vzemimo, da je X zaprta krogla v R" in je M C R" afino
linearen podprostor, ki ni tangenten na sfero dX = §"~! in seka odprto kroglo X.
Tedaj je N = M N X zaprta krogla v podprostoru M = R" z robom dN = dX NM,
difeomorfnim (m — 1)-sferi "~ 1.
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Primer 1.74 Naj bo D C R? zaprta domena z robom 9D razreda ¢”. Za vsako
funkcijo f : D — R razreda € je njen graf

Gy = {(x,»f(x,y)): (x,y) eD} C R’

podmnogoterost razreda ¢ dimenzije 2 (ploskev) z robom dGy = {(x,y, f(x,y)) :
(x,y) € dD}, ki je enorazsezna ¢ podmnogoterost (krivulja) v R®. Vsaka ploskev
z robom je lokalno te oblike v nekih lokalnih koordinatah.

1.7 Imerzije in vloZitve mnogoterosti

Naj bosta X in ¥ mnogoterosti razreda 6" za nek r € {1,2,...,00,®,0}. Zanima
nas, kdaj je slika f(X) C ¥ neke € preslikave f : X — ¥ podmnogoterost v Y.

Izrek [1.69]o rangu preslikave pove naslednje.

Trditev 1.75 Ce je X mnogoterost brez roba in je f : X — Y preslikava razreda €"
(r > 1) s konstantnim rangom k, ima vsaka tocka p € X odprto okolico U C X, tako
da je f(U) CY podmnogoterost dimenzije k in razreda €" vY. V posebnem to velja
za vsako imerzijo f : X — Y.

Podobno, &e je X mnogoterost z robom 90X in je f: X — Y imerzija, ima vsaka tocka
p € 9X odprto okolico U C X, tako da je f(U) podmnogoterost z robom f(U NJX)
mnogoterosti Y (glej definicijo|l.71)).

Torej je vsaka imerzija f : X — Y lokalna vloZitev v smislu, da ima vsaka tocka
p € X odprto okolico U C X, tako da je f: U — Y vlozZitev.

Slika imerzije ni nujno podmnogoterost. Najocitnejsi razlog so morebitne dvojne
tocke (samopresecisca) preslikave f, vendar to ni edini razlog. Zelo komplicirane
injektivno imerzirane mnogoterosti, ki niso podmnogoterosti v smislu definicije
se pojavijo pri Studiju dinamicnih sistemov, npr. kot tokovnice vektorskih polj
ali kot stabilne in nestabilne mnogoterosti negibnih toc¢k difeomorfizmov. Za vsak
par povezanih mnogoterosti X,Y dimenzij 1 < dimX < dimY obstaja injektivna
imerzija f : X — Y, katere slika f(X) je povsod gosta v ambientni mnogoterosti Y;

slika f(X) torej ni podmnogoterost v nobeni tocki y € f(X).
Pozitiven odgovor na uvodoma zastavljeno vprasanje podaja naslednji izrek.

Izrek 1.76 (Vlozitve mnogoterosti) Naj bo f : X — Y injektivna imerzija razreda
€" za nek r > 1. Slika f(X) CY je €" podmnogoterost mnogoterosti Y (v smislu
definicije natanko tedaj, ko je f:X — f(X) homemorfizem, pri Cemer je
f(X) opremljena z relativno topologijo podprostora v Y. Analogen izrek velja za
mnogoterosti 7 robom.

Definicija 1.77 Injektivna €" imerzija f : X — Y, ki je homemorfizem X na sliko
F(X) C Y glede na relativno topologiji na f(X), se imenuje €" vloZitev X vY.
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Dokaz Obravnavali bomo primer, ko je X mnogoterost brez roba; dokaz za
mnogoterosti z robom je podoben.

Naj bo f: X — Y injektivna imerzija razreda . Ozna¢imo n = dimX inm = dimY;
torej je n < m. Izberimo to¢ko ¢ € f(X). Tedaj obstaja natanko ena tocka p € X, da
je g = f(p). Po izreku o rangu (izrek obstajajo odprta okolica U C X tocke p,
odprta okolica V C Y toCke ¢ in lokalna karta y: V — V' C R™, da je

y(f(U)NV) = V' N(R" x {0}"™). (1.18)

Predpostavimo sedaj, da je f : X — f(X) homeomorfizem. Tedaj je mnoZzica f(U)
odprta v relativni topologiji na f(X). Zato obstaja odprta mnozica W C Y, da je

flU) = fx)nw. (1.19)

Mnozica Vy =V NW je odprta okolica tocke g = f(p) v Y. Iz (1.18) in (I.19) sledi

FX)NVo = (FX)NW)NV = F(U)NV. (1.20)
Preslikava y : Vo — Vjj := y(Vp) CR" je kartana Y. Iz in (T.20) sledi
v(f(X)NVo) = Vgn(R" x {0}""). (1.21)

Ker to velja za poljubno tocko g € f(X), je f(X) podmnogoterost v Y.

Obratno, predpostavimo da je f(X) podmnogoterost in dokaZimo, da je preslikava
f:X = f(X) homeomorfizem. Ker je f zvezna in bijektivna na svojo sliko, zados¢a
dokazati da je odprta preslikava.

Fiksirajmo p € X. Tedaj obstaja okolica Vy C Y to¢ke ¢ = f(p) € Y in karta
v : Vo — V5 C R™, ki zado$¢a pogoju . Ker je f imerzija, obstaja okolica
peUcCX,daje f(U)CVyinje wof:U — (yo f)(U) =: V' difeomorfizem
na odprto podmnozico V' C (R" x {0} ") NV v podprostoru R" x {0} C R™.
Izberimo odprto mnozico W' C V{,daje V' = W'N(R" x {0} "). Ker je y : Vo —
V; homeomorfizem, je mnoZica W = y~!(W’) C Y odprta v Y. Iz definicije sledi
f(U) = f(X)NW (primerjaj z (1.19)). To pomeni, da je mnoZica f(U) odprta v
relativni topologiji na f(X). Ker to velja za vsako dovolj majhno odprto okolico
U C X poljubne tocke p € X, je preslikava f : X — f(X) odprta. O

Naslednja definicija uvaja pomemben pojem prave preslikave. To je topoloski
pogoj, ki med drugim zagotovi, da je preslikava zaprta (to je, slika vsake zaprte
mnoZice v domeni je zaprta mnoZica v kodomeni); glej tocko (e) v nalogi
Torej je injektivna zvezna prava preslikava f : X — Y homeomorfizem X na sliko
f(X) C Y v relativni topologiji, podedovani iz Y.

Definicija 1.78 Zvezna preslikava f : X — Y topoloskih prostorov se imenuje prava,
Ce je za vsako kompaktno mnoZico K C Y praslika f~'(K) = {x € X : f(x) € K} tudi
kompaktna.
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Naloga 1.79 Naj bosta X in Y lokalno kompaktna Hausdorffova topoloska prostora
(npr. mnogoterosti). DokaZi naslednje trditve.

(a) Ce je X kompakten prostor, je vsaka zvezna preslikava f : X — ¥ prava.

(b) Preslikava f : X — Y je prava natanko tedaj, ko je za vsako diskretno mnoZico
A = {a;} C X njena slika f(A) = {f(a;)} C Y diskretna v Y. (PodmnoZica
A C X je diskretna, Ce je zaprta in je vsaka njena tocka izolirana.) V posebnem
je preslikava f : X — RY prava natanko tedaj, ko za vsako diskretno mnoZico
A={a;} C X veljalimj o |f(a;)| = +oo.

(c) Dokazi, da ima vsaka ¢ mnogoterost X pravo %" funkcijo p : X — [0, +e0), to
je funkcijo, za katero je vsaka zaprta podnivojnica {x € X : p(x) < ¢} (¢ € R)
kompaktna. (Navodilo: uporabi normalno iz¢rpanje X z zaporedjem kompaktov
in particijo enote.)

(d) Naj bosta X in Y kompaktni topoloski mnogoterosti zrobominnajbo f: X —Y
zvezna preslikava, ki preslika notranjost X = X \ X v notranjost ¥ = Y \ Y.
Dokazi, da je preslikava f : XY prava natanko tedaj, ko velja f(dX) C dY,
to je, f preslika rob mnogoterosti X v rob mnogoterosti Y.

(e) Vsaka prava preslikava f : X — Y je zaprta, to je, slika f(E) C Y poljubne
zaprte mnozice E C X je zaprta mnoZica v Y.

(f) (Lokalizacija pravih preslikav.) Ce je f prava, potem za vsako to¢ko ¢ € Y in
odprto mnoZico U C X, ki vsebuje prasliko f~!(g), obstaja taka odprta okolica
V CY tocke g, daje f~1(V) CU.

Iz tocke (e) v nalogi in izreka sledi naslednja trditev. V drugem
delu uposStevamo, da je vsaka zvezna preslikava f : X — Y z neke kompaktne
mnogoterosti X prava.

Posledica 1.80 Ce je f : X — Y prava injektivna imerzija razreda €" (r > 1),
je f(X) CY zaprta €" podmnogoterost mnogoterosti Y in f : X — f(X) je
E" difeomorfizem. V posebnem, ce je X kompaktna mnogoterost in je f : X —
Y injektivna imerzija razreda €" (r > 1), je slika f(X) C Y kompakina €"
podmnogoterost mnogoterosti Y in f : X — f(X) je €" difeomorfizem.

Pojavi se naravno vprasanje, ali lahko vse gladke mnogoterosti predstavimo kot
gladke podmnogoterosti kakSnega razreda modelnih mnogoterosti, npr. evklidskih
prostorov R". Naslednji klasi¢ni izrek je dokazal H. Whitney leta 1936.

Izrek 1.81 Za vsako mnogoterost X razreda €™ (r = 1,2,...,0) obstaja prava €"
vioZitev f : X — RN v evklidski prostor dimenzije N = 2dimX + 1.

Nekoliko kasneje je Whitney z uvedbo danes slavnega Whitneyevega trika (glej
[43]) pokazal, da obstaja tudi prava €” vlozitev X" < R?>" v evklidski prostor
dvojne dimenzije, kar je v sploSnem najniZja moZna vlozitvena dimenzija. Bistvo

tega trika je, kako odpraviti (izolirane) dvojne tocke (samopresecis€a) genericno
izbrane imerzije X" — R>". Znano je tudi, da je dvojna dimenzija v splonem
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najnizja mozna v Whitneyjevem izreku. Primer je npr. projektivni prosto RP? ali
Kleinova steklenica, ki ju lahko vloZimo v R*, ne pav R3.

Seveda pa je vioZitvena dimenzija dane mnogoterosti X, to je najmanjSe Stevilo
N = N(X) € N, za katero lahko X vloZimo kot podmnogoterost v RY, odvisna
predvsem od topoloske kompleksnosti X.

Naloga 1.82 Z uporabo lokalnih kart in particije enote dokaZi, da ima vsaka
kompaktna €" mnogoterost X viozitev f : X < RN razreda 6" za nek N € N.

Whitneyev izrek [I.81] velja tudi v realno analiti¢ni kategoriji, vendar ga je dokazal
Sele leta 1958 Hans Grauert [21] z uporabo kompleksno analiticnih metod.

Analogen izrek v sploSnem ne velja v kategoriji kompleksnih mnogoterosti. Eden
od ocitnih razlogov je, da kompaktna povezana kompleksna mnogoterost nima
nobene nekonstantne holomorfne funkcije zaradi principa maksimuma. Iz istega
razloga kompleksna mnogoterost X, ki vsebuje kak$no kompaktno kompleksno
podmnogoterost pozitivne dimenzije, ne dopusS¢a nobene injektivne holomorfne
preslikave f: X — CV.

Kompleksna mnogoterost X, ki ima pravo holomorfno vloZitev X < CV v nek
kompleksen evklidski prostor, se imenuje Steinova mnogoterost. Ta pomemben
razred kompleksnih mnogoterosti je v literaturo vpeljal Karl Stein leta 1951.
Riemannova ploskev X je Steinova natanko tedaj, ko je odprta (nekompaktna); to
sta leta 1949 dokazala Behnke in Stein [6]. Steinova mnogoterost X ima pravo

] . . 3dimX g .
holomorfno vlozitev v C>4mX+1 in celo v P e je dimX > 2; slednji

rezultat je optimalen. Dokaz optimalnega vlozitvenega izreka, ki sta ga podala
leta Eliashberg in Gromov [11]], je konceptualno in tehni¢no zelo zahteven. Med
razlogi, da lahko Steinovo n-mnogoterost X vloZimo v evklidski prostor dimenzije
priblizno 3n/2 + 1 (in ne potrebujemo viSje dimenzije 2n kot v primeru realnih
mnogoterosti), je dejstvo, da ima taka mnogoterost X netrivialno topologijo samo
do realne dimenzije n. Natanéneje, X je homotopno ekvivalentna CW kompleksu
(realne) dimenzije < n = dimc X.

Vsaka odprta Riemannova ploskev ima pravo holomorfno vlozitev kot kompleksna
krivulja v C3, ni pa znano, ali ima tudi holomorfno vlozitev v C2. Znano je npr.,
da lahko vsako domeno v C oblike 2 = C\ |JD;, katere komplement sestoji iz
kompaktnih, paroma disjunktnih, enostavno povezanih domen D; C C z gladkim
robom, pravilno holomorfno vlozimo v C?.

Kompaktna kompleksna mnogoterost X se imenuje projektivno algebraicna, Ce
obstaja holomorfna vloZitev X < CP" v nek kompleksen projektivni prostor. (Ker
je X kompaktna, je vsaka preslikava X < CPV prava.) V tem primeru obstaja
vlozitev v CPN z N = 2dim¢ X + 1, v splosnem pa ne v CP?%™mX |V posebnem ima
vsaka kompaktna Riemannova ploskev holomorfno vloZitev v CP?, velika ve&ina
takih krivulj pa ne moremo vloZiti v CP? (lahko pa jih holomorfno imerziramo
projektivno algebrai¢ne mnoZice s singularnostmi ter algebrai¢ne preslikave med
njimi (glej razdelek [T.3.4) so osnovni objekti algebrai¢ne geometrije.
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1.8 Krovne in kvocientne mnogoterosti

V tem razdelku si bomo ogledali pojem krovne projekcije ter zvezo med krovnimi
prostori in diskretnimi grupami avtomorfizmov mnogoterosti.

1.8.1 Lokalni homeomorfizmi in krovni prostori

Naslednja trditev pokaze, da lahko gladka strukturo na neki mnogoterosti ¥ doloca
natanko eno strukturo gladke mnogoterosti na topoloski mnogoterosti X, v kateri je
dani lokalni homeomorfizem 7 : X — Y gladka preslikava.

Trditev 1.83 Naj bo © : X — Y lokalni homeomorfizem Hausdorffovih 2-Stevnih
prostorov. Ce ima Y strukturo € -mnogoterosti, potem obstaja na X natanko
dolocena struktura € -mnogoterosti, tako da je 7 lokalni € -difeomorfizem.

Dokaz Najbo ¥ = {(V;,y;)} ¢"-atlas na Y. Naj bo U C X dovolj majhna odprta
mnoZica, tako da je 7|y : U — m(U) C Y homeomorfizem in je 7(U) C V; za nek
J. Kompozicija yjon : U — R" je tedaj homeomorfizem na odprto podmnoZico
(yjom)(U) C R". Par (U,y;or|y) vzamemo za lokalno karto na X. Prostor X
lahko pokrijemo s takimi kartami in dobimo atlas % = {(U;, ¢;)} na X. Prehodna
preslikava med kartama ¢; in ¢; je enaka

¢i0¢j_1 = (yiomly,)o (yjoxly,)™" = ‘I’i07T|UiO(7T|Uj)_1O‘Ifj_1 = ‘lin‘Vf1~
Torej dobimo iste prehodne preslikave kot v atlasu ¥, zato je % €¢"-atlas. O

Oglejmo si sedaj obratni problem. Naj bo 7w : X — Y lokalni homeomorfizem.
Predpostavimo, da sta X in Y 2-Stevna Hausdorffova prostora in je 7 surjektivna.
Recimo, da je X opremljena s strukturo 4" mnogoterosti. Vprasanje je, kdaj obstaja
¢"-struktura na Y, tako da je & lokalni ¢ difeomorfizem.

Recimo, da za neko tocko y € Y obstajata dve toCki x; # x; € X, tako da velja
7(x1) = m(xy) = y. Ker je @ lokalni homeomorfizem, obstajajo okolice x| € U; C X,
xelU, CXinyeV CVY,daje n\Uj : Uj — V homeomorfizem za j = 1,2. Ce sta
Uy, U, dovolj majhni, potem obstajata ¢ lokalni karti ¢; : U; =N Uj'~ CR"zaj=1,2.
Sedaj dobimo dve lokalni karti na Y:

(V.pjo(nly,)") zaj=1,2.
—
Vi

Oglejmo si prehodno preslikavo:
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ooy = ¢ro(nly,) o(dro(nly)) T = gro(wly,)  wly, 09!

= ¢20((75|U2)7] OE|U1)O¢;I'
—_———

Ce bi vedeli, da je w2 def (717|U2)‘1 o 7|y, difeomorfizem (v dani 6" -strukturi na X),
lahko zaklju¢imo, da sta karti (V, y7) in (V, y2) na Y " kompatibilni.

Poiskali bomo naravne pogoje na projekcijo 7, pri katerih je zgornji pogoj izpolnjen.
V ta namen si najprej oglejmo posebno pomemben razred preslikav, ki se imenujejo
krovne projekcije.

Definicija 1.84 (Krovna projekcija) Zvezna surjektivna preslikava © : X — Y
topoloskih prostorov se imenuje (topoloska) krovna projekcija, ce ima vsaka tocka
y €Y odprto povezano okolicoV C Y, katere praslika

n (V) = | | Ua

acA

Jje disjunktna unija odprtih podmnoZic Uy, C X, tako da je za vsak o € A zoZitev
Ty Ug —V

homeomorfizem mnoZice Uy na mnoZico V. Tako trojico (X,Y, ) imenujemo krovni
prostor ali krov. Prostor X je totalni prostor, Y pa je bazni prostor krova. Ce
Jje totalni prostor X povezan in enostavno povezan, potem se (X,Y, ) imenuje
univerzalni krov nad Y in w : X — Y je univerzalna krovna projekcija.

Ce sta X in Y mnogoterosti razreda €" in je krovna projekcija @ : X — Y razreda
€', se (X,Y,n) imenuje €" krov; holomorfen krov v primeru holomorfne preslikave
med kompleksnima mnogoterostima.

Krovna projekcija je isto kot sveZenj z diskretno topologijo na vlaknu A = 7~ !(y).
O sveZnjih s splo$nejSimi vlakni bomo govorili v naslednjem razdelku.

Ocitno je vsak krov lokalni homeomorfizem, obratno pa ne velja nujno. Npr.,
vloZitev (a,b) — R odprtega intervala v realno os je homeomorfizem na svojo sliko,
Iz trditve[I.83| vidimo, da za vsak topoloski krov 7 : X — Y, katerega bazni prostor Y
je €" mnogoterost, obstaja natanko dolo¢ena € struktura na X, v kateri je (X,Y, 7)
krov razreda €". V obratni smeri dokaZi naslednjo trditev.

Naloga 1.85 Dokazi: Ce je X kompaktna mnogoterost in je 7t : X — Y surjektiven
lokalni homeomorfizem, potem je T koncno listni krov, to je, krov s koncnim viaknom.

Definicija 1.86 Naj bo 7 : X — Y krov. Homeomorfizem f : X — X, ki zados¢a
pogoju wo f = m, se imenuje krovna translacija ali avtomorfizem krova.
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x—1 x (1.22)

Krova #: X — Y in @' : X' — Y nad isto bazo Y sta izomorfna, ¢e obstaja
homeomorfizem f : X — X', tako da komutira diagram

X4>X' (1.23)

Tak homeomorfizem f se imenuje izomorfizem prvega krova v drugi krov.

Krov w: X — Y je trivialen, Ce je izomorfen produktnemu krovu X x A — X, kjer je
A mnoZica z diskretno topologijo.

Pogoj mo f = m v (I.22) pomeni, da za vsako tocko x € X leZi njena slika f(x) na
istem vlaknu preslikave 7, torej f(x) € £~ !(m(x)). Iz definicij sledi, da je krovna
translacija na vsaki odprti povezani mnoZici Uy C X kot v definiciji oblike

flve = (®lyy) ™" o xly, - Uy = Up

za nek indeks J3; torej f permutira povezane komponente mnoZzice 7' (V) C X.
Odtod sledi, da je f istega razreda gladkosti kot krovna projekcija 7. Podobno
vidimo, da je izomorfizem krovov istega razreda gladkosti kot oba krova.

Mnozica Decky (X) vseh krovnih translacij krova 7 je ocitno grupa za kompozicijo,
torej je podgrupa grupe vseh homeomorfizmov totalnega prostora X.

Naloga 1.87 Naj bo X povezana mnogoterost. Ce je f € Decky(X) in f(xy) = xo
za neko tocko xo € X, potem je f identiteta na X. (Navodilo: pokaZi, da je mnoZica
{xeX: f(x) =x} odprta in zaprta v X.)

Analogno dokazi, da je izomorfizem povezanih krovov (1.23) natanko doloZen z
vrednostjo v poljubni tocki xo € X.

Definicija 1.88 Krov m:X — Y se imenuje regularen, ¢e grupa Decky(X) krovnih
translacij deluje tranzitivno na vsakem vlaknu, to je, poljubni dve tocki na istem
viaknu 1= (y) (v € Y) lahko preslikamo eno v drugo s krovno translacijo.

Ce je 7w : X — Y regularen krov, potem je ocitno
Y 2 X /Decks(X) = X/~,
kjer je relacija ~ definirana s pogojem

x~x <= 3Jo € Decks(X), o(x) =%
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Kvocient Y se v takem primeru imenuje prostor orbit grupe Deck (X ). Ker je vsaka
krovna translacija natanko dolo¢ena z vrednostjo v eni tocki, je vlakno 7~ !(y) nad
poljubno to¢ko y € Y izomorfno grupi Deckz(X).

Primer 1.89 Oglejmo si nekaj osnovnih primerov krovnih projekcij.

()

(b)

()

(d)

(e

X =R, 0(x) =x+1,R/(c) =S! je kroznica. Kvocientna preslikava p : R —
R/(o) priredi realnemu Stevilu x njegov ulomljeni del x — [x] € [0,1), kjer je
[x] € Z celi del §tevila x, to je najvedje celo Stevilo [x] < x. Lahko je videti,
da je to krovna projekcija s krovno grupo Deck,(R) = (o) = Z. Ce kvocient
prestavimo kot enotno kroZnico S! = {z € C : |z| = 1}, potem je preslikava
p:R—=S! p(x) = >, univerzalna krovna projekcija.

Nadomestimo R s C in opazujmo o(z) = z+ 1 kot translacijo na C. Sedaj je
kvocient C/{c) izomorfen C* = C\ {0} in univerzalna krovna projekcija je

C L C*, p(z) = €2™=. Tako kot prej je Deck,(C) = (o) = Z.

Naj bo p : R — S! kot v tocki (a). Za vsak k € N preslikava R > x LN kx e R
inducira k-listno krovno projekcijo g : S' — S', tako da komutira diagram

R—* R

LI

Ce S' predstavimo z enotno kroznico S' C C kot v to¢ki (a), je gx podana s

preslikavo ¢'® — €419 to je zoZitev k-te potence C > z — z¢ € C na kroZnico.
Vlakno g; '(w) = {z1,...,z} so k-ti koreni Stevila w = ¢'® € S':
0 .2mi
zj = et h, j=1,.. k

Grupa krovnih translacij krova g; : S' — S! je generirana z rotacijo
Sl 50 (O, Lib+2mi/k o gl

za kot 2Z. Torej je Decky, (') = (0) = Z := Z/kZ.

Preslikava C* 3 z 55 7k € C* je krovna preslikava s podobnimi lastnostmi kot
njena zozitev na kroznico v tocki (c). Univerzalna krovna prijekcija C — C* je
podana s preslikavo z — €272,

Naj bo I' = (0, 1) = Z* prosta abelova grupa na dveh generatorjih v grupi
Diff(R?), generirana s translacijama

o(xy) = (x+1,y),  tlxy) = (xy+1), (x,y) R

Kvocient (prostor orbit) je 2-dimenzionalni torus T? = R?/T".
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1.8.2 Povsem nezvezna delovanja grup

Sedaj si oglejmo obraten problem. Denimo, da je X mnogoterost, na kateri neka
grupa I" deluje kot grupa homeomorfizmov (oz. difeomorfizmov, e je X gladka).
Zanima nas, pod kakSnimi pogoji je kvocientna projekcija w : X — Y na prostor
orbit ¥ = X /I" krovna projekcija. Glavni rezultat razdelka je izrek

Najprej definirajmo pojem delovanja grupe na mnogoterosti. Oznaimo z Diff"(X)
mnozico vseh ¢ difeomorfizmov neke ¥ mnogoterosti X; to je o€itno grupa za
kompozicijo. Za r = 0 je Diff’(X) = Homeo(X) grupa homeomorfizmov

Definicija 1.90 Naj bo X €"-mnogoterost in I' neka abstraktna grupa z enoto
1 €I'. Grupa I' deluje kot grupa 6" difeomorfizmov na X, e je vsakemu elementu
g € I prirejen nek difeomorfizem 6, € Diff"(X), tako da velja

0 = Idx, 6, = 6,00, (2.8 €l), 6,1 = 6, (g€).
Ekvivalentno,
I'>g — 6, € Diff"(X) je homomorfizem grup. (1.24)

Grupa I' deluje zvesto na X, e je homomorfizem (1.24) injektiven, torej 6, # Idx
zavsak g € '\ {1}.

Tako delovanje grupe I' na X se imenuje levo delovanje. Desno delovanje
definiramo s pogojem 6, = 6, 0 6,. Omejili se bomo na leva delovanja.

Ce je delovanje zvesto, lahko grupni element g € I identificiramo s prirejenim
difeomorfizmom 6, € Diff"(X); s tem identificiramo I" z ustrezno podgrupo v
Diff"(X). V tem primeru bomo uporabljali preprostej$o oznako

0,(x) = g-x, xeX,gerl.

Brez izgube splosnosti se omejimo na zvesta delovanja.
Orbita to¢ke x € X glede na dano grupo I C Diff"(X) je mnoZica

I'x = {gx:gel'} CX.

Relacija
X~y L, (EIgGF, dajeg~x:y) <~ I'x=1TIy

je ekvivalen¢na relacija na X, torej je X unija paroma disjunktnih orbit. Kvocientni
prostor X /I se imenuje prostor orbit.

Primer 1.91 Naj bo X Liejeva grupa, to je grupa s strukturo gladke mnogoterosti,
v kateri sta grupni operaciji produkt in inverz gladki preslikavi. Primeri so npr.
GL,(R), to je grupa vseh obrnljivih n X n matrik, oz. v kompleksnem primeru
GL,(C), ter njune podgrupe. Ce je I’ C X podgrupa Liejeve grupe X, potem I’
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naravno deluje na X s produktom na levi. Prostor orbit ¥ = X/I" ima strukturo
grupe natanko tedaj, ko je I" grupa edinka v X, to je, xI'x ! =TI" za vsak x € X. Ce
je kvocientna preslikava 7 : X — X /I" krovna projekcija, je I' = Decky(X) ravno
grupa krovnih translacij.

Zanima nas, pri kakSnih pogojih na delovanje grupe I na mnogoterosti X je prostor
orbit Y = X /I" Hausdorffov in je kvocientna projekcija 7 : X — Y krovna projekcija.

Definicija 1.92 Naj bo X €"-mnogoterost in I' C Diff"(X) neka grupa €"-difeo-
morfizmov (r > 0). Grupa I deluje na X povsem nezvezno ali diskretno, ce velja:

1. Vsaka tocka x € X ima odprto okolico U C X, tako da je gU NU = & razen za
neko koncno mnozico elementov g € I'. (Tu je gU = {g-x:x € U}.)

2. Za vsak par tock x,x' € X, ki nista na isti orbiti (I'x # I'y), obstajata odprti
okolici x e U C X, ¥ e U' C X, tako da je gUNU' = & za vse g € T.
(Ekvivalentno, gU Ng'U' = & za vsak par g,g' € T'.)

Ce velja
3. g x#xzavsakxeX inge '\ {1},
potem pravimo, da grupa I" deluje na X brez negibnih tock.

Ocitno je delovanje vsake koncne grupe povsem nezvezno.

Tocka x € X, za katero je g-x = x za nek g € Diff" (X), se imenuje negibna tocka ali
tudi fiksna tocka difeomorfizma g. MnoZica

I = {gel':g-x=x}

je podgrupa grupe I', ki se imenuje izotropna grupa tocke x. Iz pogoja 1. v definiciji
[[.92]sledi, da je grupa I kon¢na. V obratni smeri velja naslednje.

Trditev 1.93 Ce deluje I" povsem nezvezno na X, potem za vsako tocko x € X
obstaja odprta okolica x € U C X, tako da velja

gUNU #£0 < ge€l,.

Dokaz Implikacija <= ocitno velja za vsako okolico U tocke x.

DokaZimo sedaj implikacijo =. Recimo, da za neko okolico x € U C X elementi
g1=1,82,...,8x € I' zado$Cajo pogoju g;(U) NU # @, za vse ostale elemente g €
'\ {g1,...,g} pavelja g(U)NU = @. Ce U zmanjsamo, se mnoZica {gi,...,g}
kvec¢jemu zmanjSa. Torej lahko izberemo U tako, da za vsako manjso okolico
x € U’ C U dobimo isto kolekcijo elementov gi,...,gx € I', ki zadoS¢ajo pogoju
gj(U")NU' # @. Trdimo, da ti elementi sestavljajo izotropno grupo I. Izberimo
zaporedje vloZenih okolic U' =U; DU, DUs D ... D (U = {x}. Zavsak [ € N
inje{l,...,k} je g;j(U;)NU, # @, torej obstaja tocka x;; € U;, daje g;(x;;) € Uj.
Pri | — oo veljax;; — xin g;(x;;) — x, saj se okolice U; kr¢ijo proti x. Iz zveznosti
preslikave g; sledi g;(x) =x, torej g; €I zaj=1,...,k. O
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Posledica 1.94 Ce I' deluje na X povsem nezvezno in brez negibnih tock, ima vsaka
toc¢ka x € X okolico U C X, tako da je gUNU = & za vsak g € T \ {1}.

Naloga 1.95 Dokazi: Ce grupa I' deluje povsem nezvezno na X, potem je vsaka
orbita’'x = {g-x: g € I'} C X zaprta diskretna podmnoZica v X.

Vprasanje: Recimo, da I" deluje na X tako, da so vse njene orbite I"x diskretne v X
in je vsaka izotropna grupa I; kon¢na. Ali odtod sledi pogoj 1. v definiciji povsem
nezveznega delovanja?

Sedaj bomo pokazali zvezo med povsem nezveznimi delovanji grup in krovnimi
projekcijami. V eno smer jo opisuje naslednja trditev, katere elementaren dokaz je
prepuscen bralcu.

Trditev 1.96 Ce je ©: X — Y krovna projekcija razreda 6", potem njena grupa
krovnih translacij Deckz(X) C Diff"(X) deluje na X povsem nezvezno ter brez
negibnih tock.

V splosnem grupa Deckz(X) ne deluje tranzitivno na vlaknih krovne projekcije
7 :X — Y. Ce Decky(X) deluje tranzitivno na vlaknih, se krov imenuje regularen.
V tem primeru sledi, da je Y izomorfna prostoru orbit: ¥ = X /Deckz(X).

Naslednji izrek je glavni rezultat tega razdelka.

Izrek 1.97 Naj bo X mnogoterost razreda €" (r € {0,1,...,00,®,0}). Ce grupa
I' C Diff"(X) deluje na X povsem nezvezno, je kvocientna projekcija w:X —Y =
X /I odprta preslikava in kvocientna topologija na Y je Hausdorffova. Ce je poleg
tega delovanje brez negibnih toc¢k, ima Y natanko eno strukturo €"-mnogoterosti
(do €" difeomorfizma), tako da je X LY krovna projekcija razreda €" in je
I' = Deck(X) grupa njenih krovnih translacij.

Dokaz Ce je U odprta mnoZica v X, je tudi 7' (n(U)) = Uger gU odprta mnoZica,
kar po definiciji kvocientne topologije pomeni, da je w(U) odprta v Y. Torej je ©
odprta preslikava.

Iz pogoja 2. v definiciji sledi, da je kvocientna topologija na ¥ = X /I
Hausdorffova.

Denimo sedaj, da grupa I" deluje brez negibnih tock. Po posledici [.94] ima vsaka
tocka x € X odprto povezano okolico U C X, tako da je gU NU = & za vsak
g€ I'\{1}. Torej je [U] = m(U) C Y okolica to¢ke I'x = [x] € Y, za katero velja

() = |Jsu

gel’

in so mnozice gU paroma disjunktne. Za vsak g € I' je projekcija 7 : gU — [U]
bijektivna, zvezna in odprta, torej homeomorfizem.
Odtod sledi, da je Y lokalno evklidski prostor in je & : X — Y topoloska krovna
projekcija. Ker je prostor X 2-Steven, je tak tudi Y.
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Strukturo 4" mnogoterosti na Y definiramo na naslednji nacin. Naj bo x € X.
Izberimo odprto povezano okolico x € U C X, tako da je gUNU = & za vsak
g €'\ {1}. Po potrebi U zmanj$amo, tako da obstaja lokalna karta ¢ : U — U C R"
(v danem maksimalnem %" atlasu na X). Sedaj vzamemo preslikavo

¢o(nly) ' :n(U) —UCR"

zakarto na T(U) C Y. Ce sta y = ¢ o (m|y) ™ in v/ = ¢’ o (n|,y)~" dve karti te
oblike, pri &emer je ¢’ lokalna karta na translatu gU, je prehodna preslikava enaka

Yoy = ¢'o(mlw)  o(0o(aly) ) = ¢'o(alw) olyos €@
———

g€l CDiff"(X)
S tem je izrek dokazan. O

Primer 1.98 1. Cikli¢na grupa Z; = {0,1,...,k— 1} = Z/kZ deluje na komplek-
sni ravnini C z generatorjem

o(z) = milky, zeC.

To je rotacija ravnine za k-ti koren enote. Pripadajoca kvocientna projecija je
p:C —C, p(z) =7~ Torej je C/{c) = C. Orbita tocke z je

{2k m=0,1,... k—1}.

Edina negibna tocka grupe je 0 € C. Na C* deluje grupa I' = (o) povsem
nezvezno in brez negibnih tock; C* 3 z — zF € C* je krovna projekcija.

2. Na X = C? deluje cikli¢na grupa Z, z generatorjem o (z,w) = (—z, —w). Orbita
tocke (z,w) vsebuje Se njej antipodno tocko (—z,—w). Edina negibna tocka je
izhodis¢e (0,0) € C2. Ni tezko videti, da so orbite vlakna preslikave

[:C =0 flw) = (& whw).
Torej je slika
A= f(C = {(z1,2,53) €C* 1 F =z}

izomorfna prostoru orbit C? /T". To je kompleksna (algebrai¢na) kvadrati¢na
hiperploskev v C? z edino singularnostjo v izhodid¢u 0 € C3. ZoZena preslikava
f:C?\ {0} — A\ {0} je dvolistna krovna projekcija.

3. Na X = R? deluje cikli¢na grupa I" 2 Z, z generatorjem & (x,y) = (—x,y), to je
zrcaljenje preko y osi. Tocke (0,y) (y € R) so negibne tocke delovanja. Kvocient
R?/I" = [0,%0) x R je mnogoterost z robom in kvocientno projekcijo realizira
preslikava f(x,y) = (x%,y). Njena zozitev na R* x R = R\ {0} x R je trivialna
dvolistna krovna projekcija na (0, +o0) x R.
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Ce opazujemo isto delovanje na C2, pa je kvocient C2/I" = C2. Projekcija
f(x,y) = (¥2,y) je razvejana vzdol premice {0} x C? in zoZitev f : C* x C —
C* x C je dvolisten holomorfen krov.

4. X = C? =C?\ {0}, o(z) = 2z. Grupa I' = (o) = Z deluje na C? povsem
nezvezno in brez negibnih to¢k. Prostor orbit ¥ = C2/I" je kompaktna
kompleksna ploskev, ki se imenuje Hopfova ploskev. Kvocientna projekcija
C2? — Y je holomorfna krovna projekcija. Fundamentalna domena delovanja
je npr. krogelna lupina A = {z € C? : 1 < |z| < 2}. Identificirata se njeni robni
komponenti, to je enotna sfera $* = {z € C?: |z] = 1} in 2% = {z € C?: || =2},
zato je kvocient Y difeomorfen produktu $3 x S'.

1.8.3 Dvig preslikave v krovu

Naslednji cilj je dokaz strukturnega izreka, ki povezuje krovne prostore 7w : ¥ — X
nad dano mnogoterostjo X s podgrupami fundamentalne grupe 7 (X). Ti rezultati
so predstavljeni v naslednjem razdelku [I.8.4} glej izreka [I.10§] in [I.I09] V tem
pripravljalnem razdelku obravnavamo nekaj osnovnih orodij in rezultatov, ki bodo
uporabljeni v dokazu.

Fundamentalna grupa. Naj bo S' = R/Z kroznica. Prelikava y: S' — Y se imenuje
zanka v Y. Ekvivalentno, zanka je pot y: [0, 1] — Y, pri kateri se zafetna in kon¢na
to¢ka ujemata: ¥(0) = y(1). Opazujmo zanke v izbrani tocki yo € Y:

y:$' =Y,  y(0) = y(1) = .

Zanki y in Y sta homotopni, e obstaja zvezna preslikava H : S' x [0,1] — Y, ki
zados¢a pogojem

H(,O) =% H(vl) = }/7 H(O,S) = H(l,S) =0 (VSG [Ovu)

Obstoj homotopije je ekvivalencna relacija na prostoru vseh zank v tocki yg € Y.

Fundamentalna grupa m;(Y,yo) je mnoZica homotopnih razredov zank v Y, pripetih
v tocki yp € Y. To je grupa (v sploSnem nekomutativna) z operacijo stik poti:

Y] = lr-7]

Stik -y’ dveh zank v toCki yq je spet zanka v yg, ki jo dobimo tako, da gremo najpre;j
po prvi zanki 7y in zatem $e po drugi zanki Y.

Naloga 1.99 Preveri, da je homotopski razred stika zank y-7Y odvisen le od
homotopskih razredov obeh zank yin Y. Odtod sledi, da stik poti definira operacijo
(produkt) v 7, (Y, yo). Opremljena s to operacijo se 7 (Y,yo) imenuje fundamentalna
grupa (ali tudi prva homotopska grupa) prostora Y v tocki yy.
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Ce je Y povezana, potem izbor bazne tocke yo ni bistven, saj so grupe (Y, y0)
za razlicne yp € Y med seboj izomorfne (niso pa naravno izomorfne). V tem
primeru pogosto piSemo kar 7y (Y). Izomorfizem 7 (Y,yo) = 7 (Y,y1) dobimo
tako, da izberemo pot A4 : [0,1] — ¥ z zaletno to¢ko A(0) = yo in konéno tocko
A(1) = y;. Oznagimo z A ! obrnjeno pot ! (¢) = y(1 —1); o¢itno je A~1(0) = y,
in A=1(1) = yo. Zanki y: S' — Y vy tedaj priredimo zanko ¥ = A~'-y- A vy (toje
stik poti ! of y; do yg, zanke ¥ v yg ter poti A nazaj od yo do y;). Ni teZko videti,
da ta operacija inducira izomorfizem 7;(Y,yo) = (Y,y1), ki pa je v splosnem
odvisen od izbire poti A. Natanéneje, izomorfizem je odvisen od homotopskega
razreda poti od yo do y;.

Primer 1.100 7;(S') =Z, ; (C*) = Z, m;(S' x S') = Z B Z.

Povezana mnogoterost Y se imenuje enostavno povezana, ¢e je njena fundamentalna
grupa trivialna: m;(Y) = 0. (V&asih piSemo grupno operacijo multiplikativno in
trvialno grupo oznadimo z m; (¥) = 1.)

Primer 1.101 m;(R") =0 za vsak n > 1; m;(S") =0 za vsak n > 1.
Vsaka zvezna preslikava f : X — Y inducira homomorfizem fundamentalnih grup
ferm(X,x0) = m(Y, f(x0)), [+ [for] (1.25)

Slika fi. (71 (X, x0)) je podgrupa v m (Y, f(xo)).

Naj bosta X in Z topoloska prostora. Zvezna preslikava f : Z x [0,1] — X se imenuje
homotopija preslikav Z — X to je druzina zveznih preslikav f; = f(-,¢): Z — X, ki
je zvezno odvisna od parametra ¢ € [0, 1].

Pomemben rezultat v teoriji krovnih prostorov je naslednji izrek o dvigu homotopij.

Izrek 1.102 (Dvig homotopije v krovu) Naj bo & : X — Y krovna projekcija. Naj
bo Z topoloski prostorin f : Z x [0,1] = Y ter Fy : Z — X zvezni preslikavi, tako da
velja wo Fy = f(-,0). Potem obstaja natanko ena zvezna preslikava F : Z x [0,1] —
Y, tako da velja

ToF = f, F(-,0) = RKh:Z—Y.

Zx {0} X
[ o Jﬂ
o
zZx[0,1] 1—vy

Preslikava F' v izreku se imenuje dvig homotopije f glede na krovno projekcijo 7.
V posebnem primeru, ko je Z prostor z eno tocko, dobimo izrek od dvigu poti:
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Posledica 1.103 (Dvig poti v krovu) Naj bo 7w : X — Y krovna projekcija. Ce je
f:10,1] =Y pot in xo € X tocka v viaknu w1 (f(0)) € X, potem obstaja natanko
ena pot F : [0,1] — X, ki zado$¢a pogojema

F(0) = xo, n(F(t)) = f(t) zavsakt €[0,1].

Dokaz izreka[1.102] Oglejmo si najprej poseben primer iz posledice ko je
Z = {zo} prostor z eno tocko, torej je f: [0,1] — ¥ pot v Y. Ker je zaloga vrednosti
£([0,1]) C Y kompaktna, lahko izberemo delitev 0 =ty <t; <tp < --- <t =l in
odprte povezane mnozice Vi,...,V; C Y, ki zado§¢ajo pogoju v definiciji[[.84]in

f([l‘,'_l,t,'])CV,', i=1,....k. (1.26)

Naj bo U; C X tista povezana komponenta mnoZice 7~ (V}), ki vsebuje to¢ko xo.
Tedaj je 7|y, : Uy — Vi homeomorfizem. Definirajmo

F(t) = (zlo,) ' (f(),  t€0.n].

Potem oditno velja F(0) = xo in n(F(¢)) = f(¢) za t € [0,1]. Naj bo U, povezana
komponenta mnoZice 7! (V»), ki vsebuje to¢ko F (t1). Definiramo

F(t) = (nlo) ' (f()),  t€ln.n).

Tedaj se F (1) ujema s prej definirano vrednostjo in je (F(¢)) = f(¢) zat € [t1,1].
Po k korakih dobimo iskani dvig F poti f na celotnem intervalu [0, 1]. Enoli¢nost
dviga je otitna iz konstrukcije, sledi pa tudi iz dejstva, da je mnoZica tock ¢ € [0, 1],
v kateri se dva dviga iste preslikave ujemata, odprta in zaprta.

V splo$nem primeru opisani postopek zagotovi za vsako tocko zp € Z enoli¢ni
dvig poti f(zo,-):1—Y v pot F(zp,-) :[0,1] = X z zaCetno to¢ko Fy(zp) € X.
Potrebno je videti, da je pot F(zo,-) zvezno odvisna od tocke zo € Z. Fiksirajmo
Zp in izberimo delitev 0 =1y < t; <t < --- < fy = | intervala [0, 1] in odprte
mnozice Vi,...,V; C Y, ki zado$¢ajo pogoju v definiciji[T.84]in pogoju (I.26) za pot
f=f(z0,) : I =Y. Zaradi zveznosti preslikave f velja (I.26)) tudi za pot f(z,-) za
vse tocke z € Z v neki dovolj majhni okolici Zy C Z tocke zg. Ker je tudi Fp : Z — X
zvezna preslikava, lahko okolico Zy primerno zmanj$amo, tako da vse tocke F;(0)
(z € Zy) leZijo v isti povezani komponenti U; C X mnoZice £~ ! (V). Zato lahko
definiramo dvig na intervalu z € [0,1,] za vse tocke z € Zj s predpisom

F(Zat) = (7.[|U1)71(f(zat))v re [0,[1], 2€Z.

Z istim postopkom nadaljujemo enako kot zgoraj, s tem da okolico Zy tocke zg v
vsakem koraku po potrebi skr¢imo. V konéno mnogo korakih dobimo zvezen dvig
F :Zyx[0,1] — X preslikave f : Zy x [0,1] — X. Ker to velja za vsako to¢ko z9 € Z,
je izrek dokazan. O
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Posledica 1.104 (Izrek o monodromiji) Naj bo © : X — Y krovna projekcija,
yo,¥1 € Y poljubni tocki in fs: 1 =1[0,1] = Y (s € I) homotopija poti z zacetno
toc¢ko f5(0) = yg in koncno tocko fs(1) =yy za vsak s € I. Naj bo Fy : I — X zvezen
dvig poti fy, ki je zvezno odvisen od parametra s € 1. Potem sta tocki F(0) in Fy(1)
neodvisni od s € I. Ce je {fs}ser homotopija zank v tocki yg in je Fy zanka v neki
to¢ki xo € X nad yo, potem je {F; }sc; homotopija zank v xy.

Dokaz Preslikava I > s — F;(0) € X je zvezna in njena zaloga vrednosti leZi
v diskretnem vlaknu 7~!(yg), zato je konstantna. Isti sklep velja za preslikavo
I5s—FE()en'(y)cX. O

Opomba 1.105 Izrek o monodromiji velja z istim dokazom v splo$nejSem primeru,
ko je projekcija w : X — Y lokalni homeomorfizem. Lastnost krovne projekcije
je potreba samo za obstoj dviga. Ta izrek igra pomembno vlogo pri enoli¢nosti
analiti¢nega nadaljevanja holomorfne funkcije vzdolZ homotopnih poti.

Izrek 1.106 (Dvig enostavno povezane mnozice) Najbo h:X — Y krovna projek-
cija in Z povezana in enostavno povezana mnogoterost. Za vsako zvezno preslikavo
f 1 Z — Y obstaja zvezna preslikava F : Z — X, ki zados¢a ho F = f. Dvig F je
enoli¢no dolocen z vrednostjo F(zo) € X v poljubni tocki zo € Z.

X

P A

// lh

/f
Z——Y

Dokaz Izberimo tocko zp € Z, oznalimo yp = f(z0) € Y in naj bo xo € X tocka na
vlaknu 2~ (yp). Za poljubno to¢ko z € Z izberemo pot y: I = [0,1] — Z z zaletno
tocko 7(0) = zo in konéno tocko y(1) = z. Njena slika foy: I —Y jepotvY z
za&etno tocko yg € Y in konéno tocko f(z) € Y.

Po posledici obstaja dvig A : I — X z za&etno totko A(0) = x¢. Definiramo
F(z) = A(1) € X. Ce dokaZzemo, da je tocka A (1) neodvisna od izbire poti 7y, potem
je F dobro definirana in zadosc¢a izreku.

Ker je prostor Z enostavno povezan, sta poljubni dve poti ¥, ¥ : I — Z med tockama
2o in z homotopni, torej obstaja homotopijapoti ¥, : I - Z (s€l)zp=yiny =Y.
Za vsak s € I najbo A : I — X dvig poti foy, : I — Y z zaletno tocko As(0) = xo

(glej posledico|1.103). Po posledici[1.104]je kon¢na tocka A,(1) € X neodvisna od
s € 1. Zato je zgoraj definirana preslikava F : Z — X neodvisna od izbire poti y. O

Analogen argument uporabimo za dokaz naslednjega splosnejSega izreka o dvigu.

Izrek 1.107 (Izrek o dvigu preslikave) Naj bo h : X — Y krovna projekcija, Z
povezana mnogoterost in [ : Z — Y zvezna preslikava. Izberimo tocke zo € Z, yo € Y
inxp € X, tako da je f(zo) = yo = h(xo). Naslednji lastnosti sta ekvivalenmi:

(a) Obstaja zvezna preslikava F : Z — X, ki zados§¢a ho F = f in F(zo) = xo. (Torej
je F dvig preslikave f z zacetno vrednostjo F(z9) = xo.)
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() fu(m(Z,20)) C hi(m (X, x0))-

Preslikava F' v tocki (a), Ce obstaja, je seveda enolicno dolocena. Implikacija
(a)=-(b) je otitna, saj iz ho F = f sledi h.(Fi(m(Z,20))) = f(71(Z,20)). Obraten
sklep (b)=-(a) dobimo slede¢ dokazu izreka [I.106] in upostevaje predpostavko, da
se vsaka zanka v Y, ki pride iz zanke v Z pripete v zg s preslikavo f, dvigne v zanko
v X pripeto v xo.

1.8.4 Obstoj in klasifikacija krovnih prostorov

Najprej bomo konstruirali univerzalni krov nad dano mnogoterostjo X (oz. nad
poljubnim topoloskim prostorom, ki je povezan s potmi in lokalno povezan s potmi).

Izrek 1.108 Za vsako povezano mnogoterost X obstaja povezana in enostavno
povezana mnogoterost X ter (univerzalna) krovna projekcija © : X — X. MnoZica
Deck(m) krovnih translacij je izomorfna fundamentalni grupi m; (X).

Univerzalni krov je dolocen do izomorfizma krovov natancno.

Dokaz Najprej dokazimo enoli¢nost. Denimo, da sta 7:Y - X in 7’ : Y/ — X
dve krovni projekciji, kjer sta mnogoterosti Y in ¥’ povezani in enostavno povezani.
Izberimo tocko p € X in par tock yo € 7' (p) €Y teryj € (n')~!(p) € Y'. Po izreku
[1.106] obstajata preslikavi @ : ¥ — ¥’ in ¥ : Y/ — Y, ki zado3¢ata pogojem

Tod =m  D(y) = Y no¥ =7, ¥ = Yo (1.27)

Iz teh pogojev sledi, da preslikava ® = WY o @ :Y — Y zadoS€a o ® = 7 in
posledi¢no je krovna projekcija. Mnozica {y € Y : @(y) =y} je odprta in zaprta. Ker
je Y povezana in @ (yg) = yo, sledi ® = Idy. Analogno vidimo, da je @ o ¥ = Idy.
Sedaj bomo podali dokaz obstoja univerzalnega krova.

Izberimo tocko pg € X. Za vsako tocko p € X naj bo )?p mnoZica vseh homotopnih
razredov poti v X od pg do p. Naj bo

X=|]%,
peEX
disjunktna unija s projekcijo 7 : X — X, ki preslika va v tocko p.

Trdimo, da na X obstaja struktura topoloSke mnogoterosti, tako da je 7 : XX
univerzalna krovna projekcija in je X povezana ter enostavno povezana. Za dokaz
izberimo poljubno tocko ¢ € X in neko povezano in enostavno povezano odprto
okolico U C X tocke g. Izberimo pot A : [0,1] = X od A(0) = pp do A(1) =¢q. Za
vsak t € [0,1] ozna¢imo z A, : [0,1] — X pot

A(s) = A(st), s€0,1].
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Otitno je 4, pot od A,(0) = pg do A,(1) = A(¢); torej je preslikava

0,13t — [A]eX
dvig poti A v totalni prostor X. Opazujmo sedaj mnoZico poti
V), = {Ac:cjepotv U inc(0)=q}.

Ker je U enostavno povezana, sta poljubni dve poti 6,6’ v U od g do poljubne
to¢ke p € U homotopni, torej sta tudi poti Ao in A6’ homotopni. Odtod sledi, da se
mnoZica

V), = {[Ac]eX:cjepotvU inc(0)=q}

s projekcijo 7 preslika bijektivno na U. Za dve razli¢ni poti A,A" v X od pg do ¢
velja V;, = Vj,, Ce sta poti A, A" homotopni, in V) NV, = & sicer. Poleg tega lahko
vsako pot A v X od pg do p € U predstavimo v obliki A o, kjer je A pot od pg do ¢
in je o pot v U od ¢ do p. Odtod sledi, da je 77! (U) enaka disjunktni uniji mnoZic
V); za paroma nehomotopne poti A; od pg do g.

Topologijo na X definiramo_z zahtevo, da je vsaka bijekcija 7 :V, — U
homeomorfizem. Torej je 7w : X — X krovna projekcija, ki je trivialna nad vsako
od mnoZzic U C X v zgornji konstrukciji.

Da je X povezana sledi iz dejstva, da je vsak par poti v X z isto zacetno tocko
po € X in poljubno kon¢no tocko med seboj homotopen preko homotopije, ki fiksira
le zacetno tocko. (Pot lahko homotopno skré¢imo vzdolZz same sebe v zacetno tocko,
¢e je koncna tocka prosta.)

Sedaj moramo dokazati Se, da je X enostavno povezana. Izberimo tocko po € X, ki
ustreza konstantni poti % (z) = po € X. Naj bo A poljubna zanka v X, pripeta v po.
Njena projekcija Y = wo A je zanka v X, pripeta v py. Po izreku (o obstoju in
enoli¢nosti dviga poti v krov) je A dvig poti ¥ z zaCetno tocko A (0) = py. Torej je
A1) =]y eX, o Tavno element, ki ga doloca razred zanke ¥ v fundamentalni grupi
71 (X;po). Ker je A zanka, je [y] =0 € m(X; po), torej je ¥ homotopna konstanti.
Dvig te homotopije (glej izrek ter monodromijski izrek (posledica [I.104)
nam povesta, da je tudi A homotopna konstantni zanki [0,1] > ¢ — po. Ker je bila
A poljubna zanka v jy € X, sledi m;(X; o) = 0. Ker je X povezana, to velja za
poljubno tocko pp € X.

Fundamentalna grupa m(X;py) deluje na X kot grupa krovnih translacij s
predpisom, ki priredi poljubni zanki y v X, pripeti v tocki py, ter poti A v X od
po do p, njun stik YA v X od pg do p:

71 (X:po) X X 3 ([M,[A]) — [YA] € X.

Preverimo lahko, da je element [yA] € X odvisen samo od homotopskih razredov
zanke ¥ v pg in poti A od pg do p. Iz konstrukcije sledi, da 7; (X; po) deluje zvesto
in tranzitivno na vsakem vlaknu. Na vlaknu )?,,0 = 1 (X; po) je to ravno delovanje
grupe 71 (X; po) na sami sebi kot levi produkt. O
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Podobna konstrukcija nam da naslednji splosne;jsi izrek.

Izrek 1.109 Naj bo X povezana mnogoterost in p € X poljubna tocka. Za vsako
podgrupo G C m(X; p) fundamentalne grupe X obstaja povezana mnogoterost Y
ter krovna projekcija w1 Y — X, tako da za poljubno tocko q € ®~'(p) €Y velja

m.(m(Y;q)) = gGg~' zanek g € m(X:p).

Grupa krovnih translacij je Deck(n) = H/G, kjer je H C m (X; p) normalizator
podgrupe G (glej (1.30)).

KrovY — X s to lastnostjo je dolocen do izomorfizma krovov natancno.

Ce je G podgrupa edinka fundamentalne grupe m (X ; p), je Deck(n) = m(X;p)/G
inkrovY — X je regularen.

Dokaz Mnogoterost Y lahko konstruiramo kot mnoZzico vseh ekvivalencnih
razredov poti A v X z zaetno tocko A(0) = p € X glede na ekvivalen¢no relacijo

A~A = 2(1) = V(1)in[AA) e Gcm(X;p). (1.28)

To pomeni, da je Y kvocient totalnega prostora X univerzalnega krovnega prostora
XX po grupi G C m; (X; p), ki deluje na X kot grupa krovnih translacij. Na vlaknu
)?p = 11 (X; p) je to ravno delovanje podgrupe G na grupi 7; (X; p) z mnoZenjem na
levi. Orbita tocke k € 7 (X;p) je Gh = {gh: g € G}, torej desni faktorski razred
grupe G. Vlakno Y, nad toCko p € X je enako prostoru orbit grupe G, torej desni
faktorski mnozici {Gg : g € m;(X;p)} podgrupe G v 7;(X; p). Poleg tega imamo

univerzalno krovno projekcijo X — Y z grupo krovnih translacij, ki je po izreku
izomorfna grupi m; (Y).

Faktorska mnoZica 7; (X; p)/G je grupa z operacijo, podedovano iz fundamentalne
grupe 7;(X;p), natanko tedaj, ko je G podgrupa edinka grupe m;(X;p). V tem
primeru je kvocientna grupa 7y (X; p)/G izomorfna grupi krovnih translacij krova
Y — X, kar vidimo takole. Tocka y € Y, je dolocena s homotopnim razredom poti v
X od p do x, pri Cemer dve taki poti 4,4 dolo¢ata isti element y natanko tedaj, ko
zanka o := A(A')~! v p dolo¢a element [6] podgrupe G C 71 (X; p) (glej (T28)).
Naj bo v poljubna zanka pripeta v tocki p € X. Poti YA in YA’ v X od p do x dolo¢ata
isti element vlakna Y, natanko tedaj, ko velja

[(YA)(A) "] = M@Y= el ™' € G.
To velja za vsak element g¢ = [0] € G natanko tedaj, ko je
Y6l = G. (1.29)

Stik (y,A) — YA z zanko ¥ torej doloCa krovno translacijo ¥ — ¥ nad X natanko
tedaj, ko velja (I.29). MnoZica

H = {[yl em(X:p): Gl = G} (1.30)
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se imenuje normalizator podgrupe G v grupi 7 (X; p). O¢€itno je G <1 H podgrupa
edinka v H in je H najve¢ja podgrupa v 7; (X; p) s to lastnostjo. Odtod vidimo, da
je grupa krovnih translacij krova ¥ — X enaka grupi H/G, in je enaka 7 (X;p)/G
natanko tedaj, ko je G edinka v m; (X; p).

Cestam:Y — X inx': Y’ — X dva krova, ki zadoiCata pogojem izreka, izrek
zagotavlja obstoj preslikav @ : Y — Y’ in ¥ : Y/ — Y, ki zadoSCata ; torej sta
@ in ¥ med seboj inverzna izomorfizma krovov. (Za podrobnosti glej dokaz izreka

(LI0g).) O

Izrek [I.109] igra pomembno vlogo pri klasifikaciji mnogoterosti, saj reducira
problem na klasifikacijo enostavno povezanih mnogoterosti skupaj s prostim in
povsem nezveznim delovanjem grup na njih.

Primer 1.110 Naj bo Y Riemannova ploskev, to je kompleksna mnogoterost
dimenzije dimcY = 1. Preprosti primeri so C, domene v C in Riemannova sfera
CP! = CU{o} = §2. Naj bo X 5 ¥ njen univerzalni krov. Potem je X enostavno
povezana Riemannova ploskev.

Izrek 1.111 (Riemann-Koebe) Vsaka enostavno povezana Riemannova ploskev je
biholomorfno ekvivalentna eni od ploskev CP!, C, A = {|z| < 1}.

Poseben primer je Riemannov upodobitveni izrek: Vsaka povezana in enostavno
povezana domena D C C je biholomorfno ekvivalentna disku A.

Iz elementarne teorije funkcij ene kompleksne spremenljivke je znano, da so grupe
holomorfnih avtomorfizmov teh treh ploskev naslednje:

Aut(CP) = {z+ f;iz s ad —bc # 0} (ulomljene linearne funkcije)
Aut(C) = {z—az+b: a,beC,a#0} (kompleksna afina grupa)

Aut(A) = {7+ €® -1 a€A 0€cR} (Mobiusove preslikave)

Sedaj je treba najti diskretne podgrupe I C Aut(X), X € {CP',C,A}, ki delujejo
prosto in povsem nezvezno.

Ni tezko preveriti, da ima vsak ¥ € Aut(CP!) negibno to¢ko. Torej CP! nima
netrivialnih holomorfnih kvocientov.

Avtomorfizem y(z) = az+ b ravnine C je brez negibne tocke natanko tedaj, ko je
a=11in b # 0. Torej je ¥ translacija z s 2+ b. Grupa translacij Z = (y) C Aut(C)
deluje na C brez negibnih tock in povsem nezvezno. Kvocientna projekcija C ENo
je podana s preslikavo z — e2%i2/b,

Naj bosta a,b € C*, § ¢ R. Pripadajoci translaciji sta

Y(z) = z+a, o(z) = z+b

Grupa I’ = (7, 0) C Aut(C) generirana z ¥ in ¢ je izomorfna grupi Z @ Z. Kvocient
C/TI je torus s kompleksno strukturo.
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Brez izgube sploSnosti lahko gledamo primer a = 1, o = g € C\R. Tedaj je
Iy =Z&Zw C Aut(C) in C/r,, = T, je kompleksen torus, ki pripada Stevilu . V
mreZi I, lahko vselej najdemo $tevilo @' = u + iv, tako da je Iy, = Iy in velja

(a)'|>l, ;<u§;> ali <|w'|1, Ogugé). (1.31)
Generator @' € I, s temi lastnostmi je enolitno dolofen in natanko doloca
kompleksno strukturo na torusu. Natancneje, Ce sta ®; in @, kompleksni Stevili
z lastnostmi , potem sta pripadajoca torusa Te, = C/r,, in T, = C/r,
biholomorfno ekvivalentna natanko tedaj, ko je @; = ,. Torej biholomorfno
neekvivalentni kompleksni torusi sestavljajo kompleksno enoparametri¢éno druZino.
(Za dokaz glej npr. Ahlfors [3].) Po drugi strani so vsi 2-torusi so med seboj
difeomortfni.

Da se pokazati, da nobena grupa translacij ravnine C z vec kot dvema generatorjema
ne deluje povsem nezvezno. Odtod zaklju¢imo, da so netrivialni holomorfni
kvocienti ravnine C ravno C* ter kompleksni torusi. Drugace povedano,ée je Y
enostavno povezana Riemannova ploskev, katere univerzalni krov je C, potem je
Y enaka eni od ploskev C,C* ali kompleksni torus.

Vse ostale Riemannove ploskve so holomorfni kvocienti diska A C C. Teh je veliko.
Naj bo S, kompaktna orientabilna ploskev roda g € Z. Pri g = 0 je to 2-sfera, pri
g = 1 imamo torus, za g > 1 pa je S, povezana vsota g torusov. Taka ploskev ima
do difeomorfizma natan¢no samo eno gladko strukturo. (To je, poljubni dve gladki
strukturi na njej sta difeomorfni.)

Obstaja veliko grup I' C Aut(A), ki delujejo na disku povsem nezvezno in
prosto (brez fiksnih tock), tako da je kvocient A/I" (ki je Riemannova ploskev)
difeomorfen ploskvi S,:

A

|
AJT =S,

Za razline grupe I' C Aut(A) lahko dobimo kvociente, ki so med seboj
difeomorfni, niso pa biholomorfni.

Prostor modulov, imenovan tudi Teichmiillerjev prostor, je mnoZica med seboj
nebiholomorfnih kompleksnih struktur na dani ploskvi S,. V primeru g > 1 lahko
to mnoZico predstavimo kot domeno v C*$73, ki je homeomorfna krogli.

Vec o uniformizacijski teoriji Riemannovih ploskev in o Teichmiillerjevih prostorih
lahko najdete npr. v [?].



1.9 SveZnji 63

1.9 Sveznji

Naj bodo X,Y,Z mnogoterosti razreda ¢ in naj bo 7 : Z — X submerzija razreda
€', tako da je vsako vlakno Z, = ! (x) (x € X) difeomorfno mnogoterosti Y. Taka
preslikava se imenuje sveZenj z viaknom Y, Ce je projekcija 7 lokalno (nad majhnimi
odprtimi mnoZicami U C X) ekvivalentna projekciji pr: U xY — U, pr(x,y) = x.
Natanc¢na definicija je naslednja.

Definicija 1.112 Preslikava w : Z — X razreda €" je €" svezenj z vlaknom Y, de
ima vsaka toc¢ka xy € X odprto okolico U C X in €" difeomorfizem

0:Zly = n'(U) = U xY, (1.32)
tako da je 6(Zy) = {x} XY za vsak x € U. Ekvivalentno, naslednji diagram je
komutativen:

Zly —2sUuxy
| Jpr
Id
U———U
Mnogoterost X imenujemo bazni prostor, Z je totalni prostor in Y je vlakno sveZnja.

Svezenj oznaCujemo takole:

Y&——7Z

l{ﬂ

Vsak difeomorfizem 6 : Z|y = 77 (U) — U x Y kot v definiciji se imenuje
sveZenjska karta sveznja m : Z — X. DruZina sveZenjskih kart % = {(U;, 6;) }ie1»
kjer je U;c; Ui = X, je sveZenjski atlas. Prehodna preslikava

0ij = 6,06, :UyjxY = Uy xY

je oblike
6;j(x,y) = (x,8ij(x,y)), x€Uj, y€eY, (1.33)

kjer je za vsak x € U;; preslikava g;;(x,-) € Diff"(Y) difeomorfizem vlakna Y.

Primer 1.113 (SveZnji z diskretnim vlaknom) Ce je Y mnoZica z diskretno topo-
logijo, potem je sveZenj w : Z — X z vlaknom Y krovni prostor nad X (glej def.
[1.84). Krovni prostori so torej sveznji z diskretnimi vlakni. Totalni prostor Z je
2-Steven natanko tedaj, ko je vlakno Y koncna ali Stevna mnozica. O

Definicija 1.114 Naj bosta w : Z — X in ©' : Z — X sveZnja razreda ¢".
Difeomorfizem ® : Z — Z' razreda 6", ki zados¢a pogoju ' o @ = 7, se imenuje
%" izomorfizem svezZnjev.



64 1 Mnogoterosti: osnovne konstrukcije in primeri
Pogoj ©' o @ = 7 v definiciji pomeni, da komutira diagram

AN

l ) l

X —X

Komutativnost diagrama pomeni, da @ preslika vlakno Z, = 7~ !(x) prvega
sveznja difeomorfno na vlakno Z. = (z')~!(x) drugega sveZnja za vsako totko
x € X. Izomorfna sveZnja imata torej isto vlakno. (Natan¢nje, njuni vlakni sta 6"
difeomorfni.)

Primer 1.115 (Produktni in trivialni sveZenji) SveZenj
n:Z =XxY—X, (x,y) = x

imenujemo produktni sveZenj z viaknom Y nad X.

Svezenj w : Z — X z vlaknom Y je trivialen, Ce je izomorfen produktnemu sveznju;
to je, e obstaja difeomorfizem & : Z — X x Y, tako da velja pro ® = m. Tak
difeomorfizem imenujemo tudi trivializacija sveZnjaZ — X. 0O

Iz definicij sledi, da je sveZenjska karta 0 : Z|y = 7! (U) — U x Y izomorfizem
zoZenega sveznja Z|y na produktni svezenj U x Y. Torej je vsak sveZenj lokalno
trivialen: vsaka to¢ka x € X ima okolico U C X, nad katero je sveZenj trivialen.

Definicija 1.116 Prerez sveZnja © : Z — X je preslikava f : X — Z, ki zados¢a

pogoju wo f = Idy.
|

X

Mnozico vseh prerezov razreda €" sveznja it : Z — X razreda 6" oznadimo z
I"(X,2).

Prerez torej priredi vsaki tocki x € X toko f(x) € Z, v vlaknu projekcije 7 nad x.
V primeru, ko je Z = X x Y produktni sveZenj, lahko vsaki preslikavi f: X — Y
priredimo prerez F : X — Z s predpisom F(x) = (x, f(x)), x € X. Obratno, prerezu
F : X — Z = X xY produktnega sveZnja pripada preslikava f = pryoF : X — Y,
kjer pry : X XY — Y oznaluje projekcijo (x,y) — y.

Torej imamo bijektivnho korespondenco med preslikavami X — Y in prerezi
produktnega sveznja X x Y — X.

Ker je vsak svezenj lokalno trivialen, lahko prereze lokalno (nad majhnimi odprtimi
mnoZicami v bazi X) obravnavamo kot preslikave iz baze X v vlakno Y sveZnja.
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Pogosto omejimo tip sveZnja z zahtevo, da pripadajo prehodni difeomorfizmi
gij(x,-) neki dani podgrupi I" C Diff"(Y), ki se imenuje strukturna grupa sveZnja.
Ogledali si bomo nekaj najpomembnejsih primerov.

Primer 1.117 (Vektorski sveznji) Svezenj z vlaknom R” in strukturno grupo
GL,(RR) imenujemo realen vektorski sveZenj ranga n nad X (def.[3.1]na str.[118).
Svezenj z vlaknom R” in strukturno grupo O,(R) (ortogonalna grupa) imenujemo
(realen) ortogonalni sveZenj ranga n nad X .

Svezenj w : Z — X z vlaknom C” in strukturno grupo GL,(C) imenujemo
kompleksen vektorski sveZenj ranga n nad X . Ce sta X in Z kompleksni mnogoterosti
in so projekcija w : Z — X ter sveZenjske karte holomorfne, potem je Z — X
holomorfen vektorski sveZenj nad X.

Prehodne preslikave (I.33) v vektorskem sveZnju so oblike
0ij(x,v) = (x,gij(x)v), xeUj, veR", (1.34)

kjer druZina matri¢nih preslikav g;; : U;j — GL,(R) (oziroma g;; : U;j = GL,(C))
zadosc¢a kocikelnemu pogoju:

gi =1, gijgi=1 gijgingi = 1.

Pri tem smo z 1 oznadili identi¢no matriko.

Obratno: vsakemu 1-kociklu preslikav (g;;) na nekem pokritju % = {U;} baze X
pripada vektorski sveZenj 7 : Z — X, ki ima sveZenjski atlas 6; : Z|y, — U; x R”
prehodnimi preslikavami g;; . Tako dobljen vektorski sveZenj je razreda €
natanko tedaj, ko so baza X in preslikave g;; razreda €. DruZina prehodnih
preslikav (g;;) doloCa vektorski sveZenj do izomorfizma natan¢no.

Prerez vektorskega sveZnja Z — X, ki ima sveZenjski atlas nad pokritjem {U;} baze
X s prehodnimi preslikavami (T.34), je podan s kolekcijo preslikav f; : U; — R”
(oziroma f; : U; — C" v kompleksnem primeru), ki zado$¢a pogojem

filx) = gij(x)fi(x),  x€Uy.

Ker so prehodne preslikave med sveZenjskimi kartami v vektorskem sveZenju
linearne na vlaknih, ima vsako vlakno Z, (x € X) strukturo vektorskega prostora.
Odtod sledi, da lahko prereze takega sveZnja seStevamo in mnozimo s funkcijami
na X. Z drugo besedo, ¢e je Z — X vektorski sveZenj razreda €, potem je mnoZica
["(X,Z) vseh prerezov X — Z razreda 4" modul nad algebro € (X) vseh funkcij
razreda %" na bazi X. S pomodjo particij enote na X dobimo na ta nacin veliko
prerezov, saj lahko lokalne prereze sestavljamo v globalne prereze. (Zadnja trditev
seveda ne velja v razredih realno analiti¢nih ali holomorfnih sveZnjev.)

Vet o vektorskih sveznjih v poglavju 3]

Primer 1.118 (Univerzalni sveZenj) Spomnimo se (glej razdelek [1.3.4), da sta
RP" in CP" realen oz. kompleksen projektivni prostor dimenzije n.
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Trditev 1.119 Kanonicna kvocientna projekcija @ : R'! — RP" je realno anal-
iti¢en sveZenj 7 vlaknom R* = R\ {0}. Projekcija 7 : C'! — CP" je holomorfen
sveZenj z viaknom C*, ki se imenuje univerzalni sveZenj nad CP".

Dokaz Naj bo
Ui = {x=(x0,...,%0) ER:x; £0}, V;=n(U;) CRP".
Definiramo preslikavo
0;:U; = VixR", 0j(x0,...,%,) = ([x0 -1 x4],x;).
Tedaj je 0; sveZenjska kartana U;. Za 0 <1i, j < n je prehodna preslikava enaka

0;i([x],v) = (Gioﬂjfl)([x},v) = ([xo Do :xn],xi_v>. (1.35)

Xj

Trditev sledi. Isti dokaz velja v kompleksnem primeru.

Primer 1.120 (Razpih (blowup) tocke 0 € C"*!) Ker so prehodne preslikave 6; |
(1.35) linearne na vsakem vlaknu (mnoZenje s Stevilom x;/x;), lahko sveZnju 7 :
R™T 5 RP" (0z. 7w : C'*! — CP") dodamo nigelni prerez. Tako dobimo (realen oz.
kompleksen) vektorski svezenj E ranga 1 nad RP" oz. CP". Podrobneje si oglejmo
kompleksen primer:

/
C—E—" 5!

|
Cp”

Mnozica E je totalni prostor holomorfnega sveznja premic nad CP". Lahko je
predstavimo kot incidenc¢no podmnoZico v produktu CP" x C"+1:

E = {([x],z) eCP"xC"":31€C, takodajez=1x}, 7'([x],2) = z

Projekcija 7’ : E — C"*! je surjektivna z vlakni

N\—1 _ ([Z]’Z)v Z#O;
(@) = {{([x,O):[x]E(C]P’"}; z=0.

Torej je vlakno Ey nad tocko 0 € C**! izomorfno projektivnemu prostoru CP",
zozena projekcija ' : E \ Eg — C"*! pa je biholomorfna.

Kompleksna mnogoterost E se imenuje razpih (ang. blowup tocke 0 € C"*!. Ta
konstrukcija in njene posplositve (razpih vzdolZz kompleksne podmnogoterosti)
so izjemnega pomena v algebrai¢ni in analiticni geometriji, Se posebej pri
desingularizaciji analiticnih podmnoZic. Najpomembnejsi izrek v tej smeri je
dokazal japonski matematik Hironaka. Lokalni model kompleksnega prostora
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s singularnostmi so analitiche mnoZice Vv CV, to je, mnoZice definirane s
holomorfnimi ena¢bami.

Izrek 1.121 (Hironaka: Izrek o desingularizaciji) Za vsak kompleksen prostor
s singularnostmi X obstaja kompleksna mnogoterost Z in prava holomorfna
surjektivna projekcija @ : Z — X s kompaktnimi vlakni Z, = 1~ (x) (x € X), tako da
Jje & biholomorfna nad regularnim delom Xy prostora X.

Primer 1.122 (Glavni sveznji) Naj bo G neka Liejeva grupa; to je gladka mno-
goterost, v kateri sta produkt G x G — G, (g,g') — g¢', ter invertiranje G — G,
g+ g~ !, gladki operaciji. (Glej poglavie )

Grupa G deluje na sami sebi kot grupa translacij s produktom na levi:

G>gwr 6, €DIff(G), 6,(g") = g¢' Vg €G.

Primeri Liejevih grup so matri¢ne grupe, to je podgrupe v GL,(R) ali GL,(C). Veé
o Liejevih grupah lahko najdete v poglavju 5}

Svezenj  : Z — X z vlaknom G in strukturno grupo G (ki deluje na G kot grupa
translacij) imenujemo glavni G-sveZenj nad X. Tak sveZenj je holomorfen, Ce sta
X in Z kompleksni mnogoterosti, G je kompleksna Liejeva grupa in so projekcija
7 : Z — X ter sveZenjske karte (I.32) holomorfne.

Prehodne preslikave (I.33) v glavnem G sveZnju so oblike

(x,8) — (x,8ij(x)g), x€Uij, g€G,
kjer druzina preslikav g;; : U;; — G zadoS8¢a kocikelnemu pogoju:
gi = 1, gjgi =1, gjgugn = 1.
Pri tem smo z 1 € G oznadili enoto grupe G.

Primer 1.123 (SveZenj ogrodij) Vsakemu vektorskemu sveznju E — X z vlaknom
R" in prehodnimi preslikavami g;; : U;j = G = GL,(R) lahko priredimo glavni
GL,(R) svezenj Z — X z istimi prehodnimi preslikavami. Tako dobljeni sveZenj
se imenuje sveZenj ogrodij (angl. frame bundle), ki pripada danemu vektorskemu
sveznju E. Elementi vlakna Z, so vse moZne baze vektorskega prostora Ey.

Primer 1.124 (univerzalni sveZenj) V podrazdelku smo obravnali Grass-
manovo mnogoterost Gy (R") vseh k-dimenzionalnih vektorskih podprostorov pros-
tora R”. Naj bo V,(R") mnoZica vseh urejenih k-teric x = (x',...,x*) linearno neod-
visnih vektorjev x!,...,x* € R" (ki jo lahko identificiramo z mnoZico vseh n x k
matrik maksimalnega ranga k), in

T Vk(Rn) — Gk(Rn) (1.36)

kvocientna projekcija, ki matriki x = (x',...,x*) priredi njeno linearno lupino (glej
[1.9). Grupa GLi(R) deluje na Vi(R") s produktom na desni, torej (x,A) — x-A za
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vsak x € V;(R") in A € GL;(R). Lahko je videti, da so orbite tega delovanja ravno
vlakna projekcije 7 : Vi (R") — Gi(R").

Naloga 1.125 Pokazi, daje projekcijarealno analiti¢en glavni GL,(R) sveZenj
z vlaknom GLi(R). Ta sveZenj se imenuje univerzalni sveZenj nad Grassmanovo
mnogoterostjo G (R").

Analogna konstrukcija v kompleksnem primeru nam da holomorfen glavni GL, (C)
sveZenj nad kompleksno Grassmanovo mnogoterostjo G (C") z vlaknom GL;(C").



Poglavje 2
Tangentni sveZenj in vektorska polja

V tem poglavju razvijemo osnove diferencialnega racuna na gladkih mnogoterostih.
Fokus uvodnega dela poglavja je na konstrukciji tangentnega svezZnja, ki omogoca
globalno obravnavo tokov vektorskih polj kot posplositev lokalnih reSitev siste-
mov navadnih diferencialnih enacb. V nadaljevanju obravnavamo fundamentalno
domeno in problem kompletnosti polj, obnasanje nekompletnih orbit, komutator
in Liejev odvod vektorskih polj, pojem involutivnosti vektorskih podsveZnjev tan-
gentnega sveznja, dokazemo Frobeniusov izrek za involutivne podsveZnje, razvi-
jemo Liejevo vrsto toka vektorskega polja in konstruiramo cevaste okolice podmno-
goterosti, difeomorfne normalnemu sveznju podmnogoterosti. Obravnavane teme
so neobhodna osnova nadaljnjemu razvoju teorije v sledecih poglavjih.

2.1 Tangentni sveZenj mnogoterosti

2.1.1 Tangentni sveZenj evklidskega prostora

Naj bo D domena v R" in f = (fi,..., fu) : D — R™ diferenciabilna preslikava.
Njen diferencial v tocki p € D je linearna preslikava

df, :R"—R", visdfpv,

ki je najboljsa linearna aproksimacija f v tocki p v smislu, da je

flp+v)=f(p)+dfy-v+o(v), lim —* =0.

v—0 ‘V‘

V standardnem paru baz na R” in R"™ je diferencial predstavljen z Jacobijevo matriko
af;
1) = (7))

69
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parcialnih odvodov komponent f; po spremenljivkah x;.
Tangentni prostor T,R" evklidskega prostora R" v tocki p je mnoZica vseh vektorjev
v € R", pripetih v p; torej je T,R" = R".
Tangentni sveZenj domene D C R" je disjunktna unija tangentnih prostorov 7,R" po
vseh tockah p € D:

TD = | |T,R" = DxR".

peD

Ozna¢imo s  : TD = D x R" — D bazno projekcijo n(p,v) = p. Tangentni sveZenj
domene D C R" je torej produktni sveZenj ranga n nad D.
Definiramo Se tangentno preslikavo T f : TD — TR™ s predpisom

TD = DxR"> (p,v) = TF(p,v) = (f(p),dfpv) €eR" xR" =TR".

To je preslikava, ki preslika vlakno nad p € D v vlakno nad f(p), na vlaknu pa je
definirana kot diferencial d f},. Torej komutira naslednji diagram:

T
DL TRM

D—R"

Prireditev, ki domeni D C R" priredi njen tangentni sveZenj 7D = D x R" in
diferenciabilni prelikavi f : D — D’ C R™ priredi njeno tangetno preslikavo T f :
TD — TD', je funktorialna, to je, izpolnjuje naslednje lastnosti:

e T(Idp) =1dyp.
o T(g f) Tgon
o T(fY)=(Tf)"!,¢eje f: D— D' difeomorfizem.

Prva lastnost je ocitna. Druga sledi neposredno iz veriZznega pravila diferencial
kompozicije preslikav:
d(gof)p = dgsp)odfp.

Zadnja lastnost sledi iz prvih dveh, saj je f~!o f = Id.
Prireditev D ~~ TD, f ~~ T f, je torej kovarianten funktor.

Opisane pojme Zelimo sedaj posploSiti na gladke mnogoterosti. Intuitivna predstava
tangentnih vektorjev na evklidskem prostoru ne dopusca direktne posploSitve, saj
na mnogoterostih nimamo linearne strukture in zato vektorjev ne moremo preprosto
translatirati.

Opisali bomo dve konstrukciji tangetnega funktorja. Prva, geometrijska konstruk-
cija, sloni na predstavi tangentnih vektorjev kot hitrostnih vektorjev poti. Ta prired-
itev je povsem ocitna na evklidskem prostoru R”. Fiksirajmo to¢ko p € R". Naj
bo I C R nek odprt interval, ki vsebuje tocko 0 € R, in y= (%1,...,%) : I = R"
diferenciabilna pot, ki zado$¢a pogoju ¥(0) = p. Njen hitrostni vektor
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Y, d n
70)=—| r)eR
dt|,_g

lahko razumemo kot tangentni vektor prostora R" v tocki p. Dve poti 1, 7» dolocata
isti tangentni vektor, ¢e velja ¥ (0) = 12(0) in 7 (0) = 1»(0). Obratno, vsak vektor
v € R” je hitrostni vektor neke poti skozi to¢ko p € R, npr. premice y(¢) = p+tv.
To predstavo tangentnih vektorjev lahko posplosimo na mnogoterosti. Tangentni
vektorji v to¢ki p € X so ravno hitrostni vektorji poti v X, ki gredo pri t = 0 skozi p.
Za tangentne vektorje v € T,R" imamo Se drugo naravno interpretacijo, ki jo ravno
tako lahko posplosimo na mnogoterosti. Vektorju v = (vy,...,v,) € R" priredimo
smerni odvod v to¢ki p € R™:

"9
Vof = ZICM];(M v = VF(p).
Jj=

Oznacimo z ¢ algebro zarodkov gladkih funkcij v tocki p. (Zarodek funkcije
v tocki p je predstavljen s funkcijo v neki odprti okolici te tocke, pri cemer dve
funkciji predstavljala isti zarodek v tocki p, e se ujemata v neki okolici p.) O¢Citno
je V, linearen operator

V16, —R,

ki zadosCa Leibnizovemu pravilu:
Vi(fg) = Vuf-g(p)+f(p)-Vof.

Tak operator se imenuje derivacija na algebri €. Videli bomo, da so derivacije v
naravni bijektivni korespondenci s smernimi odvodi, torej z vektorji v € R".

2.1.2 Geometrijska konstrukcija tangentnega sveZnja

Naj bo X mnogoterost razreda ¢! in p € X. Oznacimo z I', mnoZico vseh %" poti
y: (—€,€) — X, ki zados&ajo pogoju 7(0) = p. Stevilo & > 0 je lahko odvisno od 7.

Definicija 2.1 Poti ¥,y € I, sta ekvivalentni, y| ~, 1, Ce obstajata okolica p €
UcCXinkarta ¢ :U — ¢(U) CR" na X, tako da velja

d d .
a|, pon = g| dommer @.D)

Trditev 2.2 Definicija relacije ~, je neodvisna od izbire lokalne karte. Tako
definirana relacija ~, je ekvivalencna relacija.

Dokaz Naj bo (V, y) neka druga kartana X s p € V. Za vsako pot y € I, velja
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yoy = (yop o(goy).
—_—

prehodna pot v IR"

Denimo, da poti ¥; in J» zado§¢ata pogoju (2.1). Z uporabo verizZnega pravila dobimo

d - d

dt tZO‘I/OYI(I) = d(yo 1)(¢<p))dt tzod)oyl([)
= 4o Do g _gon®)
=7 lzo‘lfoh(t).

To ravno pomeni, da sta J; in % ekvivalentno tudi glede na karto y. OCitno je ~,
ekvivalencna relacija. O

Oznacimo z (Y], ekvivalenéni razred poti y € I, glede na relacijo ~,.

Definicija 2.3 (Tangentni prostor) Tangentni prostor mnogoterosti X v tocki p je
mnoZica ekvivalencnih razredov €' poti skozi p glede na relacijo v definiciji '

X = {[Vp:vel}.

Primer 2.4 Naj bo X odprta podmnoZica v R” in p € X. Ce uporabimo identi¢no
karto na R”, vidimo:

Neph < n(0)=mn0) R

Torej je ekvivalenéni razred [y], poti ¥ v to¢ki p = y(p) natanéno doloen s
hitrostnim vektorjem (0) € R”. Preslikava

T,R" > [1], — 7(0) €R"

je bijektivna: injektivna je po definiciji relacije ~, surjektivnost pa vidimo tako, da
poljubnemu vektorju v € R” priredimo pot ¥(¢) = p+1v; o€itno je [y], — 7(0) = v.
Torej lahko identificiramo tangentni prostor 7,R” (v smislu def. zR" O

Naj bo X poljubna %' -mnogoterost in p € X. Izberemo lokalno karto (U, ¢) na X,
tako da je p € U. Preslikava d¢), : T,X — Ty, R" = R", definirana s predpisom

do,

X2y — [90Vs(p=0 (poy) eRY,

dt|,_g

je bijekcija. Surjektivnost vidimo tako, da vektorju v € R" priredimo pot

) = ¢~ (9(p)+1v), ¥(0)=p.

Ocitno je
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d
dgplYlpy = 9070 = | (#(p)+1v) = v.
1=0
Injektivnost sledi direktno iz definicije relacije ~, na I,.

Preslikava d¢, se imenuje diferencial preslikave ¢ v tocki p. Sedaj definirajmo
diferencial poljubne diferenciabilne preslikave med mnogoterostmi.

Definicija 2.5 Naj bo f: X — Y diferenciabilna preslikava. Njen diferencial v tocki
p € X je preslikava d f) : T)X — Ty(,)Y, definirana s predpisom

dfplYlp = [foVsp € TrpYs  [Mp e X (2.2)

Trditev 2.6 Diferencial df, je dobro definirana preslikava, torej je desna stran
odvisna le od od izbire predstavnika ekvivalencnega razreda Y], € TpX.

Dokaz Naj bosta poti y in ¥’ ekvivalentni v tocki p: [y], = [Y’],. To pomeni, da za
vsako lokalno karto (U,¢) na X, p € U, velja

(907)(0) = (¢o7)(0).
Izberimo karto (V,y) naY z f(p) € V. Z uporabo veriznega pravila dobimo:
(W) (0) = (wfe~'¢7)(0)
= d(Wfo~")g()(97) (0)
= d(yfo "o (97')(0)
(wf7")(0).

To ravno pomeni, da je [f o ¥] y(p) = [f oY ]p(p) € Ty(pY- D

Iz definicije preprosto sledi, da se nova definicija diferenciala za preslikave med
evklidskimi prostori ujema s klasi¢no definicijo.

Definicija 2.7 Tangentni svezenj €' mnogoterosti X je disjunktna unija tangentnih
prostorov v tockah x € X :
TX = | | TX.
xeX

Oznagimo s 7 : TX — X bazno projekcijo; torej je 77! (x) = T,X za vsak x € X.

Iz primera [2.4]sledi, da je tangentni sveZenj odprte podmnoZice X C R" izomorfen
produktnemu sveznju 7X = X x R” — X. V sploSnem je tangentni sveZenj odprte
podmnoZice U mnogoterosti X enak zoZitvi tangentnega sveznja TX na U:

U odprta podmnozica X = TU =TX|y = | | T:X.
xeU



74 2 Tangentni sveZenj in vektorska polja

2.1.3 Tangentna preslikava

Diferenciabilni preslikavi f : X — Y mnogoterosti priredimo njeno tangentno
preslikavo T f : TX — TY, tako da komutira diagram

Tf
TX ——TY

HJ O J{n’
f
X —Y

inje Tflrx =dfc: T.X — Ty()Y diferencial preslikave f v tocki x € X.

Osnovni primer: X je odprta podmnoZica prostora R"” in ¥ = R™. Tedaj je TX =
X xR" in TY = R™ x R™. Za vsako diferenciabilno preslikavo f : X — R™ je
tangentna preslikava T f : TX — TR™ = R"™ x R™ podana s predpisom

(Tf)x,v) = (f(x),dfe-v).
Izrek 2.8 Tangentna preslikava zadosc¢a naslednjim lastnostim:
1. T(Idx) = Idryx.
2. Ceje fe €' (X,Y)inge € (Y,Z),jeT(gof)=TgoTf.
3. Ceje f € Diff(X,Y) difeomorfizem, je T(f~') = (T f)~".
Dokaz Navedene lastnosti sledijo neposredno iz definicije diferenciala (def. 2.5).
Zadnja trditev je preprosta posledica prvih dveh. O

Sedaj bomo tangentni svezenj TX opremili s strukturo ¢! vektorskega sveZnja
nad X. Naj bo % = {(U;,¢;)} nek €¢"-atlas na X. Vsaki karti ¢; : U; — U/ C R"
priredimo njeno tangentno preslikavo:

T¢;:TX|y,=TU; — TU =U! xR"CR"xR",

d
dt’to(fpioi’)) , PeU.

Tako dobimo na TX atlas {(TU;,T¢;) }. Denimo, da U; N U; = U;; # 0. Oglejmo si
prehodno preslikavo:

T.X 5 Wy 7% (6:(0), (@00, [1],) = <¢,.(,,)7

(T¢i)o(To;) " : 9;(Uij) x R" — ¢i(U;j) x R"

T(¢;(Uij)) T(9:;(Uij))

T(¢)(To) " =T(¢)oT(9; ") =T(9iod;") =T(¢s)),
(x,v) > (0 (x), (d@ij)xv).

Ker je prehodna preslikava ¢;;(x) ¢”-difeomorfizem, je njen diferencial (d¢i;), (x)
predstavljen z neizrojeno n x n matri¢no funkcijo, katere komponente so prvi
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parcialni odvodi komponent ¢;;, torej 4" ~! funkcije spremenljivke x € ¢;(U;;) C
R”". Zato je preslikava

(x,v) — d@yj(x)v
razreda "~ v obeh spremenljivkah; v spremenljivki v € R” je linearna.

Topologija na TX je enolino dolocena z zahtevo, da je vsaka mnoZica oblike
TX|y, =TU; odprta v TX in je prirejena karta T ¢; homeomorfizem:

T¢;: TX|y, — U} xR".

Ocitno je X topoloska mnogoterost dimenzije dim7X = 2dimX.

Preslikava T'¢; ni sveZenjska karta na TX v smislu definicije [I.1T2] saj smo bazno
tocko x € U; preslikali v ¢;(x) € ¢;(U;) C R”, medtem ko se v definiciji|l.112|bazna
tocka ohranja. Definirajmo sedaj preslikavo

O;: TX|y, = Ui xR",  O(e) = (n(e),(ddi)z(e)-€)- (2.3)

Ocitno je ©; homeomorfizem. (Razlika s T ¢; je le v tem, da ®; ohranja bazno tocko.)
Prehodna preslikava

O, = @,'O@;l ZU,'jXRn — U,'jXR"

je enaka
@,-j(x,v) = (x, (d¢;j)¢j<x)v), X e Uij, veR"
Torej je ©;(x,-) : R" — R” linearni izomorfizem vlakna.

DruZina {©;}; je torej sveZenjski atlas razreda "' na TX, in TX opremljen s tem
atlasom je 4"~ vektorski sveZenj ranga n = dim X nad X. Matri¢ne funkcije

8ij(¥) = (d9ij)g;(x) € GLa(R), x € Uy,

ki predstavljajo Jacobijevo matriko diferenciala, sestavljajo kocikel prehodnih
preslikav med sveZenjskimi kartami {@;}; na tangentnem sveZenju TX — X.

Izrek [2.8]pove, da je prireditev

X ~—TX

1 |

Y ~~TY

kovarianten funktor iz kategorije 6”-mnogoterosti v kategorijo ¢”~!-vektorskih
sveznjev nad ¥ -mnogoterostmi. Ta funktor se imenuje tangentni funktor.
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2.1.4 Tangentni prostor podmnogoterosti

Naj bo X C R” neka ¢ -podmnogoterost dimenzije m in kodimenzije d = n —m.
Za vsako to¢ko p € X obstaja okolica U C R" in ¢”-funkcije g1,...,84: U >Rz
linearno neodvisnimi gradienti, tako da je

XNU = {xeU:gj(x)=0, j=1,...,d}.
Tangentni sveZenj TX |xny je enak
TX|xrv = {(x,v):xeU,veR", gj(x) =0, (dgj)xv=0, j=1,...,d}.
V vsaki toc¢ki x € X NU je torej
T.X = ker(dg,: ,R" — TR = R?).

Odtod vidimo, da je tangentni sveZenj TX podmnogoterost razreda ¢! tangent-
nega sveznja TR" |y = X x R".
Velja $e vec. Dopolnimo preslikavo g = (g1,...,g4) : U — R? do lokalne karte

¢ = (@1, m;81,--,84): U — ¢(U) = U' CR".
Njena tangentna preslikava T¢ : TU — TU’ = U’ x R" preslika TX |~y na mnoZico
P(UNX) x (R"x {0}4) = (U'n(R™x{0}9)) x (R™ x {0}*).
Prirejena sveZenjska karta
P:TU = UxR"—-UxR", D(x,v) = (x,(dd),v)
preslika vlakno 7,X (p € UNX) v koordinatni podprostor R x {0} C R", torej je
D(TX|ynx) = (UNX) x (R™ x {0}9).

To pomeni, da @ izravna TX|ynx v koordinatni podsveZenj (U NX) x (R™ x {0}9)
trivialnega sveznja (U NX) x R".

Zato pravimo, da je TX vektorski podsveZenj ranga m sveznja TR"|y = X x R".
PodsveZnje vektorskih sveZnjev podrobneje obravnavamo v razdelku [3.4]

Ker je zgornja konstrukcija lokalne narave na izvorni mnogoterosti, se posplosi na
primer, ko je X podmnogoterost razreda ¢ poljubne " mnogoterosti Y. Njen
tangentni sveZenj TX je tedaj vektorski podsvezenj razreda €' ~! sveznja TY|x,
to je tangetnega sveZnja mnogoterosti Y, zoZenega na podmnogoterost X.
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2.1.5 Algebraicna konstrukcija tangentnega sveZnja

Da se izognemo dolocenim nevsebinskim tehni¢nim tezavam, se omejimo na primer,
ko je X gladka (€*°) mnogoterost. Definirajmo

6y = t,x = algebra zarodkov gladkih funkcij v x € X.

Tangentni prostor 7,X definiramo kot mnoZico vseh operatorjev v : ¢;° — R, ki so
linearni in zadosCajo Leibnizovemu pravilu

v(f-8) = v(f)-8(x) +f(x)-v(g)-

Taki operatorji se imenujejo derivacije na algebri 4;°. Torej bomo tangentne
vektorje v € T,.X predstavili z derivacijami.

Oglejmo si osnovni primer X = R", x =0 € R". Z uporabo Leibnizovega pravila za
konstantni funkciji f = g = 1 dobimo

v(I)=v(1-1)=v(1)-1+1-v(1) =2v(1) = v(1)=0.
Odtod sledi, da je vrednost v na vsaki konstantni funkciji enaka nic.

Trditev 2.9 Vsaka gladka funkcija f v okolici tocke 0 € R" je oblike

n
SOnx) = f0)+ ) xj8j(x1, ) 2.4)
j=1
za neke gladke funkcije g1, ...,g, v okolici tocke 0 € R".

Dokaz Po osnovnem izreku integralnega racuna velja
L9 1 n 9 n

0 =@+ [ S fexydr = FO)+ [ Y x5 flex)d = £(0)+ Y. x15(),
o ot 0 i3 a)Cj =1

Kjer je g;(x) = Jy 5% f(tx)dr. O

Trditev 2.10 Vsaka derivacija v na algebri G;pa je enolicno predstavljena s

smernim odvodom Y v; % ’X_O, kjerjevi=v(xj)eRzaj=1,...,n
J A

Dokaz Definiramo v; = v(x;) € R (derivacija v deluje na koordinatni funkciji x;).

1z razvoja 2.4) ter v(£(0)) = 0 sledi
> (f):
x=0

W) = Y ) 800+ Y x50 vlg) = ¥ vy-2,(0) = (Z e
i=1 Jj=1 j=1 J=1 !

Trditev je dokazana. S tem dobimo izomorfizem TpR" = R". 0O
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Sedaj definirajmo diferencial preslikave. Ce je f : X — Y gladka preslikava gladkih
mnogoterosti, potem je za vsak x € X preslikava

K . oo oo I
[ 2y — Cix g—gof

homomorfizem algeber zarodkov. Diferencial dfy : T.X — Ty(,)Y definiramo kot
njej dualno preslikavo:

(@h)e) < vigo). gty

Lahko je preveriti, da tako definiran diferencial in prirejena tangentna preslikava
zadosCata istim lastnostim, kot smo jih dobili pri geometrijski konstrukciji.

Sedaj imamo dve konstrukciji tangetnega funktorja — geometrijsko in algebrai¢no.
Obe konstrukciji sta v naravni zvezi, ki jo dobimo iz naslednjega opaZanja.

Naj bo v € I gladka pot skozi tocko y(0) = x € X v mnogoterosti X. Po eni strani y
doloda geometrijski tangentni vektor v = [y] € T,X. Obenem doloca tudi derivacijo
Oy : €y — R na algebri €;” (torej tangentni vektor 8, € T,*X, kjer smo z indeksom
a oznacili, da gre za algebrai¢no definiran tangentni prostor) s predpisom

d

§:%7 — R, &) = o

fy(®)) zavsak f € 6.

t=0

Trivialno je preveriti, da je J, res derivacija, odvisna le od vektorja v = [y] € T,.X.
Ce izberemo lokalno karto ¢ : U — U’ C R" zx € U in ¢(x) = 0, je namre

Gl 00) = S (ree ewertn)
= d(fod o | (6070)

in zadnji odvod je po definiciji odvisen le od ekvivalenénega razreda [7], poti.
Torej dobimo inducirano preslikavo

0:TX —TX, v=I[y—00) =5,

geometrijskega tangentnega prostora 7,X v algebraicen tangentni prostor 77X .

V primeru X = R" je 0 : T,R" — T/R" izomorfizem, ki vektorju v = 7(0) =
(v1,--.,v) € T,R" priredi smerni odvod V,, = ):;f: V) aixj € TAR" v tocki x.
Preverimo lahko, da za vsako gladko preslikavo f : X — Y komutira naslednji
diagram:
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af;
X~ 1y

GJ( Je
d“fx

TiX —— T;‘(X)Y
1z teh dejstev sledi, da je 6 naravna translacija geometrijskega tangentnega funktorja
v algebraicen tangentni funktor.

V nadaljevanju bomo uporabljali oba pristopa, odvisno od vrste problema. Za
geometrijsko predstavo je seveda naravnejSa geometrijska konstrukcija, medtem ko
je algebrai¢na konstrukcija bolje prilagojena konkretnim izracunom.

2.2 Vektorska polja

Naj bo X mnogoterost razreda ¢ za nek r > 1. V prejSnjem razdelku smo videli,
da ima njen tangentni sveZenj 7X strukturo vektorskega sveZnja ranga n = dimX in
razreda %" ~! nad X. Zato lahko govorimo o prerezih X — TX razreda ¢"~!.

Definicija 2.11 Naj bo X mnogoterost razreda ¢" za nek r > 1. Vektorsko polje na
X je prerez njenega tangentnega sveZnja, to je funkcija v : X — TX, za katero velja
vy € T X za vsako tocko x € X.

Vektorsko polje v je razreda €* za nek k < r, ée je €* preslikava X — TX.

Oglejmo si najprej primer, ko je X odprta podmnozica v R". Naj bodo x =

(x1,...,%,) koordinate na R". Koordinatna vektorska polja na R" so
d d Jd
ox;’ dxy” 7 odxy,’

to so smerni odvodi v koordinatnih smereh. Za vsako tocko p € R" so vektorji

Bixl’ ceey %ﬂ v toCki p standardna baza tangentnega prostora 7,R".
Geometrijska predstava je naslednja. Naj bo ey, ..., e, € R" standardna baza, kjer je

e, vektor z 1 na k-tem mestu in ni¢lami na preostalih mestih. Bazna vektorska polja
so tedaj
vie(x) = (x,ep), xeR" k=1,...,n.

V smislu izomorfizma med geometrijskim tangentnim sveZnjem 7TR”" in alge-
brai¢nim tangentnim sveznjem 7“R" prerezu v ustreza ai“

Vsako vektorsko polje na odprti mnozici U C R" je linearna kombinacija
koordinatnih polj:

d d
= i Pl e U.
v(x) j;v (%) o x
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Koeficienti v; so funkcije na U. Vektorsko polje je gladko razreda %* natanko tedaj,
ko so vse komponentne funkcije v; razreda €*.

Potisk in povlek vektorskih polj. Naj bo f : X — Y nek ¥”-difeomorfizem in v
vektorsko polje na X. Potem je f.v = w vektorsko polje na Y, doloCeno s predpisom

(f*v)f(p):dfpwp7 peX.

Vektorsko polje f.v se imenuje potisk vektorskega polja v s preslikavo f. Ce je polje
v razreda ¥ za nek k < r — 1, potem je polje w = f,v prav tako razreda €*.
V bistvu gre za izraZavo vektorskega polja v drugem sistemu koordinat.

Oglejmo si naslednji poseben primer. Naj bo f = (f1,..., f,) difeomorfizem odprte
mnoZice D C R" na mnoZico D’ C R". Ozna¢imo z x = (x1,...,%,) koordinate na
domeni D C R" inzy = (y,...,y,) koordinate na kodomeni D' C R". Za poljubno
diferenciabilno funkcijo g : D' — R dobimo po definiciji potiska £, in z uporabo
veriZznega pravila naslednjo identiteto:

. (j )<g> - aij(gOf)(x) - (;ijg(fl(xl,...,xn>,...,fn<x1,...7xn>>
_ v 98 oy 9k)

Ker to velja za vsako testno funkcijo g, dobimo

d & 9filx) 9
f*(ax,» )

- k=1 dx; aT’k
Odtod vidimo, da predstavlja linearno preslikavo fi = dfy : TiR" — Ty )R"
(diferencial) v standardnih bazah na tangentnih prostorih 7,R" in T,y R™ Jacobijeva
matrika preslikave f v tocki x:

Jx)

- ()

Naj bo (U,¢) lokalna karta na mnogoterosti X dimenzije n. Ker je diferencial
dop : TyX — Ty(,)R" = R" linearni izomorfizem za vsako tocko p € U, obstajajo
vektorska polja ey, ..., e, : U — TX|y, tako da je

J :
Piej = I j=1,...,n
J

V vsaki tocki p € U so vektorji ej|, baza tangentnega prostora 7,X, ki jo ¢,
preslika v standardno bazo prostora Ty, R". Tako doloCena n-terica vektorskih polj
(e1,...,e,) se imenuje polje baz na TX |y (angl. frame field) glede na karto ¢. Vsako
vektorsko polje v na U lahko enoli¢no zapiSemo v obliki
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n
VP = Zvj(p)ej7
j=1

Kjer se vi,...,V, : U — R funkcije. Ce oznagimo x = ¢(p) € R”, dobimo
Yooy | = Lo )
(¢v)x = ) vi(p) = 2 vi(o7 (x) :
' Jj=1 ! axj X Jj=1 ! axj X

Poleg potiska f.v vektorskega polja z difeomorfizmom f : X — Y definiramo tudi
povlek. Ce je w vektorsko polje na Y, potem je

v=fw=(f 1w

vektorsko polje na X, dobljeno kot potisk polja w z inverzno preslikavo f~1 : ¥ — X.
To vektorsko polje f*w se imenuje poviek (pull-back) vektorskega polja w na X.

Povlek lahko definiramo tudi v splos$nejSem primeru, kot je f : X — Y lokalni
difeomorfizem, to je, ko je diferencial dfy : T,.X — Ty(,yY v poljubni tocki x € X
izomorfizem. Ce je w vektorsko polje na Y, potem o&itno obstaja natanko eno
vektorsko polje v na X, da je f.v = w; kot prej oznaimo v = f*w.

Potisk vektorskega polja s preslikavo, ki ni injektivna, v sploSnem ni dobro
definiran, saj iz x # x’ € X ter f(x) = f(x¥') =y € Y dobimo s potiskom vektorskega
polja v na X v sploSnem dva razli¢na vektorja d fy- vy, dfy-vy € Y.

Oglejmo si sedaj poseben primer, ko je f : X — Y regularen € -krov za nek r > 1.
Grupa I = Deck ¢ (X) krovnih translacij deluje na X prosto in povsem nezvezno ter
jeY =X/I'. (Glej razdelek[1.8.1]) V tem primeru velja f(x) = f(x’) natanko tedaj,
ko obstaja y € I', tako da je y(x) = x'. Tedaj je foy= f.

Definicija 2.12 Vektorsko polje v na mnogoterosti X, ki zadosc¢a pogoju ¥,,v =v za
nek y € Diff(X), se imenuje y-invariantno. Vektorsko polje je I -invariantno za neko
grupo difeomorfizmov I' C Diff(X), &e je y-invariantno za vsak y € I.

Ce je v I'-invariantno polje vektorsko polje na X inje f: X — X /T" =Y kvocientna
projekcija, potem iz foy = f za vsak y € I ter veriZznega pravila sledi

f(x):f(x/) = x/ZY(x) (’)/GF) = dfy-vi=dfyodl-vi=dfy vy

To pomeni, da je potisk f.v dobro definirano vektorsko polje na kvocientu Y, seveda
v kolikor je ¥ mnogoterost. Obratno, vsako vektorsko polje w na ¥ ima dobro
definiran povlek f*w = v, ki je I"-invariantno vektorsko polje na X.

Primer 2.13 Naj bo I grupa translacij ravnine R? z dvema generatorjema. Oglejmo
si primer I' = (y,0), kjer je y(x,y) = (x+ 1,y), o(x,y) = (x,y+ 1). Vsako
konstantno vektorsko polje

0 0
v = aa—i—ba—y, a,beR 2.9)
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je I'-invariantno. Torej obstaja vektorsko polje w na torusu R?/I" = T2, ki je
prirejeno polju v glede na kvocientno projekcijo 7 : R> — T. Integralne krivulje
polja w so slike premic s smernim vektorjem k = b/a. Ce je §tevilo k iracionalno, je
slika vsake take premice povsod gosta v torusu T2.

Splosneje, vektorsko polje je I'-invariantno, Ce sta koeficienta a in b I -
invariantni funkciji na R?, kar v danem primeru pomenti, da sta dvojno periodi¢ni:

alx+1,y) =a(x,y+ 1) =a(x,y), bx+1,y)=>b(x,y+1)=>b(x,y).

Definicija 2.14 (Vektorsko polje vzdolz preslikave) Naj bo v vektorsko polje na
mnogoterosti X in w vektorsko polje na mnogoterosti Y. Polje w je prirejeno polju v
vzdolZ preslikave f : X — Y, Ce velja

dfy vy = Wi(x) zavsakx € X.

To je splosnejsi pojem od potiska, saj v sploSnem ne more potisniti vektorskega
polja naprej s preslikavo, ki ni difeomorfizem ali vsaj injektivna.

Tipicen primer je potisk vektorskega polja, ki je invarianten na kakSno diskretno
grupo difeomorfizmov, s kvocientno projekcijo kot v zgornjem primeru. Drug
naravni primer je, ko je f: X — Y vlozitev mnogoterosti X na podmnogoterost
Z:= f(X) C Y. Ce je w vektorsko polje na okolici Z v ¥, ki je vzdol? Z tangentno
na Z, potem je zoZitev w|rz enaka potisku f,v nekega vektorskega polja na X.

2.3 Tok vektorskega polja

V tem razdelku definiramo pojem toka vektorskega polja. Videli bomo, da je to
posploSitev pojma reSitve sistema navadnih diferencialnih enacb v odvisnosti od
zacetnega pogoja.

Definicija 2.15 Naj bo v vektorsko polje na mnogoterosti X. Pot y: (o,) — X
razreda €', kjer je (o, B) interval v R, se imenuje integralna krivulja ali tokovnica

polja v, ¢e velja
7(t) = v(v(®), te(ap).

Pri tem je ¥(¢) = dy, (%) in je % koordinatno vektorsko polje na R.

V lokalnih koordinatah x = (xj,...,x,) na X je vektorsko polje v oblike

! d
v(x) = ,; vj(x) Fr

Pot y(t) = (y1(¢),...,%(¢)) je integralna krivulja natanko tedaj, ko velja
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To je ekvivalentno sistemu navadnih diferencialnih enacb:
1) = vi(n(),....m@),  j=1...n (2.6)

Eksistencni izrek za navadne diferencialne enacbe nam pove naslednje (glej npr.
Hartman [25]]). Naj bo D C R” odprta mnozica in v : D — R”" zvezna preslikava,
ki je Lipschitzova na vsaki kompaktni pomnoZici v D. Potem za vsako tocko
10 = (x9,...,20) € D obstajata okolica x° € U C D in $tevilo #y > 0, tako da ima
sistem navadnih diferencialnih enacb skupaj z zacetnim pogojem

v(0,x) = x€eU

natanko eno reSitev y(t,x) za vsak t € (—fp,tp) in x € U. ReSitev ¥ je zvezna v
(t,x) € (—19,t9) X U, odvedljiva po spremenljivki 7 in njen #-odvod (7, x) je zvezen
v (#,x). Ce je polje v gladko razreda 6" (D), potem sta yin ¥ = %yrazreda &,

Od sedaj dalje bomo lokalno reSitev zgornjega sistema navadnih diferencialnih
enacb pisali v obliki ¢ (x) in jo imenovali fok polja v. Torej je za vsak x € U
preslikava 7 — ¢ (x) tokovnica polja v, ki gre pri ¢asu r = 0 skozi tocko x:

0(x) = v(&(x),  do(x) =x.

Ce je v(x) = 0 za nek x € X, je tokovnica skozi to totko konstantna preslikava
@ (x) = x. Taki tocki pravimo stacionarna ali singularna totka vektorskega polja.

Opomba 2.16 Pri prehodu na mnogoterosti moramo biti pozorni na naslednje. Ce
je X mnogoterost razreda ¢”, je njen tangentni sveZenj razreda "~ '; izgubimo
torej en red gladkosti. Da bi lahko govorili o €' ali Lipschitzovih vektorskih
poljih na mnogoterosti X, moramo torej predpostaviti, da je X razreda vsaj €2,
saj v nasprotnem primeru prehodne preslikave na tangentnem sveznju 7X (ki so le
zvezne) ne ohranjajo Lipschitzove lastnosti. V nadaljevanju bomo vselej implicitno
privzeli, da je X razreda €, kadar bomo govorili o Lipschitzovih vektorskih poljih.

Naslednja lema v posebnem pove, da je izraCun toka neodvisen od izbire lokalnih
koordinat, torej je tok dobro definiran za lokalno Lipschitzova vektorska polja na
mnogoterostih razreda €.

Lema 2.17 Naj bo f : X — Y €'-preslikava, v vektorsko polje na X s tokom ¢, in
w vektorsko polje na'Y s tokom . Ce velja d fy- vy = wy(y) za vsak x € X, potem je

f-slika poljubne tokovnice polja v tokovnica polja w. Ce sta vektorski polji v in w
Lipschitzovi, sledi

f(&(x)) = w(f(x))

za vsak (t,x), kjer sta leva in desna stran definirani.
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Dokaz Preslikava t — y;(f(x)) je o€itno tokovnica polja w, ki je pri = 0 v tocki
f(x). Trdimo, da je tudi # — f(¢(x)) tokovnica polja w. Odvajamo:

d .
V(@) = dfy @) = dfovam = Wie)

kjer zadnji enaaj velja po predpostavki v lemi. To ravno pomeni, da je ¢ — f(¢(x))
tokovnica poljaw. Priz = 0je f(¢o(x)) = f(x).

Ce sta vektorski polji v in w lokalno Lipschitzovi, potem iz enoli¢nosti integralnih
krivulj z dano zacetno tocko sledi f(¢,(x)) =y (f(x)). O

Posledica 2.18 Ce je M C X podmnogoterost razreda €* in je v Lipschitzovo
vektorsko polje na X, ki je tangentno na M v vsaki tocki x € M (to je, vy € TeM C T,.X
za vsak x € X), potem za vsak x € M velja ¢,(x) € M na definicijski domeni toka.

Dokaz Uporabimo lemo za vlozitev f : M — X. Ker je polje v tangentno na
M vzdolZz M, doloCa vektorsko polje w na M z enacbo w, = vy za x € M. Torej
je fow = v. Ker je M razreda €2, je njen tangentni sveZenj razreda ¢! in zato je
dobljeno vektorsko polje w na M Se vedno Lipshitzovo.

Po lemi[2.17]preslika f tokovnice polja w v tokovnice polja v. Za vsako tocko x € M
je tokovnica polja w hkrati tudi tokovnica polja v, torej je enaka 7 — ¢ (x). Sledi
o(x)eM. O

Eksistenc¢ni izrek za sisteme navadnih diferencialnih enacb (glej npr. Hartman [25]])
ter lemma implicirata naslednji eksistencni izrek za tokove vektorskih polj na
mnogoterostih.

Izrek 2.19 (Lokalni eksistencni izrek za tok vektorskega polja) Naj bo v Lip-
schitzovo vektorsko polje na mnogoterosti X razreda €*. Za vsako tocko xy € X
obstajata okolica Uy, C X in Stevilo € = &, > 0, tako da je tok ¢;(x) definiran za
vsako zacetno tocko x € Uy, in za vsak t € (—&,&). Tok ¢(x) in njegov odvod ¢ (x)
po t sta zvezni funkciji (t,x). Ce je vektorsko polje v gladko razreda €" (in je X
razreda €' "), sta ti dve preslikavi razreda €.

1z eksistencnega izreka sledi, da za vsako kompaktno mnoZico K C X obstaja Stevilo
€ > 0, tako da je tok ¢ (x) definiran za vsak x € K in [t| < €.

Trditev 2.20 Naj bo v Lipschitzovo vektorsko polje na mnogoterosti X. Za vsako
tocko x € X in za vse dovolj majhne s,t € R velja

Oris(x) = G(9s(x) = (9 (x)),  go=1d. 2.7)

Dokaz Fiksirajmo toc¢ko x € X. Naj bosta U C X okolica tocke x in Stevilo & > 0
izbrani tako, da tok ¢y(y) obstaja vsako zaCetno to¢ko y € U in vsak 1 € (—&, &)).
Izberimo Stevilo 0 < € < &/2, tako da je ¢s(x) € U za vsak s € [—¢, €]. Za fiksen x
in s € (—&, €) ter variabilen ¢t € (—¢, €) si oglejmo naslednji dobro definirani poti
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V() = 9ris(x), (1) = 91 (95(x)).

O¢itno je y(0) = ¢5(x) = c(0). Pi§imo u =t + s. Z odvajanjem dobimo
d d d
F(e) = 2 0ras(x) = -0 () 22 = v(0u(x)) = V(@) = v(¥(0)),

(1) = ¢ (5(x)) = v(91(9s(x)) = v(a (1))
Torej sta ¥ in ¢ tokovnici polja v, ki gresta pri r = 0 skozi isto tocko y(x). Iz
enoli¢nosti tokovnic Lipschitzovega vektorskega poljasledi y=0. O
1z enakosti

ld=¢o =9 0¢

sledi, da je za vsak fiksen ¢ preslikava ¢, difeomorfizem svojega definicijskega
obmogja £, C X na obmo&je ¢;(£2;) C X, zinverzom ¢_, = ¢, '. Taka druZina {¢, },
se imenuje lokalna eno-parametricna grupa difeomorfizmov. (Beseda ‘lokalna’ se
nana$a na dejstvo, da ¢, ni nujno definiran na vsem X.)

1z enoli¢nosti tokovnic in trditve sledi, da za vsak x € X obstaja najvecji odprt
interval
0el, = (ax),n(x)) CR,

kjer je —eo < ot(x) < 0 < @(x) < oo, tako da je tok ¢ (x) definiran za vsak ¢ € I.
Definicija 2.21 Fundamentalna domena roka ¢, je mnoZica

Q = {(t,x)eRxX:ax) <t<ox)}. (2.8)
Otitno je {0} x X C Q. Iz lokalnega eksisten¢nega izreka sledi naslednje.

Lema 2.22 Funkcija © : X — (0,4o0] je navzdol polzvezna in o : X — [—0,0) je
navzgor polzvezna. Torej je fundamentalna domena odprta mnoZica v R x X.

Dokaz Fiksirajmo tocko p € X in izberimo b € R tako, daje 0 < b < w(p). Dokazati
Zelimo obstoj okolice V) C X tocke p, tako da je w(x) > b za vsak x € Vp. To pomeni,
da je funkcija @ navzdol polzvezna in je nadnivojnica {® > b} odprta mnoZica.

Za dokaz izberimo kompaktno okolico K C X tirnice {¢(p) : 0 <t < b} in Stevilo
€ > 0, tako da tok ¢(x) obstaja za vsako to¢ko x € K in 0 <t < ¢e. Ce € > 0 po
potrebi zmanjSamo, lahko vzamemo, da je b = k€ za nek k € N. Definirajmo tocke

pj:¢j€(p)’ J:07]77k
Torej je po = p in pxy = ¢p(p). Po grupni lastnosti toka velja
O (Pr—1) = O (Pe—1)e(P)) = D k—1)e(p), 1 €0,€].

Izberimo okolico Vi C K tocke py. Ker je tok ¢(x) zvezen v obeh spremenljivkah,
obstaja okolica V;_; C K tocke py_1, tako da je ¢ (V1) C K za vsak 0 <t < € in
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@ (Vk—1) C Vi. Z enakim argumentom najdemo okolico Vj_; toCke py_», tako da je
& (Vi) CK zavsak 0 <t < g in @¢(Vi_2) C Vi_1. Po k korakih dobimo okolico
Vo tocke p = py, tako da je

¢£(‘/j)c‘/j+1a ]205177](_]

Iz grupne lastnosti toka (Z.7)) sledi (¢ )* = ¢, na Vj in zato ¢(Vy) C Vi. To pomeni,
da tok ¢ (x) obstaja za vsako to¢ko x € Vp in vsak 0 <7 < b.

Analogno dokaZemo, da je funkcija o : X — [—e0,0) navzgor polzvezna.

Ocitno je polzveznost obeh funkcij ekvivalentna temu, da je fundamentalna domena
Q @2ZpodprtavR xX. O

Definicija 2.23 (Kompletno vektorsko polje) Vektorsko polje v na mnogoterosti X
Jje kompletno ali povsem integrabilno, e njegov tok ¢;(x) obstaja za vsako zacemo
tockox € X invsakt € R.

1z definicij sledi, da je polje v kompletno natanko tedaj, ko je njegova fundamentalna
domena 2 =R x X. V tem primeru je ¢, : X — X difeomorfizem za vsak 7. DruZina

{¢: : 1 € R} C Diff(X) 2.9

se imenuje enoparametricna grupa difeomorfizmov mnogoterosti X. Velja tudi
obratno: vsaka enoparametri¢na grupa (2.9) je tok vektorskega polja

v(x) = %(p,(x)h:o, xeX.
To vektorsko polje se imenuje infinitezimalni generator grupe.
Primer 2.24 Linearno vektorsko polje na R” je oblike
v(x) = Ax, xeRY

kjer je A neka realna n x n matrika. EnaCba toka je sistem navadnih linearnih
diferencialnih enacb prvega reda:

X = Ax, x(0) = x°.
Tok tega polja je podan z matri¢no eksponentno vrsto
o (x) = x = (;0 k!A"> x. (2.10)

Odtod vidimo, da je vsako linearno vektorsko polje kompletno.
Ceje A= PAP!, kjer je A Jordanova normalna forma matrike A, je
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ok
¢ (x) = x= Z EPA]‘Pf1 x = PP lx
k=0""

Ce je A = (A;) diagonalna matrika z lastnimi vrednostmi A;, je et = (e'%/) prav

tako diagonalna matrika z lastnimi vrednostmi e'%.

Opomba: Pogosto se za tok ¢ vektorskega polja v uporablja oznaka

Motivacija izvira iz primera, ko je v(x) = Ax linearno vektorsko polje; glej (2.10).

Naslednja trditev nam pove, da vsaka nekompletna trajektorija vektorskega polja
prej ali slej zapusti poljubno kompaktno podmnoZico mnogoterosti.

Trditev 2.25 Ce je za neko tocko x € X velja ®(x) < oo, potem za vsak kompakt
K C X obstaja stevilo € > 0, tako da velja

&(x) ¢ K zavsakt € (o(x) —€,0(x)).
Analogna lastnost velja v primeru 0/(x) > —oo za vse t blizu o/(x).

To pomeni, da tok ¢, (x) zapusti vsak kompakt v X, ko # naras¢a proti @(x) < +-co.

Dokaz Za vsak kompakt K obstaja € > 0, tako da tok ¢(y) obstaja za vsako
zaCetno tocko y € K in za vsak ¢ € [—&,€]. Recimo, da za neko to¢ko x € X in
t € (o(x) — €, 0(x)) velja ¢ (x) € K. Iz grupne lastnosti toka 2.7) sledi ¢¢ (¢ (x)) =
Pc+¢(x). Toda € 4+t > @(x), kar je v protislovju z definicijo $tevila @(x). O

Posledica 2.26 e Vsako vektorsko polje s kompaktnim nosilcem na mnogoterosti
brez roba je kompletno.

e Vsako vektorsko polje na kompaktni mnogoterosti brez roba je kompletno.

o Ce je v kompleto vektorsko polje na mnogoterosti X in se vektorsko polje w
ujema s poljem v izven neke kompakine podmnoZice notranjosti X = X \ 9X,
potem je tudi polje w kompletno.

o Ce za neko tocko xo € X tokovnica vektorskega polja v leZi v kompakmi
podmnoZici notranjosti X, potem je ta tokovnica kompletna, torej je o (xp) = —oo
in ®(xg) = -oo.

Primer 2.27 Na R opazujmo vektorsko polje v(x) = x2. Enacba toka je
X = x% x(0) = xo.
Pri zaletnemu pogoju xo = 0 dobimo konstanten tok ¢;(0) = 0. Pri x9 # 0 dobimo

1 X0

¢ (x0) = T, =

1 _y 1—txo
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Pri Casu #p = % ima funkcija ¢ (xo) pol. Ce je x(0) > 0, potem tok ¢, (x) obstaja za
vse —oo < 1 < f. Pri zaetnemu pogoju xo < 0 tok ¢ (xo) obstaja za vse fo <t < 4-oo.
Vektorsko polje v(x) = x* na R torej ni kompletno.

Primer 2.28 Najbo X =R?\ {(0,0)} s koordinatama (x, y). Vektorsko polje v = %
ima tok ¢ (x,y) = (x+1,y). Fundamentalna domena je o€itno enaka

Q = {(t,x,y) :y£0}U{(t,x,0) : x> 0,—x <t < Hoo}
U{(#,x,0) : x <0, —o0 <17 < |x]}.

Ta primer pokaZe, da funkciji @ in @ v definiciji fundamentalne domene (2-8) nista
nujno zvezni.

Primer 2.29 Oglejmo si vektorsko polje v(x,y) = fy% +xa% na R2. Velja

0 d
v(x2+y2) = (yax er(?y) (x2+y2) = —2xy+2xy = 0.

Torej je polje v tangentno na vsako nivojnico funkcije x> +y? (kroZnice).

Izrek 2.30 (Izrek Lyapunova) Naj bo p : X — R gladka funkcija iz¢rpanja, to je,
za vsak ¢ € R je podnivojnica {x € X : p(x) < ¢} kompakina. Naj bo v vektorsko
polje na X, ki zados¢a pogoju

dp;-v(x) <0

za vse x € X, ki zado$¢ajo p(x) > co za neko Stevilo ¢y € R. Potem je vektorsko polje
v kompletno v pozitivnem Casu, to je, ®(x) = +oo za vsak x € X.

Dokaz Z uporabo veriznega pravila dobimo:

d(x)
dt

& p(0:0)) = dp(0,00) X = dp(6,()v(91(x)) <0, T e p(61(x)) > co.

Torej funkcija z — g(¢) = p(¢(x)) ne naras¢a na nobenem intervalu, na katerem je
njena vrednost > cg. Izberemo poljubno tocko x € X in Stevilo ¢ > ¢y, tako da je
p(x) < c. Trdimo, da iz zgornje lastnosti sledi

g(t):=p(¢(x)) <c zavsak t €[0,0(x)).

Denimo, da to ni res. Tedaj obstaja Stevilo #; € (0, @(x)), da je g(#1) > c. Ker je
g(0) = p(x) < ¢, obstaja najvedje Stevilo 7y € (0,11), tako da je g(fy) = c, torej je
g(t) > c zavsak ¢ € (to,1]. Po Lagrangejevem izreku obstaja t; € (fp,11), da je

g ()t —10) =g(t) —g(to) >0

in zato g'(;) > 0. Ker je tudi g(z2) > ¢ po izboru $tevila ¢1, smo prisli do protislovja.
Odtod sledi, da tok ¢(x) za 0 <7 < @(x) ostaja v kompaktni mnozici {p < c}. Po
prej$nji trditvi zakljucimo, da je @(x) = 4e0. O
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Primer 2.31 Naj bo p : R?> — R neka gladka funkcija iz&rpanja in
dpd dpd

dy 8x+$8y

Hamiltonovo vektorsko polje funkcije p. Iz v(p) = 0 sledi, da je v tangentno na
nivojnice funkcije p. Ker so le-te kompaktne, sledi, da je polje v kompletno.

Tokovi vektorskih polj in so glavno sredstvo za premikanje po mnogoterosti. Kot
primer uporabe bomo skicirali dokaz naslednjega izreka.

Izrek 2.32 Naj bo X povezana gladka mnogoterost. Za vsak par tock p,q € X
obstaja difeomorfizem f € Diff(X), ki zados¢a f(p) = q. Grupa diffeomorfizmov
Diff(X) torej deluje tranzitivno na X.

Dokaz Naj bo g: [0,1] — X gladka vloZitev intervala [0,1] C R v X, tako da je
g(0) = p and g(1) = g. Ozna¢imo C = g([0,1]) in izberimo relativno kompaktno
okolico U C X loka C. Naj bo v vektorsko polje na X vzdolZ C, definirano z enacbo

(s() = 4 =g 2. 1€ 0.1].

S pomocjo lokalnih razsiritev in gladke particije enote lahko v razsirimo s C do
vektorskega polja na X z nosilcev v U. Po posledici je polje v kompletno. Iz
definicije vektorskega polja v in leme sledi, da njegov tok ¢ pri Casu t =1
preslika to¢ko p v tocko g: ¢;(p) = gq. Torej je f = ¢; iskani difeomorfizem. O

2.4 Lokalna oblika vektorskega polja

Vektorsko polje Zelimo lokalno v okolici neke to¢ke p € X ¢im bolj poenostaviti s
primerno izbiro lokalnih koordinat. To je preprosto v okolici nesingularnih tock.

Trditev 2.33 Ce je vektorsko polje v na X v neki tocki p € X razlicno od 0, v(p) #0,

potem obstaja lokalna karta (U, y) v okolici tocke p, tako da je y,v = 83717 to je

koordinatno vektorsko polje na R" v smeri spremenljivke x;.

Dokaz Ker je izrek lokalen, lahko brez izgube sploSnosti vzamemo, da je v
vektorsko polje na R" v okolici tocke p =0 € R™:

v(x) = Zn:vj(x)% = (vi(x),...,va(x)), v(0) # 0.
=1 j

Z linearno zamenjavo koordinat dosezemo v(0) = 8%1 ]0 =~ (1,0,...,0).
Naj bo ¢, tok polja v. Definiramo preslikavo g v okolici 0 € R" s predpisom
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glxt, ..o, xn) = @y, (0,2x2,...,x,).

Prvo koordinato x; smo torej uporabili kot casovno spremenljivko toka. Iz definicije
toka sledi, da je parcialni odvod g po spremenljivki x; enak

Jd _dg 0 B _
g*Txl = 87)61 - TM¢X1 (O,XQ,. o axn) - V(¢X1 (Oax2a" . axﬂ)) - V(g(x))

Torej g potisne koordinatno vektorsko polje aixl v polje v. V tocki x =0 je

dg

871(o) =(0) = (1,0,...,0).

Na hiperravnini x; = 0 je g(0,x2,...,x,) = (0,x2,...,x,) identiteta, zato je

9g
—(0) =(0,...,1,...,0 j=2,...,n.
axj ( ) ( ) ) ) Y )) J ) 9 n
Torej je dg(0) = Id. Po izreku o inverzni preslikavi je g difeomorfizem v neki okolici
0. Njen inverz ¥ = g~ ! tedaj zados¢a y,v = 8871 a
Tocke p, v katerih je v(p) = 0, se imenujejo kriticne tocke (ali singularne tocke)
vektorskega polja v. V lokalnih koordinatah lahko vzamemo p = 0 € R". Tedaj je
. ox)
v(x) =Ax+o(x), lim —= =0. (2.11)
x—0 |x|

kjer n x n matrika A predstavlja diferencial (dv)o preslikave v v to¢ki x = 0. Napake
o(x) v splo§nem ne moremo odpraviti z zamenjavo koordinat v okolici 0 € R".

Primer 2.34 Naj bo v(x) = Ax linearno vektorsko polje na R". Naj bo f(x) = Px
linearni difeomorfizem R” — R”, podan z neizrojeno n x n matriko P. Oznac¢imo
nove koordinate z y = f(x) = Px. Tedaj je

(f:v)(y) = (fov)(Px) = dfe-v(x) = PAx = PAP"'Px = PAP™!y.

Torej je f.v linearno vektorsko polje, podano s konjugirano matriko B = PAP~!,
Odtod sledi, da so lastne vrednosti matrike linearnega vektorskega polja invariantne
glede na potisk (ali povlek) polja z linearnim izomorfizmom R".

Splosneje, naj bo v vektorsko polje (2.11) in naj bo f difeomorfizem v okolici
0 € R", podan z f(x) = Px+ o(x). Analogen raun kot v zgornjem primeru pokaZe

(fov)(x) = PAP 'x+ o(x).

Torej velja isti sklep kot zgoraj (glede ohranjanja lastnih vrednosti) za linearizacijo
vektorskega polja v poljubni tocki. 0O

Glede linearizacije bomo brez dokaza navedli naslednji izrek (glej npr. Perko [38])).
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Izrek 2.35 (Hartman-Grobman) Naj bo v(x) vektorsko polje oblike 2.11)) na neki
okolici 0 € R" in naj bo ¢;(x) njegov tok. Ce matrika A nima nobene lasme vrednosti
A z nicelnim realnim delom RA = 0, potem obstaja homeomorfizem f v okolici
0 € R"z £(0) =0, tako da velja

f(91(x)) = e f(x)
za vse x € R" v neki okolici izhodis¢a in za vse dovolj majhne t € R.

Homeomorfizem f torej preslika tok polja v v tok pripadajocega linearnega polja
va(x) = Ax. Pravimo, da je f topoloska linearizacija polja v.

V sploS$nem ne obstaja difeomorfizem f s to lastnostjo niti v primeru, ko je vektorsko
polje realno analiticno. Razlog so mozZne resonance med lastnimi vrednostmi
matrike A. Take resonance nastopijo le za zelo posebne matrike; za dovolj sploSno
matriko A lahko torej vektorsko polje v konjugiramo v pripadajoce linearno polje z
difeomorfizmom. Ve¢ o tem lahko bralec najde v literaturi, navedeni v [38].

V primeru, ko ima matrika A kak$no lastno vrednost z ni¢elnim realnim delom, v
sploSnem polje ni niti topoloSko konjugirano svoji linearizaciji.

Primer 2.36 Naj bodo (x,y) koordinate na R? in
v(x,y) =— 9 —|—xi
Y) = yax ay .

Pripadajoca matrika je J = ((1) _(; ) . Njeni lastni vrednosti sta +i, kjer je i = v/—1.

V kompleksnem zapisu z = x + iy ustreza J mnoZenju z i, torej je v(z) = iz. Tok tega
polja je enak ¢, (z) = e'’z. Tokovnice so kroZnice s sredis¢em v (0,0).

S poljubno majhno nelinearno perturbacijo polja v (konkretno, z dodatkom
majhnega radialnega Clena) pa lahko doseZemo, da se vse tokovnice z zacetno
tocko v mnozici R?\ {(0,0)} spiralno priblizujejo izhodi¢u ali pa se od njega
oddaljujejo. Prav tako lahko doseZzemo obstoj limitnih ciklov v poljubni okolici
(0,0); to so sklenjene orbite, katerim se sosednje orbite spiralno pribliZzujejo ali se
od njih oddaljujejo. Odvisno od primera govorimo o (enostransko ali dvostransko)
privlaénih, odbojnih ali nevtralnih negibnih to€kah in limitnih ciklih. O¢itno je, da
fazni portret take nelinearne perturbacije polja v ni topolosko konjugiran toku polja
v, saj ima slednje sklenjene orbite. O
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2.5 Komutator vektorskih polj

Naj bosta v in w vektorski polji razreda > na mnogoterosti X.

Definicija 2.37 Komutator [v, w] je diferencialni operator, ki ima na poljubni testni
funkciji g € €*(X) vrednost

vwl(g) = v(w(g)) —w(v(g))-

Lahko je preveriti, da je preslikava g — [v,w] (g) derivacija v vsaki to¢ki, to je,

e linearna v g (aditivna ter R-homogena), in
e zadosSc¢a Leibnizovemu pravilu.

Torej je [v, w] vektorsko polje na X.

Izratunajmo komutator v lokalnih koordinatah x = (xy,...,x,). Naj bo
= ¥l 3 i) -
= 8xj - j:1W] x ox;’
Tedaj je
(& d . Jdg\ ¢ dwy dg d%g
v(v(e)) (]Z:l T ox ) (l; Wk axk> Pt ( Tox; 0 K ox ox;
R dvy dg d%g
W(V(g)) ./‘;1 ( JTXJ, : 0 ax]axk

J C . . 92 92 .. . .
V razliki se parcialni odvodi drugega reda Wégxk = Wagx, krajSajo in dobimo:

X 'awk vy u dg
o) = B (g -Gt ) 35 = 3 00m) - vl 3%

Jk=1
Ker to velja za vsako testno funkcijo g, sledi

n n

Z ax, ZWJ ax]] Z(V(Wk)_w("k))aixk (2.12)

i=1 k=1
Primer 2.38 Za lokalne koordinate x = (xp,...,x,) ofitno velja
d d
—1 =0 1<i,j<n.
[8)@-’8)9,} ’ =h/=n

Splosneje, ¢e sta v,w konstantni vektorski polji na domeni v R" (to je, polji s
konstantni koeficienti), potem je [v,w] = 0.
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Primer 2.39

0 d d oh d

V:TXI, W:TM+h(x1,x2)T&, [V,W]:TMTXZ

Primer 2.40 Naj bosta v4 in vp linearni vektorski polji na R”, ki pripadata
matrikama A = (a;;), B = (b;;) dimenzije n x n. Torej je

) = ZZa,,xj ox;’ vg(x) = ZZ lea

i=1j=1 i=1j=1

1z formule (2.12) dobimo

n n n a
va,vl(x) = Y < (Z bkm) VB<Z akW)) e (2.13)
k=1 =1 =1 Xk

Velja:

n n
VA (Z bklxl> = ( Z a”x’8 ) (Z bk1x1> Z bk,aux] Z(BA)ijj,
=1 i,j=1 =1 i,j=1

‘17
n n
VB (Z aklxl> = ( Z bl]x]a ) <Zak1x1) Z ak, ljx] Z(AB)/(]XJ
=1 i,j=1 =1 i,j=1
Vstavimo v enac¢bo (2.13) in dobimo

n n a
VA7VB Z Z BA AB k]XjTXk

Torej je komutator [v4, vp] linearno vektorsko polje, ki pripada komutatorju BA —AB
matrik Ain B. O

Preverjanje naslednje trditve je prepuscena bralcu.

Trditev 2.41 (Algebraicne astnosti komutatorja) Ce sta v in w vektorski polji
razreda €" (r > 2), je njun komutator [v,w] vektorsko polje razreda €™ in velja:

1. Operacija je R-linearna v obeh faktorjih:

Vi +va,w] = [vi,w]+[v2,w]

v,wi+wa] = [v,wi]+[v,w2]
[ev,w] = c¢[vw], ceR
[v,ew] = c[v,w], c€eR.

2. Zavsako gladko funkcijo f velja [fv,w] = f [v,w] —w(f)v.
3. [vw]+[w,v] =0 (v posebnem je [v,v] = 0).
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4. Jacobijeva identiteta:
[[u,v] ,w] + HW, u] ,v] + [[v,w] ,u] = 0.

Dokaz zgornje trditve prepustimo bralcu.

Oznacimo z X (X) mnoZico vseh gladkih vektorskih polj na gladki mnogoterosti X.
O¢itno je X (X) realen vektorski prostor. Opremljen z operacijo [-, -] je prostor X (X)
Liejeva algebra.

Trditev 2.42 Ce sta v,w vektorski polji €* na mnogoterosti X in je preslikava
f: X =Y difeomorfizem razreda €2, velja

femw] = [fev, faw].

Torej je komutator neodvisen od izbire koordinat.
Dokaz Izberimo gladko funkcijo g na Y. Po definiciji potiska f.v velja

(fiv) (&) = ve(gof), x€X.

(Leva stran je vrednost vektorskega polja fiv na funkciji g v tocki f(x), desna stran
pa vrednost vektorskega polja v na funkciji g o f v tocki x.) Zgornjo identiteto lahko
zapiSemo v obliki

(fav)(g)of = v(gof).

Z njeno veckratno uporabo dobimo:

fvwl(g)of = [vwl(gof)

v(w(go f) —w(v(gof))

v((fw)(g) o f) —w((fev)(8) o f)
(fv)(few)(g)) o f — (fiw)(fiv)(g)) o f
= [fv, fwl(g)o f

Ker to velja za vsako gladko testno funkcijo g na ¥, sledi fi[v,w] = [fuv, fiw]. O

Opomba 2.43 Trditev lahko posplogimo: Ce sta v,w vektorski polji na X in
sta V,w vektorski polji na Y, tako da za neko gladko preslikavo f : X — Y velja
dfivy = V() indfiwy —wf( ) 2a vsak x € X, sledi

dfiv,wly = [,w]pn), x€X.

Ce to uporabimo na primer, ko je f : X < ¥ vloZzitev mnogoterosti X v mnogoterost
Y, odtod sledi naslednja trditev.

Trditev 2.44 Naj bo X gladka podmnogoterost mnogoterosti Y. Ce sta v in w gladki
vektorski polji na Y, ki sta tangentni na X v vsaki tocki x € X, potem je njun
komutator [v,w] tudi tangenten na X v vsaki tocki x € X.
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2.6 Liejev odvod vektorskega polja

Naj bosta v in w vektorski polji na gladki mnogoterosti X. Ozna¢imo s ¢ (x) tok
polja v. Vemo, da je druzina {¢, } lokalna grupa difeomorfizmov mnogoterosti X.

Definicija 2.45 Liejev odvod vektorskega polja w v smeri vektorskega polja v je
definiran s predpisom

(Lyw)x = i

7 ¢IW—11I1’1 ((¢t W)y —wy) €ELX, x€X.

t=0

1z definicije sledi, da je L,w vektorsko polje, ki je odvod vektorskega polja w vzdolZz
toka vektorskega polja v.

Definicijo lahko posploSimo na primer, ko je w tenzorsko polje poljubnega tipa (glej
razdelek . Ce je w = f funkcija na M, je Liejev odvod enak

d

(Ll = 5| F@@) = WA = dfos

=0

torej je ravno diferencial funkcije f v smeri vektorja v.

Primer 2.46 Naj bodo x = (x1,...,x,) koordinate na R" in v = 9%1 Njegov tok

O (x1,. . xn) = (X1 +1,x2,...,%)

sestoji iz premikov v smeri x;. Diferencial d¢y : T,R" — Ty ()R" preslika

tangentni vektorw =13 ;w ]a%/ |x € TI;R" v vektor ) ; w ]a%/ | w € Ty, (xR". Izberimo

&
vektorsko polje

w = Zw, 8xj
Tedaj je
* a d
(Ow)x = (d¢- ) x)Woy (x) Z i(x1+2,x2,..., n)T
Xj

= X

in zato je njegov Liejev odvod vzdolZ polja d /dx; enak

u d d 0
L% (lewj(x)axj> = d[ _ OJZ Wj x1+t X2,. )aixj i
8wj 0

V tem primeru je torej Liejev odvod enak komutatorju. O
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Trditev 2.47 Za vsak par vektorskih polj v,w velja identiteta

d * *
E((bt w) = ¢ (Low)
na fundamentalni domeni polja v, kjer je ¢; tok polja v.

Dokaz Prit =0 je to ravno definicija Liejevega odvoda. Naj bo sedaj t = s+ u, kjer
s € R fiksiramo in # spreminjamo. Velja

ow = (guods)'w=07(¢,w).
Odvajamo po ¢ prit = s:

d

¢t*w = E u:()(PS*(‘p;W)

* d *
= ¢s (du‘uO(Pu W)
= ¢s* (LVM) .

Upostevali smo, da preslikava ¢, komutira z odvodom po u. 0O

dt

t=s

Trditev 2.48 Ce je f: X — Y difeomorfizem in sta v,w vektorski polji na X, velja
f(Lyw) = wa(f*W)
Torej je izraun Liejevega odvoda neodvisen od izbire lokalnih koordinat na X.
Dokaz Naj bo ¢, tok polja v na X in ¢, tok polja ¥ = f,vna Y. Po lemi velja
fot = diof

na fundamentalni domena toka ¢. Pisimo w = f.w, kar je ekvivalentno w = f*w.
Uporabimo zgornjo identiteto za povlek vektorskega polja w. Po eni strani dobimo

(fod)'w = (pz*f*w = ¢t*w?
po drugi strani pa
(Brof)w = fro'w.
Ker sta izraza enaka, sledi
o'w = f(¢/w).

Z odvajanjem po ¢ pri t = 0 dobimo:

d
t=0 ' dt

To je ocitno ekvivalentno f,(L,w) = Lyw, kar smo Zeleli dokazati. O

Low = —
W U

5 vv) — P L.
=0
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Trditev 2.49 Za vsak par vektorskih vektorskih polj v,w razreda €* velja
Lw = [v,w].

Dokaz 1z trditev [2.42] in 2.48] sledi, da sta operaciji komutator in Liejev odvod
neodvisni od izbire lokalnih koordinat. Iz definicij sledi tudi, da sta vektorski polji
[v,w] in L,w zvezni. Naj bo 2 = {x € X : v, # 0}. Za vsako to¢ko p € Q po trditvi
obstajajo lokalne koordinate x = (xy,...,x,) v okolici p, v katerih je polje v
enako I V tem primeru smo Zeljeno enakost Ze dokazali; glej (2.14). Po zveznosti

sledi njuna enakost na zaprtju mnozice €. Na odprti mnoZici X \ Q pa je polje v
identi¢no enako ni¢ in sta zato obe vektorski polji [v,w] in L,w enaki ni¢. O

Ker je komutator antikomutativen, [v,w] = —[w,V], iz trditve sledi
Posledica 2.50 Za poljuben par €* vektorskih polj velja L,,v = —L,w.

Naslednja trditev pove, da vektorski polji v,w komutirata natanko tedaj, ko njuna
tokova komutirata na ustreznih fundamentalnih domenah.

Trditev 2.51 Ce je ¢, tok vektorskega polja v in Wy tok vektorskega polja w, velja
Lw=0 <= ¢ oy, =ys00¢,.
Dokaz (<) Odvajamo identiteto ¢ o Y5 = W0 ¢ po s pri s = 0 (¢ in x sta fiksna):

d

ds

Ow() = S| W0) = wpg.
=0 =0

N S

Levo stran v zgornji identiteti lahko po veriZnem pravilu izrazimo tudi takole:

d
(d¢t)X'g

Ws(x) = (d¢t)x'wx~
0

§=

S primerjavo desnih strani dobimo

(dh)ows = Wy = dw=w, (2.15)

kar pomeni, da je polje w ¢;-invariantno. Z odvajanjem po ¢ pri t = 0 sledi L,w = 0.
(=) Naj bo L,w = 0. Iz trditve sledi

d . A —
E@W*q)z (Lyw) = ¢;(0)=0.

Torej je vektorsko polje ¢ w neodvisno od ¢ in zato velja ¢ w = w za vsak ¢. Iz
ekvivalence v (2.15) sledi, da difeomorfizem ¢, preslika tokovnico y;(x) polja w, ki
gre pri s = 0 skozi tocko x, v tokovnico Wy (¢ (x)), ki gre pri s = 0 skozi tocko ¢ (x).
To ravno pomeni @ (W (x)) = (¢ (x)). O
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Primer 2.52 Oglejmo si ponovno situacijo iz primera (2.14):

_ d B n . 0 B n aW] 9
V—TXI7 W—FZ’IWJ(X)T)CJJ [V,W}fj;ai)q(x)aixj.

Torej je [v,w] = 0 natanko tedaj, ko so koeficienti w; neodvisni od spremenljivke x;:

i d
w = wi(X2, ... xn) =
j:ZI 2 axj

Evidentno je, da so integralne krivulje translacijsko invariantne v x;-smer; Ce je
y;(x) neka integralna krivulja polja w, potem je integralna krivulja tudi

o (¥5(x) = ws(x) +(1,0,...,0) = y(x1 +1,x2,.. %)

Ce je w linearno neodvisno od v v vsaki tocki, s tem dobimo razslojitev prostora
R”" na unijo paroma disjunktnih 2-razseznih integralnih mnogoterosti vektorskega
podsveznja E C TR ranga 2 z vlakni E, = Lin(vy,w,) zavsakx e R*. 0O

Splosen rezultat te vrste, ki odgovori na vpradnje, kdaj ima vektorski podsvezenj
E C TX range k < dimX integralno pod mnogoterost skozi vsako tocko x € X, je
Frobeniusov izrek, ki ga obravnavamo v naslednjem razdelku.

2.7 Involutivni podsveznji in Frobeniusov izrek

Glavni rezultat tega razdelka je Frobeniusov izrek (glej izrek 0 povsem
integrabilnih podsvezZnjih tangentnega sveZnja. Na poti do tega izreka bomo
potrebovali naslednji izrek, ki pove, da lahko m-terico paroma komutirajo¢ih
linearno neodvisnih vektorskih polj lokalno izravnamo v m-terico koordinatnih polj.
To je posplositev trditve 2.33] ki obravnava primer m = 1.

Izrek 2.53 Naj bodo vi,va,...,vy linearno neodvisna vektorska polja na mno-
goterosti X, ki paroma komutirajo:

[vji,w] =0, Jk=1,...,m.

Potem za vsako tocko p € X obstajata odprta okolico U C X in lokalna karta
v:U—=yU)=U CR" (n=dimX), tako da je

d
Vi = —, j=1,...,m.
! 0

Xj

Obratno, Ce taka karta W obstaja, sledi Y. [v;,vi| = [Wuv;, Yavi]| = [%, a%k} =0.
N J
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Dokaz V neki lokalni karti prevedemo na primer X = R”, p = 0. Naj bo
< d
v = ];ajk(x)g—x]{, j=1,....m
Brez skode za splosnost lahko predpostavimo, da je

det(a;x(0)) 71 # O

Odtod sledi, da so vektorji v;(0),...,vu,(0), ﬁ, - aixn baza tangentnega pros-

tora TpIR". Naj bo (i)lj tok polja v;. Oznacimo d = n —m. Definiramo preslikavo g(x)
v okolici izhodis¢a x = 0 s predpisom

1 m
g(x1,x2,... .Xn) = xlo © xm(07"'70axm+1a~~- -xn)
m
Torej zaénemo v tocki (0,...,0,%41,...,X,) in gremo za Cas x; v smeri polja v; za
vsak j=1,...,m. IzraCunamo odvod po spremenljivki x;:
dg d
_ 1 2 m _
axl - X1 (‘PX] o ¢x2 0...0 (me(oa cee 707xm+1 (AR 7xn)) =V (g(‘x))

Pri rac¢unanju odvoda po x; upostevamo, da polji v; in v, komutirata:

2 1
g(x1,x2, -, X0) = @00, 0008 (0,00, %115, Xn)-
——

m

Enako kot prej sledi ngQ(X) = 1p(g(x)). Analogen sklep velja za vse ostale
spremenljivke, torej je

aafj(x) =vj(glx), Jj=1,...,m.

To ravno pomeni, da je g*% =vjzavsak j=1,...,m.
J

Kerje g(0,...,0,Xpt1,-- %) = (0,...,0,%p11,...,%,), sledi

dg 0

-— = =— k= 1,...,n.

P) Xk ) a)Ck ) m+1, L
Torej je diferencial dgy neizrojen. Iz izreka o inverzni preslikavi sledi, da je g
difeomorfizem v neki okolici tocke 0 € R”". Njegov lokalni inverz y = g~! zadoi¢a
q/*vj:a%jzaj:l7...,m. O

Naj bo X gladka mnogoterost dimenzije n. Za vsak x € X naj bo E, C T, X vektorski
podprostor T.X konstantne dimenzije dimE, = m (neodvisne od x), tako da je E,
gladko odvisen od x € X. Z drugo besedo, mnoZica
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E=||EcCTX

xeX

je gladek vektorski podsveZenj tangentnega sveZnja sveznja T X, kar pomeni, da ima

vsaka tocka p € X okolico U C X in gladko sveZenjsko karto 0 : TX |y S Ux R",
n =dimX, tako da je

O(Ely) = Ux(R"x{0}), d=n—m.

(Glej razdelek [3.4]) Ekvivalentno, za vsako tocko p € X obstaja okolica U C X in
gladka vektorska polja vy,..., v, na U, ki so linearno neodvisna v vsaki tocki x € U,
tako da je

E, = Lin{vi(x),...,vm(x)}, x€U.

Ce je 0 lokalna karta kot zgoraj, lahko vzamemo
vi(x) = 07 (x,ej), j=1,....m,
kjer jee; = (0,...,1,0,...,0)) standardni j-ti koordinatni vektor.

Definicija 2.54 Podmnogoterost M mnogoterosti X je integralna podmnogoterost
podsveZnja E C TX, e za vsako tocko x € M velja T.M C E,. Splosneje, preslikava
f M — X je integralna preslikava podsveinja E C TX, e velja

(dfx)(’zj\'M) - Ef(x) C Tf(x)Xv xeM.
Vsaka integralna podmnogoterost M sveznja E ocitno zado$¢a dimM < m = dimE,.

Primer 2.55 m = 1. SveZenj E je lokalno v okolici poljube tocke definiran z nekim
vektorskim poljem v brez nicel. Integralne podmnogoterosti sveZnja E so tokovnice
polja v, pri Cemer izbira parametrizacije ni pomembna.

Splosneje, za vsak vektorski podsvezZenj E C TX lahko lokalno najdemo vektorska
polja v, ki so tangentna na E v smislu, da je v, € E, za vsak x € X. Tako vektorsko
polje je prerez sveznja E — X. Tok polja v, ki je tangentno na E, sestavljajo tockaste
in 1-dimenzionalne integralne podmnogoterosti sveznja E. 0O

Zanima nas, ali obstajajo tudi visje razseZne integralne podmnogoterosti v primeru
rang E > 1. Najvi§ja moZna dimenzija integralnih podmnogoterosti je enaka rangu
sveznja E in naravno vprasanje je, pri kaksnih pogojih na E le-te obstajajo. Primer
2.62|pokaZe, da v sploSnem to ne velja. V ta namen uvedemo naslednje pojme.

Definicija 2.56 Naj bo E gladek vektorski podsveZenj tangentnega sveinja TX.

(a) E je popolnoma integrabilen, ¢e za vsako tocko p € X obstaja lokalna integralna
podmnogoterost p € M C X maksimalne dimenzije m = rangE.

(b) E je involutiven, e je za poljubni dve vektorski polji v,w, ki sta tangentni na E,
tudi njun komutator [v,w| tangenten na E.
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Vsak podsvezenj E C TX ranga 1 je lokalno generiran z enim nenicelnim
vektorskim poljem, zato je involutiven in povsem integrabilen. Vecina podsveZnjev
E C TX ranga m, kjer je | <m < n =dimX, nima teh lastnosti. Klju¢nega pomena
je naslednji izrek, ki pove, da sta ti dve lastnosti ekvivalentni.

Izrek 2.57 (Frobenius) Gladek vektorski podsveZenj E tangentnega sveZnja TX je
popolnoma integrabilen natanko tedaj, ko je involutiven.

Pred dokazom si oglejmo naslednji pomemben primer integrabilnega sveZnja.

Primer 2.58 Ce je g gladka funkcija na X brez kriti¢nih tok, potem je podsveZenj
E = ker(dg) C TX popolnoma integrabilen, saj so nivojne ploskve {g = c}
integralne mnogoterosti maksimalne dimenzije dimX — 1. Iz trditve ki jo
uporabimo na nivojnicah {g = ¢}, sledi, da je E involutiven.

Analogen zakljucek velja v primeru, ko imajo gladke funkcije g1,...,84: X = R
linearno neodvisne diferenciale dgj,...,dg, v vsaki tocki x € X, to je, preslikava
g=(g1,-..,84) : X — R4 je submerzija. Tedaj je podsveZenj

d
E = ﬂkerdgi cTX

i=1

ranga m = dimX — d popolnoma integrabilen in involutiven. Nivojnice {g = c},
c € R4, so gladke integralne podmnogoterosti maksimalne dimenzije m sveZnja E
in sestavljajo foliacijo (razslojitev) mnogoterosti X na unijo paroma disjunktnih
integralnih mnogoterosti dimenzije m. V tem primeru pravimo, da je E tangentni
svezenj foliacije. O

Dokaz izreka [2.57| Najprej dokazimo, da je vsak popolnoma integrabilen
podsvezenj E C TX tudi involutiven.

Naj bosta u,v vektorski polji, ki sta tangentni na E. Izberimo tocko p € X. Po
predpostavki obstaja integralna podmnogoterost M C X dimenzije dimM = rangFE,
ki vsebuje tocko p. Vektorski polji u, v sta zato tangentni na M vzdolz M. Po trditvi
je njun komutator [u,v] tudi tangenten na M vzdolz. Ker je T,M = E, za vsak
x € M, sledi [u,v], € M = E, za vsak x € M, torej tudi za x = p. Ker je bila p € X
poljubna tocka, je sveZenj E involutiven.

Obratno, naj bo podsvezenj E C TX involutiven. Izberimo lokalne koordinate
x = (x1,...,x,) v okolici p, v katerih je x(p) = 0 € R". Naj bodo v;(x),...,vu(x)
vektorska polja v okolici izhodis¢a O € R", ki napenjajo E, za vsak x. Z linearno

zamenjavo koordinat doseZemo v;(0) = % ‘ 22 j=1,...,m. Najbo
J

u 0
) = Yam= j=1,..m
vj(x) l:Zlajl(x) gy J m

Za levi m x m minor matrike koeficientov velja det(a jl)Jml=1 # 0 na neki okolici
izhodis¢a (v tocki x = 0 je to ravno identicna matrika). Pomnozimo matriko
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. I=1,...n
koeficientov (a;1);—;"",

koeficientov oblike

na levi z matriko (aj;) ji=1,.m Dobimo novo matriko

1 0

|k
0 1
Torej obstajajo vektorska polja oblike

0 ! d )
wi(x) = gﬁl:%]bﬂ(x)a—m, j=1,...,m, (2.16)
ki generirajo E v neki okolici 0 € R".
Ker je svezenj E involutiven, je vsak komutator [w;,wy] linearna kombinacija

polj wi,...,wy. Po drugi strani iz (2.16) sledi, da je komutator [w;,wy] linearna
kombinacija vektorskih polj 3%1 zal=m+1,...,n. Iz primerjave sledi

wi,we] =0, Jjk=1,....m.

Po izreku obstaja difeomorfizem x — g(x) v okolici 0 € R", ki preslika
vektorsko polje w; v koordinatno polje I 2 Jj=1,...,m; to je, g.w; = a%/
Odtod sledi, da so nivojne ploskve gx = ¢, k =m+ 1,...,n, maksimalne integralne
podmnogoterosti sveznja E v neki okolici p. S tem dobimo lokalno razslojitev
(foliacijo) okolice tocke p € X na paroma disjunktne integralne podmnogoterosti.
Globalno razslojitev dobimo s topoloskimi argumenti (glej npr. [2] ali [7]). O

Dokaz izreka[2.57] v resnici pokaze naslednji natancnejsi rezultat.

Izrek 2.59 Naj bo X gladka mnogoterost dimenzije nin E C TX gladek involutiven
podsveZenj ranga m. Tedaj ima vsaka tocka p € X okolico U C X in lokalno karto
V=, y"):U—=yU)CR" kerjey' = (Yi,...,¥m) in Y = (Y1, Yo),
tako da so mnoZice

{xeU:y'(x)=ce Rd}

integralne mnogoterosti zoZenega sveznja E|y — U.

To pomeni, da je vsak integrabilen sveZenj lokalno podan kot tangentni sveZenj neke
trivialne (produktne) foliacije. V sploSnem pa globalni listi foliacije integrabilnega
sveZnja niso nujno zaprte podmnogoterosti v X in je slika neprimerno bolj zapletena
kot tista v primeru [2.58] ko je foliacija globalno podana z nivojnimi ploskvami neke
submerzije X — RY.

Za preverjanje involutivnosti podsveznja £ C TX ni potrebno racunati komutatorja
poljubnega para vektorskih polj tangentnih na E, kar je v praksi tudi neizvedljivo.
Zadosca preveriti, da je v neki okolici poljubne tocke p € X sveZenj E generiran
z m = rang E vektorskimi polji vi,..., vy, tako da so komutatorji [v;,v;] za i,j =
1,...,m tangentni na E. To sledi iz naslednje trditve.
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Trditev 2.60 Ce sta vektorski polji wi in wy linearni kombinaciji (s funkcijskimi
koeficienti) vektorskih polj vi,...,vym, potem je njun komutator [wy,wy| linearna
kombinacija vektorskih polj vy, ..., vy in [vi,vjl za i, j=1,...,m.

Dokaz Naj bo
w; = Zfiﬂjvj’ i:1,2.
j=1

Iz lastnosti [fv,w] = f[v,w] —w(f)v (glej trditev 2.41) sledi

m

= Y [frvisfouve]

Jk=1

(ngE

m
wi,wa] = l Sivis Y Foavi
k=1

~
Il

(frjfoklvivid + frvi(Fox)vi — faavi(f1,7)v;)-

J»

I
=

Ce so komutatorji [vi,vj] za i,j = 1,...,m linearne kombinacije polj vi,...,Vm,
potem je tudi [w1,w,] linearna kombinacija teh polj. O

Primer 2.61 Naj bo E C TR? = R3 x R? podsveZenj ranga 2. Lokalno je E
dolo¢en z dvema linearno neodvisnima vektorskima prostoroma v, w. Kot v dokazu
Frobeniusovega izreka vidimo, da lahko v in w lokalno izberemo v obliki

d d d d
V:$+a(x7y7Z)87Za W:aiy—’_b(xﬂ;az)aiz‘ (2.17)

Vsaka integralna ploskev S je graf z = f(x,y) in jo parametriziramo s preslikavo
(x,y) = (x,,f(x,y)). Z odvajanjem po x in y vidimo, da vektorski polji

9 afd 9 afa

T r A T N e

vzdolZz S napenjata tangentni prostor ploskve S v vsaki tocki. Ker vektorski polji v

in w 2.17) generirata sveZenj E, iz primerjave izrazov (2.18) in 2.1I8) sledi, da je S
integralna ploskev sveznja E natanko tedaj, ko je v ="V in w = w vzdolz S. To velja
natanko tedaj, ko funkcija f zadoS€a sistemu parcialnih diferencialnih enacb

Lo —atwonsen). F) b s)

Ker je f € €2, sta druga meSana parcialna odvoda enaka:

fxy - ay-l-azfy:ay—f—azb
Six = bx+Dbyfx =bx+ba
Sfoy—fix = ay—bx+ab—ba = 0.

Izracunajmo Se komutator vektorskih polj v in w:
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0 0
[v,w] = (bx—i-abz—ay—baz)a—Z = (fyx—fxy)a—zzo,

Ta racun (ponovno) pokaze, da vektorski polji v in w oblike (2.17) komutirata vzdolz
vsake integralne ploskve. Z drugo besedo, nenicelnost komutatorja v dani tocki je
obstrukcija za obstoj integralnih ploskev skozi to tocko. O

Primer 2.62 (Kontakten podsveZzenj) Naj bo E C TR? jedro E = ker o 1-forme
o = dz+xdy, (2.19)

Kjer so (x,y,z) koordinate na R3. Torej je rang E = 2. Oglejmo si vektorski polji

d d d
U= = V= 0——Xx=.
ox’ dy 0z
O¢itno sta ti dve polji linearno neodvisni v vsaki to¢ki in velja a(u) = a(v) =0,
torej u in v generirata podsveZenj E. Njun komutator

pa ni tangenten na E; trojica (u,v,w) sestavlja bazo prostora TPR3 v vsaki tocki
p € R3. Torej podsvezenj E = ker & ni involutiven v nobeni to¢ki.

Diferencialna forma (6.13) se imenuje standardna kontaktna forma na R3 in E =
ker o je standardni kontaktni podsvezenj tangentnega sveznja TIR3.

Splosneje, &e je n > 1 in so (x,,z) koordinate na R*"+!, kjerje x = (x1,...,x,) € R,
y=1,.--,yn) €ER"inz € R, se 1-forma

n
a = dz+ Zx,-dyi
i=1

imenuje standardna kontaktna forma na Rt in njeno jedro E = kera je
standardni kontaktni sveZenj na R*"*1. Otitno je E sveZenj hiperravnin. (Glej
primer [6.9]) Da se videti, da ima E integralne mnogoterosti dimenzije n (torej
polovico ranga sveZnja E), nima pa integralnih mnogoterosti dimenzij > n. O

2.8 Liejeva vrsta toka vektorskega polja

Naj bo v vektorsko polje in ¢; njegov tok. Naj bo f gladka funkcija vzdolZ tokovnice
¢ (x). Oglejmo si Taylorjev razvoj funkcije ¢ — f(¢(x)):

2

f(#(x)) = f(x) +C1(X)t+cz(x)%+....
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Po veriznem pravilu je

de,(x)
dt

d
Ef(fi’z(x)) = dfg v = dfp Vo = V() (9 (x)).

Ce f nadomestimo z v(f), dobimo iz iste formule:

d? d
2 (0) = —v()(&(x) = vv(N))(&(x)) = V() (¢ (x)).

Kvadrat v? vektorskega polja je diferencialni operator drugega reda:
4 d af < da; daj af 2’ f
v(vf) = (j.kzlakaxk> ( jax]> j; ( I, 9 +ajak78xjaxk :

Splosno dobimo za vsak k € N:

dk
/(o) = () (9r(x)).

Torej je Taylorjev razvoj funkcije  — f(¢;(x)) enak
2 e

f(#(x)) = f(x) +V(f)(X)t+V2(f)(x)%+~--+Vk(f)(X)E +o(t").

Ce uporabimo to formulo v primeru, ko je v = Z?:l“j(x)*ai» f=x (jta
J
koordinata), ¢ (x) = (¢r1(x), ..., ¢ (x)) in upostevamo

u 8
Z ai}i = f(x)a
dobimo:
2 k
x00(x) = 60(0) =X+ @)1+ (@) ()5 + oo+ (@) ()3 +ol),

Liejeva vrsta toka je torej

2 k

0.(x) = x—l—a(x)t—l—v(a)(x)% +... —|—vk_1(a)(x)% +o(i).

Sedaj bomo opisali §e en nacin, kako naravno pridemo do komutatorja vektorskih
polj. Naj bo tudi w vektorsko polje in y; njegov tok:

n s2
Z ax] vs(x) = X+Sb(x)+5w(b)(x)+...

j=1



106 2 Tangentni sveZenj in vektorska polja
Kompozicija tokov ¢, in y; je tedaj enaka

2
V(9 (x) = s <x+a(x)t + v(a)(x)% +.. )

2
x+a(x)t+v(a)(x)% +...

+sb(x—|—a(x)t+...)—|—§w(b)(x+a(x)t+...)+...
= x+ta(x)+sb(x i x) +0(1%,5%).
Opazimo, da je
Y 2 4 = e
j=1

QOdtod sledi

Vi(0,(x)) = x+ta(x)+sb(x) +stv(b)(x) +o(r*,5?)
0 (W5 (x)) = x+ta(x)+sb(x) + stw(a)(x) +o(1%,5%)

Razlika zgornjih izrazov je enaka
V(9 (x)) = 8 (w5 (x)) = st (v(b) (x) —w(a) (x)) +O(%,5%) = st[v,w](x) +0(%,5),

kjer je [v,w](x) komutator polj v in w evalviran v to¢ki x. Odtod dobimo

2
rw](x) = 5o (W0 (%) —droys(x)| - (2.20)
Naloga: Dokazi, da za desni odvod pri r = 0 velja formula
d
vowl) = = W iod oo (). (2.21)
=0

Ce v/t nadomestimo z sign(r)/|¢], potem velja ista formula za dvostranski odvod
prit =0.

Formuli (2:20) in (2.21) sta kvantitativni izraz dejstva, da je komutator vektorskih
polj merilo za (ne)komutiranje njunih tokov.
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2.9 Gronwallova lema in razdalja med tokovnicami

V tem razdelku bomo dokazali oceno za razdaljo med dvema tokovnicama
vektorskega polja. Glavni rezultat je naslednji.

Izrek 2.63 Denimo, da je v = Z;leaj(x)% Lipschitzovo vektorsko polje z
J
Lipschitzovo konstanto B na domeni 2 C R":

|a(x)_a(y>‘§B|x_y|a xny-Q-

(Tu je a(x) = (a1 (x),...,a,(x)).) Potem za vse pare tock x,y € Q in za vsak t > 0,
za katere je tok ¢5(x), ¢5(y) definiran na intervalu s € [0,t] in leZi v , velja ocena

100 (x) — & ()] < e |x—y. (2.22)

V dokazu bomo uporabili naslednjo lemo.
Lema 2.64 (Gronwall) Naj bosta f,g : [a,b) — Ry = [0,00) zvezni funkciji.

Denimo, da za neko stevilo A > 0 in za vsak t € [a,b) velja neenakost

=+ [ o))

Potem velja
t

f(r) < Aexp ( /

Poseben primer: Ce je funkcija g konstanta g = B > 0, tedaj iz ocene

g(s)ds) , t€la,b).

f(t)gA—&-B/atf(s)ds, relab),

sledi ocena
f(1) < AP,

Dokaz Oglejmo si najprej primer A > 0. Oznacimo
g
no=A+ [ f(s)g(s)ds.
Ja
Predpostavka je torej f(¢) < h(t) za vsak 7 € [a,b). Ker je g(¢) > 0, sledi odtod

t

(¢

=
—~
~—

h(t) = f(t)g(r) < h(t)g(t) =

< g(1).

=
~—

Z integriranjem dobimo odtod

t
logh(t) glogA—F/ g(s)ds
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in z eksponenciranjem Se

10 <hio) < awso [ 61as).

Z limitnim prehodom A ™\, 0 vidimo, da neenakost veljatudiza A =0. O
Dokaz izreka [2.63] Fiksirajmo tocki x,y € € in si oglejmo funkcijo

def

f@) = 10:(x) =9 )]
Tok polja v lahko zapiSemo v obliki

o) =x+ [ So@as=x+ [a@)ds, 60 =+ [ a@0)ds
Odtod dobimo
70 = 199 -00)] < b1+ [ lale,() —ato6)lds
< iyl + [ Bl - 0)lds
= el [ Br)as

Funkcija f torej zados¢a predpostavki Gronwallove leme z A = |[x —y| in B = g.
Sledi ocena f(t) < |x—y|eP, kar je ravno neenakost 2.22). O

2.10 Aproksimacija toka z iteracijo algoritma

V tem razdelku bomo pokazali, da lahko tok ¢, (x) vektorskega polja aproksimiramo
z iteracijami primerno izbrane preslikave. Ta rezultat ima poleg ocCitne prakti¢ne
vrednosti tudi teoretiCen pomen, Se posebej v teoriji holomorfnih avtomomorfizmov
kompleksnih evklidskih prostorov (glej poglavje 4 v [17]]).

Definicija 2.65 (Algoritem za tok) Naj bo v =Y_,a; (x)% vektorsko polje na
J

odprti mnozZici D C R" in a(x) = (aj(x),...,a,(x)). Naj bo Q odprta mnoZica v
R x R", tako da je {0} x D C Q. Preslikava A : Q — R" razreda €, ki zados¢a
pogojema

A(0,x) =x, oA (t,x) = a(x), xeD, (2.23)
at |,

se imenuje algoritem za vektorsko polje v.

1z definicije algoritma sledi
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A(t,x) =x+rta(x)+o(t) = ¢ (x) +0(2).
Najpreprostejsi algoritem je kar preslikava (¢,x) — x +fa(x), ki je linearna v ¢.

Izrek 2.66 Naj bo v Lipschitzovo vektorsko polje na domeni D C R" s tokom ¢;.
Naj bo Q C R x D fundamentalna domena toka. Ce je A(t,x) = A, (x) algoritem za
polje v, potem je za vsako tocko (t,x) € Q (t > 0) preslikava
N-ti iterat
(AL)N = ALO...OAL
N N N

definirana v okolici toc¢ke x za vsa dovolj velika naravna Stevila N € N in velja

Konvergenca je enakomerna na kompaktih v Q.

Dokaz Fiksirajmo tocko p € R". Naj bo £y > 0 tako $tevilo, da tok ¢ (p) obstaja za
vsak ¢ € [0,7]. Oznalimo njegovo trajektorijo s

C = {¢:(p):1€0n0]}-

Izberimo kompaktni mnoZici Ly C L, C R”, tako da je C C Z] and L C Zz. Potem
obstaja kompaktna okolica K C L; tocke p, tako da za vsako to¢ko x € K in za

vse t € [0,70] velja ¢ (x) € Ly. Iz (2.23) sledi |¢;(x) — A;(x)| = o(t) ko gre t — 0,
enakomerno za x € L.
Fiksirajmo k € N in izberimo tocko x € K. Predpostavimo za trenutek, da orbita

yo=x, yi=A00), y2=A01)ss Yk =A(k-1) (2.24)

obstaja in leZi v mnoZici Ly. Ker je ¢;(x) = (@, /x)*(x), velja

k
o (x) — t/k x Z ¢r/k ¢t/k()’1 1)) - (¢t/k)k_j (A,/k(y];])). (2.25)

Naj bo 8 > 0 Lipschitzova konstanta polja v na L;. Iz izreka (glej 2:22)) sledi

|6:(x) = 91 ()] < Pl lx—yl.

Ce uporabimo to oceno na vsakem ¢lenu v vsoti na desni strani (2.23)), dobimo

~

‘¢t z/k x ‘ Z tk=i)/k |¢r/k Yj- 1) — z/k()’jfl)| g]‘eﬁto(t/k)'

Pri k — oo konvergira ta izraz proti 0 enakomerno na x € K. Podobna ocena da

10 6(x) — (A ) (0)] < jePlo(e/h), j=1,... k.
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Z induktivno uporabo te ocene vidimo, da za vsak dovolj velik k € N orbita (2.24))
obstaja in leZi v mnoZici L, za vsako toko x € K in za vsak ¢ € [0,7p]. O

Primer 2.67 Preslikava
A(t,x) = x+rta(x)+1b(x)
je algoritem za vsoto v+ w vektorskih polj v =Y a;(x) %}_, w=Yb; (x)%j.
Naj bo ¢ tok polja v in y; tok polja w. Tedaj je tudi preslikava
A(t,x) = y(9(x)) = x+ra(x)+1b(x)+o(1)

algoritem za vsoto polj v+ w. Odtod sledi, da je tok 6, vsote v+ w enak

6 = lim (v 09, )".

N—yoo

Primer 2.68 Naj bo ¢, tok polja v in y; tok polja w. Tedaj je preslikava

A(x) = Y_ 700 oW 00,

algoritem za komutator [v,w]. Torej je tok 6, komutatorja [v,w] enak

6:(x) = lim (A, /n)" (x).

N—oo

2.11 Normalni sveZenj podmnogoterosti in izrek o
cevastih okolicah

V tem razdelku bomo dokazali, da ima vsaka gladka podmnogoterost M gladke
mnogoterosti X okolico, ki je difeomorfna normalnemu sveznju M v X. Ta
linearizacija vzdolZ M omogoci preprostejSo analizo problemov v okolici M, kot
npr. obravnavo majhnih perturbacij podmnogoterosti M, ki se prevede na obravnavo
prerezov normalnega sveZnja.

Naj bo M gladka podmnogoterost mnogoterosti X. Njen tangentni sveZzenj TM je
podsveZenj zoZitve TX | tangentnega sveznja X na M. Kvocientni sveZenj

imenujemo normalni sveZenj M v X . Za vsako to¢ko p € M je vlakno N, normalnega
sveznja N kvocient
N, =T,X/T,M

tangentnega prostora 7,X po podprostoru T,M C T,X. (Konstrukcija kvocientnega
sveznja ter sveZenjskih kart na njem je podrobno opisana v razdelku[3.4])
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Iz trditve sledi, da lahko N vloZimo kot vektorski podsveZenj sveznja TX |y
tako, da za vsako tocko p € M velja

T,X =T,M ® Ny,
torej sta T,M in N, komplementarna vektorska podprostora v 7,X. PiSemo
TX|y=TM@N.

To najlazje naredimo tako, da sveZenj TX opremimo s poljem skalarnih produktov
na vlaknih, to je Riemannovo metriko na mnogoterosti X. V vsaki lokalni karti na
X je taka metrika oblike

8= Z glj dx,®dx],
i,j=1

kjer je G(x) = (8i,j(x)); j—, simetri¢na pozitivno definitna matri¢na funkcija, gladko
odvisna od bazne toCe. (Glej razdelek [6.6]) Vrednost metrike g na poljubnem paru
tangentnih vektorjev

n d n
5:;&87)6,67})(7 ;nlaxl
je
Z glj 5111;,

i,j=1

dolZina vektorja & v tej metriki pa je

Hé”é = Z gl,] ‘gl‘gj

i,j=1

Metriko na poljubnem vektorskem sveznju lahko konstriramo s pomocjo particij
enote, saj je konveksna linearna kombinacija skalarnih produktov spet skalarni
produkt. Ob prisotnosti Riemannove metrike g na X lahko normalni sveZenj N =
TX|p/TM identificiramo z g-ortogonalnim komplementom TM v TX |y:

TX|M - TM@LgNM/X

Izrek 2.69 (Cevaste okolice podmnogoterosti) Ce je M gladka podmnogoterost
gladke mnogoterosti X, ima M odprto okolico U C X, ki je difeomorfna neki
odprti okolici 2 C Ny /x nicelnega prereza v normalnem sveZnju M v X (in je tudi
difeomorfna totalnemu prostoru normalnega sveznja).

Izrek je zelo pomemben v uporabah, saj nam omogoca redukcijo problemov v
neki okolici M v X na ustrezne probleme v normalnem sveZnju N = Ny /x, Kjer
imamo linearno strukturo in se problemi pogosto poenostavijo. Na primer, ¢e je M
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kompaktna in brez roba, sledi, da lahko vsako dovolj majhno gladko perturbacijo
M v X predstavimo s prerezom M — N normalnega sveZznja N — M, ki je blizu
nicelnemu prerezu. Analiza prerezov je dosti laZji problem, saj je prostor prerezov
vektorskega sveZnja vektorski prostor.

V nadaljevanju oznafimo N = Ny/x. Okolico € v izreku lahko izberemo tako, da
so njena vlakna £, (x € M) konveksne mnozice v vlaknih Ny, npr. krogle polmera
r(x) > 0 v metriki na N, kjer je r gladka funkcija. S pomocjo nelinearne dilatacije
v vlaknih (npr. z uporabo funkcije arkus tangens) lahko totalni prostor N tedaj
preslikamo difeomorfno na Q.

Ce ima  konveksna vlakna, je druZina preslikav
T:Q—=>Q(e(0,1]), mw(xe)=(xte), ec€
homotopija mnoZice £ na nicelni prerez. Velja
71 =Ido, 1t=(x0)=0, 7(x,0)=(x,0),

torej homotopija miruje na nielnem prerezu. Homotopija s to lastnostjo se imenuje
deformacijska retrakcija €2 na nicelni prerez.

Posledica 2.70 Ce je M C X vioZena podmnogoterost, potem ima M bazo odprtih
okolic U C X, tako da je M deformacijski retrakt vsake od teh okolic.

Dokaz izreka [2.69] Izrek bomo dokaZzali z uporabe metode dominantnih sprejev.
Izberemo gladka kompletna vektorska polja vy,...,v,, na X, ki generirajo tangentni
prostor T,X v vsaki tocki x € X. (Kompletnost polj v dokazu ni bistvena in smo
jo privzeli zgolj zaradi preprostosti oznak.) Naj bo ¢; tok polja v;. Oglejmo si
preslikavo F : X x R™ — X, definirano s predpisom

Fx,t) = ¢lo---0¢(x), x€X,t=(t1,...,tn) ER™ (2.26)

Pri tem vzamemo kompozicijo tokov vseh vektorskih polj (])ti, (v poljubnem vrstnem
redu), kjer spremenljivke ¢; uporabimo kot ¢asovne spremenljivke tokov. OCitno je
F gladka preslikava z naslednjimi lastnostmi:

F(x,0) =x, F(x,t) = vj(x), xeX, j=1,...,m.
=0

d
atj
Ker vektorji v (x),...,vy,(x) napenjajo tangentni prostor 7,X v vsaki tocki x € X, je
F submerzija vzdolz X x {0}™. Torej je za vsak x € X preslikava

F(x,1):R" — T,X (2.27)
=0

linearna in surjektivna. Preslikava

O:X xR" —TX,
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ki je na vlaknu {x} x R™ enaka @, je torej epimorfizem vektorskih sveZnjev nad X.
Opazujmo zoZitev @ : M X R™ — TX|y. Naj bo E' C M x R™ podmnoZica z vlakni

E. = 0, Y(TM), xeM.

Ker je TM vektorski podsveZenj sveZnja TX|y in je @ epimorfizem vektorskih
sveZnjeyv, je po posledici mnoiica E' = @~ (TM) gladek vektorski podsveZenj
trivialnega sveznja M x R™.

Po posledici [3.20] obstaja gladek vektorski podsvezenj E C M x R™, ki je
komplementaren podsveznju E’, tako da je M x R™ njuna direktna vsota:

MxR" = E®E'.

Za E lahko izberemo kar ortogonalni komplement podsveZznja E’ v evklidski metriki
na vlaknih R™.

Epimorfizem © : M x R™ — TX|y preslika E/ = @~ /(TM) C M x R™ na
podsvezenj TM C TX|y. Njegova zozitev O|g : E — TX|y na komplementarni
podsveZenj je zato monomorfizem in slika ®(E) C TX|y je podsveZenj, komple-
mentaren tangentnemu podsveznju TM C TX . (Glej izrek [3.17]) Torej je ©(E)
(in zato tudi E) izomorfen normalnemu sveznju N = TX |y /TM.

Oglejmo si sedaj preslikavo
O=F|g:E—X.

Dokazali bomo, da & preslika neko odprto okolico 2 C E niCelnega prereza Ey
difeomorfno na U = &(Q) C X, ki je seveda okolica M v X. Ker je E izomorfen
normalnemu sveznju N = Ny /x, bo s tem izrek dokazan.

Otitno velja @(0,) = x za vsak x € M, torej P preslika nielni prerez Ey C E
difeomorfno na podmnogoterost M C X. (Nicelni prerez Ey sveznja E — M lahko
identificiramo z M s preslikavo M 3 x — 0, € E,.) Trdimo, da je diferencial

ddy, : To, E — T.X
linearni izomorfizem za vsako tocko x € M. Najprej opazimo, da je
To.E = To, Eo® Ty Ex=TMDE,

direktna vsota horizontalnega podprostora 7y, Eg = 7:M (tangentni prostor na nicelni
prerez Eq = M) in vertikalnega podprostora (tangentni prostor na vlakno E,; ker je
E, vektorski prostor, lahko Ty, E, identificiramo z E,). Ker je & : Ey — M identi¢na
preslikava (pri identifikaciji M = Ej), je

ddy, : To,Ex = TM — T,M

identiteta za vsak x € M. V smeri E, pa je po konstrukciji (glej (2.27))
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ddSOxlEx = ®X|Ex . Ex — Qx(Ex)

izomorfizem vlakna E, na podprostor @.(E;) C T.X, ki je komplementaren
tangentnemu prostoru 7,M C T,.X v tocki x. S tem je trditev dokazana.

Za zakljucek dokaza izreka zadoSca najti odprto okolico 2 C E nicelnega prereza
Ey, tako da je @ : Q — P(R) C X difeomorfizem. Obstoj take okolice sledi iz
naslednje leme, ki jo uporabimo za primer Y = E, Yo = Ep, Xo =M C X.

Lema 2.71 Naj bo @ : Y — X gladka preslikava in Yy C Y ter Xy C X podmno-
goterosti, tako da veljata naslednji dve lastnosti.

1. @ :Yy— Xy je difeomorfizem.
2. Zavsako tocko y € Yy je diferencial d®y : TyY — Tg(,)X linearni izomorfizem.

Tedaj obstaja odprta okolica  C Y podmnogoterosti Yy, tako da je preslikava
P:Q — P(Q) C X difeomorfizem.

Dokaz Lemo bomo dokazali v primeru, ko je Yy kompaktna. Dokaz za sploSen
primer je podoben, le da je tehni¢no zahtevne;jsi.
1z pogoja 2 sledi, da je @ lokalni difeomorfizem v vsaki tocki podmnogoterosti
Yy. Ker je to odprt pogoj, obstaja okolica £ C Y podmnogoterosti Yy, tako da je
preslikava @ : Q — P () C X lokalni difeomorfizem. Sedaj je potrebno Se videti,
da lahko okolico Q2 izberemo dovolj majhno, tako da je na njej & injektivna.
Recimo, da @ ni injektivna v nobeni okolici podmnogoterosti Y. Tedaj obstajata
zaporedji aj,b; € Y, ki konvergirata proti Yy, tako da za vsak indeks j veljaa; # b;
in ®@(a;) = ®(b;). S prehodom na podzaporedje dobimo konvergentni zaporedji
aj— ap €Yy, bj — by € ¥y. Odtod sledi po zveznosti
®(ap) = lim D(a;) = lim D(b;) = P(bo).

Jree Jj—reo
Ker je @ injektivna na Yy, sledi agp = by. To je protislovje, saj je P difeomorfizem
na neki okolici U C Y tocke ay, za vse dovolj velike j pa veljaa;,bj € U, a; # b;
in (P(aj) = (P(bj) ]

Opomba 2.72 Naj bo F : X x R" — X preslikava in®: X xR" - TX
epimorfizem vektorskih sveznjev (2.27). Potem je jedro E’ = ker® vektorski
podsveZenj sveznja X x R™ in obstaja razcep na direktno vsoto X x R" = E® E’,
kjer je E nek komplementarni podsvezenj. Tedaj @ inducira izomorfizem vektorskih
sveznjev O|g : E S TX. Odtod sledi, da preslikava F |g: E =2 TX — X zado$¢a
naslednjima dvema pogojema za vsak x € X:

F(0y) = x, dFy, : T.X — T,X jeizomorfizem.

Taka preslikava se imenuje dominanten sprej na X, definiran na tangentnem sveznju
TX.
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V diferencialni geometriji se ob prisotnosti Riemannove metrike na X tak sprej
obicajno uvede s pomocjo geodetske preslikave, ki pa ni nujno definirana na
vsem TX. Ta preslikava se oznatuje z TX 2 v — exp(v) = ¢" € X in se imenuje
eksponentna preslikava, prirejena dani Riemannovi metriki na X. Za mnoge uporabe
(kot npr. v dokazu izreka o cevasti okolici) konkretna izbira dominantnega spreja ne
igra bistvene vloge.

Opomba 2.73 Analog izreka [2.69] za kompleksne mnogoterosti v splosnem ne
velja, razen v primeru ko je M Steinova podmnogoterost poljubne kompleksne
mnogoterosti X. (Kompleksna mnogoterost je Steinova, ¢e je biholomorfna neki
zaprti kompleksni podmnogoterosti kompleksnega evklidskega prostora CV; glej
str. 43). V tem primeru izrek o cevasti okolici sledi s kombinacijo ve¢ netrivialnih
rezultatov kompleksne analize. Prvi je izrek Y.-T. Siu (1974), da ima vsaka
Steinova podmnogoterost M poljubne kompleksne mnogoterosti X bazo odprtih
Steinovih okolic v X. To prevede problem na primer, ko sta M in X Steinovi ter
je M topolosko zaprta v X. V tem primeru sta rezultat, analogen izreku [2.69) v
holomorfnem primeru, dokazala F. Docquier in H. Grauert leta 1960. Eden od
bistvenih netrivialnih korakov v dokazu je razcep holomorfnega vektorskega sveZnja
nad Steinovo mnogoterostjo na direktno vsoto danega holomorfnega vektorskega
podsveznja in nekega holomorfnega komplementarnega podsveznja. (Argument z
Riemannovo metriko in ortogonalnostjo v kompleksnem ne deluje.) Dokaz lahko
bralec najde v [17, Theorem 3.3.3].






Poglavje 3
Vektorski sveznji

Vektorski sveznji so eno od najpomembnejSih analiti¢nih orodij v teoriji gladkih
mnogoterosti. Osnovni primer, to je tangetni sveZenj mnogoterosti, smo obravnavali
ze v poglavju 2] pri analizi vektorskih polj.

V tem poglavju bomo s pomocjo orodij in konstrukcij (multi-) linearne algebre
uvedli Se vrsto pridruzenih sveznjev kot so kotangetni sveZenj mnogoterosti (dual
tangentnega sveznja), njihove direktne vsote, tenzorske produkte ter vnanje pro-
dukte. Prerezi vektorskih sveznjev, izpeljanih iz tangetnega sveZnja, se imenujejo
tenzorska polja. Poleg vektorskih polj in Riemannovih metrik, ki smo jih Ze spoz-
nali, so zelo pomembni primeri diferencialne forme, to so prerezi vnanjih produk-
tov kotangetnega sZenja. Vrsta drugih tenzorskih polj se naravno pojavi pri Studiju
problemov iz fizike in mehanike (npr. napetostni tenzor). V resnici velik del teorije
gladkh mnogoterosti izvira ravno iz problemov fizike, mehanike, astronomije ipd.
Pri matemati¢ni obravnavi mnogoterosti so vektorski sveZnji eno od bistveni orodij
za linearizacijo analiticnih problemov, kot smo Ze videli v kontekstu izreka o cev-
astih okiolicah v razdelku[2.TT] Bistveni so tudi pri obravnavi teorije transveralnosti
(glej poglavje ). Poleg tega so izjemno pomembni pri razumevanju topoloskih last-
nosti bazne mnogoterosti, saj jim lahko naravno pridruZimo razli¢ne kohomoloske
razrede kot so Stiefel-Whitneyev razred, Pontryaginov razred, Chernov razred (v
primeru kompleksnih vektorskih sveZnjev na kompleksnih mnogoterostih), idr.
Namen poglavja je razviti analiticne osnove teorije vektorskih sveZnjev na
mnogoterostih v obsegu, potrebnem v tem delu. V finejSo teorijo topoloske, gladke
ali holomorfne klasifikacije vektorskih sveZnjev se ne bomo poglabljali; bralec
lahko slednje najde v vrsti monografij s podrocja.
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3.1 Definicija in primeri

Naj bosta E in X mnogoterosti razreda €" in & : E — X surjektivna ¢ preslikava.
Obravnavamo lahko vse razrede gladkosti. Topoloske vektorske sveZnje lahko
uvedemo na poljubnem baznem topoloskem prostoru X z enako definicijo.

Definicija 3.1 Preslikava & : E — X (oziroma trojica (E,m,X)) je realen vektorski
svezenj ranga m in razreda ¢”, ¢e ima vsako vlakno E, = ' (x) strukturo m-
razseznega vektorskega prostora (Ex = R™) in je sveZenj lokalno trivialen v smislu,
da za vsako tocko p € X obstaja okolica p € U C X in difeomorfizem 0 : E|y —
U x R™ razreda €" (homeomorfizem v primeru r = 0), tako da je za vsak x € U

. I . ..
preslikava 0, : Ex — {x} x R" P20 R™ linearni izomorfizem.

0:m \(U)=Ely — U xR"

NP

Ce viakno R™ zamenjamo s kompleksnim evklidskim prostorom C™ in zahtevamo,
da je 6, : E, — {x} xC" P2 ©m kompleksno-linearen izomorfizem, dobimo
kompleksen vektorski svezenj ranga m in razreda €" nad X.

Iz definicije sledi, da so vektorske operacije na vlaknih (seStevanje in produkt s
skalarji) gladko odvisne od bazne tocke x € U.

Mnogoterost X se imenuje bazni prostor ali baza sveinja, E je totalni prostor
sveznja in E; = 7~ (x) je vlakno sveznja nad bazno tocko x € X.

Vsaka preslikava 6 : 771 (U) = E|y — U x R™, ki zado$¢a pogojem v zgornji
definiciji, se imenuje svelenjska karta na sveinju m : E — X. Iz definicije
vektorskega sveZnja sledi, da lahko najdemo druzino & = {(Uq,04) : @ € A}
svezenjskih kart nad odprtim pokritjem {Uyg } gea baze X (torej X = Ugyey Ua); taka
druZina se imenuje sveZenjski atlas na E.

Prehodna preslikava med dvema sveZenjskima kartama (Ugq,0q) in (Ug,8p) 2
nepraznim presekom Uy NUp = Ugp # @ je oblike

Oup = Oa 0 93 Ugp X R" = U xR™,  B45(x,v) = (x,84p(x)v), (3.1)
kjer je x € Uyp, v € R™ in je gqp : Ugp — GLy(R) preslikava razreda ¢ v grupo

neizrojenih realnih matrik dimenzije m x m. (V primeru kompleksnega vektorskega
sveznja zamenjamo R s C in je gqp : Ugp — GLn(C).)
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Elug

o, 0
/ N X‘
Oup

Uoc[i x R™ UocB x R™

DruZina funkcij gqp : Ugp — GLn(R) je 1-kocikel, torej zado$¢a pogojem:

8aa =1, gaﬁogﬁa217 gaﬁogﬁyogwle (3.2)

za poljubno trojico indeksov o, 8,7 € A. Tu je I € GL,,(R) identi¢na matrika.

Dva sveZenjska atlasa na E sta ekvivalentna, Ce je njuna unija spet sveZenjski atlas.
To je res natanko tedaj, ko je prehodna preslikava med poljubno karto iz prvega
atlasa in poljubno karto iz drugega atlasa razreda €”. (Da je prehodna preslikava
linearna na vlaknih sledi Ze iz definicije atlasa.) Struktura vektorskega sveZnja
na E je dolo¢ena z ekvivalencnim razredom sveZenjskega atlasa, podobno kot pri
definiciji mnogoterosti.

V obratni smeri lahko vsakemu 1-kociklu preslikav gqp @ Ugp — GL,,(R) (oz.
8ap : Ugp — GLy(C)) razreda ¢ (glej (3.2)) priredimo vektorski sveZenj E — X
ranga m in razreda 6" nad X, tako da so g, ravno prehodne matri¢ne funkcije med
sveZenjskimi kartami na E kot v (3.1)). To je opisano v naslednjem izreku.

Izrek 3.2 Za vsak 1-kocikel g4p : Ugpg — GLu(R) (glej (3.2) na odprtem pokritju

U = {Uq}aca mnogoterosti X obstaja vektorski sveZenj E LND'¢ ranga m s
sveZenjskim atlasom & = {(Uq, 0¢) : @ € A} in prehodnimi preslikavami

Oup (x,v) = (x,804p(X)V), x€Uqg, veER™
Dokaz Totalni prostor E iskanega sveZnja definiramo kot faktorsko mnoZico

E=|]|UsxR"/.

acA

kjer | |oea 0znacuje disjunktno unijo in je relacija ~ definirana s predpisom
Ug xR™ 3 (x,v) ~ (x,8¢p(x)v) € Uy x R™.

Naredimo torej natan¢no te identifikacije za vsak par indeksov a, 3 € A, za katere
je Ugp # @. Kocikelni pogoj zagotavlja, da je ~ ekvivalentna relacija in je
prostor £ Hausdorffov. Za vsak indeks & lahko mnoZzico Uy x R™ identificiramo
z njeno kanoni¢no (injektivno) sliko v E, saj med tockami te mnoZice ni nobenih
identifikacij. Svezenjske karte na E so inverzi teh vlozitev. O
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3.2 Prerezi vektorskega sveznja

Definicija 3.3 Prerez vektorskega sveZnja n : E — X je preslikava f : X — E, ki
zados¢a pogoju

o f = Idy.
Ekvivalentno, za vsak x € X je f(x) € E, = n~ ' (x) tocka v viaknu nad x.

Prerez je razreda 6", ¢e je €" preslikava mnogoterosti X v mnogoterost E. (To ima
smisel v primeru ko je sveZenj &t : E — X razreda €".)

Prerez 0 : X — E, ki vsaki tocki x € X priredi nic¢elni element 0, € E, vektorskega
prostora E,, se imenuje nicelni prerez.

Bazo X pogosto identificiramo s sliko Xo = {0, : x € X} C E niCelnega prereza.

Prostori prerezov. MnoZico vseh zveznih prerezov X — E oznac¢imo z
I'(X,E).

Ce je m: E — X vektorski sveZenj razreda %", potem I (X,E) oznaduje mnozico
vseh prerezov razreda €.

Za poljubna prereza f,g € I'(X, E) definiramo vsoto f + g € I'(X, E) po tockah:
(f+8)(x) = f(x)+g(x) € Ex (vsotana vlaknu E,).

Za vsak prerez f € ['(X,E) in zvezno funkcijo x : X — R definiramo prerez
xf €T(X,E) s predpisom

(xf)(x) = x(x)f(x) EE;, xEX.

O¢itno je I'(X, E) vektorski prostor in modul nad kolobarjem (X ) zveznih funkcij.
Ce je E — X vektorski sveZenj razreda %", je I'” (X,E) modul nad kolobarjem
€"(X) funkcij razreda 6"

Prerezi trivialnega sveZznja E = X x R” — X so oblike f(x) = (x,g(x)) (x € X), kjer
je g : X — R" preslikava baze X v vlakno R”. Na ta nacin prereze trivialnega sveZnja
pogosto identificiramo s preslikavami baze v vlakno:

I(X,X xR") 2% (X,R"); I"(X,X xR") =" (X,R").

Prerezi v lokalni kartah. Naj bo & = {(Ug, 0y) : & € A} sveZenjski atlas na E, kjer
je 6q : E|y, = Uy x R" karta na E, s prehodnimi preslikavami

eaﬁ = Gaoeﬁ_17 eaﬁ (x,v) = (xvga/i (x) V)'

V karti 6y : E|y, = Uy X R" je prerez f podan s funkcijo fy : Uy — R”.
Kompatibilitetni pogoji med kartami v sveZnju nam dajo relacije
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fa(x):gaﬁ(x)fﬁ(x)7 XEUaﬁ> a7ﬁ€A'

Obratno, vsaka druzina preslikav f : Uy — R" (a0 € A), ki zado$¢a pogojem

Ja=8apfp naUqg

za vsak par o, 3 € A, doloCa prerez f : X — E.

Ce sta v nekem atlasu prereza f in f’ dolodena z druZinama vektorskih funkcij (fo)
in (f},), je njuna vsota f + f” doloena z druZino (fy + f,,) in je prerez x f doloCen
z druzino (X fu)-

3.3 Morfizmi vektorskih sveZnjev

Obravnavali bomo realne vektorske svezZnje; vse povedano velja tudi za kompleksne
vektorske sveZnje.

Naj bosta 7: E — X in @' : E/ — X vektorska sveZenja razreda ¢ nad X.

Definicija 3.4 Preslikava ® : E — E' razreda 6" se imenuje morfizem razreda
€' sveznja E v E', ¢e zados¢a pogoju m' o ® = 1 in je za vsak x € X preslikava
D, : E, — E| linearna.

Pogoj ©’ o @ = 7 pomeni, da naslednji diagram komutira

E—2% L p
\0/

Morfizem @ : E — E’ se imenuje izomorfizem, e je @y : Ex — E. linearni
izomorfizem za vsak x € X.

Vektorski svezenj E se imenuje trivialen, ¢e je izomorfen produktnemu sveZnju
X xR", n=rangE. V tej smeri velja naslednja trditev.

Trditev 3.5 Vektorski sveZenj E — X ranga n je trivialen natanko tedaj, ko obstaja
nprerezov f; : X — E (i=1,...n), tako da je

=Lin{f1(x),...,fu(x)} zavsakx € X.

Dokaz Naj bo e, ..., e, baza prostora R”. Ce je @ : E — X x R" izomorfizem
sveZnjev, potem prerezi f;(x) = @ !(x,e;) (x € X, i = 1,...,n) generirajo vsako
vlakno E. Obratno, e prerezi fi,...,f, : X — E generirajo vsako vlakno, je
morfizem sveznjev ¥ : X x R" — E, podan z ¥(x,cy,...,cn) = (x, Y, ciﬁ(x)),
izomorfizem.
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Splosneje, e sta 7 : E — X in @' : E' — X' vektorska sveZenja razreda 4" nad
razli¢nima bazama in je f: X — X' neka ¢” preslikava, je morfizem @ : E — E’
nad f preslikava, za katero komutira diagram

in je za vsak x € X preslikava @, : Ey — E}<x> linearna.

Tovrsten primer je tangentna preslikava T f : TX — TY , ki je morfizem tangentnih
sveznjev nad preslikavo f: X — Y.

Morfizem E — E’ sveZnjev nad bazo X torej ustreza morfizmu nad identi¢no
preslikavo Idy : X — X. Obratno, morfizem vektorskih sveZnjev nad f: X — X’
lahko obravnavamo kot morfizem sveznjev nad X s pomocjo naslednje konstrukcije.

Povlek vektorskega sveznja. Najbo 7w : E — Y vektorski svezenjnad Y in f: X — Y
neka preslikava. Definiramo nalsednjo mnoZico in preslikavi:

FE={(x,e) EX X E: f(x) =m(e)}

T f'E =X, m(x,e)=x; D:f'E—>E, ®(x,e)=ce.

Zlahko preverimo, da je m, : f*E — X vektorski svezenj in je @ : f*E — E
morfizem sveZznjev nad f : X — Y, tako da je za vsako tocko x € X preslikava
@, : (f*E)x — Ey(y) linearni izomorfizem. SveZenj (f*E, 7., X) se imenuje poviek
sveznja (E,mt,Y) s preslikavo fxy — Y.

FE—2 . F (3.3)
ﬂ*l O lﬂ'
b f

Vsak drug morfizem ¥ : f*E — E nad preslikavo f je oblike ¥ = ® o ¥, kjer je
Y': f*E — f*E morfizem vektorskih sveZnjev nad identi¢no preslikavo Idy.

Naloga 3.6 Naj bo {(Vy, 64)}aca sveZenjski atlas na vektorskem sveznju E — Y.

Oznacimo z g4p : Vug — GL,(R) prehodno funkcijo (3.1). Naj bo {U;}e; odprto

pokritje X, tako da za vsak i € I velja f(U;) C Vy;) za nek a (i) € A. Tedaj je druZina
07 : f'Ely, = Ui xR", 6] (x,e) = 04y (f(x),e)

za i € [ sveZenjski atlas na f*E — X s prehodnimi funkcijami

i/ (%) = ga(iya(j)(¥), x€Uij.
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V tem smislu lahko re¢emo, da ima atlas {(f*E|y,, 8) }ics iste prehodne funkcije
kot atlas {(Vy, 0x) Faca-

Povlek vektorskega sveznja ima Se eno pomembno vlogo. Naj bo w : E — Y
vektorski svezenj in f : X — Y preslikava. Preslikava F' : X — E se imenuje dvig
preslikave f glede na 7, ¢e je o F = f, kar pomeni, da naslednji diagram komutira:

A

X ——Y

Tedaj obstaja natanko en prerez F:X — fYE, tako da je F = & oF, kjer je
& : f* — E naravni izomorfizem nad f v diagramu (3.3)).

. @
fE——E,

X—Y

Povlek torej reducira analizo dvigov dane preslikave f: X —Y vsvezenjm: E —Y
v analizo prerezov povlecCenega sveznja [*E — X.

Jedro in slika morfizma. Naj bosta 7 : E — X in 7’ : E’ — X vektorska sveZnja in
@ : E — E' morfizem sveZnjev. Njegovo jedro in sliko definiramo na ociten nadin:

ker® ={ecE,:xeX, &(e) =0, €E.} CE
3P =P(E)={Dy(e):ecE, xEX} CE'.

O¢itno je za vsak x € X vlakno (ker @), = ker @, vektorski podprostor vlakna E, in
je slika (im®), = im®, vektorski podprostor vlakna E.. Velja

dim(ker @) +dim(im®,) =rangE, x€X.

Posamezni dimenziji sta lahko odvisni od tocke x.

Morfizem @ se imenuje monomorfizem, e je ker @ = X x {0} in epimorfizem, e
jeim® = E'. Torej je P izomorfizem natanko tedaj, ko je hkrati monomorfizem in
epimorfizem. Pokazali bomo, da je tedaj inverzni izomorfizem &~ ! : E/ — E istega
reda gladkosti kot @ (glej trditev [3.8).

Morfizmi v sveZenjskih kartah. Ozna¢imo z Mat™ ™ = R"" mnoico vseh realnih
matrik dimenzije m’ x m. Naj bosta E — X in E’ — X vektorska sveZnja ranga m in
m'. Morfizem vektorskih sveZnjev @ : E — E' je v paru sveZenjskih kart (U, 0) (na
E)in (U,0’) (na E) nad odprto mnoZico U C X podan z matriéno funkcijo

/
U>sx — ¢(x) € Mat™ "™,
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tako da za prirejeno preslikavo
D UxR"UXR",  D(x,v) = (x,0(x)v)

komutira naslednji diagram:

D
Ely ————  E'ly
GJ O le’
d=0"0doh !

UxRm 222220 g xR
Oglejmo si natan¢nejsi opis morfizmov. Izberimo

& ={(Uq,0q) : x € A} ... sveZenjski atlas na E
& ={(Uq,B,,): ot €A} ... sveZenjski atlas na E’

Za vsak indeks o € A dobimo preslikavo
Q'Ja(x,v) = (9(/1 oo eail)(xvv) = ()C, ¢06('x)v)7 ¢(X : U(x — Matmll’mv

tako da naslednji diagram komutira:

Ely, — 2 E'|y, (3.4)

B({N O legx

Dy, ’
Uy X R" —— Uy xR™”
Morfizem @ je torej enolicno dolo¢en z druZino matri¢nih funkcij
O : Uy — Mat” ™, a €A, (3.5)

Razis¢imo sedaj, pri katerem pogoju druzina {@q }aeca (3.3) doloca nek morfizem
@ : E — E’' v (3.4). Konkretno nas zanima zveza med ¢, in ¢pnalypg =UsaNUg.

Prehodna preslikava med obema kartama na E v tockah x € Ugg je

B (x,v) = (800 65 ) (x,v) = (x, 8 (x)V),

kjer je gop : Ugp — GLn(R) kocikel prehodnih preslikav. V paru sveZzenjskih kart
6 (na E) in 9[’3 (nad E') nad mnoZico Ug C X je morfizem & podan z

Ug xR™ > (x,v) — (x,¢p(x)v) € Ug x R™.

V Karti Ug x R™ na E’ to ustreza tocki (x, g;ﬁ (x)9p (x)v). (Operacije je seveda
matri¢ni produkt.)
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Po drugi strani lahko totko (x,v) € Ug x R™ najprej preslikamo s prehodno
preslikavo 6,5 v sveznju E v (x,gqp(x)v) € Uy x R™, nato pa to tocko preslikamo

s @g v karto Uy x R™ na sveznju E' in dobimo (x, ¢g (x)gqp(x)v). Odtod sledi
potreben in zadosten kompatibilitetni pogoj za obstoj morfizma @ : E — E' v (3.4):

g:xﬁ (X)9p(x) = Pa(x)gep(x), X € Ugp. (3.6)
S tem smo dokazali naslednjo trditev.
Trditev 3.7 (Predpostavke kot zgoraj.) DruZina funkcij ¢o : Ug — Mat™ ™ (a€A)

dolo¢a morfizem @ : E — E’' vektorskih sveznjev kot v naslednjem diagramu natanko
tedaj, ko velja pogoj (3.6) za vsak par indeksov a., B € A.

Dy (x,v)=(x,9 (x)v)

Uaﬂ x R™ Uaﬁ X Rm/
94 TG&

D /
eaﬁ E|Ua[3 E/|Uaﬁ eaﬁ
o] Jo
Dp (x,v)=(x,9p5 (x)v)

Uaﬁ x R™ Uocﬁ XRm/

Morfizem @ : E — E’, podan z druzino {¢g }oca je izomorfizem natanko tedaj, ko
je m =m'in ¢g : Uy — GL,(R) za vsak « € A. Njegov inverz &' : E/ — E je
tedaj predstavljen z druZino inverznih matrik {¢ ' }qca. Ker je invertiranje matrik
algebraicna operacija, podana z racionalnimi funkcijami v njenih koeficientih, lahko
zakljué¢imo naslednje.

Trditev 3.8 Ce je @ : E — E' izomorfizem razreda €" vektorskih sveznjev nad X,
je inverzni izomorfizem @' : E' — E ravno tako razreda €".

Iz (3.6) sledi naslednji kriterij za ekvivalenco dveh vektorskih sveZnjev, ki sta
podana s svezenjskima atlasoma nad istim pokritjem baze X.

Trditev 3.9 Par I-kociklov g = (gqp) in & = (g, [3) razreda 6" na pokritju
{Uq} qea baze X z vrednostmi v GL,,(R) dolo¢a izomorfna vektorska sveznja ranga
m nad X natanko tedaj, ko obstaja druzina €" preslikav ¢y : Ug — GL,(R), tako
da za vsak par indeksov velja

8op = Pa8ap O5 -
DruZina ¢ se imenuje 0-koveriga na pokritju {Uy } ¢ca. Zgornja operacija se oznaci

z ¢ = g¢ in se po anglesko imenuje “twisting cocycle g by the cochain ¢”.
Sedaj definiramo prvo kohomolosko grupo
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H' (% ,GLn(R))

kot mnoZico ekvivalen¢nih razredov 1-kociklov g = (g4p) na % z vrednostmi v
GL,,(R) po relaciji

g~g <= ¢ =g0¢ zaneko 0-koverigo ¢.

Torej je H'(% ,GL,,(R)) mnoZica izomorfnostnih razredov realnih vektorskih
sveznjev ranga m nad X, ki so trivialni nad vsako mnozico Uy € % . Imenuje se
prva Cechova kohomoloska grupa na pokritiu % s koeficienti v GL,,(R). Podobno
je H'(% ,GL,(C)) mnoZica izomorfnostnih razredov kompleksnih vektorskih
sveznjev ranga m nad X, ki so trivialni nad vsako mnozico Uy € % .

Prva kohomoloska grupa mnogoterosti X s koeficienti v GL,,(C) je direktna limita

H'(X,GLy(R)) = lim H' (% ,GLn(R)),
4

kjer opazujemo prehode na finejSa pokritja. Tega pojma ne bomo natancneje
definirali (glej literaturo iz kohomoloske algebre).

Opomba Ker sta matri¢éni grupi GL,,(R) in GL,,(C) nekomutativni za m > 1,
mnoZice H' (% ,GLy(R)) in H'(X,GL,,(R)) (ter analogno za C) niso zares grupe,
razen prim = 1 ko je GL; (R) =R\ {0} in GL;(C) = C\ {0}. Beseda grupa se kljub
temu uporablja po analogiji s kohomoloskimi grupami s koeficienti v abelovi grupi.

Brez dokaza navajamo naslednji izrek.

Izrek 3.10 Ce je mnogoterost X kontraktibilna, potem je vsak vektorski sveZenj
E — X trivialen, torej izomorfen produktnemu sveznju X x R™, m = rangE.

Splosnejsi rezultat v tej smeri je naslednji; zgornji izrek dobimo v primeru, ko je
ft : X = X homotopija med f; = Idy in konstantno preslikavo fy: X — {p} C X.

Izrek 3.11 Naj bo E — Y vektorski sveZenj razreda €' in naj bo f, : X — Y
(t € [0,1]) homotopija €" preslikav mnogoterosti X v Y. Tedaj so vektorski sveznji
vdruZini f{E — X (t € [0,1]) paroma €" izomorfni.

Primer 3.12 X = §" = n-sfera = Ut UU ", kjer sta UT odprti hemisferi, ki se
prekrivata vzdolZ ekvatorialnega pasu. Vsaka od mnozic U™ je difeomorfna odprti
n-krogli, torej tudi R”. O¢itno je Ut NU~ 225"~ ! x (—¢,¢€). Najbo E — X vektorski
sveZenj ranga m, E|y+ 2 Ut x R, E|y- 2 U~ x R™. SveZenj E je dologen s
prehodno preslikavo

g:UTNU™ 25" x(—¢,€) = GL,(R).

Dejansko je dolocen do izomorfizma natancno s homotopnim razredom preslikave
sl 22 =15 {0} — GL,(R).

V primeru n = m = 2 dobimo preslikavo S' — GL,(R). Homotopni razredi takih
preslikav sestavljajo prvo fundamentalno grupo
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ﬂl(GLz(R)) = 7'[1(0(2)) =m (S]) =7.

Vprasanje: kateremu §tevilu pripada tangentni sveZenj T'S> sfere?
Brez dokaza navedimo naslednji izrek.

Izrek 3.13 Tangetni svezenj sfere S" je trivialen natanko tedaj, ko je n € {1,3,7}.

Po trditvi|3.5]je tangetni sveZenj T X neke n-razsezne mnogoterosti trivialen natanko
tedaj, ko obstaja n linearno neodvisnih vektorskih polj na X, ki napenjajo tangetni
prostor 7,.X v vsaki tocki x € X. Taka mnogoterost X se imenuje paralelizabilna.
To je ogitno v primeru n = 1, saj je tangetni sveZenj enotne kroznice S' C R? napet
z vektorskim poljem v = —yd, + xd.

Na enotni 3-sferi §* C R* dobimo tri po tockah neodvisna tangentna vektorska polja
tako, da R* identificiramo z algebro kvaternionov in radialno vektorsko polje na
$® pomnoZimo z imaginarnimi enotami. Podobno najdemo 7 linearno neodvisnih
tangentnih vektorskih polj na §7 s pomogjo strukture Caylejevih $tevil na R®.

Da je tangetni sveZenj sfere S” netrivialen v dimenzijah n ¢ {1,3,7} se dokaZe s
topoloSkimi metodami.

Primer 3.14 (Univerzalni sveZenj) Naj bo Gy, = Gy ,(R) Grassmanova mno-
goterost vseh k-dimenzionalnih realnih vektorskih podprostorov v R". Nad njo
definiramo vektorski sveZenj

Uen = {(A,v) EGy xR":vEL} C Gpp xR"

T: Uiy — Grpy w(A,v)=A.

Vlakno Uy |3 = = !(A) je torej k-razsezni vektorski podprostor prostora R”, ki
ga doloca element A € Gy, Grassmanove mnogoterosti. V kompleksnem primeru
dobimo z analogno konstrukcijo holomorfen vektorski svezenj

T Uk,n((c) — Gk,n((c)v

ki je holomorfen vektorski podsveZenj trivialnega sveZnja Gy ,(C) x C".
Poseben primer pri k = 1 sta univerzalna sveZnja premic

Ui ns1(R) = Gipy1 (R) = RP", Ui n1(C) = G p41(C) =CP"
nad realnim oziroma kompleksnim projektivnim prostorom. Konkretno je

Uit 1(C) ={([z0: ... : za], (v0,...,vs)) € CP" x Crl cvj=zvi1 <i,j<n+1}

={[(z0:---:zn],(z0y---+2n)) : (20s---,2n) € (CZH}U (nielni prerez).
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3.4 Podsveznji, kvocientni sveznji, eksaktna zaporedja

Naj bo E — X vektorski sveZenj ranga n nad X. Izberimo Stevilom € {0, 1,...,n}.

Definicija 3.15 PodmnoZica E' C E je vektorski podsveZenj ranga m sveZnja E,
Ce je za vsako tocko x € X mnoZica Ex k-razseZen vektorski podprostor v E, in je
E' lokalno trivialen v naslednjem smislu. Za vsako tocko p € X obstajata okolica
p €U C X in sveZenjska karta 0 : E|y — U x R", tako da velja

O(E'|y) =U x (R"x {0}9), n=m+d. (3.7)

Vsaka svezenjska karta na E, ki zados¢a pogoju (3.7)), se imenuje izbrana sveZenjska
karta glede na E'. Kolekcija vseh izbranih sveZenjskih kart definira na E’ strukturo
vektorskega sveznja ranga m nad X.

Analogno definiramo pojem kompleksnega vektorskega podsveznja v kompleksnem
vektorskem sveznju. Ce je E — X holomorfen vektorski sveZenj nad kompleksno
mnogoterostjo X in obstaja nabor holomorfnih sveZenjskih kart 6 : E|y — U x C"
na odprtih podmnoZicah U C X, ki zado$¢ajo pogoju (kjer R nadomestimo s
C), potem je E' holomorfen vektorski podsveZenj sveznja E.

Naloga 3.16 1. Pokazi, da je U,(R) realno analititen vektorski podsveZenj v
Gin(R) x R" in je Uy ,(C) holomorfen vektorski podsvezenj v Gy ,(C) x C".

2. Naj bo E — X vektorski sveZenj in naj bodo fi,...,fr : X — E prerezi, tako
da so za vsak x € X slike fi(x),...,fi(x) € E; R-linearno neodvisne. (V tem
primeru pravimo, da so prerezi fi,..., f; linearno neodvisni po tockah.) DokaZi,
da je mnoZica E’ C E z vlakni

k
E. =Lin{fi(x),.... i)} =Y cifi(x), c1,....ck€R
i=1

trivialen realen vektorski podsvezenj sveznja E. Formuliraj in dokaZi analogen
rezultat za kompleksen primer.

3. Ce je E — X kompleksen vektorski sveZenj in E’ C E realen vektorski
podsveZenj, se E’ imenuje totalno realen podsveZenj, Ce za vsak x € X vlakno E, ne
vsebuje nobenega netrivialnega C-linearnega podprostora. Pokazi, da v tem primeru
E’ enoli¢no doloca kompleksen vektorski podsveZzenj E’ C, katerega vlakna so C-
linearni podprostori, napeti z vlakni podsveznja E’.

Naj bo E’ C E vektorski podsveZenj vektorskega sveznja E. Kvocientni sveZenj
E/E' je definiran kot
E/E' = | | E./E,.
xeX

Ce je 0 izbrana sveZenjska karta na E |u glede na podsveZenj E’ (glej (3.7), potem
6 inducira bijekcijo
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(E/JE'|,) — U x (R"/(R" x {0}*)) = U x R’

Preslikavo § vzamemo za sveZenjsko karto na E” = E /E’. Preveri, da tako dobimo
svezenjski atlas na E”.

Zaporedje morfizmov vektorskih sveznjev nad X
0——E < SE-SSE"—0,

kjer 0 oznaCuje trivialni sveZenj X x {0} ranga O, se imenuje kratko eksakino
zaporedje morfizmov vektorskih sveZnjev, ¢e je 1 monomorfizem (injektiven), T
epimorfizem (surjektiven) in velja

kert =1imzt.

Na vsakem vlaknu je 7, : E, — E surjektivna preslikava z jedrom ker 7, = 1,(E}),
zato T, inducira izomorfizem E,/1,(E.) — E”. Ce bi vedeli, da je 1(E) vektorski
podsveZenj sveZnja E, bi odtod lahko zakljuéili, da je E” izomorfen kvocientnemu
svev znju E /1(E"). To dejansko velja, kot nam v posebnem pove naslednji izrek.

Izrek 3.17 (Jedro in slika morfizma) Naj bo ® : E — E' morfizem vektorskih
sveZnjev nad X. Ce je rang linearne preslikave ®, : Ex — E! neodvisen od tocke
x € X, potem je jedro ker @ vektorski podsveZenj sveZnja E in je slika im® vektorski
podsvezenj sveznja E'.

V posebnem je slika vsakega injektivnega morfizma @ : E — E' vektorski podsveZenj
sveznja E' in je jedro vsakega surjektivega morfizma sveinjev ® : E — E' vektorski
podsveZenj sveinja E.

Obratno je ocitno: Ce sta jedro in slika morfizma @ : E — E’ podsveZnja E oziroma
E', potem ima morfizem konstanten rang na vlaknih.

Dokaz Izrek je lokalne narave, zato lahko vzamemo, da je X odprta okolica
izhodis¢a v R”, ki jo smemo tekom dokaza po potrebi skr¢iti okrog 0.

Ozna¢imo ranga sveZnjev E in E' zmin m'. Ce X zozimo okrog 0, lahko vzamemo,
daje E=X xR™ E'=X xR™ ter je morfizem & je oblike

(x,v) = (x,A(x)v), veR™, (3.8)

kjer je A(x) € M™ ™ = R™"' matrika z m' vrsticami in m stolpci, ki je zvezno ali
gladko odvisna od x.

Oglejmo si najprej poseben primer, ko je m < m’ in je rang A (x) = m za vsak x; torej
je @ monomorfizem. Jedro je trivialno, slika preslikave @, pa je linearna lupina m
stolpcev matrike A(x).

Cejem=m, je A(x) neizrojena kvadratna matrika. Inverz @' je tedaj podan z

& (x,v) = (r,A(X) "), veR™
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Recimo sedaj, da je m < m’ in je & monomorfizem. Jedro je trivialno, dokazati
pa Zelimo, da je im® vektorski podsveZenj sveZnja E’. Matriko A(0) dopolnimo
z m' —m stolpci tako, da dobimo neizrojeno m’ x m’ matriko B(0) = (A(0),B’),
kjer je desni blok B’ dimenzije m’ x (m’' —m). Ce X skr&imo okrog 0, je matrika
B(x) = (A(x),B') neizrojena za vsak x € X in preslikava

X xR" 5 (x,w) Ly (x,B~ ' (x)w) € X x R

je avtomorfizem trivialnega sveznja X X R . O&itno je

B0 = ()

matrika z identiteto v zgornjem m x m bloku in ni¢lami drugod. Preslikava
m Yoo —1 m
X xR" > (x,v) — (x,B(x) A(x)v) e X xR

ima torej sliko enako X x (R™ x {0} ™), kar je koordinatni podsveZenj trivialnega
sveznja X x R™ . To pomeni, da je (X x R™) podsveZenj sveznja X X R™

Oglejmo sivsedaj primer, ko je m > nt’ in je @ epimorfizem, torej je A(x) ranga m’
za vsak x. Zelimo dokazati, da je jedro ker @ podsveZenj. Matriko A(x) dopolnimo

do kvadratne m x m matrike
A(x
5= ().

kjer je matrika A’ dimenzije (m —m’) X m izbrana tako, da je B(0) neizrojena; zato
je taka tudi B(x) za vse x blizu 0. OCitno je

A(x)B(x)_l _ (Im'xm'70m'><(m—m')).
Jedro te matrike je koordinatni podprostor {O}ml x R™™ | zato je
kerA(x) = B(x) ' ({0} x R™™).

Preslikava @ (x,v) = (x,B(x)v) je avtomorfizem trivialnega sveZnja in iz zgornje
identitete sledi ) )
O(ker®) =X x ({0} xR™™™).

Torej je ker @ vektorski podsvezenj vektorskega sveznja E.

Preostane se primer, ko @ ni niti surjektiven niti injektiven. Ker je rang preslikave
&, konstanten, npr. enak k € N, lahko lokalno v okolici U C X dane tocke morfizem
@ (ki je sedaj oblike (3.8)) postkomponiramo s projekeijo 7: U x R" — U x R na
primerno izbran trivialen podsveZenj, tako da je o ® : E|y — U x R¥ epimorfizem
in je ker @|y =ker(to ®@)|y. S tem smo problem prevedli na prej$nji primer. O



3.5 Direktna vsota vektorskih sveZnjev 131

Posledica 3.18 Naj bo ® : E — E' epimorfizem vektorskih sveinjev nad X. Ce
je F' C E' vektorski podsvezenj sveZnja E', je njegova praslika F = &~ (F')
vektorski podsveZenj sveinja E in @ inducira izomorfizem kvocientnih sveZnjev
E/F = E'/F'. V posebnem je rangE —rang F = rang E’ —rang F'.

Dokaz Naj bo ¥ : E' — E’/F’ epimorfizem na kvocientni sveZenj. Tedaj je
kompozicija ¥ o @ : E — E'/F’ epimorfizem in F = ker(¥ o ®). 1z izreka
sledi, da je F podsveZenj sveZnja E. Iz linearne algebre sledi, da za vsak x € X

linearni epimorfizem @, : E; — E. inducira izomorfizem E,/F = E!/F]. Odtod
sledi zadnji del trditve. O

Zaporedje morfizmov vektorskih sveZnjev
i B M E M E,
je kompleks, ¢e so jedra ker @ C Ey in slike im®y_; C E; podsveZznji in velja
Doy | =0 < imP,_| =kerd, zavsak k.
Zaporedje se imenuje eksaktno, Ce velja

ker®, =im®P;_; za vsak k.

3.5 Direktna vsota vektorskih sveznjev

Najbosta w: E — X in &' : E’ — X vektorska sveZnja ranga n oz. n’. Njuno direktno
vsoto E ¢ E’ definiramo s predpisom

E®E =||,ex ExDE, .

|

X

Torej je vsako vlakno (E & E'), = E, @ E|. direktna vsota vlaken E, in E\.
Izberimo pokritje % = {Ugq } o mnogoterosti X, na katerem je E podan z 1-kociklom
8ap : Ugp — GL,(R) in je E' podan z 1-kociklom gixﬁ :Ugp — GLy (R). Potem je
E & E' podan na pokritju % z 1-kociklom

5 )
/!
0 g B
Odtod sledi, da je E @ E’ vektorski sveZzenj ranga n+n’, ki ima isti red gladkosti kot
sveznja E in E’. Operacijo ¢ lahko posplosimo na kon¢no mnogo ¢lenov in pisemo
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E=E®E®- - DE.

Primer je trivialni sveZenj rangan, X x R" = (X xR) S (X xR)@---® (X xR), ki
je direktna vsota n kopij trivialnega sveZnja ranga 1.

Notranja direktna vsota vektorskih podsveznjev. Naj bosta E’, E” C E komple-
mentarna vektorska podsveznja vektorskega sveznja E — X, torej za vsak x € X
velja

E.+E!=E, in E.NE;={0}.

Potem obstaja izomorfizem vektorskih sveznjev
E'oE" S E, e del e +el €Ey.
Dobimo kratko eksaktno zaporedje
0——E<SESE" 0, (3.9)

kjer je E’ Ny inkluzija in E — E” = E /E’' kvocientna projekcija z jedrom E’.
Sedaj bomo dokazali naslednjo obratno trditev, ki pove, da je vsako kratko eksaktno
zaporedje ekvivaletno takemu kot zgoraj, ki je porojen z interno direktno vsoto
podsveznjev danega sveznja E.

Trditev 3.19 Za vsako kratko eksakmo zaporedje (B9) morfizmov vektorskih
sveZnjev obstaja monomorfizem vektorskih sveZnjev v : E" — E, ki zado$¢a pogoju

Toy =Idgn. (3.10)

Odtod sledi, da je E = 1(E") & w(E") interna direktna vsota vektorskih posveZnjev
1(E") in y(E").

v
Ko
E E" 0

N

V tem kontekstu pravimo, da je kratko eksaktno zaporedje razcepno in je morfizem
W razcep zaporedja. Naslednja posledica je oCitna.

1

0 E'

Posledica 3.20 Za vsak vektorski podsvezZenj E' vektorskega sveZnja E obstaja
komplementaren vektorski podsveZenj E" C E, tako da je E = E' ®E".

Dokaz trditve Monomorfizem v : E” — E konstruiramo s pomod&jo particije
enote na X. Injektivnost morfizma y je posledica lastnosti (3.10).

Naj bo E’ ranga m in E ranga n. Po izreku je 1(E") vektorski podsveZenj ranga
m sveZnja E. Zato obstaja odprto pokritje % = {Ug} mnogoterosti X s kartami
a : E|u, — Ug x R, tako da velja
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9o (LE )lue) = Ua x (R™ x {0}"™").

Torej je ¢ izbrana sveZenjska karta za podsveZenj 1(E’) sveZnja E.
Naj bo m + k = n. Definiramo

Foi=0y" (UO, x ({0} x ]Rk)> C E|y,-
To je podsveZzenj sveZnja E |y, , za katerega velja
UE)|vg ® Fa = Elu,-

ZoZitev T : Fy — E"|y,, je otitno izomorfizem. Definiramo vy, := (7|g, )"\
Sedaj izberemo particijo enote yq, podrejeno pokritju {Uy }:

Xo: X = [0,1], supp(Xa) C Uqg, Z%azl-
o

Definiramo preslikavo y : E” — E s predpisom
=) XaVa,  W(e) =Y xa(¥)Vale) (e €E!, x€X).
o o
Ker je na vsakem vlaknu y linearna kombinacija linearnih preslikav, je linearna.
Polegtegaje toy =Y 4 Xo - ToWo =Idpy. O

Opisimo e alternativen dokaz trditve [3.19] ki sledi z uporabo naslednje trditve o
obstoju polja skalarnih produktov na vektorskem sveznju.

Trditev 3.21 Na vsakem vektorskem sveZnju E — X razreda €" (r € Z4 U {oo})
obstaja polje skalarnih produktov

E«XE 25 R, (vw) — ge(v,w)
na vilaknih E,, ki je razreda €" v odvisnosti od bazne tocke x € X.

Dokaz V lokalni karti E|y, = Uy x R" vzamemo standardni evklidski skalarni
produkt g . Polje skalarnih produktov na vsem sveZnju E definiramo s predpisom

8= ZXocgom
o

kjer je {Xa }aea particija enote z supp(Yo) C Ug. O

V kontekstu trditve naj bo F C E ortogonalni komplement vektorskega
podsveZnja 1(E') C E, torej je E = 1(E') ® F. ZoZitev T|r : F — E” je tedaj
izomorfizem vektorskih sveZnjev. Njen inverz ¥ = (t|p)™' : E” — F C E je
izomorfizem E” na F in 7oy = Id|gn. Trditevsledi.
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3.6 Dualni svezenj vektorskega sveznja

Ce je V vektorski prostor dimenzije n € N nad R ali C, je njegov dual V* vektorski
prostor iste dimenzije, katerega elementi so R-linearni oz. C-linearni funkcionali
V — R 0z. V — C. Vrednost funkcionala A € V* na vektorju v € V oznac¢imo z

A(v) =(A,v).

Linearni preslikavi L : V. — W pripada dualna linearna preslikava L* : W* — V*,
podana s predpisom

(L*A,v) = (A, Lv), veV, AeW".
Baziey,...,e, €V pripada dualna baza ej, ..., e, € V*, dolocena s pogojem
(ef,ej) = 8;j (Kroneckerjev delta).

Ce ima linearna preslikava L : V — W v danem paru baz {e1,...,en} na V in
{fi,-...fm} na W matriko A = (a;;) (i =1,...,m, j=1,...,n)), ima dualna
preslikava L* : W* — V* v paru dualnih baz {ef,...,e;} na V in {f},...,fr} na
W matriko AT = (g} ;), to je transponirano matriko matrike A.

Za kompozicijo linearnih preslikav velja

(LpoLy)" =LjoL;.

Ceje L:V — W izomorfizem, torej velja (L~')* = (L*)~!.
1z povedanega sledi, da je prireditev V +— V*, L +— L* kontravarianten funktor na
kategoriji Vec kon¢no razseznih vektorskih prostorov.

Operacijo V — V* zlahka posplos$imo na vektorske sveznje E — X s predpisom

E'=||E —X.
xeX

Morfizmu sveznjev @ : E — F priredimo dualni morfizem @* : F* — E*, tako da
je @} : F} — E} dual linearne preslikave @, : Eyx — F;.

Ce je (Uy) odprto pokritje X in je 6y : E|y, = Uq x R" svezenjski atlas na E, je
0y : Ug X (R")" = E*|y,
dualni izomorfizem (na vsakem vlaknu vzamemo dualno prelikavo). Njegov inverz
B = (05) " E*|y, — Ug x (R")* 2 Uy x R"
je svezenjska karta na E*. Prehodna preslikava med paroma takih kart je

Vg p = Vao (ﬁﬁ)*l =(6;)to 65 = (650 0,) = 00 = (90?;3)* (3.11)
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Primer 3.22 (Kotangetni sveZenj) Ce je X mnogoterost razreda 6" za nek r > 1,
se dual njenega tangetnega sveznja TX imenuje kotangetni sveZenj:

T°X = (TX)" = | | T'X.

xeX

Za vsako toCko x € X je Ty X = (T X)* kotangetni prostor mnogoterosti X v x, to je
dual tangetnega prostora 7,.X; njegovi elementi so tangentni kovektorji v x. Prerezi
X — T*X kotangetnega sveznja se imenujejo diferencialne 1-forme na X.

Na prostoru R” s koordinatami x = (x1,...,x%,) 0 dy, = a% zai=1,...,n
bazna vektorska polja, ki v vsaki tocki x € R" sestavljajo standardno bazo
tangentnega prostora 7,R". Dualna bazna polja kotangetnega sveznja T*R” so 1-

forme dxi,...,dx,, torej diferenciali koordinatnih funkcij. Dejansko:
8xi
(dxi, 0x;) = O, (x;) = o 8i.j-

Vsako 1-formo « na odprti mnoZzici U C R" lahko enoli¢no predstavimo v obliki

o =

-

ai(x)dxi,

i=1

kjer so funkcije a; : U — R koeficienti 1-forme a.

Naj bo ¢ = (¢1,...,¢,) : U — U’ C X lokalna karta na mnogoterosti X. Ce
Z ey,...,e, oznaCimo prirejena koordinatna vektorska polja na U, ki zadoScajo
¢.e; = dy,, potem so diferenciali d¢y,...,d¢, dualna bazna polja T*X|y, torej
(d¢i,ej) = 6. Vsaka l1-forma na U je enaka o(x) = Y7 a;i(x)(d¢;)x.
Cestagq : Uq — Uy CR"ingp: U — Uy CR" Kartina X in 6 : TUq — Ug X R",
0p : TUp — Ug x R" prirejeni sveZenjski karti na tangentnem sveZnju, je prehodna
preslikava med njima podana z

00 (x,v) = (x,ga’ﬁ (x)v) , x€Ugp, vE R”,

kjer je gq p(x) € GL,(R) matrika diferenciala d¢, g(¢p(x)) prehodne preslikave
Pap = 9o 0Py U'v togki ¢p(x) € R". Iz (3.11) vidimo, da je prehodna preslikava
med dualnima sveZenjskima kartama 8y, : T*Uq — Ug x R" in 65 : T*Up — Ug x R"
enaka

By p (x,v) = GE’a(x,v) = (x,gﬁya(x)Tv). (3.12)

Vet o diferencialnih formah bomo povedali v poglavju 6]
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3.7 Osnove multilinearne algebre

V tem razdelku obravnavamo pojem tenzorskega in vnanjega produkta koncno
razseZnih realnih ali kompleksnih vektorskih prostorov in njihove osnovne lastnosti,
ki jih bomo potrebovali v poglavjih [6]in

Tenzorski produkt. Naj bosta V in W vektorska prostora. Njun tenzorski produkt
je vektorski prostor
VW =F({V xV)/I,

kjer je F(V x W) prost vektorski prostor na vektorjih (v,w) € V X W in je I vektorski
podprostor F(V x V'), generiran z vsemi elementi naslednje oblike, kjer je a skalar:

(vi+va,w) — (vi,w) — (v2,w)
(w1 +w2) — (v,w1) — (v,w2)

(av,w) —a(v,w),  (v,aw)—a(v,w).

Ekvivalen¢ni razred elementa (v,w) € V x W oznazimo zv®@w € V @ W. Iz definicije
sledijo naslednje lastnosti produkta ®:

(Vi+m)Qw=v@w+1,w,

vE (W +wa) =vRw +v@w,

(av)@w=v® (aw) =a-vRw.
Z eno besedo, preslikava

O VXW VW, dw) =vew (3.13)

je bilinearna. V posebnem, ¢e je V enorazsezen prostor (torej izomorfen baznemu
obsegu), je V@ W = W za poljuben vektorski prostor W.

Lastnosti tenzorskega produkta. Naj bodo U,V, W vektorski prostori.

(a) Univerzalna lastnost: za vsako bilinearno preslikavo AV X W — U obstaja
natanko ena linearna preslikava A : VW — U, tako da je A = A o ¢. To pomeni,
da naslednji diagram komutira:

Vew

Torej je bilinearna preslikava ¢ : V x W — V @ W (B.13) univerzalni zaletni
element v kategoriji bilinearnih preslikav produkta V x W v vektorske prostore.

() Ceje ey,..., e, baza vektorskega prostora V in je é,... e, baza vektorskega
prostora W, potem je mnoZica
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e,-®e/j, 1<i<n, 1<j<m

baza prostora V ® W. Torej je dim(V @ W) = dimV -dimW.
(c) PreslikavaVoW —W®V,v®@w+— w®v je linearni izomorfizem.
(d) Asociativnost: (UQV)W XU (VRW).
(e) Naj bo V* dual prostora V. Linearna preslikava

o:V*®@W — Hom(V,W), a(v'@w)(v)= " viw (vev)

je izomorfizem V* @ W = Hom(V,W). (Tu je (v*,v) vrednost funkcionala v* €
V* na vektorju v € V.) Ce je e1,...,e, baza vektorskega prostora V, ej,... e}
dualna baza dualnega prostora V* in €/,... ¢, baza vektorskega prostora W,
potem element e} ® e’j doloca linearno preslikavo V. — W, ki ji v danem paru

baz pripada matrika z elementom 1 na mestu (,{) ter 0 na drugih mestih.

Tenzorska algebra vektorskega prostora. Naj bo V vektorski prostor. Njegova
r-ta tenzorska potenca za r € Z je vektorski prostor

r

———
VI =VRV®---QV.

Pri tem je po dogovoru V¥° osnovni obseg (R ali C) in V®! = V. Kovariantna
tenzorska algebra prostora V je direktna vsota njegovih tenzorskih potenc:

=

TV)=v. (3.14)

r=0

Kontravariantna tenzorska algebra prostora V je kovariantna tenzorska algebra
njegovega duala: 7*(V) = 7 (V*). Splosneje definiramo polno tenzorsko algebro

TV)= P Ve v, 3.15)

r,s=0

Elementi prostora V' = V& @ (V*)® se imenuje r-kovariantni in s-kontravariantni
tenzorji. Na primer, V @ V* = Hom(V, V) je prostor vseh linearnih preslikav V — V
(glej tocko (d) zgoraj).

Kovariantna tenzorska algebra 7 (V) je (neskon€no razseZen) vektorski
prostor in algebra z gradacijo za tenzorski produkt V& x V&5 -2 y&(r+5)_Podobno
je tenzorska algebra T (V) (B:15) vektorski prostor in algebra z dvojno gradacijo.

Sedaj bomo pokazali, da je za vsak r € N tenzorska potenca (V*)®" dualnega
prostora V* dual tenzorske potence V®”. V ta namen potrebujemo naslednjo trditev.

Trditev 3.23 Naj bosta V,W koncno razsezna vektorska prostora. Vsaka neizrojena
bilinearna preslikava ¢ : V xW — R (ali ¢ : V x W — C) inducira izomorfizma

A VEISWind:wSve
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Dokaz Za fiksen v € V definiramo linearen funkcional A(v) = ¢(v,-) : W — R,
torej element dualnega prostora W*, s predpisom

AW)w)=0(v,w), wew.

Ker je ¢ bilinearna, je V 3 v — A(v) € W* linearna preslikava. Ce je v#0,
zaradi neizrojenosti ¢ obstaja vektor w € W, tako da je A(v)(w) = ¢(v,w) # 0.
To pomeni, da je 0 # A(v) € W*. Odtod sledi, da je V 3 v — A(v) € W* injektivna
linearna preslikava in dimV < dimW* =dimW. S simetri¢nim argumentom dobimo
injektivno linearno preslikavo W > w +— ¢(-,w) € V* in zato dimW < dimV* =
dimV. Odtod sledi, da so dimenzije enake in sta obe preslikavi izomorfizma.

Trditev 3.24 Naj bo V vektorski prostor. Za vsak par Stevil r,s € Zy obstaja
naraven izomorfizem (V™°)* = (V*)*" (glej (3.13)). V posebnem je

(VE)* o2 (V*)@r, (3.16)

Dokaz Dokazimo (3.16); dokaz za sploSen primer je podoben. Naj bo ey, ..., e,
baza prostora V in ej,...,e, dualna baza dualnega prostora V*. Bazo tenzorske
potence V&' sestavljajo vektorji

e =e,Qe,R--e,

kjer je I = (iy,...,ir) € {1,...,n}" poljuben multiindeks dolZine r. Analogno so
vektorji
ej:ej»l ®ej-2®---®e;r

za multiindekse J dolZine r baza tenzorske potence (V*)®". Oba prostora imata
dimenzijo n". Parjenje (V*)®" x V" — R med njima definiramo na zgornjem paru
baz s predpisom

’
(ej.en) =810 =16
k=1

Torej ima e} vrednost 1 na e; in vrednost 0 na ostalih baznih vektorjih prostora V",
Parjenje razsirimo po bilinearnosti. O¢itno je neizrojeno, saj ima poljuben vektor
Ysase; # 0 z ay # 0 nenicelno vrednost na baznem vektorju e; in obratno. To
parjenje inducira izomorfizem po trditvi

Opomba 3.25 1z univerzalne lastnosti tenzorskega produkta sledi, da je (V®")*
vektorski prostor L,(V,R) (oz. L,(V,C)) vseh r-multilinearnih funckionalov V" — R
0z. V' — C z vrednostmi v baznem obsegu. Po trditvi je ta prostor naravno
izomorfen r-ti tenzorski potenci (V*)®” dualnega prostora V*.

Vnanja algebra. Naj bo V vektorski prostor in .7 (V) njegova kovariantna
tenzorska algebra (3.14). Naj bo I(V) C .7 (V) dvostranski ideal (torej tudi vektorski
podprostor), generiran s tenzorji v®@ v, v € V. Tedaj je I(V) = &2, I.(V), Kjer je
I,(V) =1(V)NV®". Sedaj definiramo r-to vnanjo potenco A" (V) in vnanjo algebro:
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AW =VIILWV),  AV)=@BAV)=TZW)/IV). (31D

Produkt na A (V) je podedovan iz tenzorskega produkta:
VIAMA - AV, = @& Qv,] € VI /I(V).

Za vsak r € Z ozna¢imo s ¢ preslikavo

r

——l—
V' =VxVx..-xV—=A"(V), Ovi,e.,vi) =viA---Av..  (3.18)
Definicija 3.26 Multilinearna preslikava A : V' — W je alternirajoCa, Ce velja

A (V”(]),Vn-(z), N 7v,,(,)) = (_1)signﬂ)~ (V],Vz, e 7Vr)
za poljubne vektorje vy, ..., v, € V in permutacijo w na {1,2,...,r}.

Ker je vsaka permutacija produkt transpozicij sosednjih elementov, je multilinearna
preslikava A alternirajo¢a natanko tedaj, ko spremeni znak pri transpoziciji dveh
sosednjih elementov:

Ay vy ) = =A( vy ). (3.19)

Ekvivalentno, A(--- ,u,u,---) = 0 za vsak u € V. Ce slednjo lastnost uporabimo za
vektorje u,v in u+ v, dobimo (3.19).
Iz lastnosti tenzorskega produkta in definicije ideala I(V) sledijo naslednje lastnosti.

Lastnosti vhanjega produkta. Naj bosta V in W vektorska prostora.

(a) Univerzalna lastnost: Preslikava (3.18) je alternirajo¢a multilinearna. Za vsako
alternirajo¢o multilinearno preslikavo A : V" — W obstaja natanko ena linearna
preslikava A : A”(V) — W, takodaje A = A 0 ¢.

vi—* w

Torej je preslikava ¢ : V" — A"(V) (3.I8) univerzalni zaletni element
v kategoriji alternirajo¢ih r-multilinearnih preslikav V" — W v vektorske
prostore. Ce je W bazni obseg, sledi, da je dual A"(V)* naravno izomorfen
vektorskemu prostoru alternirajoc¢ih r-multilinearnih funkcionalov na V.

(b) Naj bo ey, ...,e, baza prostora V. Bazo potence A”(V) sestavljajo vektorji

er=e;, Nej, \---Nej,, (3.20)
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kjer je I = (iy,...,i,) poljuben urejen multiindeks 1 < i) <ip <--- <i, <nmn
dolzine r. V primeru r = n je en sam bazni vektor e; Aep A --- A ey,. Torej je

n

dimA’ (V) = <k> AT(V) = {0} zar > dimV.

(c) Obstaja naravni izomorfizem
AT(V)* = AT(VY) (3.21)

induciran z neizrojenim alternirajoim r-multilinearnim parjenjem A"(V*) x
AT(V) =R,
(VA AVE VLA Ay = det((V],v))).

Cejeer,..., e, baza prostora V in e},...,e; dualna baza dualnega prostora V*,
je to parjenje podano na paru baz (3.20) prostorov A”(V*) in A"(V) s predpisom

(€], er) = 81.
Torej ima e vrednost 1 na e; in vrednost 0 na ostalih baznih vektorjih v A"(V).

Simetricni in alternirajoci bilinearni funkcionali na vektorskem prostoru. Naj
bo V vektorski prostor. Prostor L, (V,R) vseh bilineranih funkcionalov V x V — R
je po univerzalni lastnosti tenzorskega produkta izomorfen prostoru (V @ V)* =
V*®V*. Vsak element tega prostora lahko zapiSemo v obliki Zl'-f =1 a;jje; ® e}f, kjer
jeaij€Rinjeef,..., e baza duala V*. OCitno je

1
e Re; = f(e;‘®ef+e*-®ef)+§(e;‘®ej—e;®e;‘).

Prvi sumand na desni je simetriCen bilinearen funkcional, drugi sumand pa
alternirajo¢ bilinearen funkcional. To vodi v analogen razcep matrike A = (a; ;):

_ ! o Laar
A=Z(A+aT)+5(a-A"),

kjer je prva matrika simetricna in druga antisimetri¢na. Prav tako dobimo razcep
(VeVv) =vieVv: =L3"(V,R) e 15" (V,R)

na direktno vsoto prostora inm(V,R) simetricnih bilinearnih funkcionalov in
prostora L3!'(V,R) alternirajo¢ih bilinearnih funkcionalov.

Opomba 3.27 Vektor ] ® €j — e ®ej € V' @ V™ ima na vsakem paru vektorjev
(v,w) €V xV isto vrednost kot e] Ae’ € A?(V*), zato ju pogosto identificiramo. Isto
velja za vsak tenzor oblike v @ w* —w* @ v* € V* @ V*, ki ga lahko identificiramo
ZV AW € A2(VH).
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Skalarni produkti na vektorskem prostoru. Vsak pozitivno definiten element
prostora L3™(V,R), torej tenzor Y}, a; jef ® ¢} s simetri¢no pozitivno definitno
matriko koeficientov A = (a; ;), definira skalarni produkt na prostoru V:

n n
< Y aije; ®€7’V®W> = Y aivv),

ij=1 ij=1

kjer je v; = (e},v). Ceje ey, ..., e, baza prostora V, dualna bazi ¢},. .., e} duala V*,
potemjev=Y" vie;=Y" (el v)e;.

Obratno, vsak skalarni produkt na V je predstavljen z nekim pozitivno definitnim
elementom prostora L™ (V,R) C V* @ V*.

Funktorialnost tenzorskih in vnanjih produktov. Linearni preslikavi ¢ : V — W
vektorskih prostorov priredimo linearne preslikave

VI S WET AT(0) AT(V) — AT(W)
njihovih tenzorskih in vnanjih potenc s predpisoma

T @ @v,) = ()@@ (),
AT (i AN Ave) = (Bv) A=A (Evy),

ki ju razsirimo na vse tenzorje po linearnosti. Zlahka preverimo, da so v vsakem paru
baz na prostorih V in W (ter prirejenih baz tenzorskih in vnanjih potenc) koeficienti
matrik preslikav ¢” in A”(¢) homogeni polinomi stopnje r v koeficientih matrike
osnovne preslikave ¢ : V — W. V primeru, ko je V=W =R (ali C, torej bazni
obseg) in je £(v) = av za konstanto a, je £*" podana s konstanto a’.

Primer 3.28 Naj bo £:V — V linearna preslikava, ki ima v neki bazi ey, ... e,
prostora V matriko A = (g; j). Eksplicitni ratun pokaZe, da so koeficienti matrik
vnanjih potenc A”(¢) deteminante r X r minorjev matrike A.

V primeru n = r je A"(V) enorazseZni prostor z bazo e = e; Aey A--- Aey in je
A"(8)(e) = (Ler) A\ (Lex) N+ -+ A (Ley) = detA-e. (3.22)

To lahko vidimo z naslednjim razmislekom. Clene v produktu na levi dobimo
tako, da v vsakem izrazu fe; = Z?:Nli, jei izberemo po en sumand g; je; in jih
klinasto zmnoZimo. Neniceln rezultat lahko dobimo le v primeru, ko so izbrani
indeksi i = i(j) paroma disjunktni, torej dobljeni s permutacijo indeksov 1,2, ... n.
Pri preureditvi vektorjev v dobljenem produktu v naraven vrstni red dobimo znak
permutacije 7. To pa je ravno pravilo za izracun determinante matrike. O

Primer 3.29 (Tenzorske potence enorazseznega prostora) Ce je V enorazseZni
prostor z baznim vektorjem e in je £: V — V podana z {(e) = ae, kje je a skalar,
potem je r-ta tenzorska potenca V" ravno tako enorazseZni prostor in preslikava
L7 VO — VO je podana z £%7(e) = a"e. V primeru ko je a # 0, torej je ¢
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izomorfizem, je dualna preslikava ¢* v dualni bazi e* podana z ¢*(e*) = a 'e*. V
tem primeru definiramo tenzorsko potenco z negativnim eksponentom kot

Vel = (voer,  vl=yr

Zaradi tega pogosto identificiramo dual V* z inverzom V!, $e posebno pri aplikaciji
te operacije na vektorske sveZnje premic (torej sveznje ranga 1), o ¢emer bomo
nekoliko ve¢ povedali v naslednjem razdelku. O

Kompoziciji linearnih preslikav ¢; : V. — W in ¢, : W — U pripadata kompoziciji
(fz Of1)®r=€%§roéi®r, Ar(ézoél) Z/\r(fz)OAr(ﬁl).

Odtod sledi, da so tenzorske in vnanje potence ter algebre kovariantni funktorji na
kategoriji kon¢no razseznih vektorskih prostorov.

Poleg tega veljajo naslednje dualnostne relacije, ki sledijo neposredno iz definicij in
dualnostnih parjenj, ki smo jih opisali:

(L) = (€)%, AT(0)* = AT(). (3.23)

3.8 Tenzorski in vnanji produkti vektorskih sveznjev

Operacije multilinearne algebre, ki smo jih spoznali v prejSnjem razdelku, lahko
prenesemo na vektorske sveznje z njihovo uporabo na vlaknih, podobno kot smo
to storili pri direktni vsoti v razdelku Konkretno, ¢e sta E - X in E/ - X
vektorska sveZnja ranga m in 7/, je njun tenzorski produkt

EQE —X, (E®E )y =E®E, (x€X)

vektorski sveZenj ranga mm'. Ce sta sveZnja E in E’ predstavljena na nekem odprtem
pokritju % = {U;} baze X s sveZenjskima atlasoma s prehodnimi preslikavami
fij i Uij — GLu(R) in f]; : U;j — GL,y(R), potem je E ® E' podan na istem
pokritju z atlasom, ki ima prehodne preslikave

[ij®fij:Uij—= GLyw(R),  (fij®fi)(x) = fij(x)® fi ;(x).

V prejSnjem razdelku smo videli, da so elementi matrike tenzorskega produkta
dveh linearnih preslikav homogeni kvadrati¢ni polinomi v koeficientih matrik
posameznih preslikav. Zato je tako dobljeni sveZenjski atlas na sveZnju E ® E’
istega reda gladkosti kot prvotna dva atlasa. V primeru kompleksnih ali holomorfnih
vektorskih sveZnjev velja isti sklep nad obsegom C, torej je tenzorski produkt spet
kompleksen oziroma holomorfen vektorski sveZenj.

Na enak nacin definiramo tenzorske in vnanje potence vektorskega sveznja:
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rang £
E=JE, A((E)={A(E), AE)=P A'(E).
xeX xeX r=0

Prehodne preslikave med sveZenjskimi kartami so homogene polinomske funkcije
stopnje r v prehodnih preslikavah osnovnega sveznja E, zato se red gladkosti
ohranja. Seveda lahko uvedemo analogne operacije na dualnem sveznju E* — X.
Iz dualnosti (3.16), (3.21) in (3:23) sledijo ustrezne dualnosti na sveZnjih:

(E*)®" = (E®")*, AT(E*) =2 A"(E)*. (3.24)

Opisane konstrukcije lahko posplosimo na poljuben funktor .# na kategoriji kon¢no
razseznih vektorskih prostorov, ki je gladek v smislu, da je linearna preslikava
F ) : F(E) — F(E') gladko odvisna od linearne preslikave ¢ : E — E’ med
vektorskima prostoroma. V poljubnem paru baz govorimo o gladki odvisnosti
matrike .# (¢) of matrike ¢. Za vektorski sveZenj E — X definiramo

F(E) = | Z(E).
xeX

Ce je @ : E — E' morfizem vektorskih sveZnjev ter je funktor .# kovarianten,
definiramo morfizem

F(®): F(E) = F(E), F(&): F(E)— F(E), (xeX).

V primeru kontravariantnega funtorja je definicija analogna, le puscice se obrnejo;
taka sta npr. funktorja E ~ (E*)®" in E ~~» A"(E*).

Jaor

A™(E) = detE — X

sveZenj premic (torej svezenj ranga 1), ki se imenuje tudi determinantni sveZenj
sveznja E. Razlog za to poimenovanje je v formuli (3.22), ki pove, da so prehodne
funkcije sveZnja detE determinante prehodnih preslikav sveZznja E. V primeru
holomorfnega sveznja E — X je det E — X holomorfen sveZenj premic.

Tenzorske in vnanje potence vektorskih sveZnjev ter njihovih dualov so Se posebe;j
pomembne v primeru, ko je E = TX — X tangentni sveZenj bazne mnogoterosti
X. Elementi sveZnjev (TX)®" in (T*X)®" se imenujejo tenzorji na X in prerezi teh
sveZnjev so kovariantna oz. kontravariantna tenzorska polja na X.

Prerezi vnanjih produktov A”(T*X) kotangentnega sveZnja, torej alternirajoca
kontravariantna tenzorska polja na X, se imenujejo diferencialne forme na X.
Le-te igrajo izjemno pomembno vlogo pri integraciji na mnogoterostih (glej
poglavje[6) ter pri razumevanju topoloskih lastnosti mnogoterosti preko de Rhamove
kohomologije in Poincaréjeve dualnosti (glej poglavje 7).

Ce je X kompleksna mnogoterost dimenzije n, se najviSja tenzorska potenca
holomorfnega kotangentnega sveZnja
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Ky = A"(T*X) =det T*X

imenuje kanonicen sveZenj mnogoterosti X . Ta sveZenj in njegove tenzorske potence
K" imajo bistveno vlogo pri klasifikaciji kompaktnih kompleksnih mnogoterosti in
na njihovih lastnostih (Se posebej na dimenziji d(r) prostora holomorfnih prerezov
sveznja Kffr) je osnovan pojem Kodairove dimenzije mnogoterosti X.



Poglavje 4
Transverzalnost

V tem poglavju najprej obravnavamo Morsejevo lemo in Sardov izrek o kriticnih
vrednostih gladkih preslikav. Glavna tema poglavja je pojem transverzalnosti, izreki
o transverzalnosti in primeri njihove uporabe. Med slednjimi so Morsejeve funkcije
in predstavitev mnogoterosti kot rocajnike (handlebodies). Poglobljeno analizo teh
podrocij lahko najdemo v monografijah Goresky in MacPherson [20], Milnor [32],
Morse [36] in drugih.

4.1 Morsejeva lema in Sardov izrek

Naj bosta M™ in N" mnogoterosti razreda ¢! in dimenzije m oziroma n.

Definicija 4.1 Naj bo [ : M™ — N" diferenciabilna preslikava.

1. Tocka p € M je kritiCna tocka preslikave f, ce je rang,f < n=dimN. Tocka, ki
ni kriticna, se imenuje regularna tocka preslikave.
2. Tocka q € N je regularna vrednost preslikave f, e za vse tocke p € f~1(q) velja

rang,f = rang(df, : T,M — T,;N) = n = dimN.

Vsaka tocka q € N\ f(M) je regularna vrednost f (pogoj je na prazno
izpolnjen). Tocka q € N, ki ni regularna vrednost f (torej f~'(q) vsebuje vsaj
eno kriti¢no tocko f), se imenuje Kriti€na vrednost.

Opomba 4.2 1. Ce je dimM < dimN, potem je totka g € N regularna vrednost
preslikave f : M — N natanko tedaj, ko ¢ ¢ f(M).

2. Ce je dimM > dimN, potem je ¢ € N regularna vrednost preslikave f natanko
tedaj, ko bodisi g ¢ f(M), bodisi ¢ € f(M) in je f submerzija v vsaki tocki
pef(a)

145
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V nadaljevanju bomo uporabljali naslednje topoloske pojme.

Definicija 4.3 Naj bo X topoloski prostor.

1. Podmnozica E C X je mnoZzica prve kategorije, ¢e je E unija najve¢ stevno
mnogo zaprtih nikjer gostih podmnoZic prostora X.

2. PodmnoZica A C X je mnoZzica druge kategorije, Ce je presek najve¢ stevno
mnogo odprtih povsod gostih podmnoZic prostora X.

Ocitno je E C X mnozica prve kategorije natanko tedaj, ko je njen komplement
A = X\ E mnozica druge kategorije. Pomemben je naslednji izrek.

Izrek 4.4 (R. Baire [5]) V polnem metricnem prostoru ima vsaka mnoZica prve
kategorije prazno notranjost, vsaka mnoZica druge kategorije pa je povsod gosta.

Ker je topologija na vsaki topoloski mnogoterosti porojena z neko kompletno
funkcijo razdalje (metriko), Baireov izrek velja na vsaki mnogoterosti.

TopolosSki prostor X se imenuje Baireov prostor, ¢e v njem velja lastnost v
izreku f1.4] Izraz genericna tocka pomeni tocko v neki mnozici druge kategorije v
Baireovem prostoru, ki je odvisna od konkretne situacije. Take mnozZice pojmujemo
kot topolosko velike, medtem ko so mnoZice prve kategorije topolosko majhne.

MnoZica E v ¢! mnogoterosti N je mnoZica z mero ni¢, &e ima za vsako lokalno
" karto ¢ : U — U’ C R™ na M mnozica ¢(ENU) C R Lebesguovo mero ni¢.
Lahko je preveriti, da je ta pojem neodvisen od izbire ¢! kart.

Naslednji izrek nam pove, da je mnoZica kritinih vrednosti gladke preslikave
majhna tako v topoloskem smislu kot tudi v smislu mere.

Izrek 4.5 (A. Sard, 1942 [39]) Ce je f: M™ — N" preslikava razreda € za nek
r>max{0,m—n}+12>1,

ima mnoZica f(Crit(f)) C N njenih kriticnih vrednosti mero O v N in je mnoZica
prve kategorije v N.

Sardov izrek torej pove, da je generi¢na tocka g € N regularna vrednost gladke
preslikave f : M — N. Sardov izrek je natancen v smislu gladkosti preslikave; izrek
ne velja za r < max{0,m—n}. Izrek je bil pred tem dokazan za bolj gladke funkcije.

Posledica 4.6 (H. Whitney, 1936 [44]) Ce je dimM < dimN in je f : M — N
preslikava razreda €, ima zaloga vrednosti f(M) mero 0 v N.

Naslednja posledica sledi iz trditve[I.66]in izreka

Posledica 4.7 Za skoraj vsako tocko q € N je f~'(q) prazna ali pa podmnogoterost
v M dimenzije dim f~1(q) = dimM — dimN.

Pomemben poseben primer Sardovega izreka je naslednja Morsejeva lema.
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Izrek 4.8 (A. P. Morse, 1939 [35]) Naj bo M gladka mnogoterost dimenzije m. Za
vsako funkcijo f : M — R razreda €™ ima mnoZica kriti¢nih vrednosti f(Crit(f)) C
R mero 0 in je mnoZica prve kategorije.

Izrek je natancen v smislu gladkosti. H. Whitney je namre¢ 1. 1935 v [43] podal
primer funkcije f € €' (R™), ki je nekonstantna na povezani mnoZici kriti¢nih
tock in ima njena mnoZica kriti¢nih vrednosti pozitivno Lebesguovo mero v R.

V nasem dokazu (povzetem po monografiji M. Gromov [22]), ki je preprostejsi od
tistega v [35]], bomo potrebovali nekoliko ve¢ gladkosti za funkcijo f, torej ne bomo
dokazali optimalne verzije navedenega izreka.

Dokaz Dovolj je dokazati izrek v primeru, ko je M zaprta krogla v R”. Mnogoterost
M lahko namre¢ pokrijemo s kon¢no ali Stevno podmnoZicami, ki so difeomorfne
zaprti krogli v R”. Unija najve¢ Stevno mnogo mnoZic mere ni¢ in prve kategorije
ima prav tako mero ni¢ in je mnoZica prve kategorije.

Naj bo torej M = B C R™ zaprta krogla in f(xi,...,x,) gladka funkcija na B.
Mnozica kriti¢nih tock

J
Crit(f):{xeB: (kfj(x)o, j:l,...,m}

je tedaj zaprta in zato kompaktna. Njena slika, to je mnoZica kriti¢nih vrednosti
f(Crit(f)) C R, je prav tako kompaktna. Zados¢a dokazati, da ima f(Crit(f))
Lebesguovo mero enako 0. Odtod sledi, da ima prazno notranjost in je zato prve
kategorije. Dokaz poteka z indukcijo na m.

Zacetni korak m = 1. B je zaprt interval v R. MnoZica kriti¢nih tock
Crit(f) = {x € B: f'(x) = 0}

je zaprta in zato kompaktna. Izberimo € > 0. Ker je odvod f’ zvezna in zato
enakomerno zvezna funkcija na B, obstaja 0 < § < 1, tako da velja

xxX €B, x—X| <8 = |f(x)—f(X) <e. 4.1)

Oznadimo z |B| dolZino intervala B. Mnozico Crit(f) lahko pokrijemo s k =
[|B|/6]+ lintervali Iy,. .., I dolZine |I;| < &, tako da vsak I; vsebuje neko kriti¢no
tocko x; € Crit(f), torej f'(x;) = 0.

Ocenimo sedaj dolZino slike | f(I;)|. Za vsak par to¢k x,x" € I; velja po Lagrangeu

FE) = f@ =1 ()] ¥ =,

kjer je & € I; neka vmesna tocka. Ker je |I;| < 8, je |§ —x;| < & in zato |f'(§)] =
|f'(§)— f'(xj)] < & po oceni ([@.T). Torej dobimo

|f(X)— f(x)| < €6 zavsak x,x’ € [; = |f(I;)| < €6.

Ker je f(Crit(f)) C Ulj-zlf(lj) ink = [|B|/8]+ 1, sledi
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k
[F(Crit())| < Y (1)) < ked < ([|B]/8]+1)8e < (|B] + 1)e.
j=1

Ker to velja za vsak € > 0, je | f(Crit(f))| = 0.

Induktivni korak m — 1 = m. Recimo, da izrek velja na mnogoterostih dimenzije

< m—1.Za vsak multiindeks I = (i1,...,in) € Z oznaimo |I| =i +...+ iy in
3= oMl f _ ‘a\llf
oxl - x| Oxim

Kroglo B stratificiramo
B> X DEQD...DEm,

kjer je
Lo={xeB:d'f(x)=0, 1<|I|<k}, k=1,2,....m.

Torej je Xy = Crit(f). Za to¢ko x € B velja x € S natanko tedaj, ko je 9’ f(x) = 0 za
vsak multiindeks |I| < k in obstaja multiindeks J = (ji, ..., j) dolzine |J| = k+ 1,
daje @’ f(x) #0.Najbo j; >0zanekl € {1,....m}inI= (ji,....j1—1,... jm)-
Tedaj je 9' f(x) = 0in ;3 (9" f)(x) = 9’ f(x) # 0, zato x leZi v mnoZici

H={xeB:9'f(x)=0ind(d"f)(x) #0}.

Torej za vsak k = 1,2,...,m — 1 velja inkluzija

d
S T\ T U H, .2)
1=k

Ker je H; ni¢elna mnoZica gladke funkcije 0 f, ki ima neniceln diferencial vzdol?
Hj, je H; gladka podmnogoterost dimenzije m — 1. Po induktivni predpostavki izrek
Ze velja za zoZitev f|g, : Hf — R, zato je

[f(Crit(fm,))[ =0, 1< <k (4.3)

Tocka x € H, ki je regularna tocka zozitve f|y, : Hf — R, je ocitno tudi regularna
tocka funkcije f na B in zato ni v Crit(f). Ker je Sy C X = Crit(f), sledi

Spc | Crit(fla,), k=1,2,...,m—1.
1=k

Odtod in iz @3) sledi
1f(S)] =0, k=1,....,m—1.

Ker je
Cl‘it(f) =X =5U...US,_1UX,,
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nam preostane pokazati le Se, da je |f(Z,)| = 0. Na mnoZici X, so vsi parcialni
odvodi f do reda m enaki 0 zato za vsako tocko x € X, velja

f&) = fx)+o(lx—x|").
Podobno kot v primeru m = 1 vidimo, da za vsak € > 0 in dovolj majhen & > 0 velja
XELy, X —x|<8 = |f(x)—f(x)] <ed™.

Torej f preslika kroglo K(x,0) s srediS¢em x € X, v interval dolzine < £6™. Ker
lahko mnoZico X, pokrijemo z N $ konst- 8 ™ kroglami polmera 9, sledi

|f(Zn)| <N-€-8™ 5 konst-6 "ed™ = konst- €

za neko konstanto, neodvisno od € in 8. Ker to velja za vsak € > 0, sledi | f(Z,,)| = 0.
S tem je Morsejev izrek .8 dokazan.

Dokaz Sardovega izreka za preslikave f = (f1,...,f,) : M — R".

Zan =1 je to ravno Morsejev izrek (glej izrek [4.8).

n =2: Naj bo (fi,/,) : M — R? gladka preslikava. Za funkcijo f; : M — R
izrek Ze velja, torej je skoraj vsako Stevilo ¢; € R regularna vrednost funkcije fj.
(Komplement je mnoZica z mero nic.)

Za vsako Stevilo ¢; € fi(M) \ fi(Crit(f1)) je nivojna ploskev {fi = ¢;} gladka
podmnogoterost v M. Po Morsejevem izreku za mnogoterosti dimenzije < m — 1
je skoraj vsako $tevilo ¢; € R regularna vrednost funcije f> : {fi = c1} — R.
Za tako izbrani Stevili c1,c; je tocka (c1,¢2) € R2 regularna vrednost preslikave
f = (fi,f2) : M — R2. Iz Fubinijevega izreka sledi, da ima mnoZica kriti¢nih
vrednosti mero nic in je mnoZica prve kategorije.

Ocitno lahko argument nadaljujemo z indukcijo na n.

V primeru n > m je vsaka tocka x € M kriticna tocka preslikave. Da ima slika
Ff(M) C R" mero ni¢, lahko vidimo z oceno volumnov slik majhnih krogel v M.
Diferenciabilna preslikava se v vsaki tocki dobro prilega svojemu diferencialu, torej
je slika majhne okolice dane tocke blizu slike iste mnoZice z linearno preslikavo,
slednja pa lezi v afinem podprostoru R” z mero ni€. Za ta argument, ki ga je podal
Whitney leta 1936, potrebujemo le predpostavko, da je f € €' (M,R").

Dokaz splosnega primera Sardovega izreka. Mnogoterosti M in N predstavimo
kot uniji M = UJ;B; in N = |J; D, najve¢ Stevno mnogo kompaktnih podmnoZzic,
tako da za vsak indeks j velja f(B;) C D ;. Lahko vzamemo, da je B; kompaktna
mnoZica v R™ in D; kompaktna mnoZica v R". O¢itno je

F(Crit() = J £(Crit()]5,) C V.
J

Za mnozice f(Crit(f) |§j Ze vemo, da so prve kategorije in imajo mero nic, zato je
taka tudi mnoZica kriti¢nih vrednosti f(Crit(f)). O
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4.2 Transverzalnost

V tem razdelku obravnavamo enega najpomembnejSih pojmov v teoriji gladkih
mnogoterosti, to je pojem transverzalnosti, ki ga je v literaturo uvedel R. Thom
leta 1955 [40], kljucni izrek pa je dokazal leto zatem v [41]].

Naj bodo M in N C X gladke mnogoterosti (razreda vsaj €!), kjer je N
podmnogoterost mnogoterosti X, in naj bo f : M — X diferenciabilna preslikava.

Definicija 4.9 Preslikava f: M — X je transverzalna na podmnogoterost N v tocki
p € M, kar oznacujemo frhp N, e je bodisi f(p) ¢ N, bodisi f(p) € N ter velja

dfp(TpM) + Tf(p)N = Tf(p)X. “4.4)
Preslikava f je transverzalna na N, f \N, e je transverzalna na N v vsaki tocki.

Pomemben poseben primer se tice vloZenih podmnogoterosti M,N C X v neki
ambientni mnogoterosti X. Pravimo, da se M in N sekata trasverzalno, M | N, e
za vsako tocko x € M NN velja

TM+T.N=TX.
Ocitno je to ekvivalentno zahtevi, da je vloZitev M — X transverzalna na N.

Opomba 4.10 (Transverzalnost na tocko) Naj bo N = {g} tocka v X, torej
podmnogoterost dimenzije 0. Tedaj je T,N = {0} C T,X. Preslikava f : M — X
je transverzalna na to¢ko g natanko tedaj, ko velja

dfy(T,M) =T, X zavsako tocko p € f'(q),

torej natanko tedaj, ko je ¢ regularna vrednost preslikave f (glej def. @.1I). Pojem
transverzalnosti je torej posplositev pojma regularne vrednosti.

Transverzalnost je stabilen pogoj v naslednjem smislu.

Trditev 4.11 (Stabilnost transverzalnosti) Naj bodo M in N C X mnogoterosti
razreda €" (r > 1), kjer je N zaprta v X in brez roba. MnoZica vseh preslikav
f M — X razreda €”, ki so transverzalne na podmnogoterost N v vsaki tocki dane
kompaktne podmnozice K C M, je odprta v prostoru €"(M,X) s Sibko €".

Dokaz trditve je preprost in ga prepustimo bralcu. Isti rezultat velja globalno na
M, e namesto Sibke uporabimo fino (Whitneyevo) 4" topologijo na prostoru
¢"(M,X). Razlika med obema topologijama je naslednja.

Pri $ibki oziroma kompaktno-odprti €" topologiji na prostoru (M, X) sestavljajo
okolico dane € preslikave f : M — X vse preslikave g € €"(M, X), ki so predpisano
blizu f v 6" smislu na danem kompaktu K C M. To pomeni, da so g in njeni odvodi
do reda r blizu vrednostim in ustreznim odvodom preslikave f na K. (Odvode
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preslikav primerjamo tako, da K in njegovo sliko f(K) pokrijemo s kon¢nim
naborom lokalnih kart na M oz. X, tako da f preslika vsako od izbranih kart na
M v eno od izbranih kart na X, in nato izmerimo velikost €"-norme razlike med f
in g v teh izbranih parih kart. Tak nacin merjenja je sicer odvisen od izbire sistemov
kart, dobljena topologija na ¢ (M, X) pa je neodvisno od teh izbir.)

Pri fini Whitneyevi %" topologiji na prostoru ¢ (M,X) sledimo isti logiki, le da
pokrijemo celotno mnogoterost M in njeno sliko f(M) C X s kon¢no ali §tevno
mnogo kartami kot zgoraj in zahtevamo, da je razlika med f in g v " normi na
teh parih kart manjsa od predpisane pozitivne zvezne funkcijo € : M — (0,0). Na
vsakem kompaktu K C M velja € > ¢ > 0 za neko konstanto ¢ = ¢(K, f) > 0, zato z
merjenjem na kompaktih dobimo $ibko €™ topologijo. Ker pa lahko funkcija € > 0
postaja vse manjsa v neskoncnosti, je fina 6" topologija strogo finejsa od Sibke €
topologije, razen seveda v primeru ko je M kompaktna in topologiji sovpadata.
Ponazorimo fino Whitneyevo topologijo na najpreprostejSem primeru M = X = R.
Izberimo neko zvezno pozitivno funkcijo € : R — (0,00). Prirejeno bazno okolico
V(f,e) C €"(R,R) funkcije f : R — R v fini ¢ topologiji sestavljajo vse funkcije
g € €' (R,R), ki zado§¢ajo

1F® (x) —g®(x)| < e(x) zavsex e Rink=0,1,...,r.
Naslednja trditev pojasni geometrijski pomen transverzalnosti.

Trditev 4.12 Naj bosta M in X mnogoterosti razreda €' za nek r > 1. Ce je
preslikava f: M — X razreda € transverzalna na € podmnogoterost N C X brez
roba, potem je praslika f~'(N) prazna mnoZica ali pa podmnogoterost razreda €"
mnogoterosti M in velja

codim(f ! (N),M) = codim(N,X).

Poseben primer te trditve Ze poznamo (glej trditev [I.66] in opombo f.10): ce je
g € f(M) C X regularna vrednost preslikave f : M — X, potem je praslika f~!(g)
podmnogoterost kodimenzije dim X mnogoterosti M.

Dokaz Naj bo p € f~!(N) in g = f(p) € N. Izberimo lokalne definicijske funkcije

g1,---,8k za N v neki odprti okolici U C X tocke g, tako da je
NNU={xeU:g(x)=0,...,8:(x) =0}

in so diferenciali dg1,...,dg; linearno neodvisni v vsaki tocki x € U. Torej je

k
k = codim(N,X) in [ \ker(dg;),=T,NzaqeNNU.
i=1

Iz transverzalnostnega pogoja df,(T,M) + TN = T,X (glej @.4)) sledi, da
so zozitve diferencialov dgy,...,dg, na vektorski podprostor df,(T,M) C T,X
linearno neodvisne. Zato so diferenciali
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d(giof)[?:(dgi)qodflﬂ l:17ak

linearno neodvisni na T,M. Ker je

FINNU)={xe Y U): (giof)(x)=0,i=1,...,k},

sledi iz linearne neodvisnosti omenjenih diferencialov, da je f~'(N) podmno-
goterost M razreda 6" in kodimenzije k v neki okolici tocke p. Ker to velja za
vsako tocko p € f~1(N), trditev sledi. O

Izrek 4.13 (Izrek o transverzalnosti; R. Thom, 1956 [41]]) Naj bo X gladka mno-
goterost brez roba in N C X zaprta gladka podmnogoterost brez roba. Vsako gladko
preslikavo [ : M — X mnogoterosti M lahko poljubno dobro aproksimiramo v fini
€= topologiji z gladko preslikavo f : M — X, ki je transverzalna na N.

Izrek velja tudi za mnogoterosti in preslikave koncnega reda gladkosti. Za
natan¢nejSe verzije in posplositve izreka (tudi za podmnogoterosti z robom) glej
npr. Goresky in MacPherson [20].

Podali bomo eleganten dokaz, ki ga je predstavil R. Abraham leta 1963 v ¢lanku
[L]. Osnovna ideja je, da opazujemo gladko preslikavo

F:MxR'—>X, (4.5)
ki jo lahko razumemo kot druzino gladkih preslikav f; = F(-,¢) : M — X, gladko
odvisno od parametrov ¢t = (f,...,t;) € R", kjer je F(-,0) = f dana zaCetna

preslikava, tako da F zadoS¢a naslednji lastnosti.

Definicija 4.14 Preslikava F ({.3)) je submerzivna druZina preslikav M — X, Ce je
za vsak (x,t) € M x R" parcialni diferencial

(O F)(x,1) : R" = Tp( X

surjektiven. Ekvivalentno, preslikava R" > t — F(x,t) € X je submerzija za vsako
tocko x € M.

Primer 4.15 Najbo X =R" in f : M — R" gladka preslikava. Tedaj je preslikava
F:MxR'"—=R" F(xt)=f(x)+t
submerzivna druZina in F(-,0) = f.

Trditev 4.16 Za vsako gladko preslikavo f : M — X obstaja submerzivna druZina
F:MxR"— X zanekn €N, tako da je F(-,0) = f.

Dokaz Prvi del dokaza je enak kot v dokazu izreka [2.69] o obstoju cevastih okolic
podmnogoterosti in ga na kratko ponovimo.
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Na mnogoterosti X lahko najdemo kon¢no mnogo vektorskih polj vi,...,v,, ki
napenjajo tangentni prostor 7,X v poljubni tocki x € X. Naj bo ¢;, tok polja v;
za Cas t. Preslikava F : M x R" — X, definirana s predpisom

F(x,t) =F(x,11,....10) = Q1,00 (f(x) €X, xeEM,

je definirana v neki odprti okolici U C M x R" podmnoZice M x {0} C M x R" in
zado§Ca pogojema F (x,0) = f(x) in

0
aT‘.F(x’t)!;:o:Vj(f(x))a xeM, j=1,...,n.
J

Ker vektorji vy, ..., v, napenjajo tangentni prostor mnogoterosti X v poljubni tocki,
je parcialni diferencial 0, F (x,t)[;=o : R" — Tp(,)X surjektiven za vsak x € M. Ce
okolico U primerno skr¢imo okrog M x {0}, je diferencial d,F (x,t) : R" — Tp(, )X
surjektiven za vsak (x,¢) € U.

Da bi dobili preslikavo, ki je submerzivna na vsem M x R", F nadomestimo z F o y,
kjer je v : M x R" — U C M x R" gladka preslikava oblike y(x,t) = (x,g(x,7)),
ki je difeomorfizem na svojo zalogo vrednosti in zado$¢a pogoju y(x,0) = (x,0).
Funkcija g je npr. lahko oblike

g(x,t) = x(x) (Arctg(t1),...,Arctg(ty)), x€M,t=(t1,...,ty) € R",

kjer je x > O primerno izbrana gladka pozitivna funkcijana M. O

Thomov transverzalnostni izrek [4.13] v §ibki gladki topologiji (z aproksimacijo na
kompaktih) sledi iz trditve d.16]in naslednjega izreka.

Izrek 4.17 (R. Abraham 1963, [1]) Ce je F: M x R" — X submerzivna druZina
gladkih preslikav in je N C X gladka zaprta podmnogoterost brez roba, potem je za
skoraj vsak t € R" preslikava f; :== F(-,t) : M — X transverzalna na N.

Dokaz Ker je F : M x R" — X submerzija, je mnoZica
S:=F Y(N)c M xR"
zaprta gladka podmnogoterost M x R" kodimenzije d = codim(N,X ). Ozna¢imo
T:MxR'—=R", 7n(xt)=rt.

Sardov izreka pove, da je skoraj vsak + € R" regularna vrednost projekcije
7|s: S — R Izrek zato sledi iz naslednje trditve.

Trditev 4.18 Naslednji dve lastnosti sta ekvivalentni za vsak t € R":

(a) t je regularna vrednost projekcije m|s : S — R
(b) Preslikava f; = F(-,t) : M — X je transverzalna na N.
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Ce izberemo 7 blizu 0, je f; blizu fo = f v gladki topologiji na prostoru € (M,X)
enakomerno na danem kompaktu K C M.

Dokaz trditve [d.18]Fiksirajmo tocko (x,r) € S in ozna¢imo g = F(x,1) € N. Ker je
S = F~1(N), je diferencial dF(y sy : Tixp)S — TyN surjektiven.

Tocka t € R" je regularna vrednost projekcije 7|s : S — R” natanko tedaj, ko je
dmi sy TS — TR = R" surjektivna preslikava. Slednje velja natanko tedaj, ko
je podmnogoterost M x {r} C M x R" transverzalna na S v to¢ki (x,t), kar pomeni

T(x,t) (M X {t}) + T(x,t)S = T(x,t)(M X ]Rm)' (4.6)

Ker je F : M x R" — X submerzija in je dF{, (T ,S) = T;N, velja natanko
tedaj, ko je
dF(x,t)(T(x,t)(M X {t})) + TqN = TqX’ 4.7)

Upostevaje f; = F(-,t) in zato dFy ;) (T(x) (M x {t})) = (dfi)x(T:M) vidimo, da je
pogoj {.7) ekvivalenten pogoju

(dfi)«(TeM) +TyN =T X. 4.8)
Slednje ravno pomeni, da je preslikava f; : M — X transverzalnana N. O

Skica dokaza izreka [@.13] z aproksimacijo v fini Whitneyevi topologiji na
¢ (M,X). Mnogoterost M izérpamo z naras¢ajoim zaporedjem kompaktov

o

KiCKyCKsC---C|JKi=M.

i=1

Induktivno konstruiramo zaporedje gladkih preslikav f; : M — X (i € N), tako da
je za vsak i € N preslikava f; transverzalna na N na kompaktu Kj;, aproksimira
f poljubno dobro na neki okolici U; C M mnozZice K;, izven te okolice pa se
ujema s preslikavo f. V induktivnem koraku z uporabo izreka @.17] aproksimiramo
preslikavo f; na naslednjem kompaktu K;| z gladko preslikavo fi1| : M — X, ki je
transverzalna na N C X na mnoZici Kj 1, nato pa jo modificiramo tako, da se ujema
z f izven neke okolice K; . S pravilno izbiro aproksimantov v induktivnih korakih
dobimo v limiti gladko preslikavo f = lim;_,. f; : M — X, ki je transverzalna na N
in lezi v predpisani okolici zacetne preslikave f v fini gladki topologiji. O

Pojem transverzalnosti na enak nacin uvedemo za holomorfne preslikave. Trditev
B.12] (o prasliki podmnogoterosti s transverzalno preslikavo) in trditev {.11] (o
stabilnosti transverzalnosti) veljata tudi v holomorfnem primeru z istim dokazom.
Vecina ostalih trditev in izrekov v tem razdelku pa v sploSnem ne velja v
kompleksnem primeru. Konkretno, transverzalnostni izrek [4.13|v splosnem ne velja
za holomorfne preslikave kompleksnih mnogoterosti, iz ocitnih razlogov. Npr.,
vsaka holomorfna preslikava f : C — D = {|z| < 1} je konstantna in zato njena
edina vrednost ni regularna vrednost. Zanimivejsi je naslednji primer.
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Primer 4.19 Najbo X = {(z,w) :|w| <r(|z])} € C2, Kjerje r: R — (0,c0) pozitivna
omejena zvezna funkcija. Zaloga vrednosti poljubne holomorfne preslikave f =
(f1,/2) : C — X lezi v neki premici C x {c} C X (c € C), saj je druga komponenta
/> omejena na C in zato konstantna. Ce dodatno predpostavimo lim,_, 4o r(t) = 0,
je f(C) C Cx{0}. V tem primeru nobena nekonstantna holomorfna preslikava
f : C — X ni transverzalna na kompleksno krivuljo

C={zw) eX:w=2(—17}

Dejansko, slika f(C) lezi v premici C x {0} in ker funkcija f; : C — C ni
konstantna, lahko njena zaloga vrednosti izpusti najve¢ eno tocko po malem
Picardovem izreku. Torej f(C) vsebuje vsaj eno od tock (0,0) in (1,0), v teh tockah
pa je tangentna premica na krivuljo C enaka C x {0}. O

Kljub temu tudi v kompleksnem velja verzija transverzalnostnega izreka, ce
je M Steinova mnogoterost, to je zaprta kompleksna podmnogoterost nekega
kompleksnega evklidskega prostora C" (glej str. #5). Preden povemo ta izrek,
omenimo Se drug razred kompleksnih mnogoterosti, ki igra pomembno vlogo.

Definicija 4.20 Kompleksna mnogoterost X se imenuje Oka mnogoterost, ¢e lahko
vsako holomorfno preslikavo f : U — X z neke odprte konveksne mnoZice U C C"
(za poljuben n € N) aproksimiramo enakomerno na kompaktih v U s holomorfnimi
preslikavami C" — X.

Razred Oka mnogoterosti je avtor uvedel v literaturo leta 2009 v [15]. Ime
nosijo o japonskem matematiko Kiyoshi Oka, ki je v obdobju 1934-1962 resil
vrsto fundamentalnih problemov kompleksne analize. Diskusijo in lastnosti tega
pomembnega razreda kompleksnih mnogoterosti lahko najdemo v monografiji [[17]]
in v preglednih ¢lankih [[18,[16]]. Omenimo naj, da so vse kompleksne Liejeve grupe
in kompleksno homogene mnogoterosti Oka mnogoterosti. Prav tako je komplement
C"\ K poljubne kompaktne konveksne mnozice K C C" (n > 2) Oka mnogoterost.

Glavni izrek teorije Oka mnogoterosti med drugim pove naslednje.

Izrek 4.21 (Poseben primer Izreka 5.4.4 v [17]) Naj bo M Steinova mnogoterost
in X Oka mnogoteorst X. Vsaka zvezna preslikava f : M — X je homotopna neki
holomorfni preslikavi f : M — X. Ce je poleg tega dana preslikava f holomorfna
na neki zaprti kompleksni podmnogoterosti M' C M in na okolici neke kompaktne
O (M)-konveksne mnoZice K C M, lahko homotopijo f; :M — X (t € [0,1]) od f = fo
do holomorfne preslikave f = fi izberemo tako, da miruje na podmnogoterosti M’
in je za vsak t € [0, 1] preslikava f; holomorfna na K in poljubno enakomerno blizu

f=fona K.

Velja Se vrsta drugih lastnosti tega tipa, ki so del izreka [17, Theorem 5.4.4].
(Predpostavka, da je zaCetna zvezna preslikava f : M — X definirana na vsej
mnogoterosti X je potreba zaradi topoloskih razlogov, ¢e imata M in X netrivialno



156 4 Transverzalnost

topologijo. Ce je mnogoterost X topoloska kontraktibilna, je ta predpostavka
nebistvena.)

Izrek pomeni, da imajo holomorfne preslikave Steinovih mnogoterosti v Oka
mnogoterosti sorodne lastnosti kot gladke preslikave v smislu aproksimacijskih ter
interpolacijskih lastnosti, po drugi strani pa tudi kot holomorfne funkcije M — C na
Steinovih mnogoterostih. To je v bistvenem nasprotju s holomorfnimi preslikavami
v kompleksne mnogoterosti X, ki so hiperboli¢ne v smislu S. Kobayashija [29], kjer
mnoge Steinove mnogoterosti M (npr. kompleksni evklidski prostori) ne dopuscajo
nobenih nekonstatnih holomorfnih preslikav M — X.

Naslednji izrek je poseben primer [17, Theorem 8.8.5].

Izrek 4.22 (Transverzalnosti izrek za Steinove mnogoterosti) Naj bo N gladka
ali kompleksna zaprta podmnogoterost kompleksne mnogoterosti X. Ce je M
Steinova mnogoterost, f : M — X holomorfna preslikava in K kompaktna mnoZica
v M, lahko f aproksimiramo poljubno dobro enakomerno na K s holomorno
preslikavo g : U — X, definirano na neki odprti okolici U C M mnoZice K, tako
da je g transverzalna na N.

Ce je X mnogoterost Oka, lahko najdemo holomorfno preslikavo g : M — X, ki je
povsod transverzalna na N in aproksimira f poljubno dobro na kompaktu K.

Podrobno diskusijo in dokaz tega izreka lahko bralec najde v [[17, Sect. 8.8]; na tem
mestu ga bomo le skicirali.

Dokaz je v osnovi soroden tistemu v gladkem primeru, z nekaj spremembami. Pri
dokazu trditve 0 obstoju submerzivne druZine F' moramo zoZiti domeno F na
mnoZzico oblike U x B, kjer je U C M relativno kompaktna Steinova okolica mnoZice
K C M in je B enotna krogla v C" za nek n € N. Razlog je v tem, da na mnogoterosti
X v splosnem nimamo netrivialnih kompletnih holomorfnih vektorskih polj, ki
bi nam dale globalno definirano submerzivno druzino. Obstrukcija je vsebinske
narave, saj X morda ne vsebuje nekonstantnih holomorfnih slik kompleksnih
evklidskih prostorov. Tudi drugi del dokaza, ko smo M x R" difeomorfno skréili
na majhno okolico M x {0}" v M x R", v holomorfnem primeru odpove.

Po tej zoZitvi domene lahko na enak nacin dokaZzemo Abrahamov izrek ki
nam da holomorfno preslikavo f; : U — X, transverzalno na podmnogoterost N C X
v vsaki tocki mnoZice K. S tem smo dokazali prvi del izreka[d.22]

Ce je X Oka mnogoterost, lahko dobljeno preslikavo f; (ki jo sedaj imenujmo f;)
aproksimiramo poljubno dobro na K := K s holomorfno preslikavo f: M — X po
osnovnem izreku teorije Oka mnogoterosti (glej izrek 4.21). Sedaj lahko uporabimo
isti argument kot zgoraj na ve¢jem kompaktu K> C M, ki vsebuje K, in dobimo
novo holomorfno preslikavo f, : M — X, ki je transverzalna na N na mnoZici K> in
aproksimira preslikavo f; : U — X iz prvega koraka poljubno dobro na K. Proces
induktivno nadaljujemo in v limiti najdemo holomorfno preslikavo g = lim;_e f; :
M — X, ki je povsod transverzalna na N in aproksimira zacetno preslikavo f na prvi
mnoZici K = K;. Na vsakem koraku je bistvenega pomena trditev o stabilnosti
transverzalnosti.
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Transverzalnostni izrek velja v nekaterih posebnih primerih tudi za ne-Steinove
kompleksne mnogoterosti. Klasien Bertinijev izrek pove, da je skoraj vsak
projektiven podprostor CP* ¢ CP" (k < n) transverzalen na dano zaprto projektivno
(algebrai¢no) podmnogoterost N C CP". Razlog je v tem, da projektivna grupa
PGL,(C) deluje tranzitivno na CP" kot grupa avtomorfizmov.

4.3 Uporaba transverzalnosti v presecni teoriji

Naj bo Z gladka mnogoterost in X,Y C Z sklenjeni kompaktni podmnogoterosti.

Ce je dimX +dimY < dimZ, se X in ¥ generi¢no ne sekata v Z. Natanneje, Ce
eno ali obe od teh podmnogoterosti malce perturbiramo, postaneta transverzalni,
kar zaradi dimenzijskega pogoja pomeni, da se ne sekata.

Ce je dimX +dimY = dimZ, potem je po primerno izbrani generi¢ni perturbaciji X
in Y v Z njun presek X NY podmnogoterost dimenzije 0, torej kon¢na mnoZzica tock.
Ta situacija je stabilna v smislu, da se pri nadaljnji majhni perturbaciji prese¢ne
tocke malce premaknejo, a njihovo skupno Stevilo se ne spremeni. Najbo p € XNY
presecna tocka, v kateri se X in Y sekata transverzalno:

T,X+T,Y=T,Z, T,XNT,Y={0}.

Taka tocka je izolirana v X in Y. Ce so vse tri mnogoterosti X,Y,Z orientirane,
lahko to¢ki p € X NY priredimo Stevilo 6(p) = £1 glede na to, ali se orientaciji
na tangetnih prostorih 7,X in 7,Y dopolnita do + ali do — orientacije na 7,Z. To
Stevilo 6(p) se imenujemo orientirano presecno Stevilo podmnogoterosti X in ¥ v
tocki p € XNY. Ker je zaradi kompaktnosti presecnih tock le konéno mnogo, lahko
definiramo globalno orientirano presecno Stevilo X in Y v Z:

Definicija 4.23 Stevilo X - Y = Y pexny 0(p) Jje orientirano presecno Stevilo
podmnogoterosti X in' Y v mnogoterosti Z.

Pomemben netrivialen rezultat je, da je presecno §tevilo X - Y neodvisno od gladkih
deformacij podmnogoterosti X in Y v Z. Zato je smiselna naslednja definicija.

Definicija 4.24 Ce je X kompaktna orientirana podmnogoterost orientirane mno-
goterosti Z in je dimZ = 2dimX, je samopresecno Stevilo X - X definirano kot
presecno Stevilo X z generi¢no deformacijo same sebe v Z, ki seka X transverzalno.

Ce mnogoterosti X,Y C Z niso orientabilne, lahko definiramo (samo-) presecno
Stevilo modulo 2; tudi to Stevilo je neodvisno od deformacij X in Y v Z.

Primer 4.25 Naj bo X kompaktna orientirana mnogoterost dimenzije nin 7 : E —
X" vektorski svezenj ranga n z orientiranim totalnim prostorom E. Identificirajmo
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X z nicelnim prerezom sveznja E. Samopresecno Stevilo nicelnega prereza v E se
imenuje Eulerjevo stevilo vektorskega sveinja

x(E)=X-X.
CeE=TX tangentni sveZenj mnogoterosti X, je po Hopfovem izreku
x(TX) =X -X =x(X)

ravno Eulerjeva karakteristika mnogoterosti X, ki jo lahko izraCunamo iz poljubne
triangulacije X. Podmnogoterost X’ C TX, ki je majhna deformacija nic¢elnega
prereza X C TX, je graf nekega vektorskega polja V in prese¢no Stevilo X - X' je
tedaj enako Stevilo nicel polja V, Steto s predznakom =+ glede na orientacijo. 0O

Naloga 4.26 Naj bo C C CP? kompleksna projektivna krivulja
C = {[ZO 4l :Zz] e (CIPz :P(ZO,ZlyzZ) - 0}3

kjer je P homogen polinom stopnje d. DokaZzi, da je presecno Stevilo krivulje C
s projektivno premico A = CP! C CP? enako d. (Pri tem je potrebno presecne
toCke Steti z algebrai¢nimi veCkratnostmi.) Trditev prevedi na dejstvo, da ima vsak
polinom stopnje d na C natanko d nicel. O

Pomemben poseben primer presenega Stevila je stopnja preslikave. Naj bosta M
in N kompaktni, povezani, orientirani gladki mnogoterosti iste dimenzije in naj bo
f: M — N gladka preslikava (razreda vsaj €'). Generi¢na totka g € N je tedaj
regularna vrednost preslikave f.

Definicija 4.27 (Predpostavke kot zgoraj.) Stopnja preslikave f : M — N je
presecno Stevilo preslikave f z genericno tocko q € N.

OpiSimo stopnjo bolj konkretno. Za vsako regularno vrednost ¢ € N je praslika
f~Yq) = {p1,...,px} kontna mnoZica tok v M. V vsaki tocki p; definiramo
o(pi) = 1, ¢e diferencial df), : T,,M — T,N ohranja orientaciji in §(p;) = —1, e
d fp,; obrne orientacijo. Stopnja preslikave f : M — N je Stevilo

=

deg(f) = Y 8(pi) €N

i=1

To Stevilo je neodvisno od izbire regularne vrednosti ¢ € N in dejansko pomeni
prese¢no Stevilo f s to¢ko {g} C N. Ce mnogoterosti nista orientabilni, lahko
definiramo presec¢no $tevilo modulo dva, torej kot element Z /27 = {0,1}.

Rezultat v prejsnji nalogi je poseben primer sploSnejSega izreka.
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4.4 Brsticno transverzalnostni izrek

Izrek @.13] je poseben primer splosnejSega izreka, ki se v literaturi v angleSkem
jeziku imenuje jet transversality theorem. Najprej obrazloZimo pojem jeta pres-
likave; slovenska beseda je brstic in govorimo o brsticno transverzalnostnem izreku.
Naj bosta M in N mnogoterosti razreda ¢”. Za tocko p € M oznacimo s €, (M, N)
mnoZzico vseh € preslikav f : U — N iz odprtih okolic p € U C M tocke p. Na
‘5; (M,N) uvedemo ekvivalen¢no relacijo z zahtevo, da je f ~, g natanko tedaj, ko
je f(p) = g(p) in imata funkciji f in g isti Taylorjev polinom reda r v poljubnem
paru lokalnih kart na M in N okrog to¢k p oz. f(p). Drugale povedano, v paru
lokalnih kart so vrednost in vsi parcialni odvodi do reda r razlike f — g v tocki p
enaki 0. S pomocjo veriZznega pravila preverimo, da je pogoj neodvisen od izbire
para lokalnih kart v danih ¢ atlasih na M in N. Prostor ekvivalen¢nih razredov

Jp,(M,N) =%€;(M,N)/ ~,

se imenuje prostor r-brsticev preslikav M — N v to¢ki p € M, element te mnoZice
paje brstic redarv p.

V primeru M = R" in N = R" je J;,(R",R") ravno prostor Taylorjevih polinomov
reda r preslikav R” — R”. Ce fiksiramo e tocko ¢ € N in opazujemo le preslikave
f € €;(M,N) z f(p) = q, dobimo mnoZzico brsticev J}, ,(M,N) C J,(M,N).
Disjunktna unija

J(MN):= | |nMN)= || J,,MN)
pPEM PEM, geN

je prostor r-brsticev preslikav M — N.

Primer 4.28 Prostor O-brsticev je J°(M,N) = M x N, torej kartezi¢ni produkt obeh
mnogoterosti. Prostor 1-brsticev je

JYM,N) = {(p,q,l) pEM,qeN, A:T,M — T,N linearna preslikava}.

Prostori brsti¢ev imajo naravno hierarhijo, saj r-brsti¢ enoli¢no dolo¢a 7/-brsti¢ za
vsak ' € {0,1,...,r}. Imamo torej pozabljivo projekcijo

Prrs - Jr(MvN) - Jrl (M7N)a
ki pozabi (ignorira) odvode reda > ' dane preslikave. Pri predstavitvi brstidev s
Taylorjevimi polinomi ta projekcija preslika Taylorjev polinom reda r v Taylorjev
polinom niZjega reda. Projekciji

pru:J (MN) =M,  pry:J (M,N) =N

priredita brsticu jf € Jj, ,(M,N) njegovo izvorno to¢ko p = pruy(j,f) in
destinacijsko totko g = f(p) = v (jyf).
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Ce sta M in N mnogoterosti razreda %* za nek k > r, lahko na prostor J"(M,N)
naravno uvedemo strukturo mnogoterosti razreda €*~". Opi§imo osnovno idejo.
Za poljubno trojico nenegativnih celih Stevil m, n,r € Z oznacimo s &7;, , mnoZico
vseh polinomskih preslikav P = (P, Ps,...,P,) : R” — R", katerih komponente P;
so polinomi reda najvec¢ r na R™ z vrednostjo P;(0) = 0. O¢itno je &, , kartezi¢ni
produkt n kopij prostora &) | skalarnih polinomov reda r na R™ brez konstantnega
Clena. Vsaka trojica (p,q,P) € R" x R" x &), doloca preslikavo

R">x — g+P(x—p) eR",

katere r-jet v p (torej element mnoZice J;, ,(R™,R")) je doloCen s (p,q,P) in ta
prireditev je bijektivna. Torej lahko identificiramo

J(R™RY) = {(p,q7P) peER" geR", P P, }=R"xR"xZ, .
To je evklidski prostor R dimenzije
N =dimJ"(R",R") =m+n+dim &, , =m+n(l +dim &, ),

kjer je dim #7) | enaka Stevilu monomov xlqu];z coxbmz 1 <kydky 4tk <
Koeficiente teh monomov v zapisu polinoma P € &), vzamemo za evklidske
koordinate na &), , = Jj; ,(R™,R"); slednje predstavljajo parcialne odvode reda < r
polinoma P v 0 € R”™. 7

Pri transformacij koordinat na R” in R” se koordinate na J"(R”,R") transformirajo
z elementarnimi operacijami (vsote, produkti), v katerih nastopajo parcialni odvodi
do reda r prehodnih preslikav med kartami. Ti odvodi so razreda €*~", Ce
so prehodne preslikave razreda *; torej so prehodne preslikave na prostoru
J"(R™, R") razreda €% ~". S tem dobimo atlas razreda €*~" na J" (M, N) za poljuben
par ¥ mnogoterosti M in N.

Vsaki preslikav f : M — N razreda 6" priredimo r-brsti¢no razsiritev
Jf:M—J(M,N), ipf €J,(M,N) za vsak p € M,

tako da je jj,f ravno r-brsti¢ preslikave f v tocki p. (V lokalnih koordinatah to
pomeni njen Taylorjev polinom stopnje r.) Na primer,

jf = (p.f(p)) €I°(M,N)=M xN,
jpf = (p:f(p),df,) €' (M,N).

Ce v 1-brsticu j; f izpustimo izvorno to¢ko p € M, dobimo ravno tangentno
preslikavo Tf : TM — TN.

Sedaj lahko formuliramo Thomov brsti¢no transverzalnostni izrek. Za poenostavitev
formulacije opazujmo le gladke (4*°) mnogoterosti in preslikave med njimi; v tem
primeru so tudi prostori brsticev gladke mnogoterosti.
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Izrek 4.29 (Brsticno transverzalnostni izrek) Naj bosta X in Y gladki mno-
goterosti in naj bo Z C J'(X,Y) zaprta gladka podmnogoterost prostora r-brsticev
preslikav X — Y. Potem je za skoraj vsako gladko preslikavo f : X — Y njena r-
brsti¢na preslikava j" f : X — J'(X,Y) transverzalna na podmnogoterost Z.

Izreka ne bomo podrobno dokazali, povedali pa bomo osnovno idejo. Podroben
dokaz lahko najdemo npr. v monografiji Goresky in MacPherson [20].
Predpostavimo zaradi preprostosti razlage, da je X odprta podmnozica R". Recimo,
daje F : X x RN — Y neka gladka submerzivna druZzina preslikav (glej definicijo
in trditev. Tako kot prej oznaimo s 2" = &, , prostor vseh polinomskih
preslikav R” — RY stopnje najve¢ r, le da sedaj vklju¢imo Se konstanten &len.
MnoZica koeficientov takih polinomov je vektorski prostor (RV)* = R za nek
k= k(n,r) € N. Za vsak element a = (ay,...,a;) € (RV)¥ (kjer je a; € RN za vsak
i=1,...,k) oznatimo s P(-,a) : R" — R" prirejen polinom v x € R" s koeficienti a
in vrednostmi v RV, Preslikava

P:XxP" =Y, Pxa)=F(xPxa)eY

ima tedaj lastnost, da je njena r-brsticna razSiritev glede na spremenljivko x (s
spremenljivko a € RN kot parametrom)

JP: X xRN 5 (X)Y), (x,a)— jiP(-,a)

submerzivna druzina. Torej je po osnovnem transverzalnostnem izreku za skoraj
vsak a € R preslikava j"®(-,a) : X — J'(X,Y) transverzalna na dano zaprto
podmnogoterost Z C J”(X,Y). Ce izberemo a blizu 0, je polinom P(-,a) : R” — RN
blizu nicelnemu polinomu enakormeno na kompaktih.

Ce je X poljubna mnogoterost, jo pokrijemo s kartami in sledimo opisani
konstrukciji v vsaki karti posebej. Polinome, ki jih uporabimo v neki karti,
pomnozimo s primerno gladko funkcijo s kompaktnim nosilcem v dani karti.

Opomba 4.30 Transverzalnostni izrek za stratificirane podmnogoterosti.

Transverzalnostna izreka [4.13] in [.29] veljata tudi v primeru, ko je N C X oziroma
Z C J"(M,X) gladka zaprta stratificirana podmnogoterost, ki izpolnjuje Whitneyev
pogoj (a).

Zaprta podmnozica N C X gladke mnogoterosti X je stratificirana gladka podmno-
goterost, ¢e obstaja koncno zaporedje

N=NoDN DN, D DNy =09 4.9)
zaprtih podmnoZic N; C X, tako da je za vsak i =0, 1,...,k — 1 mnoZica
S; =N;\Nix1 (stratum)

gladka podmnogoterost. Preslikava f : M — X je transverzalna na stratificirano
podmnogoterost N (glede na izbrano stratifikacijo (@.9)), ¢e je transverzalna na
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vsak stratum S; v stratifikaciji. Whitneyev pogoj (a) je tehni¢ni pogoj o tem, kako
se S; obnasa v okolici mnoZice N;\ N; C N;11. Ta pogoj zagotovi, da je mnoZica
gladkih preslikav f : M — X, ki so transverzalne na N, odprta v ibki ' Whitneyevi
topologiji. Glej monografijo [20] za vec o tej temi.

Generi¢na dimenzija za imerzije. Kot primer uporabe izreka ter njegove
posplositve za stratificirane podmnogoterosti (glej opombo f.30) bomo dokazali
bomo naslednji izrek.

Izrek 4.31 Ce je X gladka mnogoterost dimenzije, potem je genericna gladka
preslikava X — R* za k > 2dimX imerzija.

Dokaz Naj bo dimX =n € N. V prostoru 1-brsticev
JHX,RE) = {(x,5,A) :x € X, y € RF, 2 : T.X — T,RF = R* linearna}
definirajmo zaprto podmnoZico
Z={(x,y,A) € J'(X,R") : rang A < n}. (4.10)

O¢itno je preslikava f : X — RX je imerzija natanko tedaj, ko njena 1-brsti¢na
razsiritev j! £ : X — J'(X,R¥) ne seka podmnoZice Z.

Linearna preslikava A : T,.X = R” — R* je podana s k x n matriko A. Pogoj
rangA < n je doloden z enacbami, ki povedo, da je determinanta vsakega n X n
minorja matrike A enaka ni¢. Izmed teh enacb ima pri vsaki matriki vsaj k —n+ 1
enacb linearno neodvisne diferenciale. Npr., Ce je rangA = n — 1, izberemo v njej
nek (n— 1) x n minor z linearno neodvisnimi vrsticami. Denimo, da je to kar
prvih n — 1 vrstic. Potem je pogoj rangB < n za vse matrike B, ki so dovolj
blizu A, dolocen z n — k+ 1 enacbami, ki jih dobimo tako, da pogledamo n x n
minorje, sestavljene iz prvih n — 1 vrstic matrike B skupaj z eno izmed preostalih
n—k+ 1 vrstic in zahtevamo, da je njihova determinanta enaka ni¢. Ce je ta pogoj
izpolnjen, sledi rangB = n — 1. Teh n — k+ 1 enacb za koeficiente matrike je med
seboj neodvisnih, zato je mnoZica matrik ranga n — 1 podmnogoterost kodimenzije
n—k+ 1 prostora Mat™* vseh n x k matrik. Matrike z niZjim rangom sestavljajo
niZje razsezne podmnogoterosti v Mat™*. S tem dobimo stratifikacijo

Mat"* =My DM DM, D> - D My = 2,

katere stratum S; = M; \ M;;| sestavljajo vse matrike ranga n — i in ta stratum je
podmnogoterost. Ugotovili smo, da je

codim(Sy,Mat"™*) =k —n+1,

naslednji stratumi S; za i > 1 pa imajo visjo kodimenzijo.

Podmnozica Z C J"(X,Y) (#.I0) ima nad vsako tocko (x,y) € X x Y vlakno Z,,,
ki je izomorfno mnoZici M; C Mat™* vseh matrik ranga < n — 1. Odtod sledi, da je
kodimenzija Z v mnogoterosti J'(X,Y) enaka k —n+ 1.
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Iz brsti¢no transverzalnostnega izreka za stratificirane podmnogoterosti (glej izrek
in opombo [4.30) sledi, da v primeru

n=dimX < codim(Z) =k—n+1

za generiéno izbrano gladko preslikavo f : X — R prirejena brstiéna preslikava
Jlf: X — J'(X,R¥) ne seka Z, zato je f imerzija. Pogoj n < k—n -1 je ekvivalenten
2n < k. Izrek[4.31]je s tem dokazan. O

Podobno lahko dokazemo naslednji izrek. Dodatno dimenzijo lahko uporabimo za
to, da lo¢imo vsak par to¢k, ki jih imerzija X — R24™¥ jdentificira.

Izrek 4.32 Ce je X gladka mnogoterost, potem je genericna gladka preslikava
X — R¥ za k > 2dim X + 1 injektivna imerzija.

4.5 Morsejeve funkcije

Naj bodo x = (x1,...,x,) koordinate na R" in naj bo p : U — R neka % funkcija
na domeni U C R".

Hessejeva forma funkcije p v tocki x € U je simetricna kvadraticna forma
Hessp (x) = Hessp (x; - ) na tangetnem prostoru 7,R"” = R”", ki je definirana z

n 2
Hessp(08)= Y S0P (& E=(E.&)eR. @)
k=1 9XjOXk

2
Matrika Hp(x) = (gx’_’ (9(2) Hessejeve forme je Jacobijeva matrika gradientne
J

preslikave Vp = ( 9p 9p ) :U — R". Njena sled je Laplacejev operator:

T){]’ ey Txn
n
sledHy (x) = Ap(x) = ) =5 (x). (4.12)
' i
Hessejeva forma se naravno pojavi kot ¢len drugega reda v Taylorjevem razvoju p:
1
p(x+8&) =p(x)+dp(§)+ S Hessy (1:§) +o(IE ).

Pri spremembi koordinat x = ¢ (y) se Hessejeva forma transformira po pravilu

Hesspop (v; &) = Hessp (x;d ¢y (§)), (4.13)
prirejeni matriki pa zadoscata

Hpop (y) =J () Hp (x)T9 (). (4.14)
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Tu je J¢(y) Jacobijeva matrika preslikave ¢ v tocki y.

Naslednji pojem je bistven v analizi topologije s pomocjo gladkih funkcij iz¢rpanja.
Imenuje se po Marstonu Morseju, ki je to teorijo obravnaval v monografiji lea 1932;
glej [36]].

Definicija 4.33 Kriticna tocka x € U funkcije p (to je tocka, v kateri je Vp(x) = 0)
se imenuje Morsejeva tocka, e je Hessejeva forma Hessp(x) nedegenerirana;
ekvivalentno, Hessejeva matrika Hp (x) ima maksimalni rang n.

V tem primeru se Stevilo k € {0,1,...,n} negativnih lasmih vrednosti Hessejeve
matrike Hy (x) imenuje Morsejev indeks kriticne tocke x.

Funkcija p je Morsejeva, ¢e so vse njene kriticne tocke Morsejeve.

Iz Hy(x) = J(Vp)(x) sledi, da je kriti¢na tocka x Morsejeva natanko tedaj, ko ima
gradientna preslikava Vp : U — R" maksimalni rang n v x.
Naj bo x = 0 € R" Morsejeva kriticna tocka funkcije p. Izrek Sylvestra pove, da za
vsako nedegenerirano simetricno n x n matriko H obstaja obrnljiva n X n matrika A,
tako da je

k n—k

A'HA = I, = diag(—1,...,—1,+1,...,+1)

diagonalna matrika, ki ima prvih k lastnih vrednosti —1, preostalih n —k pa +1.
1z (4.14) vidimo, da linearna zamenjava koordinat x — Ax privede p v naslednjo
Morsejevo normalno formo v 0, ki jo je opisal Marston Morse leta 1932 [36]:

p(x) =p(0) = — - =g oy + -+ o|x]?). @.15)

Odtod sledi, da je Morsejeva kriti¢na tocka izolirana, torej v neki njeni odprti okolici
ni drugih kriti¢nih tock. Ker so kriti¢ne tocke resitve enacbe Vp(x) = 0, to sledi tudi
iz formule Hy (x) = J(Vp)(x) in izreka o inverzni preslikavi.

Iz formule @.13) vidimo, da se pojem Morsejeve kriti¢ne tocke in Morsejevega
indeksa ohranja pri ¢ zamenjavi koordinat, zato sta ta dva pojma definirana tudi
za € funkcije na ¥ mnogoterostih.

Lahko je videti, da je mnoZica vseh Morsejevih funkcij na 42 mnogoterosti M
odprta v fini > Whitneyevi topologiji na prostoru ¢%(M).

Iz brsti¢no transverzalnostnega izreka[.29]sledi naslednja trditev.

Trditev 4.34 Vsako €? funkcijo M — R lahko aproksimiramo poljubno dobro v
fini €* topologiji z Morsejevo funkcijo, katere kriticne tocke leZijo na razlicnih
nivojnicah in ki imajo v okolici vsake kriticne tocke obliko brez ostanka.

Dokaz Zaradi enostavnosti si najprej oglejmo primer, ko je M odprta mnoZzica v R".
V prostoru J2(M,R) vseh 2-brsti¢ev funkcij na M definiramo zaprto podmnoZzico

Z={jif:xeM, Vf(x)=0, detHs(x) =0}.
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MnozZica Z torej sestoji iz vseh 2-brstiCev, ki predstavljajo ne-Morsejeve kritiCne
tocke funkcij na M.

Mnozico Z lahko stratificiramo v obliki Z =2y D Z; D --- D Z,, = &, tako da je
vsaka razlika Sy = Z; \ Z;. 1 (stratum) podmnogoterost. Stratum najvi§je dimenzije

So=2Z\Z ={x€Z:rangHs(x) =n—1}

in je podan z n+ 1 neodvisnimi enacbami (n enacb

=0,j=1,...,nin Se

J
enatba detHy(x) = 0), zato je kodimenzije n+ 1 v J2(M,R). Ostali stratumi so

niZje dimenzije.

Iz izreka[d.29]sledi, da je za skoraj vsako gladko funkcijo f : M — R njena 2-brstica
razdiritev j2f : M — J?(M,R) transverzalna na Z, kar iz dimenzijskih razlogov
pomeni, da je (j2f)(M)NZ = @. Slednje ravno pomeni, da so vse kriti¢ne tocke
funkcije f Morsejeve.

9f(x)
d

Pogoju, da kriticne tocke leZijo na razli¢nih nivojnicah, zlahka zadostimo zaradi
odprtosti mnoZice Morsejevih funkcij v fini 4 topologiji.

Zadnji del trditve se dokaZze tako, da ostanek o(|x|?) v (#.I35) pomnoZimo s primerno
izbrano funkcijo, ki je enaka ni¢ v majhni okolici kriticne tocke in je enaka 1 izven
malo vecje okolice; glej [[17, Lemma 3.10.3].

Podobno dokazemo trditev na vsaki gladki mnogoterosti, saj lahko podmnoZzico Z
definiramo v poljubni lokalni karti na M in je njena definicija neodvisna od izbire
karte. 0O

4.6 Gladke mnogoterosti kot rocajniki

Trditev omogoca opis vsake gladke mnogoterosti kot rocajnika, ki je dobljen z
zaporednim dodajanjem rocajev. Najprej opisSimo slednji pojem.

Naj bo DX zaprta enotna krogla v R¥. Njen rob 9D = ¥~ je (k — 1)-razseZna sfera.
(V primeru k = 0 je D° = {0} to¢ka in dD° = @.) Produkt

H = H" = p¥ x D1

je standardni rocaj indeksa k in kodimenzije m = k+ q. Njegov sredi$¢ni k-razsezni
disk (oz. krogla)

E=Dx{0}YCH (4.16)
se imenuje strien rocaja, sferni cilinder dD* x DY = S¥=1 x D4 pa je prikljucna
mnoZica rocaja.

Naj bo M gladka mnogoterost dimenzije m > 1 z robom oM, k € {1,...,m} in

¢:0DFxDI=81xD! oM, k+qg=m,
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gladek difeomorfizem na svojo sliko ¢ (S¥~! x D4) C M. Mnozica
M=MUsH,

ki jo dobimo iz disjunktne unije M LI H z identifikacijo vsake tocke x € S¥"! x D7 z
njeno sliko ¢ (x) € bM, se imenuje rocajnik, dobljen z lepljenjem ro¢aja indeksa k
na M z lepilno preslikavo ¢.

Ce primerno zgladimo vogale vzdolz O(SH1 x 5771, je M gladka mnogoterost z

robom B
OM = (IM\ ¢(S"! x D?)) Uy (DF x §771).

Opazimo, daima M deformacijsko retrakcijo na M Uy E, Kjer je E = D" @16) strzen
ro¢aja H, ki je prilepljen vzdol? robne sfere dE =2 S*~! na rob dM s preslikavo ¢.
S kirurgija tega tipa lahko opiSemo spremembo topoloSke strukture podnivojnice
gladke funkcije v Morsejevi kriti¢ni tocki. Naslednji izrek je eden od osnovnih
rezultatov Morsejeve teorije.

Izrek 4.35 Naj bo M gladka mnogoterost dimenzije m, p : M — R gladka
Morsejeva funkcija in a < b regularni vrednosti p, tako da je mnoZica

M,y ={xeM:a<p(x)<b}
kompaktna. Potem velja naslednje.
(a) Ce M, ;, ne vsebuje nobene kriticne tocke funkcije p, so podnivojnice
M, ={xeM:p(x) <t}

za t € [a,b] paroma difeomorfue in My je gladek deformacijski retrakt M za
vsak para <t <s < b.

(b) Ce M, ;, vsebuje natancno eno kriticno tocko funkcije p in ima ta tocka Morsejev
indeks k, je My, difeomorfna M, z dodanim roc¢ajem indeksa k. V primeru k =0
je My, is difeomorfna disjunktni uniji M, in kompaktne m-razseZne krogle.

V primeru (a) lahko najdemo difeomorfizem
M, — {x€M:p(x) =a} x[0,1]

z uporabo toka gladkega vektorskega polja V, ki zados¢a V(p) > 0 na M, ;. Lahko
vzamemo kar gradient funkcije p. Ce V pomnoZimo s primerno izbrano pozitivno
funkcijo, bo tok ¢, polja V preslikal nivojnico {p = a} difeomorfno na {p =a+1}
za vsak 1 € [0,b —a]. S tem dobimo difeomorfizem mnoZice M,;, na produkt
{p = a} x [0,1], z ustrezno modifikacijo pa tudi difeomorfizem M, = {p < a} na
M, ={p < b}.

Primer (b) lahko vidimo povsem eksplicitno z uporabo primera (a) ter analizo
spremembe podnivojnice M; pri prehodu kriticne tocke z uporabo modelne
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kvadrati¢ne Morsejeve funkcije {.13). V okolici kriti¢ne tocke se namre¢ p ujema
s tako funkcijo v primerno izbranih lokalnih koordinatah.

1z trditve sledi, da ima vsaka mnogoterost M Morsejevo funkcijo iz¢rpanja
p : M — R. To pomeni, da lahko zgradimo M z zaporednim dodajanjem rocajev
indeksa med 0 do m = dimM. Vsaka kriti¢na to¢ka nam da nov rocaj. Ob prehodu
lokalnega minimuma funkcije p dobimo novo povezano komponento podnivojnice,
ob prehodu lokalnega maksimuma pa nalepimo na podnivojnico disk maksimalne
dimenzije m = dimM in s tem kompaktificiramo ustrezen konec mnogoterosti.
Rocaji indeksa k € {1,...,m — 1} predstavljajo hiperboli¢ne tocke. Rocaji, ki jih
prilepimo na razli¢nih korakih procesa, se lahko med seboj topoloSko kraj$ajo in
natan¢na analiza topologije kon¢ne mnogoterosti ni preprosta.

Rocajna struktura ploskev. Naj bo M gladka ploskev in p : M — R gladka
Morsejeva funkcija izCrpanja. Za vsako regularno vrednost ¢ funkcije p je nivojnica
{p = ¢} unija kon¢no mnogo gladkih Jordanovih krivulj, M, = {p < ¢} pa je
kompaktna ploskev z gladkim robom dM, = {p = c}.

Ce p nima kriti¢nih vrednosti na intervalu [a, b], je

Myp={xeM:a<p(x)<b}=M,\M,

unija konéno mnogo kompaktnih kolobarjev, enega za vsako povezano komponento
nivojnice {p = a} (glej izrek |4.35|(a)).
Kaj se zgodi v lokalnih minimumih in lokalnih maksimumih smo Ze opisali.

Naj bo sedaj p € M kriti¢na tocka z Morsejevim indeksom ena. Lahko vzamemo,
da je to edina kriti¢na to¢ka na nivojnici {p = p(p)}. Izberimo Stevili a < p(p) < b
dovolj blizu p(p), tako da je p edina kriti¢na to¢ka funkcije p na kompaktni mnozici
{a < p < b}. Tzrek .35] (b) pove, da je M;, = {p < b} difeomorfna ro¢ajniku, ki
ga dobimo s tem, da na podnivojnico M, = {p < a} prilepimo trak H = [—1,1]?
(roCaj indeksa 1), tako da se stranici {1} x [—1,1] traku H difeomorfno prilepita
na disjunkta loka I. C dM,. Glede lege teh lokov imamo naslednje moZnosti.

(i) Iy in I_ leZita v isti povezani komponenti nivojnice dM, = {p = a}.
(i) I+ in I_ lezZita v isti povezani komponenti podnivojnice M, = {p < a}, toda v
razli¢nih povezanih komponentah njenega roba dM,,.
(iii) I; and I_ leZita v razli¢nih povezanih komponentah mnoZice M,,.

Dodatne podprimere dobimo z upoStevanjem orientabilnostnega tipa prikljucitve
rocaja. Ce je M, orientabilna in je trak H na obeh lokih prilepljen v pravilni smeri
upostevaje koherentno orientacijo roba dM,, je tudi M, orientabilna; v nasprotnem
primeru je nenorientabilna.

Denimo, da smo v orientabilnem primeru.

V primeru (i) imata ploskvi M, in M, isti topoloski rod, rob dM,, pa ima eno
povezano komponento veé kot dM,,.

V primeru (ii) je gen(M,) = gen(M,) + 1, Stevilo povezanih komponent roba pa
se zmanjSa za 1. V tem primeru je M, par hla¢ (to je kompaktna ploskev roda
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ena s tremi robnimi komponentami) skupaj s konéno mnogo paroma disjunktnimi
kolobarji (glej sliko [4.1)).

V primeru (iii) rocaj H povezuje razli¢ni povezani komponenti podnivojnice M,,
rod se ne spremeni in Stevilo povezanih komponent roba se zmanjsa za 1.
Eulerjevo Stevilo ploskve se zmanjSa za 1 v primerih (i) and (ii) in se pove¢aza 1 v
primeru (iii).

bK bk
K
— N
N—

Fig. 4.1 Par hla¢

Na sliki vidimo spodnji del K z dvema robnima komponentama. Nanj smo najprej
nalepili lok E, pripet v robnih to¢kah iz razli¢nih komponent roba dK. Nato smo
lok odebelili, kot da bi nalepili trak H. Zatem smo dobljeno domeno povecali brez
spremembe topologije do kon¢ne domene L. Zgornji del L\ K je par hla¢.



Poglavje 5

Liejeve grupe in Liejeve algebre

5.1 Definicija Liejeve grupe in primeri

Definicija 5.1 /. Realna Liejeva grupa je gladka mnogoterost G, ki je hkrati

grupa, tako da so algebraicne operacije (produkt G X G — G, (g1,82) — 8182
in inverz G — G, g — g~ ') gladke preslikave.

2. Kompleksna Liejeva grupa je kompleksna mnogoterost G, ki je hkrati grupa,

tako da so grupne operacije holomorfne.

3. Naj bo G Liejeva grupa. PodmnoZica H C G je Liejeva podgrupa, ce je

podgrupa in obenem podmnogoterost Liejeve grupe G.

Primer 5.2 (Primeri Liejevih grup.)

L.

(R",+) je komutativna (abelova) Liejeva grupa.
(C",+) je kompleksna Liejeva grupa.
Splosna linearna grupa

GL,(R) = {A e R™" : detA # 0}

nad R je odprta podmnozica evklidskega prostora R" in je realno-algebrai¢na
Liejeva grupa.

Produkt (A, B) — A - B je bilinearna operacija v koeficientih matrik.

Inverz A — A~! = 712 A je racionalna preslikava.

Splosna linearna grupa GL,(C) = {A € C"*" : detA # 0} nad C je odprta
podmnoZica evklidskega prostora c” in je kompleksno-algebrai¢na Liejeva
grupa.

Specialna linearna grupa

SL,(R) = {A € GL,(R) : detA = 1}

nad R je zaprta Liejeva podgrupa grupe GL,(R).

169



170

5 Liejeve grupe in Liejeve algebre

Stevilo 1 € R je regularna vrednost polinomske funkcije GL,(R) 3 A — detA €
R, zato je SL,(R) gladka algebrai¢na hiperploskev v GL,(R).

. Specialna linearna grupa SL,(C) = {A € GL,(C) : detA = 1} nad C je

kompleksno-algebrai¢na Liejeva podgrupa (hiperploskev) kompleksne Liejeve
grupe GL,(C).

. Ortogonalna grupa 0,(R) = {A € GL,(R) : ATA = I} nad R je algebrai¢na

Liejeva podgrupa v GL,(R).

Ce definiciji zamenjamo R s C, dobimo kompleksno ortogonalno grupo 0,(C),
ki je kompleksno algebrai¢na podmnogoterost GL,(C).

Ni tezko videti, da je O,(R) definirana z n+ (n—1)+---+1 = "(”;U

e 2 .
neodvisnimi ena¢bami v GL,(R) C R™, zato je

» n(n+1) _n(n—l).

dimg 0,(R) =n 5 =" 3

Podobno je

n(n—l).

dim¢ 0,(C) = >

. Unitarna grupa U, = {A € GL,(C) ATA=1 } je zaprta realna Liejeva podgrupa

sploSne linearne grupe GL,(C) nad C, ni pa kompleksna podmnogoterost
GL,(C). V resnici je U (n) povsem realna podmnogoterost GL,(C), kar pomenti,
da njen tangenten prostor v poljubni tocki ne vsebuje nobenega netrivialnega
kompleksnega podprostora. Njena realna dimenzija je

1
dimg U, = n®> = 3 dimg GL,(C).

Grupa GL,(C) je kompleksifikacija podgrupe U, in jo vsebuje kot maksimalno
povsem realno podgrupo.

. Specialna ortogonalna grupa nad R,

S0,(R) ={A € O,(R) : detA = 1} = 0,(R) NSL,(R),
je zaprta Liejeva podgrupa kodimenzije 1 ortogonalne grupe O,(R). Podobno
je

50,(C)={A € 0,(C) : detA =1} = 0,(C)NSL,(C),

SU,(C) = {A € U,(C) : detA = 1} = U,(C) N SL,(C).
O¢itno je Uy = S'  C enotna kroznica v C. Imamo kratko eksaktno zaporedje
homomorfizmov

1 —SU, — U, &5 U, =85 — 1.

. Za n > 2 ima ortogonalna grupa O,(R) fundamentalno grupo izomorfno Z, =

7/27. Njen enostavno povezan dvojni krov je spinska grupa Spin,. Obstaja
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kratko eksaktno zaporedje homomorfizmov
1 — Zp, — Spin, — 0,(R) — 1.

10. Ce je I' = Zey + Zes + ... + Zey, diskretna aditivna pogrupa v R”, je kvocient
R"/T" je Liejeva grupa z operacijo +, podedovano iz R". Vsaka Liejed grupa
R"/I" se imenuje (realen) torus. Ta grupa je kompaktna natanko tedaj, ko ima
podgrupa I C R" maksimalni rang enak n.

11. Podobno kot v prej$nji tocki je za vsako diskretno aditivno podgrupo I C C”
kvocient C"/I" kompleksna Liejeva grupa, ki se imenuje kompleksen torus.

Naj bo 1 € G enota Liejeve grupe G. Vsakemu elementu g € G priredimo levo
mnozenje z g:
le:G— G, l(g)=gg zavsakg' €G

in desno mnoZenje z g:
re:G— G, r(¢)=g'g zavsak g’ €G.
Obe preslikavi g, 7, sta difeomorfizma z inverzoma
(lg)' = le-1, (rg)”' = Tg-1.
Za vsak par g,h € G veljajo naslednje lastnosti:
lhg =1lpolg, rpg=rgory, loryg=rgol.

Definicija 5.3 Vektorsko polje v na Liejevi grupi G se imenuje levo invariantno, e
Jje (lg)«v =v za vsak g € G, in desno invariantno, ¢e je (rg).v =v za vsak g € G.

5.2 Liejeva algebra in invariantna vektorska polja

Definicija 5.4 Naj bo G Liejeva grupa z enoto 1. Njena Liejeva algebra je

g := T1G = tangentni prostor na G v enoti 1 € G.

Zaenkrat je g samo vektorski prostor, a bomo na njem naravno vpeljali Liejev
oklepaj, tako da bo postal Liejeva algebra.

Vsakemu elementu v € g priredimo vektorsko polje V = ¥ na G s predpisom:
Ve=d(lg)1-v= () veT,G, gecG. (5.1

Ocitno je V gladko vektorsko polje na G, saj so grupne operacije gladke.
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1%
g //\.‘/ (L)wv € T,G
l
8

Trditev 5.5 Vektorsko polje V. (5.1) na G je levo invariantno. Ce je W levo
invariantno vektorsko poljena G zWy =v =V, je W =V.

Dokaz Prva trditev sledi iz naslednjega racuna, ki velja za vsak par g,k € G:

(In)(Vg) = (In),(lg) ,v=(Inoly) v = (lng) ,v = Vg = Vie)-

Druga trditev sledi iz Wy = (Ig)«v =V, za vsak g € G, pri Cemer prva enakost velja,
ker je W levo invariantno. O

Na podoben nacin elementu v € g priredimo vektorsko polje

Ve =d(rg)1v=(rg)«v € T,G, geG.
Kot zgoraj vidimo, da je polje V desno invariantno, to je, (rh)*ﬁ =V zavsakheG.
Opomba 5.6 V splosnem je V # V, razen &e je G abelova grupa.
Primer 5.7 1. G= (R",+) (enota grupe je 0)

Liejeva algebra g = TH)R" = R”
v=(v1,...,v) €R"

n
v=V=Yv j% (vektor v =V translatiramo po R")
=
2. R* =R\ {0}, ve IR = R, I, je mnoZenje z x. Prirejeno levo invariantno

vektorsko polje je V, = vx%, x e R*.

Bazno levo invariantno vektorsko polje, ki pripada 1 € TIR =R, je x%.

Trditev 5.8 Ce sta V,W levo invariantni vektorski polji na G, potem so tudi
vektorska polja V+W, cV (c € R) in [V,W] levo invariantna.

Dokaz Naj bo / poljubno levo mnoZenje na G. Potem je
LVA+W)=LV+ILW=V+W,
ker sta V in W levo invariantni. Podobno
L(cV)=c(lLV)=cV, L([V,W])=[LV,LW]=[V,W].
Trditev je dokazana. O

Oznac¢imo z X (G) Liejevo algebro vseh gladkih vektorskih polj na G. Liejev oklepaj
na X (G) je komutator polj:
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(V,W) — [V,W] = LyW.
Oglejmo si vloZitev, ki jo podaja (5.1)):
TIG=g—> X(G), g3v-V e X(G).

1z trditve sledi, da je slika vloZitve @ : g < X (G) Liejeva podalgebra Liejeve
algebre X (G) vseh vektorskih polj.

Posledica 5.9 Obstaja natanko ena struktura Liejeve algebre na tangentnem
prostoru g = TG, za katero je vioZitev @ : g — X(G) Liejev izomorfizem g na
podalgebro levo invariantnih polj na G.

Trditev 5.10 Tangentni sveZenj vsake Liejeve grupe G je trivialen.

Dokaz Izberimo bazo vy, ..., v, vektorskega prostora 7;G = g. Najbodo V!,..., V"
pripadajoca levo invariantno vektorska polja na G. Ker je

V{=d(l,)1-vj, g€G, j=1,....n

in je levo mnoZenje I, : G — G difeomorfizem grupe G, so vektorji Vgl7 ..., Vg baza
tangetnega prostora T, G za vsak g € G. Preslikava

n
GxR">(g,(c1y..-,¢n)) N ZC]-VKJ € T,G
=

je izomorfizem vektorskih sveZnjev. O

Trditev 5.11 Vsako levo invariantno (ali desno invariantno) vektorsko polje na
Liejevi grupi je kompletno, to je, njegov tok ¢; obstaja za vsak t € R.

Dokaz Naj bo V levo invariantno vektorsko polje na G in y(¢) (+ € I C R) njegova
tokovnica z ¥(0) = 1 € G. Izberimo element g € G in si oglejmo pot

At) =1L(y(t) =g-v(t) €G, tel
Velja A(0) =gy(0) =gin
A1) = (), 1) = (lg) Vi) = Veyy = Va1 €L

Torej je A(¢) (¢ € I) tokovnica polja V, ki je v Casu t = 0 v tocki g. To pomeni, da
fundamentalna domena toka polja V vsebuje mnozico G x I C G x R. Odtod sledi,
da je V kompletno (njegova fundamentalna domena je G x R). O

Trditev 5.12 Tokovnica ¥(t) levo invariantnega vektorskega polja V skozi enoto
¥(0) = 1 € G je enoparametricna podgrupa grupe G:

vt +s) = y(s)y(t) = y(t)y(s) zavsak s,t € R.
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Dokaz Fiksirajmo s € R in si oglejmo poti
Rt y(t+s), R >t y(s)y(z).

Obe sta tokovnici polja V, ki sta pri # = 0 v tocki ¥(s). Zaradi enoli¢nosti tokovnic
sledi, da sovpadata in trditev sledi. O

Primer 5.13 1. G=(R",+)
g=THR"=R"
[-,-] = 0 ker je G abelova
Levo invariantna polja so konstantna polja
v,wE g, [v,w] =[V,W]o (ker imata V,W konstantne koeficiente), Vo =v, Wy =w
2. GL,(R), gl, = T;GL,(R) = R = R™" (n x n matrike), I = identi¢na
matrika, A = (a;;) € gl,, VA pripadajoce levo invariantno vektorsko polje na
GL,(R), X € GL,(R)
y(¢t) =I+1tA € GL,(R) za majhne |¢|, ¥(0) =1, 7(0) = A tangentni vektor poti }.

d
(Vhx = —
dt|,—o

_ 4 X(I+1A)
dt t=0
d
=—| (X+1XA)
dt|,_

= XA € TyGL,(R) = R™".

Ix - y(t)

Oznacimo koordinate na R"" z X = (x;;):
J
(v Z Z Yikdj | 5
i,j=1 L

Vsota Y;_; xiay; je element (i, j) matrike XA, ki predstavlja levo invariantno
vektorsko polje V4 v to¢ki X. Naj bo §e B € gl,, in

(VE)x = Z (lep pm)flm

I,m=1

Odtod sledi
8(x1 b ) 0 8(x~kak-) J
vA VB = <x-a PP by — et >—
[ } i,j,l§m,p ki 8x,-j 8xlm IpZp 8me 8x,-j
d d
= Z Xikayjb jma Z Xiphp kak]a

i,j.km Xim i jp
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Sedaj poglejmo vrednosti pri X = I: x;, = 8, xi = 0. Dobimo

d
VA Ve, =Y aijb jm5— Zbkakja ~AB — BA.
i,j,m
——— H/—/
(AB)im (BA)ij

Torej je [VA, V2] levo invariantno vektorsko polje na GL,(R), ki pripada matriki
[A,B] =AB—BA € gl,.
gl, = (R"™" [-,]), kjer je Liejev oklepaj [-, -] matri¢ni komutator.

Izratunajmo e tok vektorskega polja Vi§ = XA, X € GL,(R). Njegova
tokovnica t — X (¢) € GL,(R) skozi X (0) = I zadoi¢a

X(1) = Vi =X (DA.

Resitev te matri¢ne diferencialne enacbe je

o

Ker je tok levo invarianten, sledi, da je ¢,(X) = Xe'4, ¢t € R.

Desno invariantno vektorsko polje, prirejeno matriki A € gl,,, je Vx = AX
(X € GL,(R)) in njegov tok je w;(X) = ¢"4X. V tem primeru je

VA, VB =BA—AB=—[A,B] = —[VA,VE].

5.3 Eksponentna preslikava na Liejevi grupi

Naj bo G Liejeva grupa. Definirali bomo preslikavo
exp:g=1G—G.

Modelni primer: G = GL,(R), g = gl,, = R™" (n x n matrike);

|
exp(A) = Z EAk
k=0""

Eksponentno prelikavo na poljubni Liejevi grupi definiramo na naslednji nacin.
Vektorju v € g smo priredili levo invariantno polje V na G s predpisom

Ve = (dl)v€T,G, g€G.
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Ker je polje V kompletno, obstaja tokovnica ¢ (1) za vsak ¢ € R. Sedaj definiramo
expv =@ (1).

V primeru, ko je G = GL,(R), v =A € gl,,, ¢$*(I) = "4, dobimo

=

exp(4) = 9 (1) = — ,;)/:!Ak‘

Preslikava exp : g — G je gladka, exp(0) = 1.

Trditev 5.14 Diferencial eksponentne preslikave exp : g — G v 0 € g je identicna
preslikava na Liejevi algebri g:

dexplo:Tog=g —TiG=g,  dexplo=1Idg.

Dokaz Naj bo v € g in V prirejeno levo invariantno polje na G. Oznacimo z
Ay(t) = ¢ (1) tok polja V. Po definiciji je torej exp(v) = A,(1) za vsak v € g.

Naj bo s € R. Ker je sV levo invariatno polje, prirejeno vektorju sv = sV|; € g, je
preslikava r — A, (¢) tokovnica polja sV, ki gre pri t = 0 skozi 1 € G. Trdimo:

)“sv(t) = A'\)(Sl‘)~ (5.2)
Dokaz: 4 4 4
u
E/%(Sf) = E;LV(”) 2 =5 Vi
—_——
Vi) 8

To pomeni, da je tudi ¢ — A, (st) tokovnica polja sV, ki gre priz =0 skozi 1 € G. Iz
enoli¢nosti tokovnic sledi Ay, (1) = A, (s) in je formula (5.2)) dokazana. Ce vstavimo
v to formulo ¢ = 1, dobimo

exp(sv) = An(1) = A(s), s€eR.
Z odvajanjem po s pri s = 0 sledi

d
exp(sv) = —
s=0 ds =i

ds

Ay(s) = .

Ker je s — sv € g pot s tangentnim vektorjem v, je po geometrijski definiciji
diferenciala leva stran zgornje enacbe enaka d exp |o - v. Enacba torej pove:

dexplop-v=v, veEg.
Opomba 5.15 Izrek o inverzni preslikavi pove, da exp : g — G preslika neko

okolico 0 € g v Liejevi algebri g difeomorfno na neko okolico identitete 1 € G.
V sploSnem ta preslikava ni surjektivna na G in lahko ima kriti¢ne tocke.
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Dominanten sprej na Liejevi grupi. S translacijo eksponentne preslikave z
grupnim produktom dobimo dominanten sprej na G. To je Se posebej zanimivo na
kompleksnih Liejevih grupah, kjer sledi, da je vsaka taka grupa Oka mnogoterost.
Konstrukcija je naslednja. Naj bo dimG = n. Produkt G x g = G x R" je trivialen
vektorski svezenj nad G. Definiramo preslikavo s : G X g — G s predpisom

S(g,V) :gev:lg(ev)a S'(g,O) :g
Njen diferencial v to¢ki (g,0) iz ni¢elnega prereza je linearna preslikava
ds(gAO) : T(g.,O)(G X g) — TgG.

Tangentni prostor 7{, o (G x g) je direktna vsota T,G @ Tyg, kjer je drugi sumand
tangenta na vlakno (t.i. vertikalni tangentni prostor v tocki (g,0)). ZoZitev
diferenciala na drugo komponento g je enak diferencialu preslikave g > v+ I, (e")
pri v = 0. Po veriZznem pravilu je ta enak

d(lg)0d(eo = d(lg)1 : g T;G,

torej je izomorfizem.

5.4 Liejeve podgrupe in podalgebre

Naj bosta G in G’ Liejevi grupi in g, ¢’ njuni Liejevi algebri.

Definicija 5.16 Gladka preslikava F : G — G', ki je hkrati homomorfizem grup, se
imenuje homomorfizem Liejevih grup.

Naslednjo trditev naj bi dokazali na vajah.

Trditev 5.17 Naj bo F : G — G' homomorfizem Liejevih grup.

1. Za vsako levo invariantno vektorsko polje V na G obstaja natanko eno levo
invariantno polje V na G', tako da velja dF,V, = Vi) zavsak g € G.

Diferencial dF; : g — ¢’ v identiteti 1 € G je homomorfizem Liejevih algeber.
Jedro kerdF je Liejeva podalgebra Liejeve algebre g.

Slika dFy(g) je Liejeva podalgebra Liejeve algebre g'.

Rang preslikave F je konstanten (neodvisen od tocke g € G).

Sk

Jedro H =kerF = {g € G: F(g) = 15} je Liejeva podgrupa grupe G.

Posledica 5.18 Ce je H Liejeva podgrupa Liejeve grupe G, je njena Liejeva algebra
h = ThH Liejeva podalgebra Liejeve algebre g = T1G.
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Dokaz Uporabimo prejsnjo trditev za inkluzijo F : H = G. O

Primer 5.19 Naj bo gl, Liejeva algebra vseh n x n matrik s komutatorjem.
Liejeva algebra sl,, specialne linearne grupe SL,(R) je enaka

sl, ={A € gl, :slA=0}.
To vidimo takole. Naj bo A € s[,,. Tedaj obstaja pot
X(1) =1+tA+0(1?) € SL,(R),

torej detX (r) = det(I+tA+O(t*)) = 1 za vsak r. Ce odvajamo po ¢ pr ¢ = 0, dobimo
0= det(I+ta+0(2) =slA
~dtli=0 -

Velja tudi obratno: vsaka matrika A z nicelno sledjo lezi v sl,,.

Podobno vidimo, da je Liejeva algebra o, ortogonalne grupe O, (R) enaka
op={Acgl,:A+AT =0}.
To dobimo z odvajanjem enacbe
(I+1A4+0(*)I+tAT +0(?) =1
prit = 0. Liejeva algebra o, torej sestoji iz antisimetri¢nih matrik.
Sedaj bomo dokazali naslednji izrek v obratni smeri.

Izrek 5.20 Naj bo G Liejeva grupa z Liejevo algebro g = T1G. Za vsako Liejevo
podalgebro ) C g obstaja natanko ena povezana Liejeva podgrupa H C G z Liejevo
algebro h = T1H.

Dokaz Izberemo bazo vi,...,vy € h = R Naj bodo Vj,...,V, prirejena levo
invariantna polja. Ta napenjajo podsvezenj E C TG ranga d tangentnega sveznja
T G z vlaknom

E, =Lin{Vi(g),...,Vu(g)}, g€G.

Trdimo, da je E involutiven podsveZenj. V ta namen moramo dokazati, da je
komutator [V;,V,] tangenten na E za vsak j,k=1,...,d. To polje je levo invariantno
vektorsko polje, ki pripada komutatorju [v;,vk] € g. Ker je h Liejeva podalgebra, je
[vj,vi] € b, torej je

d

vj,vi] = Zcijkvi, cijk €R.

i=1
Ker se operacije na vektorjih iz g ujemajo z operacijami na prirejenih levo
invariantnih vektorskih poljih, odtod sledi
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d
Vi Vil = Y cinVi.
i=1

Polje na desni pa je seveda tangentno na E, saj je linearna kombinacija tangentnih
polj. Torej je E involutiven.

Po Frobeniusovemu izreku obstaja natanko ena povezana maksimalna integralna
podmnogoterost H C G skozi to¢ko 1. H je injektivno imerzirana podmnogoterost
v G, ki je dobljena kot orbita tokov vektorskih polj Vi,...,V; skozi 1. Lokalno v
okolici 1 € G dobimo H z eksponenciranjem vektorjev iz Liejeve algebre h. Ni
tezko dokazati, da je H tudi podgrupa grupe G. 0O

Brez dokaza bomo navedli naslednji izrek.

Izrek 5.21 (Ado) Vsaka koncno dimenzionalna Liejeva algebra g je izomorfna neki
Liejevi podalgebri gl,, za nek n € N.

Posledica 5.22 Za vsako Liejevo algebro g obstaja povezana Liejeva grupa G, ki
ima g za svojo Liejevo algebro: T\G = g.

Ce je G % G univerzalni krov ((A; enostavno povezana Liejeva grupa), potem je 7
lokalni difeomorfizem: N
'G=T1G=g

Opomba 5.23 V splo$nem univerzalni krov neke matri¢ne Liejeve grupe (podgrupa
v GL,(R)) ni matri¢na grupa.

Primer 5.24 SO,,, n > 2. Npr., SO, ima fundamentalno grupo 7 (SO4) = Z, =
{0,1}.

. dvolistni univerzalni
0~ Zo > Sping == " 504 1

oV

Primer 5.25 J
1583 =8U, U, &5 8" =U; — 1,

ﬂl(Uz) = 7'[1(51) = Z,

5.5 Adjungirana reprezentacija Liejeve grupe
Vsako Liejevo grupo G lahko vlozimo v grupo difeomorfizmov DiffG tako, da
vsakemu elementu g € G priredimo levi produkt s tem elementom:

G — DiffG, g l,.

Avtomorfizem Liejeve grupe G je difeomorfizem G — G, ki je tudi grupni
homomorfizem. MnoZico vseh avtomorfizmov oznacimo z AutG. Levo mnoZenje
I, ni avtomorfizem Liejeve grupe, ker identiteto preslika v g.
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Primer 5.26 Vsakemu elementu g € G priredimo notranji avtomorfizem o, € AutG
s predpisom
o,(h)=ghg™', heG.

Preverimo, da je to res avtomorfizem:
oy(hhy) = ghihag ™' = ghig ' ghog ' = 0,(h1) - 04 ().

Naj bo G povezana Liejeva grupa in o € AutG. Diferencial o, preslika vsako levo
invariantno polje na G v levo invariantno polje; torej o, inducira Liejev izomorfizem
Liejeve algebre levo invariantnih vektorskih polj na G samo nase. Njegova vrednost
v identiteti 1 € G je torej Liejev izomorfizem

dalleG:gig.

Naj bo v € g inV prirejeno levo invariantno polje: V; = v. Ozna¢imow =da; (v) € g
in W levo invariantno polje z W; = w. Potem je ..V = W. Oznacimo s ¢, tok polja
Vins y; tok polja W. 1z o,V = W sledi

ooy =yoa VteR.

Uporabimo to identiteto pri # = 1 in na zaCetnem elementu 1 € g:

aogi(1)=yroa(l) =y (l).

Po definiciji eksponentne preslikave je ¢’ = ¢;(1) in € = y;(1). Zgornja enatba
torej pove:
afe’) =e" =edn,

Posledica 5.27 Ce je G povezana Liejeva grupa in je o € AutG avtomorfizem z
doy =1d, potem je o0 = 1dg.

Dokaz Ce je day = 1d, sledi a(e”) = ¢', Vv € g. Vemo, da je mnoZica U = {e’ €
G :v € g} okolica 1 € G. Ker je na tej okolici @ = Id in je G povezana, sledi
a =1dg. Razlog je v tem, da lahko vsak element g € G zapiSemo kot koncen produkt
g=g182...8n elementov g; € U.

§=81-8.--"8N,  Vgj=¢e"
alg) = ale)a(e)...a(e™) = ¢
S tem je posledica dokazana. 0O

Dobili smo torej reprezentacijo grupe avtomorfizmov AutG kot grupo linearnih
avtomorfizmov Liejeve algebre g:
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AutG > ot — doy € Autg = grupa vseh Liejevih avtomorfizemov g.

Ta reprezentacija je zvesta (faithful), kar je ravno prejsnja posledica.

Oglejmo si sedaj prirejeno reprezentacijo podgrupe vseh konjugiranj oy:

G—% AutG — VL Augg
Ad
gl - d(o,)1

Ad: G — Autg je adjungirana reprezentacija G
g — d(0g):

Z diferenciranjem preslikave Ad : G — Autg v identiteti 1 € G dobimo adjungirano
reprezentacijo Liejeve algebre g v Endg:

d(Ad),:TIG =g o, TiAutg = Endg.
Trditev 5.28 Za vsak v € g velja

ad(v)w=[w,v], weg.

Dokaz Izberemo lokalne koordinate x = (xj,...,x,) na G v okolici 1 € G, x(1) =
(0,...,0) € R". Naj bosta

d d
99VWV2;51‘(9€)$

1

i 0
goIw~W=) n;(x)5—
j=Z’1 I 8xj

levo invariantni vektorski polji na G. Fiksirajmo ¢ € R.

v
=g
1
w
eSW
c (eSW) _geswgfl _ elvesweftv
o = =
Za fiksen t je
13 v d v sw
Ad(ev)w=do(") |, -w= — o(e")e
ds s=0

Z odvajanjem po ¢ pri t = 0 dobimo:
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=L aerw = 2
A= —0 M= Gsort P

etvesweftv

Z Liejevim razvojem toka ni tezko videti, da je ta izraz enak [w,v]. O



Poglavje 6
Diferencialne forme in integracija

Do sedaj smo se ukvarjali z diferencialnim raunom na mnogoterostih, v tem
poglavju pa bomo spoznali integracijo na mnogoterostih. V ta namen si bomo
najprej ogledali pojem diferencialnih form in se seznanili z operacijami z njimi.
Poleg obicajnih algebrai¢nih operacij, ki sledijo dejstvu, da so diferencialne forme
prerezi vnanjih potenc kotangentnega sveznja (torej prerezi vektorskih sveZnjev),
uvedemo algebrai¢no operacijo vnanji produkt in diferencialni operaciji povlek in
vnanji diferencial. Slednja je posploSitev operacij kot so diferencial in gradient
funkcije, rotor in divergenca vektorskega polja in podobno.

Integral diferencialne forme na mnogoterosti je posplositev pojma integrala vek-
torskega polja vzdolz orientirane krivulje (cirkulacija) ter integrala pretoka vek-
torskega polja skozi orientirano ploskev v evklidskem prostoru (fluks). Diferen-
cialne forme in njihove posploSitve, potoki, so objekti, ki vsebujejo analogno in-
formacijo kot mere in se pri zamenjavi koordinat transformirajo enako kot klasi¢en
n-terni integral na domenah v evklidskem prostoru R", ob pogoju, da ta zamenjava
koordinat ohranja orientacijo. Definiramo lahko torej integral diferencialne n-forme
na orientirani n-razezni mnogoterosti, v kolikor ni problemov s konvergenco (in teh
ni na kompaktnih mnogoterostih ali za forme s kompaktnim nosilcem).
Diferencialne forme imajo tudi pomembno dodatno vlogo, saj lahko z njimi detekti-
ramo topolosko strukturo mnogoterosti. Konkretno lahko vsako kohomolosko grupo
gladke mnogoterosti z realnimi ali kompleksnimi koeficienti izrazimo kot kvocient
vektorskega prostora sklenjenih diferencialnih form danega reda (torej takih z vnan-
jim diferencialmo ni€) in njegovim podprostorom vseh eksaktnih form (diferen-
cialov), torej s povsem analiti¢no informacijo. Ta predstavitev kohomoloskih grup
se imenuje de Rhamova kohomologija mnogoterosti.

Poleg integrala diferencialne forme bomo definirali tudi pojem volumske mere na
Riemannovi mnogoterosti, to je mnogoterost opremljena z Riemannovo metrike.
Z uporabo volumske forme lahko definiramo integral skalarne funkcije na
mnogoterosti, pri ¢emer orientabilnost ne igra vloge. To je posploSitev pojma
ploskovnega integrala prve vrste, torej integrala funkcije po ploskovni meri.

183
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6.1 Kotangentni sveZenj in diferencialne 1-forme

Kotangentni sveZenj T*X gladke mnogoterosti X je dualni sveZenj tangentnega
sveznja TX:

T°X = (TX)" = | |T/X

xeX

Elementi kotangentnega prostora 7,”X v tocki x € X so linearni funkcionali 7} X —
R na tangetnem prostoru in se imenujejo tangentni kovektorji v tocki x. Ta pojem
smo spoznali Ze v razdelku [3.6] (glej primer [3.22)), kjer smo tudi opisali sveZenjski
atlas na T*X ter prehodne preslikave.
Prerez o : X — T*X kotangentnega sveZnja se imenuje diferencialna 1-forma (ali
na kratko 1-forma) na mnogoterosti X. Diferencialne 1-forme na X torej sestavljajo
vektorski prostor I'(X, 7*X) vseh prerezov kotangentnega sveZnja.
Ce je X mnogoterost razreda %" za nek r > 0, je njen kotangentni svezenj X — X
vektorski sveZenj razreda ¢ ~!. V tem primeru je diferencialna 1-forma o razreda
%* zanek s < r—1, Ce je preslikava a : X — T*X razreda . Vektorski prostor
vseh takih 1-form bomo oznacili z

21 (x).

V primeru s = oo (ali &e s ni doloen) bomo spodnji indeks izpustili in pisali 2' (X).
Vsaka € funkcija g : X — R doloca 1-formo dg (diferencial funkcije g) razreda
¢! s predpisom

dgyv = v(g), veTX.

To je vrednost tangentnega vektorja v € 7,X na funkciji g (ekvivalentno, odvod g v
tocki x v smeri vektorja v).

Ce je x = (x1,...,%y) : U — R" lokalna karta na odprti podmnozici U C X,
so diferenciali koordinatnih funkcij dx,dxs,...,dx, v vsaki tocki p € U baza
kotangetnega prostora 7,X, ki je dualna bazi d/dxi,...,d/dx, tangentnega
prostora T,,X, saj je

(dx;,d/dx;) = dxi/dx; = &;; (Kroneckerjev delta).

Vsako diferencialno 1-formo o € 2'(X) lahko na podmnoZici U C X enoli¢no
zapiSemo v obliki

n
o = Z a;(x)dx;,
i=1

kjer so koeficienti a; : U — R funkcije na U. Iz definicij sledi, da je 1-forma o
razreda 6° za nek s < r (kjer je mnogoterost X razreda 4¢") natanko tedaj, ko so
njeni koeficienti v poljubni € karti na X funkcije razreda €.

Prostor 2! (X) vseh 1-form razreda 4* na X je vektorski prostor in modul nad
komutativno algebro ¢ (X) = 29(X). Algebrai¢ne operacije na 1-formah se v
lokalnih koordinatah izrazajo kot obicajna vsota in produkt po komponentah:
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n

a;(x)dx; + ibi(x)dx,- = Z(ai(x) + bi(x))dx;,

i=1

-

i=1

£) iai(xwxi _ if(xmi(x)dxi, e (x).

6.2 Diferencialne forme viSjega reda

Zavsak k € Z naj bo
AfT*M = | | AFTIX
xeX

k-ti vnanji produkt kotangetnega sveZnja mnogoterosti X. To operacijo smo Ze
spoznali v razdelkih [3.7/in[3.8] V posebnem je

AT* X =2 X xR

trivialen sveZenj ranga 1 nad X in A'T*X = T*X. Elementi vlakna AKTX se
imenujejo k-kovektorji, ali kovektorji reda k. Vsak k-kovektor za k > 1 je linearna
kombinacija z realnimi koeficienti razcepnih k-kovektorjev oblike

oy N0 N+ N\ Oy 6.1)
kjer so a; € T)X 1-kovektorji. Vnanji (klinasti) produkt A ima naslednje lastnosti:

e Antikomutativnost: za poljubna o € APTX in B € AITyX je a AP €
APTITX in velja
aAB = (-1)PIB Aa.

¢ Bilinearnost: za poljubne o, 0 € APTX in B € AIT}X je
(+m)AB = auAB+aAP
BA(ai+) = BAoy+B Ao

e Asociativnost: (a AB)AY=0a A (BAY).

Torej je a A B = — A «, Ee sta oba kovektorja lihega redain a A B = B A @, Ce je
vsaj eden od njiju sodega reda. V posebnem velja

aAa =0 zavsak o € AKTX zalihk € N.

Splosno pravilo antikomutativnosti sledi iz posebnega za 1-kovektorje, ki an-
tikomutirajo, in dejstva, da je vsak k-kovektor linearna kombinacija razcepnih
k-kovektorjev oblike (6.I). Pri komutaciji p-kovektorja in g-kovektorja moramo
narediti pg transpozicij, zato dobimo znak (—1)P9.
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Diferencialna k-forma na X je prerez sveZnja AKT*X. Lokalni opis je naslednji.
Izberimo lokalno karto ¢ = (xi,...,x,) : U — R" na odprti podmnozici U
mnogoterosti X. Diferenciali koordinatnih funkcij dx;,dx»,...,dx, so tedaj baza
kotangetnega prostora 7,°X v vsaki tocki x € U. Prirejeno bazo vnanjega produkta
AKT?X za poljuben x € U sestavljajo razcepni k-kovektorji oblike

dx; = dx; Ndxi, Ao N dx,-k, (6.2)

kjer je I = (i1,i2,...,ix) multiindeks dolZzine #/ = kin 1 <ij <ip < --- < i < n.
Torej je

kpxy _ g akmey () n!
rangATX-d1mA7}X-(k)—k!(nk)!.

Za vsako permutacijo T mnozice {1,...,k} velja
dxiy ) NdXip o A Ndx ) = (=1 @y Adxiy A ... A,

Ce se kakSen indeks ponovi, je element enak 0. Opazimo tudi, da je
ANT!X) = {cdxy Ndxa N~ Ndxy:c € R} 2R
kjer je n =dimX in je
ANTIX) = {0} zak>dimX.

Diferencialne forme reda k € Z_, oziroma k-forme na mnogoterosti X so prerezi
vektorskega sveznja AXT*X. V primeru k = 0 so to funkcije na X. Naj bo sedaj
k> 1. V lokalni karti ¢ = (x1,...,x,) : U = R" (n = dimX) na odprti podmnoZici
U C X ima vsaka k-forma enolicen zapis oblike

o = Z ar(x)dxp, (6.3)
#I=k

kjer je dx; bazni kovektor (6.2)) in so a;(x) funkcije na U. Ce je X razreda €, so
sveznji A¥T*X razreda ¢"~' in lahko govorimo o diferencialnih k-formah razreda
%* za poljuben 0 < s < r — 1. Prostor vseh takih form ozna¢imo z

75x),  25(X) = 2(X).

Diferencialna k-forma je razreda ¢ natanko tedaj, ko ima v vsakem koordinatnem
zapisu njen predstavnik (6.3) koeficiente a; € €*(U). Analogno kot v primeru k = 1
je ZX(X) vektorski prostor in modul nad komutativno algebro € (X).

Klinasti produkt A na kovektorjih inducira analogno operacijo na prerezih, torej
diferencialnih formabh, z istimi lastnostmi. Za vsak par p,q € Z, imamo bilinearno,
asociativno, antikomutativno operacijo

A DP(X)x DUX) s DPTX),  (a,B) > aAB.
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Direktna vsota
dimX

2(x) = @@ 7*x)
k=0

z operacijo A je gradirana algebra in modul nad algebro 2°(X) = €>(X).

Kot primer zapiSimo formulo za klinasti produkt poljubnih dveh 1-form v lokalnih
koordinatah:

(iai(ﬂdx,) A (ilbj(x)dxj) = Z(ai(x)-bj(x) —aj(x) 'bi(x))dxi/\dxj.

i<j

Pri integraciji diferencialnih form igrajo najpomembnejSo vlogo forme najviSjega
reda n = dimX. Naj bodo x = (x1,...,x,) lokalne koordinate na U C X in

n
a = Y aij(x)dx;, i=1,...,n
=1

Razmislek pokaZe (glej (3.22))), da je v tem primeru
QN0 ANy = det(a; j(x))dxi Ndxy A--- Ndxy,. (6.4)

Dejansko, ¢lene v produktu na levi dobimo tako, da v vsaki formi ¢; izberemo po
en sumand a; ;(x)dx;, nato pa te sumande klinasto zmnoZimo. Neniceln rezultat
lahko dobimo le v primeru, ko so izbrani indeksi j = j(i) paroma disjunktni, torej
dobljeni s permutacijo indeksov 1,2,...,n. Pri preurejanju diferencialov dx;;) v
naravni vrstni red se pojavi e znak permutacije 7. To pa je ravno pravilo za izra¢un
determinante matrike na desni strani v formuli (6.4).

Vsebinsko gledano so k-kovektorji o € Aka*X v to¢ki x € X alternirajoi k-
linearni funkcionali na tangetnem prostoru 7,X, oziroma (ekvivalentno) linearni
funkcionali na k-tem vnanjem produktu A*T,X tangentnega prostora T.X. Na
razcepnih vektorjih in kovektorjih je bilinearno parjenje definirano takole:

(AN A N0, Vi AVa A+ Avg) = det((oc,',vj>)§j:1 . (6.5)
(Nekateri avtorji dodajo pred determinanto faktor 1/k!.) Na primer:
(a1 Ao, v Ave) = (ar,v1)(02,v2) — (a1, v2) (02, V1)

Za splosnejSe k-vektorje in k-kovektorje se dualno parjenje razsiri po linearnosti.
Ce v lokalnih koordinatah (xp,...,x,) ozna¢imo bazna koordinatna vektorska polja
z d; = d/dx;, dobimo za vsak par urejenih multiindeksov 7, J dolZine k:

(dx,ﬁ,} = (dx,-l/\dx,-z/\.../\dx,»k,ajl/\8,-2/\.../\8”) = 51"17

kjer je 67 =1 in & ;7 = 0 za I # J. To pomeni, da k-kovektorji dx; (6.2) za vse
urejene multiindekse 7 dolZine k sestavljajo bazo prostora AT X, ki je dualna bazi
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J = 8i1 /\8,-2/\.../\8,-k

prostora k-vektorjev AKT X

Opisana dualnost se prenese na diferencialne k-forme in alternirajoca k-vektorska
polja; slednja se imenujejo tudi alternirajoca kovariantna tenzorska polja. Rezultat
parjenja med k-formo « in alternirajo¢im k-vektorskim poljem je funkcija na X. Na
primer, e so oy, ..., 0 diferencialne 1-forme in so vq,...,v; vektorska polja na X,
je rezultat parjenja funkcija, podana s formulo (6.3).

Notranji produkt forme z vektorskim poljem. Sedaj bomo uvedli $e eno
algebrai¢no operacijo, to je notranji produkt forme o z vektorskim poljem v. Ce
je o € Z¥(X) za k > 1 in v gladko vektorsko polje v na X, je notranji produkt
v] o € Z81(X) (ali kontrakcija ¢ z v) definiran s predpisom

W], va A Avgy = (0L, VAR A ), (6.6)

kjer so vy,...,v; poljubna vektorska polja na X. Torej eno spremenljivo fiksiramo.
Druge oznake, ki se uporabljajo v literaturi, so

via = alvA) = ia.
Primer 6.1 Diferencialna (n+ 1)-forma na R"+!,
o = dxo ANdxi N\---Ndxy,

se imenuje standardna volumska forma na R"*!. Naj bo
9
V=) Xji=—
ig(’) ! ax,-
radialno vektorsko polje. Notranji produkt tega polja z o je enak

o=v|o = (fl)ix,'dxo/\~~/\d/\x,-/\~~/\dx,,,

or

i=0

kjer streSica nad ¢lenom pomeni, da je ta ¢len izpuscen. To formo bomo ponovno
srecali v primeru V posebnem primeru n = 1 dobimo

(x0y +y0y) |dxANdy = xdy— ydx.

Podobno je
ok |dxNdy = dy, dy |dxNdy = —dx.
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6.3 Povlek diferencialnih form

Naj bosta X in Y gladki mnogoterosti in f : X — Y gladka preslikava. Kar bomo
povedali, velja tudi za mnogoterosti in preslikave razreda ¢ za nek r > 1.

Diferencial preslikave v tocki x € X je linearna preslikava dfy : T.X — Tp)Y.
Dualna preslikava
fi=(dfe)": Tf*(X)Y - T'X

je podana s predpisom

(fiay) = (@,df(v), vETX, acT),Y.

Naj bodo y = (y1,...,ym) lokalne koordinate na ¥ v okolici tocke f(x). Kovektor

oc T;(X>Yje oblike

m
o =Y cdyily = dgs),
i=1
kjer je g = Y| ¢;y; linearna funkcija v koordinatah yy, ..., y,,. Odtod sledi

(frav) = (fi(dg),v) = (dgs(x),dfx(v)) = d(gof)x(v), veETX,

pri ¢emer smo v zadnji enakosti uporabili verizno pravilo. S tem smo dokazali

fi(dg) = d(gof)x (6.7)

za poljubno diferenciabilno funkcijo g na Y v okolici tocke f(x). Ce pisemo
f=C(fi,-...fm) Kjer je fj =y;o f, dobimo za g = y;:

frdyj) = d(yjof) = dfj.
Povlek poljubne 1-forme & na Y definiramo po vlaknih:

(ffa)(x) = (f)(a(f(x))-

Operacija f* je linearna na vlaknih, saj je dual diferenciala. Zato je tudi povlek
diferencialnih form linearna operacija f* : 2'(Y) — 2'(X). Na funkcijah (0-
formah) je povlek z f preprosto kompozicija z f:

f'g=gof, ge2Y).

V lokalnih koordinatah x = (x,...,x,) na X iny = (y1,...,ym) na Y ter ob zapisu
f=(f1,..., f) dobimo naslednjo formulo za povlek poljubne 1-forme oz € 2! (Y):

J

f*iaj()’)d)’j = iaj(f(x»f;dyj = ilaj(f(x))d(fj(X))
= = P
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_ iaj Zaf, _ Z (iaj(f(X))ag)ix)> dx;.

i=1 \j=1

Ce sta mnogoterosti X,Y in preslikava f : X — Y razreda " ter je € 2} (Y) za
nek s < r, potem iz zgornje formule vidimo, da je f*o € 2! (X).
Z uporabo multilinearnosti se povlek razsiri na k-forme za poljuben k z zahtevo

S (aAB) = ffanf*B. (6.8)

V koordinatah se povlek splo$ne diferencialne k-forme izraZa takole:

Y aydy = Y, ai(f(x)dfi(x) = Y ai(f(x)dfi, Adfi, A...Adf,.

#1=k #1=k #1=k
(6.9)

Octitno je f* : Z¥(Y) — Z*(X) linearna preslikava in homomorfizem modulov nad
prostoroma gladkih funkcij na bazah X in Y.

Posebej pomemben je povlek n-forme s preslikavo med n-razseznimi mno-
goterostmi. V lokalnih koordinatah x = (x,...,x,) in y = (y1,...,y,) in za pres-

likavo y = f(x) = (fi(x),..., fu(x)) iz sledi

dfi
(9)Cj

FdyiN---Ndyy) = dfiN---Ndf, = det( >dx1/\--~/\dxn. (6.10)

Ta formula je kljucna pri definiciji integrala n-forme na n-mnogoterosti, saj pokaze,
da se n-forma transformira po istem pravilu kot zamenjava koordinat v n-ternem
integralu, razen za znak determinante. Ta razlika je pomembna in pomeni, da lahko
integriramo n-formo le po orientabilni n-razseZni mnogoterosti.

Omenimo $e, da je povlek kontravariantno funktorialen:

(gof)'a = f (g a).

6.4 Vnanji diferencial

Poleg Ze obravnavanih algebrai¢nih operacijah, ki delujejo po tockah, uvedemo Se
operacijo diferenciranja form, ki se imenuje vnanji diferencial. To je R-linearna
operacija, ki zviSuje red forme za 1 ter zniZuje njeno gladkost za 1:

d: 7H(X) — 7 (X).

Zaradi preprosti oznak bomo v nadaljevanju obravnavali gladke forme na gladkih
mnogoterostih; vse povedano se smiselno posplosi na forme in preslikave kon¢nega
reda gladkosti. Konstrukcija je povzeta v naslednjem izreku.
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Izrek 6.2 Na vsaki gladki mnogoterosti X z vnanjo algebro 2(X) = @ImX ok(X)
obstaja natanko ena R-linearna preslikava d : 9(X) — P(X) stopnje +1, to je,
d: 2"X) = PV(X) zak=0,1,...,dimX, ki zadosc¢a naslednjim lastnostim.

1. Za funkcije f € 2°(X) = €= (X) je df obicajni diferencial.

2. d je antiderivacija za klinasti produkt:

dloAB) = danB+(—1)PandB zaacPP(X)inP € 29(X).
3. d*>=dod=0.
4. Ce je U C X odprta podmnoZica in o € 2*(X), je d(ot|y) = (dat)|y.
Operator d zadosS¢a tudi naslednji lastnosti:
5. Ceje f: X — Y gladka preslikava, velja

d(ffa) = f*(da) zavsako formo o € P(X).

Tocka 4. zagotovi, de je d lokalen operator, kar pomeni, da je izraCun moZen v
lokalnih koordinatah. V tocki 5. je operator d na levi vnanji odvod na X, operator
d na desni pa vnanji odvod na Y. Poseben primer tocke 5. je inkluzija f : X <— Y
podmnogoterosti v ambientno mnogoterost.

Dokaz Tocka 1. natanko doloca diferencial funkcije. V lokalnih koordinatah
x = (x1,...,%,) na odprti podmnozici U C X je

"9
df = Z‘ia)’;dxi.

Ker je v koordinatah vsaka k-forma oblike (6.3), ot = Y 47—y as(x)dx;, je upostevaje
linearnost operatorja d in zahteve 2., 3. in 4. edina moZna definicija

d Z ar(x)dx; = Z day(x) Ndx;. 6.11)
#1=k #I=k
Iz tocke 5. bo sledilo, da je dobljeni rezultat neodvisen od koordinat.

Najprej preverimo, da je tako definiran diferencial antiderivacija, torej zados$ca
zahtevi 2. Zaradi linearnosti zadoS¢a preveriti pogoj na razcepnih formah:

d(adx; Nbdxy) = d(abdx; Ndxy)
d(ab) Ndxy N\ dx;y
= bdaNdx; Ndxy+adb Ndx; N\dxy

= d(adx;) Nbdxy+ (—1)Padx; Nd(bdxy).

Faktor (—1)? se pojavi, ker smo diferencial db komutirali s p-formo dx;.
Sedaj preverimo to¢ko 3. V primeru, da je oc = f funkcija, dobimo upostevaje (6.11))
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n

d(df) = dZa Zd( >/\dx,

i=1

n 82
= Z f ——dx; Ndx;
s | 0x;0x;

*f *f )
= — dx; Ndx;.
1<1<2;<n <8xj8x,~ ax,'8Xj /

Ce je funkcija f razreda €2, so njeni parcialni odvodi neodvisni od vrstnega reda
odvajanja in zgornji izraz je enak 0, zato je d>f = 0. Na formah vigjega reda dobimo

d(d(adx;)) = d(daNdx;) = d*aNdx;—daNd*x; = 0.
Sedaj preverimo to¢ko 5. V primeru O-forme to lastnost Ze poznamo iz (6.7):

[ (da) = d(aof). (6.12)

Dokaz je sledil iz definicije povleka in diferenciala funkcije in je bil neodvisen od
koordinat. Z uporabo te lastnosti in do sedaj dokazanih lastnosti 1.-3. v izreku bomo
sedaj preverili tocko 5. za preslikavo f = (f1,...,ym) v paru lokalnih koordinat x =
(x1,...,x,) naX iny = (y1,...,yn) na Y. Zaradi aditivnosti povleka in diferenciala
zadosca lastnost dokazati za primer, ko je o = ady; = ady;, \--- Ndyj, .

d(f*(x) & d(aof-dfy, N---Ndfi,)
d(ao f)yNdfi, N---Ndfi,
(da) Ndfiy N---Ndf;,

f
f(da/\dyll/\ -Adyj,)
2 (da).

1z lastnosti 5. za prehodno preslikavo med parom lokalnih koordinat sledi, da je
definicija vnanjega diferenciala (6.11]) dobra v smislu, da je rezultat neodvisen od
izbire koordinat. S tem je izrek [6.2] dokazan.

Definicija 6.3 Diferencialna forma o, € 9(X) se imenuje sklenjena, e je da. = 0.
Forma o € 9*(X) se imenuje eksaktna, Ce je o = d3 za neko formo B € 2*~1(X).
(Ce je k=0, je o funkcija in slednja se imenuje eksaktna le v primeru, da je o0 = 0.)

Iz lastnosti d*> = 0 (totka 3. v izreku sledi, da je prostor eksaktnih k-form
vektorski podprostor vektorskega prostora sklenjenih k-form. Njun kvocient se
imenuje k-ta de Rhamova kohomoloska grupa:

{oe PXX):da=0}  ker(d:2*(X)— 7" (X))
BB (X)] _ imd: 2 1(X) = Z(X))

Hy(X)
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V resnici je H é‘R (X) vektorski prostor nad R.

Ocitno je O-forma, torej funkcija, sklenjena natanko tedaj, ko je konstantna na vsaki
povezani komponenti mnogoterosti X. Ce je X povezana, sledi

Hjp(X) = R.
V sploSnem je HSR (X) =R™, &e ima X m povezanih komponent. O&itno je
Hp(X) = 0 za k> dimX.

Pomemben de Rhamov izrek pove, da je grupa H C’,‘R (X) odvisna le od topoloskih
(natancneje, od homotopskih) lastnosti mnogoterosti X in je naravno izomorfna
kohomoloski grupi H*(X,R), ki jo dobimo npr. s simplicialno kohomologijo. Prvi
pomemben korak v dokazu tega izreka je naslednja lema.

Lemma 6.4.1 (Poincaréjeva lema). Ce je X odprta konveksna mnozica v R", je
vsaka sklenjena diferencialna k-forma na X za k > 1 eksaktna. Torej je H !;R X)=0
za vsak k > 1. V posebnem je vsaka n-forma na konveksni domeni v R" eksakina.

Isti rezultat velja, ¢e je X kontraktibilna mnogoterost.

Dokaz lemeza kvader. Naj bodo x = (xy,...,x,) koordinate na R". Izberimo
tocko p = (pi,...,pn) € X. Za n =1 je trditev ofitna: 1-forma a = a(x)dx je
sklenjena in je enaka d 3, kjer je B (x) = [* a(r)dt. Nadaljujemo induktivno. Denimo,
da trditev velja za n — 1. Vsako k-formo a € 2%(X), kjer je X kvader v R”, lahko
zapiSemo v obliki
o = Z ay(x)dx; ANdx, + o (x),
#I=k—1

kjer je vsota po multiindeksih I dolZine k — 1 s komponentami v {1,...,n— 1}, k-
forma o’ pa ne vsebuje diferenciala dx,. Pi§imo x = (¥, x,) in definirajmo (k — 1)-
formo

B = (—1)1671 Z /xnal(x',t)dt-dxl.

#=k—17Pn
Tedaj je
dpy = (=)' Y a(x',x,)dx, Adx; + Eleni brez dx,
#l=k—1
= Z ay(x)dx; A dx, + €Eleni brez dx,,.

#l=k—1

Razlika o — df; je oblike

o) = Ot—dﬁl = Z bJ()C)d)C]7
#J=k

kjer je J multiindeks s komponentami v {1,...,n—1}.1z

doy = da—d*B; = da = 0
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in primerjave z izrazom

db
0=da = Z aj(x)dxn/\dxj—i—éleni brez dx,
#i=k 9Xn

sledi 8;@ &) — 0 za vsak J. Torej so koeficienti b; neodvisni od spremenljivke
xp. To pc;lmeni, da je sklenjena k-forma ¢¢; neodvisna od spremenljivke x,, in jo
lahko pojmujemo kot sklenjeno k-formo na (n — 1)-razseznem kvadru. Po induktivni
predpostavki je @y = df3; za neko (k — 1)-formo f3,. Sledi

o = oy+dp = dpr+dp = dp
za 3 = B + B,. Induktivni korak je zakljuen in lema dokazana. 0O
Primer 6.4 Na domeni R? = R?\ {(0,0} si oglejmo 1-formo

xdy — ydx
24y

Preprost racun pokaZze, da je doe = 0. Vendar o ni eksaktna. Dejansko je

darctan? = xldy—x"?ydx) = a.

x 1+ (y/x)? (

Funkcija arctan? je veli¢na in priraste za 27t vzdolZ vsake poti v R2, ki enkrat
obkroZi izhodiS¢e v pozitivni smeri. Ce bi bila « tudi diferencial neke enoli¢ne
funkcije f(x,y) na R2, bi bila razlika f(x,y) — arctan(y/x) sklenjena, torej lokalno
konstantna in zato konstantna, ker je domena R? povezana. To je o&itno protislovje.

Primer 6.5 (Volumska forma) Diferencialna n-forma @ na n-razsezni mnogotero-
sti X, ki je v vsaki tocki x € X razli¢na od 0, se imenuje volumska forma. V poljubnih
lokalnih koordinatah x = (xy,...,x,) na X je taka forma oblike

® = a(x)dx; ANdxp A+ ANdxy,
kjer je a(x) # 0 za vsak x. Forma
Wy = dxi Ndxay N\--- Ndxy, (6.13)
je standardna volumska forma na R". Podobno je

o — dxi ANdxy A--- Ndxy,
o X1X2 ... Xy

volumska forma na (R \ {0})".

V tej smeri imamo naslednji izrek.
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Izrek 6.6 Gladka mnogoterost X ima volumsko formo natanko tedaj, ko je X
orientabilna. V tem primeru je orientacia na X dolocena z izborom volumske forme
o, pri Cemer dve volumski formi ®, @' dolo&ata isto orientacijo na X natanko tedaj,
ko je @' = fw za neko pozitivno funkcijo f na X.

Dokaz Denimo, da je w volumska forma na X. Za poljubno lokalno karto ¢ =
(X1,-..,%,) : U = U’ C R" na odprti povezani mnoZici U C X je tedaj o|y =
fdxi A--- Ndxy,, kjer je f funkcija brez nicel na U. Ce po potrebi nadomestimo
X1 z —x1, doseZemo da je f > 0. S tem konstruiramo atlas % = {(U;,¢;)} na X,
tako da v vsaki lokalni karti (U;, ¢;) velja wi|y, = fi¢; ao, kjer je wp volumska
forma (6.13) na R" in je f; pozitivna funkcija na U;. Trivialno je preveriti, da ima
prehodna preslikava ¢; ; = ¢;o ¢ j" tedaj pozitivno Jacobijevo determinanto, torej
ohranja orientacijo. To pomeni, da je %/ orientiran atlas na X.

Obratno, e je % = {(U;, ¢;)} orientiran atlas na X, je @; = ¢; @y volumska forma
na U; za vsak i in @; = f; j@; z f; ; > 0 na U; ; za poljuben par indeksov i, j. Ce je
Xi particija enote na X s suppy; C U;, je @ = Y ; x;@; volumska forma na X.

Zadnja trditev v izreku je o€itna posledica povedanega. O

Primer 6.7 Na R"*! s koordinatami x = (xg,Xx1,...,X,) si oglejmo n-formo

n
oa = Z(—l)’xidxo/\---/\dxi/\---/\dx,,,
i=0

kjer stresica pomeni, da je ¢len izpuscen. OCitno je
doo = (n+1)dxo Ndxi A+ Axy.

Naj bo 1 : §" < R"*! vlozitev (inkluzija) enotne n-sfere v R"!. Povlek 1* o na n-
sfero S” (ali na katerokoli sklenjeno kompaktno hiperploskev v R"*1) ni eksaktna,
dasiravno je sklenjena (saj je vsaka n-forma na n-razseZni mnogoterosti sklenjena).
To preprosto sledi iz Stokesovega izreka v razdelku [6.8] Ta izrek med drugim
pove, da je integral vsake eksaktne n-forme po sklenjeni n-razsezni orientirani
mnogoterosti enak 0, integral zgornje forme o pa nam da ravno volumen n-sfere
S". V resnici je 1*o volumska forma na S”, prirejena zoZitvi evklidske metrike na
sfero; glej primer|[6.21]

Oglejmo si primer z n = 1; tedaj je & = xdy — ydx naRR?. Ce parametriziramo enotno
kroznico S C R? z njeno lo¢no dolZino 7, je x = cost, y = sint in povlek forme o
na S je v koordinati ¢ enak

cost-dsint —sint-dcost = cos’t-dt +sin’t-dt = dt.
Ta forma o€itno ni eksaktna, saj je funkcija t = arctan(y/x) ve¢li¢na na kroZnici.

Diferencialne forme s posebnimi lastnostmi so osnova razlicnih pomembnih
geometrij. Omenimo dva taka primera.
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Primer 6.8 (Simplekti¢na forma) Najbodo (x1,y1,x2,y2,...,%n,y,) koordinate na
R2", Diferencialna 2-forma

o = Y dxAdy; (6.14)

1

n

1

se imenuje standardna simplekti¢na forma na R¥". O¢itno je
n
do =0, © =d) xdy, " = nldxNdyiA--Ndx,Ady,.
i=1

Sklenjena 2-forma @ na 2n-razseZni mnogoterosti X2, katere najvi§ja potenca
®" je volumska forma, se imenuje simplekticna forma na X in par (X,®) je
simplekticna mnogoterost. Po Darbouxjevem izreku je vsaka simplekti¢na forma
lokalno v okolici poljubne tocke ekvivalentna standardni simplektiéni formi (6.14).
Natanéneje, obstajajo lokalne koordinate, v katerih je forma oblike (6.14).

Primer 6.9 (Kontaktna forma) Naj bodo (x1,y1,X2,¥2,...,%n,Yn,2) koordinate na
R2"+1 Diferencialna 1-forma

n
o = dz+) xdy, (6.15)
i=1
se imenuje standardna kontaktna forma na R***1. Ogitno je

n
do =Y dx;Ady;,
i=1

oA(da)" = nldxy Ndyy A--- Adxy Ndy, ANdz.

Vsaka 1-forma o na orientabilni (2724 1)-razseZni mnogoterosti X>"*!, za katero je
o A (do)” volumska forma, se imenuje kontaktna forma in par (X, &) je kontaktna
mnogoterost. Tudi v tem primeru velja Darbouxjevem izrek, da je vsaka kontaktna
forma lokalno v okolici poljubne tocke ekvivalentna standardni kontaktni formi
do pozitivnega multiplikativnega faktorja.

Zveza med simplekti¢nimi in kontaktnimi strukturami. Simplekti¢ne in kontak-
tne strukture so v tesni zvezi. Naj bo a kontantna forma (6.15) na R>**!. Ce R?**!
vloZimo kot hiperravnino R*"*! x {0} = {w =0} € R?>"*2, kjer smo dodatno koor-
dinato oznacili z w, je

o =de"a) = (dvha+da) (6.16)
simplekti¢na forma na R¥"*2, saj je o¢itno eksaktna (torej sklenjena) in je

o = T DldwAa A (da)
= Y (- Dldw Adz Adxy Adyy A -+ Adxy Adyy.
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Simplekti¢na forma @ (6.16) na R***2 se imenuje simplektizacija kontaktne forme
a, podane z (6.13).

Podobno lahko simplektiziramo vsako kontaktno mnogoterost (X, o), e vzamemo
Z=Rx X in w=d(e"a), kjer je w koordinata na prvem faktorju R.

Obratno, naj bo w simplekti¢na forma na mnogoterosti X dimenzije dimX =2n > 4.
Vektorsko polje v na X se imenuje Liouvilleovo polje forme , e velja

dv]o) = o.
V primeru, ko je ® standardna simplekti¢na forma (6.14) na R?" in je

L 0
V=) Xj=—
Lo

dobimo

n
vie =Y xdy, dv]w) = o,
i=1

torej je v Liouvilleovo polje forme ®. (Liouvilleovo polje ni enoli¢no doloceno.)
Naj bo X C X poljubna hiperploskev, ki je transverzalna na Liouvilleovo polje v,
torej v, ¢ T,X za vsak p € X. V tem primeru je zoZitev 1-forme 6 =v | w na TX
kontaktna forma na X, kar vidimo iz naslednjega racuna:

OAdO) ! = (v]w) A" = %VJ o".

Ker je polje v transverzalno na X, je v | ®" volumska forma na X.

6.5 Tenzorska polja

Naj bo V vektorski prostor nad R dimenzije n z bazo ey,...,e,. Njegova k-ta
tenzorska potenca V¥ je vektorski prostor z bazo

e = €, Qe Qe

za vse multiindekse / = (iy,...,i) dolzine k z 1 <i; <n za j=1,... .k
Komponente multiindeksa sedaj niso urejene in lahko imamo ponovitve. Torej je

dimV®* = pk = (dimV)k.

V posebnem je V! =V in V0 = R. Elementi prostora V®¥ se imenujejo k-tenzorji
nad V; vsakega lahko enoli¢no zapiSemo v obliki

Z cre = Z crep Qe Q--- e,
#=k #H=k
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Direktna vsota
TV) = @ V*

se imenuje tenzorska algebra nad V. Operacija @ je linearna v vsakem faktorju:
(civi4can)@w = civi@w+em®w, w(civi+an) = ciwvi+caw®n,

Kjer sovy,vy € VEP w e V®4, ¢, ¢, € R, zgornji element pa lezi v VE(P+4)_ Poleg
tega je asociativna:
weV)@w = u@ (vew).

Med tenzorsko potenco V® in potenco vk dualnega prostora V* obstaja naravno
neizrojeno bilinearno parjenje vk ek LR, podano s predpisom

k
Ve @--@vmene---w) = [T ).
=1

Pri tem je (vf,v;) € R vrednost kovektorja vi € V* na vektorju v; € V.

Ce je e},...,e, baza dualnega prostora V*, ki je dualna bazi ej,...,e, prostora V,
potem je druzina

e = €, Re,®--Re;, H#H=k
baza tenzorske potence Yok , ki je dualna bazi e; = ¢;; ®e;, ®- - - ®e;, potence VK,

Odtod sledi dualnost
(V®k)* ~ V*®k.

Opazujemo tudi meSane tenzorske produkte prostora V in njegovega duala.
Naslednji primer je posebej zanimiv.

Primer 6.10 Naj bosta V in W kon¢no razsezna vektorska prostora nad R. Tedaj je
V*®@W = Hom(V,W),

to je, V* @ W je naravno izomorfen prostoru Hom(V, W) vseh R-linearnih preslikav
V — W. Izomorfizem V* @ W = Hom(V, W) je podan s prireditvijo

V*@QW 3V @w Ly, € Hom(V,W), Ly, (u) = (V' upw  (ueV).

Ce je eq,...,e, baza prostora V, e},...,e, dualna baza dualnega prostora V* in
f1,--., fm baza prostora W, je linearna preslikava L : V — W, ki ima v tem paru
baz matriko A = (a; ;), podana z

L = a,-.je,-*®fj.

i=1,...,
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Primer 6.11 Vsaka bilinearna preslikava A : V x V — R je podana z linearno
preslikavo A : V ®V — R, torej z elementom prostora (V @ V)* = V* @ V*. Ce
jeer,...,e, baza prostora V in ej, ..., e; dualna baza dualnega prostora V*, je torej
vsaka bilinearna preslikava A : V x V — R oblike

n
A= Z },,'7/'6?@)67.
ij=1
Njena vrednost na paru vektorjev v =Y.' ; vie; inw =Y wje; je
n n
Avow) = Y Aijlelv)lew) = Y Aijuw;.

ij=1 i,j=1

Preslikava A je skalarni produkt na V, Ce je njena matrika (4;;) simetri¢na in
pozitivno definitna. O

Tenzorski produkt vektorskih prostorov lahko posploSimo na vektorske sveZnje.
Tako definiramo tenzorske potence tangentnega in kotangentnega sveznja:

Tx®k _ |_| TXX(Xk, T*X®k — |_|T;C*X®k‘
xeX xeX

Prerezi sveznja T*X ®k 30 v lokalnih koordinatah x = (x1,...,%,) naU C X oblike

a = Z ar(x)dx;, @dxi, @ --- @ dx;,
#I=k

kjer so a; funkcije na U. Tako polje se imenuje k-kontravariantno tenzorsko polje.
Podobno so prerezi sveznja TX“* v lokalnih koordinatah oblike

Vv = Z a,(x)ail ®8,-2®~~®8ik,
#I=k

kjer je d; = d/dx;. Tak v se imenuje k-kovariantno tenzorsko polje.
Vrednost razcepnega k-kovektorja o ® - - - ® 0y na k-vektorju vi ® - -- @ vy je
k
(@@ @o,vi @ w) = [[{avi).
i=1

Odtod sledi, da k-kovektorji dx; = dx;; @ dx;, ® - -- ® dx;, za (neurejene) multiin-
dekse I dolZine k sestavljajo dualno bazo k-vektorjem d; = dj, ® dj, ® -~ ®dj,:

<de, 8J> = 5171.

Tenzor a ® B — B ® «, kjer sta o,  1-formi, deluje na tenzorju v @ w takole:
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(a@B—-Boa,yvaw) = (a@B,vaw) —(BRa,vew)
= (a,v)(B,w) = (B,v)(a,w)
= (aAB,vAw).

Zato pogosto identificiramo @ — B @z a A B.

Opomba 6.12 Vnanja algebra A(V) = @22‘(‘)‘/ nad vektorskim prostorom V kvo-
cient tenzorske algebre @Z"ZOVQQ" po dvostranskem idealu, ki je generiran z vsemi
elementi oblike v@vzaveV.Iz

(VFEW)R(v+w) = vRVHVYOWH+WRVFWRW

sledi, da se pri prehodu na kvocient tenzorji v ® w +w ® v prelikajo v 0. To ravno
pomeni, da v kvocientu, kjer piSemo operacijo z A, veljavAw = —w Av.

6.6 Riemannova metrika in volumska forma

Definicija 6.13 (Riemannova metrika) Riemannova metrika g na mnogoterosti X
Jje polje skalarnih produktov g, : T.X X T.X — R na tangentnih prostorih.

Ekvivalentno, Riemannova metrika g je prerez sveznja T*X 2, torej kontravariantno
tenzorsko polje reda 2, tako da je g, € T;X®? simetri¢na pozitivno definitna
forma na T.X za vsak x € X. Iz primera [6.11] sledi, da se v lokalnih koordinatah
x = (x1,...,%,) metrika g izraZa v obliki

n
g =Y, gij(x)dx®dx;. (6.17)
ij=1

Njena matrika G = (g; ;) je simetri¢na in pozitivno definitna. Metrika g je gladka
razreda 6, e so taki njeni koeficienti g; j(x). Vrednost metrike g na paru vektorski

polj v =X iz inw = X1 wizk je
(gvew) = Z gij(xvix)w;(x) = Gx)V(x)-W(x), (6.18)
ij=1

kjer je G(x)v(x) produkt matrike G z vektorjem V = (v1,...,v,)T, dobljeni vektor
pa je skalarno pomnozen z W = (wy,...,w,)".

Primer 6.14 1. Osnovni primer je evklidska metrika na R":

n n
ds* = Y dy@dy = Y dx;, G =1Id (6.19)
i=1 i=1

=
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Ukrivljenost evklidske metrike je identi¢no enaka nic.

2. Naslednji pomemben primer je sfericna metrika
1 n
¢ TFhPr

i=1

dx?, (6.20)

ki jo dobimo iz evklidske metrike na R"*! zoZene na tangentni sveZenj enotne
sfere §" C R™!, &e slednjo stereografsko projiciramo na R”" iz totke N =
(0,...,0,1). Ta metrika ima konstantno ukrivljenost +4.

3. Tretji primer je Poincaréjeva metrika na enotni krogli B” C R”", ki je enaka
1 o,
gp = m;dxi. (6.21)
Ta metrika ima konstantno negativno ukrivljenost —4.

4. Ce domeno D C R? s koordinatama (u,v) imerziramo v R" (n > 2) z gladko
preslikavo f : D — R", dobimo na D inducirano metriko

(dfi)* = |fulPdu®@du+2f,- f,(du@dv+dv@du) +|f,[*dve dy,

™=

g:
i=1

ki se imenuje prva fundamentalna forma ploskve S = f(D) C R".

5. Isto idejo lahko uporabimo za poljubno imerzijo f: X — Y. Ce je g Riemannova
metrika na Y, dobimo inducirano metriko f*g na X, definirano z

((f*g)xvew) = <gf(x),dfxv®dfxw>, v,we TX. (6.22)

Definicija 6.15 Naj bosta (X,g) in (Y,g) Riemannovi mnogoterosti. Preslikava
f:X =Y razreda €' je izometriéna, ce velja g = f*§ (glej 6.22)). Ce je poleg
tega f difeomorfizem, se f imenuje izometrija.

1z definicije sledi, da je vsaka izometri¢na preslikava imerzija. Obratno, za poljubno
imerzijo f : X — Y in Riemannovo metriki g na Y je g = f*g Riemannova metrika
na X, v kateri je preslikava f izometri¢na.

Metrika g na mnogoterosti X je lokalno izometri¢na evklidski metriki ds?
natanko tedaj, ko za poljubno tocko p € X obstaja okolica U C X in lokalna karta
¢ = (x1,...,%): U — R" tako da je gly = dx? +--- +dx2.

Zamenjava koordinat v Riemannovi metriki. Oglejmo si, kako se izraz
za Riemannovo metriko g spremeni pri zamenjavi koordinat. Denimo, da je v
koordinatah x = (xp,...,x,) metrika g na domeni D C R" podana z (6.17):

g= ) gWdu®dy,  G=(g;)
i,j=1

Naj bo D CR" druga domena in Y : D — D difeomorfizem na D. Ozna&imo s
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P:D — GL,(R)

njegovo Jacobijevo matriko. Za vektorsko polje v =Y, vi% na D oznadimo z
V = (v1,...,v;)T vektor njegovih koeficientov. Tedaj je y,v vektorsko polje na D,
podano z vektorjem koeficientov (PV)(y~!(x)):

=

(¥o)) = LV )i

i=1

Cejew=Y", wi% drugo vektorsko polje na D in W = (wy,...,w,)T pripadajo¢
vektor koeficientov, dobimo iz formule (6.18) za Riemannovo metriko § = y*g na
D z matriko koeficientov G naslednji izraz:

GV-W = (Gvew) = (g vy yw) = (Goy)(PV)-PW = PT(Goy)PV -W.
Odtod sledi zveza za matriki metrik g in g:

G = P'(Goy)P,  detG = det(Gov)-(detP)>. (6.23)

Volumska forma Riemannove metrike. Riemannovi metriki g na orientirani
mnogoterosti X priredimo volumsko formo €2 na naslednji nacin. Na lokalni karti
U C X s pozitivno orientiranimi koordinatami x = (xj,...,x,) naj bo

n
g = Z gjkdxj®dxy, G = (gxk)-
k=1

Z Gram—Schmidtovo metodo najdemo 1-forme ¢;,...,¢, na U, ki sestavljajo
pozitivno orientirano g-ortonormalno bazo kotangentnega prostora 7,°X v vsaki
tocki x € U. Metrika g je v tej bazi enaka

8§ = Z¢i®¢i—
i=1

(Forme ¢; lahko lokalno izberemo kot eksaktne diferenciale, ¢; = dx;, natanko tedaj,
ko je g lokalno izometri¢na evklidski metriki ds? (6.19) na R".) Prirejeno volumsko
Jormo Q = Q, na U definiramo z

Q = QAN N

To pomeni, da ima Q2 vrednost 1 na vsaki pozitivno orientirani g-ortonormalni bazi
tangentnega sveZnja 7X na U. Lahko je videti, da izraz ni odvisen od izbire baze z
navedenima lastnostima. Ce izrazimo ¢; = ):?:1 pijdxj(i=1,...,n), dobimo

n

g=)

i=1

n n n
(Z szjdxj) ® (Z Pi,kdxk> = Z gjkdx;®dx,

j=1 k=1 Jk=1
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kjer je
n
8jk = ZPi,/Pi,k, jk=1,....n
i=1

Ce oznatimo G = (gjx) in P = (p; ), zgornja formula pomeni
G = P'P, detG = (detP)*.
Po drugi strani iz formule za spremembo volumske forme sledi
Q = AN NP, = (detP)dx; Adxa A --- Ndxy

= VdetGdxi ANdxo \--- Ndx,,. (6.24)

6.7 Gradient, rotor, divergenca in Laplace

V tem razdelku si bomo ogledali primerjavo vnanjega diferenciala form z
diferencialnimi operacijami na skalarnih in vektorskih poljih.

Gradient. Diferencial funkcije f je intrinzi¢na koli¢ina, to je 1 forma d f ki ima v
poljubnem koordinatnem sistemu x = (xy,...,x,) izrazdf =Y}, ax

V evklidskih koordinatah ima iste koeficiente tudi gradient Vf =Y, ax a‘i

Vendar ta koli¢ina ni intrinzi¢na in se pri zamenjavi koordinat ne ohranja.

Interpretacija gradienta, ki omogoca posplositev, je naslednja. Naj bo g Riemannova
metrika na mnogoterosti X. V vsaki tocki x € X je torej g, skalarni produkt na
tangentnem prostoru 7,.X. Po Rieszovem izreku lahko vsak linearen funkcional
A : T.X — R, torej element kotangentnega prostora T;*X, enoli¢no predstavimo kot
skalarni produkt z nekim vektorjem v € T, X:

A= gv:) = v]g

Skalarni produkt g, na 7,X torej inducira izomorfizem 7,X = T X. Globalno

Riemannova metrika g inducira izomorfizem vektorskih sveznjev TX S TX.
Vsaka 1-forma o na X doloc¢a vektorsko polje v z enacbo

o =vlg (6.25)

Obratno, ista enacba priredi vektorskemu polju v diferencialno 1-formo . Ce je
g = ds? evklidska metrika (6.19) na R", je

i dx,:<2a, )
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in v posebnem df = V£ | ds>. Splosneje, za poljubno Riemannovo metriko g na X
definiramo intrinzicen gradient V¢ f diferenciabilne funkcije f z enacbo

df = Vif|g. (6.26)
Ce je metrika g v lokalnih koordinatah podana s in je (¢"/) = G~! inverzna
matrika matrike koeficientov G = (g; ;), je
Lo(df ;)\ 9
VEf = <gl’]> . 6.27)
i,jZ=’1 ox; ox;
Na primer, v sferiéni metriki g = (1 + |x|?>) ~2ds? (6.20) je gradient enak

n ﬁ 0
i—1 8xi 8x,-

VEf = (1+]x*)? = (1+x]*)*Vy,

kjer je Vf gradient glede na evklidsko metriko.
Rotor. Vektorskemu polju v = aa% + b% + Ca% na domeni v R3 s koordinatami
(x,y,2) in evklidsko metriko g = ds® = dx* + dy* + dz? priredimo z izomorfizmom

diferencialno 1-formo
o = v]|g = adx+bdy+cdz.
Njen diferencial je
do = (cy—b;)dyNdz+ (a; —cx)dzNdx+ (by —ay)dx Ndy.

Primerjava z rotorjem polja v,

d d d
roty = (cy — bz)a +(a,— cx)a—y +(by— ay)(;—Z
pokaze, da je
do = d(v]g) = (rotv)|dxNdyAdz, (6.28)

to je notranji produkt rotorja polja v z volumsko formo Q = dx A dy A dz. Identiteta
rot(Vf) = V x Vf = 0 za funkcijo f razreda % je torej ekvivalentna d>f = 0.

Divergenca. Vektorskemu polju v = a% + ba% + ca% na domeni v R? z volumsko
formo Q = dx Ady Adz priredimo 2-formo

o =v]|Q =v]|dxANdyNdz = ady Ndz+bdz Ndx+ cdx Ady.
Njen diferencial je
da =dv|Q) = (ax+by+c;)Q = (divy)Q.

Primerjava s (6.28) pokaZe:
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0= d*(v]g) = d(rotv] Q) = (divrotv)Q.

Torej je d* = 0 na 1-formah ekvivalentno dejstvu divrot = 0 na vektorskih poljih.

Divergenco vektorskega polja lahko definiramo na vsaki Riemannovi mnogoterosti.
Riemannovi metriki g na orientirani mnogoterosti X smo priredili volumsko formo
Q (6.29). Divergenca vektorskega polja v je funkcija div v na X, ki zados¢a identiteti

dv| Q) = (divv) Q. (6.29)

Ce spremenimo orientacijo na X, se £ spremeni v — in funkcija divv se ne
spremeni, torej orientacija ni bistvena. V lokalnih koordinatah (xj,...,x,) je

& d vivdet G)
div Z Vi— I Z e ox )
i=1 ! \ !

(6.30)

kjer je G = (g ;) matrika metrike g. Ce je g = ds? evklidska metrika (6.19), je
av;
div Z Vi— 8 Z 8x,~

Divergenca meri spreminjanje volumna domene s tokom polja v. Natacneje, Ce je D
kompaktna domena v X, katere rob d D ima volumen O in je ¢, tok polja v, je

dt l1=0

Vol (¢;(D / divv-dVv (6.31)

To sledi iz tocke (d) v izreku[6.28] (Pojem volumna bomo definirali v razdelku [6.8}
glej za definicijo volumskege elementa dV.) V primeru, ko je g evklidska
metrika na R”, je (6.43)) klasi¢na Liouvilleova formula.

Laplaceov operator. Naj bo (X,g) Riemannova mnogoterost. Laplace funkcije
f € €%(X) glede na metriko g (metri¢ni Laplace) je funkcija na X, definirana z

Agf = div(VEf),

kjer je V&f metri¢ni gradient. V lokalnih koordinatah (xi,...,x,), v katerih je
metrika g podana s (6.17), je

n . aZf 1
A f = by detG g"/ > . 6.32
o= L (g xdx; | aetG o - (VaeiGs ) (6.32)

Funkcija f na (X,g) se imenuje harmonicna, ¢e je Ayf = 0. V evklidski metriki

g =ds* (6.19) na R" je .
A = A = —.
ds? l:Zlaxlz
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6.8 Integracija diferencialnih form in Stokesov izrek

V tem razdelku bomo definirali integral diferencialne n-forme na orientirani n-
razseZzni mnogoterosti in dokazali Stokesov izrek.

Na R” s koordinatami x = (xi,...,x,) imejmo n-formo o s kompaktnim nosilcem:
a =af) = adxi\--- Ndxy,

kjer je a zvezna funkcija s kompaktnim nosilcem na R”. Njen integral definiramo
kot obic¢ajen n-terni Riemannov integral

/ o = / adxi A---Ndx, :/ a(x)dxydxy - - - dx,. (6.33)
n ]Rl‘l 'Rn

Splosneje, Ce je a merljiva funkcija na R” v razredu L!(R"), lahko zgornji integral
razumemo kot Lebesguov integral.

Naj bo D C R” domena in f : D — f(D) C R" difeomorfizem na domeno f(D),
ki vsebuje nosilec funkcije a. Oznacimo z J(f) = det(d f;/dx;) njegovo Jacobijevo
determinanto. Iz formule za povlek (6.10) dobimo

ffa = / a(f(x)J(f)(x)dxi A--- ANdxy
R R

£ [ eV Wldnds - dx,

i/Rna(y)dwdyz - dyn

=+ / a, (6.34)
Rn

kjer imamo znak +, ¢e f ohranja orientacijo ter znak —, ¢e jo obrne. Predzadnji
enacaj je formula za zamenjavo spremenljivk v n-ternem integralu.
1z te formule je evidentno, da lahko definiramo integral n-forme o s kompaktnim
nosilcem na n-razsezni orientirani mnogoterosti X takole. Nosilec suppa pokrijemo
s kon¢nim Stevilo lokalnih kart Uy, Ua, ..., Uy, torej suppo C Ule U;. Naj bo ¢; :
U; 5 Ui' C R" lokalna karta v izbranem maksimalnem orientiranem atlasu na X in
Y = ¢i71 : U] — U; lokalna parameterizacija. Izberimo particijo enote 1 = ):f:l Xi
na okolici suppa s suppy; C U; zai=1,...,k in definirajmo

Aa=ﬁ@www

S pomo&jo formule (6.34) zlahka preverimo, da je integral neodvisen od izbir v
njegov definiciji, torej od pokritja nosilca forme « z orientiranimi lokalnimi kartami
in od podrejene particije enote.
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Podobno definiramo integral [, &, &e je D € X relativno kompaktna domena, katere
rob ima volumen ni¢ (npr., &e je rob odsekoma ¢’') in je o zvezna n-forma na D.
Domeno lahko razdelimo na unijo D = Uf: 1Di kon¢no mnogo poddomen istega
tipa, ki se sekajo samo v robnih ploskvah in je vsaka D; vsebovana v domeni U; C X
neke orientirane lokalne karte ¢; : U; — U] C R". Sedaj lahko definiramo

k k
/Da = ;/Dia = ;/i(Di)(q)i_l)*a.

Vsak integral na desni je enakega tipa kot (6.33).

Ce je mnogoterost X kompaktna (lahko z robom), je s tem definiran integral
poljubne zvezne n-forme na X. Ce X ni kompaktna, definiramo posploSeni integral

/a = 1im/xkoc,
X k—e JX

kjer je xx : X — [0, 1] zaporedje funkcij s kompaktnimi nosilci, tako da je suppy; C
suppy2 C --- C Ur=;suppxx = X. Ce integral konvergira absolutno, je limita
neodvisna od izbire izCrpanja.

Sedaj bomo dokazali naslednji centralni izrek diferencialno-integralnega racuna.

Izrek 6.16 (Stokesov izrek) Naj bo X gladka orientirana mnogoterost dimenzije
n s koherentno orientiranim robom 0X. Za vsako gladko (n— 1)-formo o na X s
kompaktnim nosilcem velja Stokesova formula

/axa _ /Xda. (6.35)

Posledica 6.17 Ce je X orientirana n-razsezna mnogoterost (z ali brez roba) in je
o gladka (n — 1)-forma na X, katere nosilec ne seka dX, je

/da:O.
X

Preden Stokesov izrek dokazemo, omenimo nekaj posledic in opaZanj.

1. Izrek velja pod bistveno milejSimi pogoji. Npr., dovolj je predpostaviti, da je X
razreda ¢ z odsekoma % robom in je o razreda ¢’ (X). V literaturi najdemo
vrsto nadaljnjih posplositev na manj regularne mnogoterosti in forme.

2. Ce je X mnogoterost kompaktna, velja zakljudek za vse (n—1)-forme na X.
3. Izrek vsebuje vse klasi¢ne primere:

e n = 1: Leibnizova formula: ff f(x)dx= f(b)— f(a).

e n=2: Greenova formula v ravnini: [,y Pdx+ Qdy = [[(Ox — P,)dxdy.

e n =2: Stokesova formula za ploskovne integrale: [5, F-ds = [/, rotF-dA.
e n = 3: Gaussova formula za domene X C R?: [[,, F-dA = [[[, divF-dV.
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Dokaz izreka [6.16] Priceli bomo z obravnavo dveh posebnih primerov; sploSen
rezultat bo njuna preprosta posledica.

1. primer: X =R", 0X = @. V tem primeru je

aj(x)dx /\~~/\j;j/\~~~/\dxn,

R
I
™=

1

kjer ima vsaka funkcija a; kompakten nosilec. Stokesova formula trdi [z, dot = 0.
Zaradi linearnosti integrala zado$c¢a dokazati to formulo za vsak ¢len v zgornji vsoti
posebej. Torej lahko vzamemo, da je

o = a(x)dx; A---Ndxj A+ Adx,. (6.36)

1z definicije diferenciala ter integrala forme in Fubinijevega izreka sledi

. da
d —1 f*l/ —dx; A---Nd
RR a ( ) . an X1 Xn

_ (—1)1—1/ 9% ey d,
R

n )Cj

= (—l)j_l/RYH (/Raajdxj> dx1~--c?;j---dxn.
J

Ker je [ g—fjdx ;= 0 po Leibnizovi formuli, je rezultat enak 0.

2. primer: X = H" = {(x1,...,x,) € R" : x, > 0}, X = {x, = 0} =2 R* L.
Koherentna orientacija roba dH" = R"~! je (—1)"-krat standardna orientacija R" !,
Oznatimo z 1 : JH" — H" vlozitev 1(x') = (x,0). Naj bo o podana s (6.36).

V primeru 1 < j < n nam isti argument kot v primeru 1 pokaZe, da je fy.do = 0.
Po drugi strani je tudi [, & = [pa1 1" =0, ker je 1*dx, = 0.

Recimo sedaj, daje j =nin oo = a(x)dx; A--- Adx,—;. Tedaj je

= 0
da (71)”_1/ ( adxn) dxy - dxn_
Hr re-1 \Jo dx,

(=10)" /Rnil a(xy,...,x,—1,0)dxy -+ dxy_1

[ «
JHn
da

Uporabili smo Leibnizovo formulo [;° $*dx, = —a(xi,...,x,-1,0), pri tretji
enakosti pa upoStevali koherentno orientacijo roba JH".

3. Splosen primer. Kompakten nosilec supp ¢ pokrijemo s kon¢no mnogo odprtimi
mnoZicami Uy, ..., U, C X, tako da obstajajo lokalne karte

¢i:Ui— U CH",  ¢(UindX) = U/ NIH".
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Karte izberemo skladno z orientacijo mnogoterosti X. Nadalje izberemo particijo
enote 1 = Zf‘:l xi na okolici supp «, tako da je suppy; C U;zai=1,...,k. Nanosilcu
supp o tedaj velja oo = Z;‘:] xio. Po aditivnosti integrala je

/axaé/axlia, /Xd(xigki/xd(x,-(x),

Stokesovo formulo zado$¢a dokazati za vsak Clen o; = y;, torej je suppa; C U,.
Naj bo y; = (¢;) " : U! — U;. S prenosom integracije v lokalno karto in uporabo Ze
dokazanih posebnih primerov 1 in 2 dobimo:

/ a=[ ya =/ d(yjo) = / v (doy) = /daf-
ax JoHn H" JH" X

S tem je Stokesov izrek dokazan. O

Opomba 6.18 Namesto uporabe particije enote lahko izrek dokazemo najprej za
kompaktne domene v R” z odsekoma gladkim robom, podobno kot v klasi¢ni
analizi (npr. pri dokazu Gaussovega izreka v R%). Splosen primer sledi s pomo¢&jo
triangulacije kompaktne mnogoterosti X na unijo koncnega Stevila zaprtih domen
Dy,...,Dy C X z odsekoma gladkim robom, tako da se poljubni dve domeni sekata
kve¢jemu v preseku njunih robov in je vsaka od njih vsebovana v neki lokalni
karti. Integral [,y o je tedaj enak vsoti Zle I3 p; O, saj se integrali po notranjih
robnih ploskvah med seboj unicijo. Z uporabo prenosa v lokalno karto nato sledi
Jop, @ = [p,da. Vendar je zgornji dokaz bistveno preprostejsi. [0

Ena od posledic Stokesovega izreka je naslednji Gaussov izrek.

Izrek 6.19 (Gaussov izrek o divergenci) Naj bo X gladka orientirana mnogoterost
s koherentno orientiranim robom 0X in @ volumska forma na X. Za vsako vektorsko
polje v s kompaktnim nosilcem na X velja

/(;ij o0 = /X(divv)a).
Dokaz Po definiciji divergence (6.29) je
dv]w) = (divv) m.
Izrek sedaj sledi neposredno iz Stokesove formule (6.35). O

Primer 6.20 Naj bo X domena z odsekoma gladkim robom v R3 s koordinatami
(x,9,2), @ =dxANdyAdzinv = a% —|—ba% —|—ca%. Tedaj je

v]w = ady Ndz+bdzNdx+cdxNdy, divv = ac+by+c;.

Dobimo klasi¢no Gaussovo formulo:
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/ ady Ndz+bdz Ndx+cdxNdy = /(ax—i—by—i—cz)a).
X X

Primer 6.21 Najbo B" C R" enotna krogla s sredi§¢em v izhodis¢u in §"~! = 9B"
enotna (n — 1)-sfera. Radialno vektorsko polje v=Y7 , xi% je v vsaki tocki sfere

§"~1 pravokotno na tangentni prostor sfere in ima dolZino 1. Odtod sledi, da je
notranji produkt

n —
o =v|io = Z(—l)"ilxidxl/\-~-/\dxl-/\-~-dxn

s standardno volumsko formo @ = dxj A - - - Adx, volumska forma na §"~! glede na
evklidsko metriko. Velja dot = nw (glej primer[6.7). Volumen sfere je torej enak

Vol (8" 1) = / a = [ nw = nVol(B").
sn—1 B~

V primeru n = 2 je Vol(S') = 27 = 2Vol (B?). V primeru n = 3 je Vol (5?) =

3Vol (B®) =3(4n/3) =4rn. O

Omenimo $e eno zanimivo posledico Stokesovega izreka.

Izrek 6.22 Ne obstaja gladka preslikava f : B' — oB" = 57! zaprte krogle na
sfero, katere zozitev na S"~! je identiteta.

Preslikava f kot v izreku se imenuje retrakcija B na "1 izrek trdi, da take gladke
retrakcije ni. S topoloskimi metodami se da dokazati, da tudi zvezne retrakcije ni.

Dokaz Denimo, da je f preslikava kot v izreku. Naj bo 1 : §"~! — B" inkluzija
in naj bo @ = v | ® volumska forma na sferi iz primera Ker je da = 0 na
51 sledi d(f*a) = f*(da) = 0. Po Poincaréjevi lemi ST =dp zaneko
(n—1)-formo B naB". Ker je fo1 = Id na $"~!, dobimo

a = (fo)ya = U'(fa) = 1'(dh) = d(°B).

1z posledice sledi [g1 0t = [gu1d(1"B) = 0, Kkar je protislovje z rezultatom
Jgn-1 0 =nVol(B") >0 v primeru[6.21} O

Integracija na Riemannovih mnogoterostih. Integral diferencialne forme je
usmerjen integral v smislu, da je odvisen od orientacije mnogoterosti in ni
definiran na neorientabilni mnogoterosti. Razen problema z orientacijo vsebujejo
diferencialne forme vso potrebno informacijo za integriranje in pri zamenjavi
koordinat, ki ohranjajo orientacijo, se transformirajo enako kot integral.

V klasi¢ni analizi pogosto obravnavamo tudi neusmerjene integrale. Tak je obicajni
n-terni integral funkcije po domeni v R” glede na Lebesguovo mero, krivuljni
integral funkcije glede na lo¢no doZino krivulje, ploskovni integral funkcije glede
na ploskovno mero, ipd. Omenjene tipe integralov zdruzuje dejstvo, da je objekt,
po katerem integriramo, opremeljen z mero (npr., Lebesguova mera na R", element
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lo¢ne dolZine, element ploskovne povrsine, itd.) Vsaka od teh mer je inducirana z
neko Riemannovo metriko, ki omogoca merjenje vseh relevantnih kolicin.

Pojavi se torej naravno vparasanje, ali lahko definiramo integral zvezne funkcije
na poljubni Riemannovi mnogoterosti kot posplositev in zdruZitev vseh omenjenih
tipov neusmerjenih integralov. Odgovor je pozitiven in ga daje naslednji razmislek.

Zacnimo z domeno D C R” z Riemannovo metriko

n

g = Z g jdx; @ dx;.
ij—=1

Prirejena volumska forma je
Q = VdetGdxi A---Ndxn,, G=(gi;)

(glej (6.24)). Vrednost forme 2 na vsaki pozitivno orientirani ortonormirani bazi
tangentnega prostora 7;R” v poljubni tocki x € D je enaka 1. Naravno je torej
definirati volumski element glede na metriko g kot

dV =V/Gdx -~ dx,. (6.37)

Volumen domene D glede na metriko g je torej
Vol (D) = / Q = / VGdx, - -dx,.
D D

Integral je posploSen, obstaja pa na vsaki relativno kompaktni domeni v D z robom
volumna ni¢. (Slednje zagotovi, da je integral dobro definiran.) Pri spremembi
koordinat se integral transformira enako kot volumska forma do znaka natanno. Ce
ignoriramo znak in vzamemo absolutno vrednost integrala, dobimo pojem volumna
poljubne relativno kompaktne mnoZice D € X v Riemannovi mnogoterosti (X, g),
ki ima rob 9D z volumnom ni&. Ce je D dovolj majhna, da leZi D v neki lokalni karti

U C X s pripadajo¢im difeomorfizmom ¢ : U = U’ C R, definiramo

Volg(D) = Volg(¢(D)), & = (¢7")".

Glede na povedano je rezultat neodvisen od izbire lokalne karte.

Definicijo volumna raz§irimo na standarden nacin kot v teoriji mere na c-algebro
vseh Borelovih mnoZic in s tem dobimo Borelovo mero na X, ki jo ozna¢imo
z dV in imenujemo volumski element metrike g. V primeru dimX = 2, ko je X
ploskev, se volumski element imenuje tudi plos¢inski element in se oznacuje z
dA. Na krivuljah pa gre za element loc¢ne dolZine. Za vsako zvezno funkcijo f s
kompaktnim nosilcem na X je tedaj integral [y fdV dobro definiran in je neodvisen
od orientabilnosti oziroma orientacije mnogoterosti X. Podobno definiramo [ fdV
kot posploseni integral, Ce obstaja. Lebesguova mera na R” je volumski element,
prirejen standardni evklidski metriki ds” na opisani nagin.
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6.9 Cartanova formula in posledice

V tem in naslednjem razdelku si bomo ogledali nekaj pomembnih in uporabnih
formul, ki povezujejo diferencialne forme, vektorska polja ter razne operacije
med njimi. Ve&ina nosi ime Cartanove formule po francoskem matematiku Elieju
Cartanu, ki je bistveno prispeval k razvoju podro¢ja diferencialnih sistemov in
koordinatno neodvisni formulaciji problemov s podrocja parcialnih diferencialnih
enacb. (Njegov sin Henri Cartan je bil eden vodilnih kompleksnih analistov 20.
stoletja; omenili smo ga v poglavju [T v povezavi s Steinovimi mnogoterostmi.)
Pregled Cartanovih formul lahko najdemo v [2| pp. 444-446].

Prva od Cartanovih formul, ki jih bomo predstavili, je naslednja. Spomnimo se, da
[v,w] oznatuje komutator vektorskih polj v in w (glej razdelek [2.5).

Trditev 6.23 Ce je o diferencialna 1-forma in sta v,w vektorski polji, velja
(da,vAw) = v((a,w)) —w({a,v)) — (a [v,w]). (6.38)

Dokaz Ker so vse operacijo v zgornji formuli koordinatno neodvisne, zadosca
obravnati forme in vektorska polja na R"” s koordinatami (xp,...,x,). Zaradi
svobode izbire koordinat in linearnosti vseh izrazov v zado§¢a formulo
dokazati v naslednjem posebnem primeru:

d

a = adxy, v =b— w=c—,
8xk

)
ax]'

kjer je 1 < j <kinso a,b,c funkcije. Z §; ; oznac¢imo Kroneckerjev delta. Velja:

(o)) = b(achis) = ab 3 Brbest s
w(la,v)) = caixk(abal,) - acg—iSLj—&-bcg—;SLj
(a,[v.w]) = <adx17b§;aik—c§i£j>

_ aba‘);ja],k_ac;’ial,j.

Odtod sledi, da je desna stran enacbe (6.38)) enaka 0, ¢e 1 ¢ {j,k} ali j =k, ter je

enaka —bc aaxak e je 1 = j < k. Po drugi strani je leva stran enacbe (6.38) enaka

" 0 d d
(do,vAw) = <;a—;dx1/\dx1,ba—xj/\ca—m{>

_ o, Ge l¢ {j,k}alij=k,
- fbcg—;k, Gejel=j <k
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S tem je trditev dokazana. O

V Iuéi formule (6.38) si ponovno oglejmo problem involutivnosti, ki smo ga
obravnavali v sklopu Frobeniusovega izreka v razdelku2.7] Naj bo E C TX gladek
vektorski podsveZenj kodimenzije d tangentnega sveznja TX. Njegov anihilator je

Et = {aeT;X:xeX, (a,v) =0zavsak v € E}. (6.39)

Ocitno je E* vektorski podsveZenj ranga d kotangentnega sveZnja. Lokalno v
okolici poljubne tocke p € X je E* generiran z 1-formami ¢, ..., &y, ki so linearno
neodvisne po to¢kah. Obratno lahko vsakemu vektorskemu podsveznju E* C T*X
ranga d priredimo vektorski podsvezenj tangentnega sveznja

E = (E" = {veTX:xecX, (a,v)=0zavsak o € E;'},

ki ima rang enak dimX —d.

Zanima nas, kako bi involutivnost podsveznja E C TX karakterizirali z lastnostmi
njegovega anihilatorja E+ oziroma z 1-formami, ki slednjega lokalno generirajo.
Naj bo U C X odprta podmnoZica, na kateri sta sveznja E in E* trivialna.
Izberimo vektorska polja vy, ..., vy, na U, ki generirajo E|y in 1-forme o, ..., 0y, ki
generirajo E*|y; torej je m+d =n = dimX. Tedaj je (o;,v;) =0zavsaki=1,...,d
in j=1,...,m, zato iz Cartanove formule (6.38) sledi

(dai,viAve) = —(04, [vj,vi])-

PodsveZenj E|y je involutiven natanko tedaj, ko so vsi komutatorji [v;,vi] tangentni
na E. Iz zgornjih enacb sledi, da to velja natanko tedaj, ko je zoZitev vsake 2-forme
da; na E enaka nic, kar piSemo do;|g = 0; torej velja

(do,vAw) = 0 zapoljubnav,w € E,, x€U.

Za dokoncanje argumenta potrebujemo naslednjo trditev.

Trditev 6.24 Naj bo E C TX vektorski podsveZenj kodimenzije d, ki je definiran z
I-formami o, ...,0,. Za poljubno 2-formo B velja B|g = 0 natanko tedaj, ko je
B =YY%, Bi Ao za neke 1-forme By, ..., Bq na X.

Dokaz Denimo, da je | = 0. Fiksiramo to¢ko p € X in lokalno v okolici p
dopolnimo p,...,0y, do lokalne baze «,...,®, kotangentnega sveznja. Tedaj je
B = Yic;bijo; A aj. Naj bodo vg,1,...,v, linearno neodvisna vektorska polja v
okolici p, tangentna na E, tako da je (o, v;) = 6 jzad+1 <i, j <n.Kerje B|g =0,
sledi

0= (B,vAv) = by zad+1<k/l<n.

Torej vsak neniceln ¢len v B vsebuje vsaj eno od form ¢, ..., 0. Odtod sledi, da
je B zelene oblike v neki okolici poljubne tocke p € X. Globalne 1-forme f3; na X s
temi lastnostmi najdemo s pomocjo particije enote. [

1z trditve in prej$nje diskusije sledi naslednja karakterizacija involutivnosti.



214 6 Diferencialne forme in integracija

Izrek 6.25 Za vektorski podsveZenj E C TX kodimenczije d, definiran z 1-formami
ay,. .., 0, so naslednje lastnosti ekvivalentne.

1. E je involutiven (in zato popolnoma integrabilen po izreku[2.59).
2. doglp =0zai=1,....d.
3. daj= Z;{=1ﬁi¢j/\0‘j (i=1,...,d) za neke 1-forme B; j na X.

Zgorji izrek lahko povemo na bolj formalen na¢in. Najbo #r C Z(X) dvostranski
ideal v algebri Z(X) vseh gladkih form na X, ki je generiran s prerezi anihilatorja
E* (6:39). Tedaj je E involutiven natanko tedaj, ko je Zg diferencialni ideal v

smislu
d( k) C JE.
V primeru d = 1 ima izrek[6.25]| naslednjo posledico.

Posledica 6.26 Naj bo E = kerow C TX vektorski podsveZenj kodimenzije 1 (torej
Jje a I-forma brez nicel na X). Tedaj so naslednje lastnosti ekvivalentne:

1. E involutiven.

2. dalg =0.

3. aANda=0.

4. da =B A« zaneko 1-formo B na X.

Godbillon-Veyjev kohomoloski razred foliacije. Naj bo E = kerax C TX
integrabilen vektorski podsveZenj kodimenzije ena, ki je globalno definiran z
nenicelno 1-formo ¢. Taka forma obstaja natanko tedaj, ko je normalni sveZenj
TX/E = E* trivialen sveZenj premic; v tem primeru pravimo, da je foliacija X s
hiperploskvami, tangentnimi na E (glej izrek 2.59), transverzalno orientabilna. (Pri
sveznjih premic je orientabilnost ekvivalentna trivialnosti.) V tem primeru lahko
podsveZnju E pridruZimo kohomoloski razred v HSR (X) na naslednji nacin.

Po izreku in posledici je integrabilnost sveZnja E ekvivalentna obstoju
1-forme B na X, takodajeda =B Aa.lz

0 =d*a =dBra—BAda = dBAo—BABAC = dB Ao
sledi df | = 0. Dejansko, Ce je u,v € Ey in je w € T,X vektor z (o,w) = 1, dobimo
0 = (dBAo,unvAw) = (dB,unv).
Ker je E =kera, iz trditvesledi dB = y A o za neko 1-formo y. Definirajmo
® = alABAY. (6.40)

Njen diferencial je enak
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do = doABAY—oANdBAY+aABAdy
= (BAOABAY—OA(YANX)AY+OABAdY
= aABAdy.

Nadalje je
0 =d°B =dyha) = dyha—yAdo = dy a—yABAc.
Ce enatbo pomnoZimo na desni z 3, dobimo
0 =dyranPB = aABAdy = do.

Torej je 3-forma @ (6.40) sklenjena in zato dolo¢a de Rhamov kohomoloski razred
[®] € H3x(X). Nadalje lahko preverimo, je razred [®] odvisen le od sveznja E in ne
od izbire definicijske 1-forme a; konkretno, ¢e je &' = fa za neko funkcijo f na X
brez nicel, prirejena forma @’ zadoita ('] = [®] € Hi,(X).

Ta razred se imenuje Godbillon—Veyjev kohomoloski razred foliacije, ki jo doloca
integrabilen sveZenj hiperravnin E C TX.

6.10 Liejev odvod forme in Cartanove formule

V razdelku smo definirali Liejev odvod L,w vektorskega polja w vzdolZ
vektorskega polja v in pokazali, da je L,w = [v,w] enak komutatorju polj (glej
trditev [2.49). Podobno lahko definiramo Liejev odvod poljubnega tenzorskega polja
w vzdolz vektorskega polja v. Naj bo ¢, tok polja v. Ce je w kovariantno tenzorsko
polje (to je vektorsko polje ali njihov tenzorski ali vnanji produkt), imamo na vsaki
kompaktni podmnoZici v mnogoterosti X definiran potisk (¢, ).w z difeomorfizmom
¢ za majhen 7 € R in povlek ¢ 'w = (¢_;).w. Ce je w kontravariantno tenzorsko
polje (to je tenzorski ali vnanji produkt diferencialnih form), imamo definiran
povlek ¢w. V vsakem primeru definiramo Liejev odvod z naslednjo formulo:

d

Lw = —
W

¢ w. (6.41)
t=0
Bolj eksplicitno:
N
(va)p = th—%; (¢t (Wq),(p)) - Wp) , peX.

Podobno kot pri vektorskih poljih dobimo naslednjo preprosto posledico definicije.
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Trditev 6.27 Naj bo ¢; tok vektorskega polja v. Za vsako tenzorsko polje w velja

L (grw) = 97 (Low).

dt li=s

Torej velja
Lw =0 < ¢'w = w zavsakt.

Izrek 6.28 (Lastnosti Liejevega odvoda diferencialnih form) Naj bo v gladko
vektorsko polje na mnogoterosti X. Liejev odvod L, ima naslednje lastnosti.

(a) Ceje f funkcija na X, velja
Lf =v(f) = (df,v),  L(df) = dv(f)) = d(v]df).
(b) Ce sta o in B diferencialni formi na X, velja Leibnizovo pravilo:
Ly (aAB) = (Lyax) AB+an(L,B).
(¢) Za vsako diferencialno formo a velja
L,(da) = d(Lyo).
(d) Za vsako diferencialno formo o velja Cartanova formula
Lya = v]da+d(v]a). (6.42)

Ce je « sklenjena, velja L,ot = d(v | ).
(e) Za vsako formo o in funkcijo f velja

Lo = f'Lva+df/\(VJ OC).

() Ceje f:X — Y difeomorfizem, v vektorsko polje na ¥ in o diferencialna forma
naY, velja
[H(Lva) = Lp(f*a).

Dokaz
(a) Za funkcijo f velja

Lhy = L f@) = vy peX,

T drli=0

ker je (%(p, (p) = vp. Za prostorski diferencial d = dx (to oznako uporabimo, da
ga lo¢imo od odvoda po t) dobimo:
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d

Lu(dxf)p = & ‘,zo‘l”* ((dxF)g(p))

d

dt

)
= dX(V(f))p-

t:OdX (fo ¢t)p

(b) V raCunu bomo uporabili dejstvo, da je povlek form homomorfizem za vnanji
produkt (glej (6-8)):

L(anB)

* d * *
E 0¢t (a/\ﬁ) = E‘t:O(d)ta/\‘P[ B)

<c[llt‘x=o¢’*“) AB+aA (jt’,zo‘i’t*ﬁ)
(Lya) A B+ oA (LyB).

1=

(c) Dokaz je enak kot v drugem primeru tocke (a), ko je @ = f funkcija.

(d) Formulo (6.42) dokaZemo z indukcijo na stopnjo r forme . Za r =0 je o0 = f
funkcija in formula sovpada s prvim primerom v tocki (a). Denima, da formula
velja za vse r-forme. Poljubno (r+ 1)-formo o lahko zapisemo v obliki

o = de,-/\wi,

kjer so @; r-forme in f; funkcije. Zaradi linearnosti zados¢a dokazati formulo
(6.42) za vsak Clen posebej, zato lahko vzamemo, da je & = df A @. Po tocki
(b) je leva stran formule enaka

L(dfhnw) = Li(df)No+df NL,o.
Izracunajmo Se desno stran:

v]ddfho) + d(v](df o))
= —v](dfAdw)+d((v]df)o—df A(v]))
= —(v]df)Ndo+dfN(v|do)+
+ dv]df)yrho+(v]df)Ndo+df Ad(v] o)
=dfA(v]do+d(v]w))+dv(f) Ao
= df N\Lyo+L,(df) N @.

Pri zadnjem enacaju smo uporabili induktivno hipotezo, da formula velja za @.
Dobljen izraz je enak kot smo ga dobili na levi strani.
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(e) Uporabimo tocko (d):

Lo = (fv)]da+d((fv)]a)
= f(v]da)+d(f(v]a))
= fv]da)+fd(v]a)+dfn(v]a)
= f-Lya+dfA(v]a).

(f) Poleg Ze dokazanih lastnosti bomo v naslednjem racunu uporabili lahko
preverljivo dejstvo, da je (f*v) | (f*a) = f*(v] a):

A(La) = ff(vl]da+d(v]da))
= fv]fda+d(f(v]a)
= fvld(fa)d(fv) fa)
= Ly (f ).

S tem je izrek [6.28]dokazan. O

S pomo&jo formule (6.42) dokazimo naslednjo Liouvillovo formulo, ki pove, da
divergenca vektorskega polja meri spremembo volumna v toku polja.

Izrek 6.29 (Liouvillova formula) Ce je v vektorsko polje na Riemannovi mno-
goterosti (X,g) s tokom ¢ in je D relativno kompakina domena v X, katere rob
ima volumen nic, potem je

d .
=] Voly(@(D)) = /D divv-dv. (6.43)

Dokaz Denimo najprej, da je X orientirana in naj bo £ volumska forma na X,
prirejena Riemannovi metriki g in dani orientaciji (glej (6.24)). Po formuli (6.29) je
d(v] Q) = [p(divv)Q. Iz definicije Liejevega odvoda in formule (6.42) sledi

d d

d *

dt l1=0
/D% Q= ./L.)LV_Q - /Dd(vJ.Q) - /D(divv)_(z.

Ce X ni orientabilna, razdelimo D na unijo manjsih zaprtih domen, ki se sekajo
samo vzdolZ robnih ploskev in je vsaka od njih orientabilna. Na vsaki od teh manjsih
domen uporabimo dokazano formulo in upoStevamo, da divergenca ni odvisna od
izbire orientacije. O




Poglavje 7

De Rhamova kohomologija in Poincaréjeva
dualnost

7.1 De Rhamova kohomologija gladke mnogoterosti

Pojem de Rhamove komologije smo uvedli v razdelku[6.4]in jo na kratko ponovimo.
Naj bo 2(X) = @}_oZ*(X) gradirana algebra gladkih diferencialnih form na
gladki mnogoterosti X dimenzije n = dimX. (Za k > n je Z¥(X) = {0}.) Diferencial
d: 2%(X) — Z*1(X) je linearna preslikava vektorskih prostorov in njegov kvadrat
d> = dod je enak ni¢ (glej izrek . Za vsak k € Z, je k-ta de Rhamova
kohomoloska grupa realen vektorski prostor

 {ae 2KX) da=0}  ZX)
) = B pe o) T AW

(7.1)

kjer sta

ZH(X) = ker (d:@k(x) %@k“(x))

%
£
I

im (d L P (X) > @k(x))

vektorska prostora sklenjenih in eksaktnih k-form; pri tem je £°(X) = {0}.

De Rhamova kohomoloska algebra mnogoterosti X je direktna vsota vseh de
Rhamovih kohomoloskih grup:

dimX
Hjr(X) = P Hip(X). (1.2)
k=0

Ce je mnogoterost X povezana, je 2°(X) = {f € €~(X) : df = 0} = R in zato
HY%(X) = R. O¢titno je H¥;(X) = 0 za k > n = dimX. Iz Poincaréjeve leme
sledi, da za kontraktibilno mnogoterost X (v posebnem za vsako konveksno domeno

219
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v R") velja H §R (X) =0zavse k> 1.1z posledice Stokesovega izreka sledi tudi
naslednja trditev.

Trditev 7.1 Ce je X kompaktna orientabilna mnogoterost dimenzije n brez roba, je
Hig(X) # 0.

Dokaz Naj bo g Riemannova metrika na X in £ prirejena volumska forma (glej
(6.24)). Ocitno je dQ2 = 0. Ker je [y, 2 = Vol,(X) > 0, forma Q po posledici
ni eksaktna. Njen kohomoloski razred [Q] € H/x(X) torej ni enak 0. [

Opomba 7.2 Ce je X kompaktna, orientabilna, povezana mnogoterost dimenzije n
brez roba, je H}}p(X) = R; glej posledico Poincaréjevi dualnosti (izrek .

Naj bo f: X — Y gladka preslikava mnogoterosti. Povlek diferencialne forme o €
P¥(Y) je diferencialna forma f*a € Z¥(X). Po tocki 5 v izrekupovlek komutira
z diferencialom: d(f*a) = f*(da). Odtod sledi, da povlek preslika sklenjene forme
na Y v sklenjene forme na X in eksaktne forme na Y v eksaktne forme na X:

faNy) - 2NX), i ENY) - E4X).
Zato povlek inducira linearno preslikavo de Rhamovih kohomoloskih grup:
fHSR(Y) — Hip(X), keZ..
Ce je tudi g : Y — Z gladka preslikava, velja (gof)* = f*og*. To pomeni:
prireditev X ~» Hjx(X) je kontravarianten funktor.

Difeomorfizem X — Y torej inducira izomorfizem HX,(Y) — HX,(X) za vsak
k € Z. Diferencial je antiderivacija na algebri Z(X) (glej tocko 2 v izreku[6.2):

d(aAB) = daAB+(~1)PardB zaae PP(X)inB € Z9(X).

Cejedo=0indB =0, sledi d(a A B) = 0, torej je produkt sklenjenih form spet
sklenjena forma. Nadalje, e je df = 0, iz zgornje formule sledi

danB = danB),

torej je produkt sklenjene forme z eksaktno formo spet eksaktna forma. To pomeni,
da klinasti produkt A na algebri gladkih form 2(X) inducira produkt na de Rhamovi
kohomologiji Hj,(X) (7.2), ki spostuje gradacijo:

(o] € HY(X), [B] € HI(X) = [aAB]eHITIX). (7.3)

Uvedli bomo tudi de Rhamovo kohomologijo s kompaktni nosilci. Oznacimo z

dimX

72:(X) = P 2¢(x)
k=0



7.2 Poincaréjeva lema za de Rhamovo kohomologijo 221

algebro diferencialnih form s kompaktnim nosilcem. Torej je Z.(X) = 2(X)
natanko tedaj, ko je mnogoterost X kompaktna. Prirejena de Rhamova kohomologija
s kompaktnimi nosilci je

{oe ZKX) :da =0} _ Zk(X)

Hzll(R,c(X) = {dﬁ Zﬁ c @Lk_l(X)} éack(X) )
dimX

Hip (X) = @D Hig (X), (74)
k=0

kjer sta ZX(X) in &¥(X) vektorska prostora sklenjenih in eksaktnih k-form s
kompaktnim nosilcem.

Na odprti (nekompaktni) povezani mnogoterosti je vsaka sklenjena O-forma
konstantna funkcija; ta ima kompakten nosilec samo ce je nicelna funkcija. Torej
je Ho .(X) = 0, medtem ko je HJp(X) = R.

7.2 Poincaréjeva lema za de Rhamovo kohomologijo
Naj bo X gladka mnogoterost, 7 : X x R — X projekcija 7t(x,7) =xint;: X > X XR
vloZitev 15(x) = (x,s), kjer je s € R.
Izrek 7.3 Za vsak s € R sta preslikavi

T Hjp(X) = Hjp(X xR), 1) Hjp(X X R) = Hjp(X)
inverzna izomorfizma. Izomorfizem 1 = (m*)~! je torej neodvisen od s € R.

Dokaz Iz woiy = Idy sledi 1] o#* = Id na Z(X) in zato 1 o #* = Id na H},(X).
Obratno, ;0 m(x,1) = (x,s) in " o1 ofitno ni identiteta na Z(X x R). Dokazali
pa bomo, da je 7% o1 = Id na Hj5(X x {R}). To sledi iz naslednje leme, v kateri
konstruiramo t.i. homotopski operator za diferencial d.

Lema 7.4 Za vsak k € N in s € R obstaja linearen operator K; : 2¥(X x R) —
P*1(X), ki zados¢a pogoju

Id—n* o1’ = (=)' (d oKy — Kpy1 0d). (7.5)
Denimo, da lema velja. Za vsako formo o € Z¥(X x R) je po zgornji formuli
o-n'ia= (1" (d(Kia) — K1 (dav)).

Ce je da = 0, dobimo
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k+1
a-n'1fo=(-1)"d(Ka),

torej je [a] = [n*1@] € H5(X x R). To ravno pomeni, da je 7* o1 = Id na
Hjp(X x {R}) in izrek je dokazan.

Dokaz leme[7.4] Fiksirajmo s € R in ozna¢imo spremenljivko na R s 7. Diferencial
na produktni mnogoterosti X X R je vsota d = dx + d; diferencialov na posameznih
faktorjih. Vsaka forma na X x R je vsota form naslednjih dveh tipov:

@) (Ta)f(x1),  (b) (o) Af(x,1)dt
kjerje o € Z(X) in f € € (X xR). Operator K : 2(X x R) — 2(X) definiramo

tako, da je enak nic na vseh formabh tipa (a), na formah tipa (b) pa je

K((m* o) A f(x,0)dt) = (7" ) /fxr
Naj bo 0 = (n* o) f(x,t) k-forma tipa (a). Tedaj je

o = ynia-1" f(xt) = o f(x,s),
TLo = 1 (- f(xs) = (T ) f(x,5),
(-7 = (T°a)(f(x.1) — f(x.5)),
dKo—Kdow = —Kdo (ker je Ko =0)
= —K(d(x o) f(x.0) + (= 1) (x* o) (dx f (x,0) + fi(x.)dr))

(— lk“na/f,xrdr

)
= (=" a) (f(x,1) — f(x,5))
= (=) Id -7 o1} w.

Torej formula[7.5]velja za forme tipa (a). Naj bo sedaj ® = (7*a) A f(x,t)dt k-forma
tipa (b), torej je @ € 2*~1(X). Ker je 1} (dt) = 0, je 17 ® = 0. Velja:

do = 7" (do) A f(x,0)dt + (=) 1n* (o) Ady f(x,1)dt,
*(da)/tf(x,r)err( e /dxfxr

]

K(dw) =

d(Ko) = d{(7°a) / ’ f(x,r)dr)

+(=D Y a) A </t dx f(x, ‘L')d”c+f(x,t)dt> ,

d(Ko)—K(do) = (—D)*Yx* o) A f(x,t)dt = (—1)F1
= (Id—7"o1))®.
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Lema(7.4]je dokazana in s tem tudi izrek [7.3] O

Opomba 7.5 Izrek[7.3]velja z istim dokazom, ¢e X x R nadomestimo z X x I, kjer
je I C R poljuben interval. Ce je 1, : X — X X R vlozitev 1(x) = (x,s), kjer je s € 1,
je izomorfizem 1} = (7*) ™' : Hijp(X x I) — H};x(X) neodvisen od s € I.

Posledica 7.6 Ce je f, : X — Y (t € [0,1]) gladka homotopija gladkih preslikav, je
homomorfizem f; : Hjp(Y) — H jp(X) neodvisen odt € [0,1].

Dokaz Naj bo F : X x [0,1] — Y preslikava F(x,t) = fiy(x) in : X — X xR
vlozitev 1,(x) = (x,) za t € [0,1]. Tedaj je f; = F o, in zato je homomorfizem
fi=1"oF* neodvisenodr € [0,1]. O

Posledica 7.7 Ce je gladka preslikava f : X — Y homotopska ekvivalenca, inducira
izomorfizem f* : Hjp(Y) — H)x(X) na de Rhamovi kohomologiji. V posebnem, ce
je X kontraktibilna, je H5,(X) = 0 za vsak k > 1.

Dokaz Predpostavka pomeni, da obstaja gladka preslikava g : ¥ — X, tako da
sta kompoziciji go f: X — X in fog:Y — Y izotopni identi¢ni preslikavi na X
oziroma Y. Iz posledice [7.6] sledi, da sta (go f)* = f*og* : Hip(X) — Hjr(X) in
(gof) = frog* 1 Hjx(Y) — Hjp(Y) identi¢ni preslikavi. O

Primer 7.8 (de Rhamova kohomologija kroZnice) DokaZimo, da za kroZnico S!
velja
H% (S =R,  HRp(S") =R,  H(S")=0 zak>2.

Prva enakost sledi, ker je S' povezana, zadnja pa iz dejstva, da so na vsaki
mnogoterosti X de Rhamove grupe dimenzije k > dimX enake ni¢. Preostane nam
dokazati H),(S') = R. Predstavimo kroznico kot kvocient S' = R/27 in naj bo
t € R parameter na S'. Vsaka 1-forma na S' je oblike o = f(¢)dt, kjerje f: R — R
neka 27-periodi¢na funcija. Oglejmo si linearen funkcional

K:Z\(SH=2' (S >R,  K(f(t)dr) = /O'Mf(t)dt.

Ker je fozn cdt =2nc zac € R, je K surjektiven. Jedro ker K sestavljajo forme f(¢)dt
z integralom enakim ni¢. Slednje velja natanko tedaj, ko je funkcija g(t) = J§ f(s)ds
(s € R) 2m-periodi¢na, torej definira funkcuo na S'. Njen diferencial je dg(t) =
f(t)dt. Torej je ker K ravno mnozica &!(S') vseh eksaktnih 1-form na S'. Zato K

inducira izomorfizem H!,(S") = 21 (S")/&'(S") S R.

Primer 7.9 (Kohomologija ravninskih domen) Punktirana ravnina R?\ {p} je
homotopna kroZnici, zato iz posledice[7.7)in primera[7.8]sledi

1, ke{0,1};

(Rz\{l’}) HdR( )_{0, k> 2.
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Podobno lahko vidimo, da za domeno X =R\ {p1,..., pn}. kjerso py,..., pm € R?
razli¢ne tocke, velja

R, k=0;
Hjr (R*\{p1,....pm}) =S R", k=1, (7.6)
0, k> 1.

Za k = 0 to velja, ker je domena povezana. Za k = 2 trditev sledi iz posledice
ter dejstva, da obstaja gladka retrakcija domene X na Sop m kroZnic; slednja sicer ni
gladka mnogoterost v eni tocki, toda argumenti Se vedno veljajo. (Isto sledi iz tocke
2 v posledici kjer uporabimo Poincaréjevo dualnost.)

Dokazimo sedaj za k = 1. Izberimo to¢ko py € X in zanke ¥; : [0,1] — X
pripete v %;(0) = %;(1) = po za i = 1,...,m, tako da ¥ enkrat obkroZi tocko p;
v pozitivni smeri in ne obkroZi nobene druge tocke p; za j € {1,2,...,m} \ {i}.
(Natan¢neje to pomeni, da ima ¥; ovojno Stevilo 1 okrog toc¢ke p; in 0 okrog vsake
druge tocke p; za j # i.) Naj bo a = adx + bdy sklenjena 1-forma na X, torej velja
do = (by —ay)dx Ndy = 0. Oglejmo si linearno periodno preslikavo

P=(P,....Pn): Z'(X) > R™, P,-(a):/olwa (i=1,...,m).

Trdimo, da P inducira izomorfizem H},(X) SR

Da je P surjektivna najlaze vidimo, ¢e identificiramo X s C\ {pi,...,pn}. Vsaka
holomorfna 1-forma @ = g(z)dz na X je sklenjena. Po izreku o ostankih meromorfna
1-forma w; = Zfl;i zado$Ca P;( ;) = 2mi (ker je ostanek @; v p; enak 1) in Pj(;) =0
za j # i. Realne 1-forme o = ﬁ%a),- (i=1,...,m) so torej sklenjene 1-forme na
X, ki zadosCajo P;(aj) = &; ;. Torej je periodna preslikava P surjektivna.

Jedro ker P sestoji iz sklenjenih 1-form a € 2°1(X), ki imajo nielne periode po
zankah ¥i,..., Y. Ce je & = df eksaktna 1-forma, je [} y*(df) = o d(fo¥%) =0
zai=1,...,m,torejje &'(X) C ker P. Obratno, ée ima 1-forma a € 2! (X) nielne
periode po zankah ¥, je integral f(p) = [ [fo o neodvisen od izbire poti v X od py do
p = (x,y) € X in je zato dobro definirana gladka funkcija na X, ki zado$¢a d f = a.
Jedro ker P torej sestoji ravno iz eksaktnih 1-form in trditev za k =1 sledi.
Formule veljajo tudi v primeru, ¢e nekatere od tock p; nadomestimo s
kompaktnimi mnoZicami, difeomorfnimi zaprtemu disku. Dokaz je enak kot v
primeru tock. O
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7.3 Mayer-Vietorisovo zaporedje za de Rhamovo
kohomologijo

Da bi lahko izracunali de Rhamovo kohomologijo za splo$nejSe mnogoterosti, si
bomo v tem razdelku ogledali pomembno orodje, ki povezuje kohomologijo unije
dveh mnoZic s kohomologijo posameznih mnoZic ter njunega preseka.

Oznacimo z 2*(X) = (2(X),d) de Rhamov kompleks mnogoterosti X:
0 d 1 d 2 d d n d
0—72°X)—2 X)) —2°X) — - — I"(X) —0,

kjer je d diferencial in n = dimX. V terminologiji abstraktne (ko-)homoloske
teorije je to koveriZni kompleks ali kokompleks, kjer beseda kompleks pomeni, da
je d* =0, beseda koverizni pa, da je operator d stopnje +1. (V veriznem kompleksu
je operator stopnje —1 in pusCice so obrnjene.) V vsakem kokompleksu jedro
naslednjega homomorfizma vsebuje sliko prejSnjega in kohomologija kokompleksa
je po definiciji direktna vsota ustreznih kvocientov; v naSem primeru je to ravno de
Rhamova kohomologija Hj(X).

Naj bo X = U UV, kjer sta U in V odprti podmnoZici v X. Mayer—Vietorisovo
zaporedje je kratko eksaktno zaporedje de Rhamovih kompleksov

0— Z*(X) - ' (V) ® 2 (V) -2 2°(UNV) — 0,
kjer je r restrikcijski operator, § pa je razlika zoZenana U NV:

r(e) = (aly,aly),  &(a,B) = Bluv — etlyrw-

Mayer—Vietorisovo zaporedje je dvojni kompleks, katerega del je prikazan na
naslednjem diagramu:

0—— ZF1(X) — P U)o 21 (V) 25 2 (UNV) —— 0
00— FHX) —— P*U) @ PH(V) —2— XU NV) ——0

0 —— ZH1(X) — P (U) @ 24 (V) -2 L (UNV) —— 0
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Sestavni del definicije homomorfizma kompleksov je, da vsi kvadrati v diagramu
komutirajo, kar je v danem primeru trivialno preveriti.

Lema 7.10 Mayer—Vietorisovo zaporedje je eksaktno v smislu, da je vsaka vrstica
zgornjega diagrama kratko eksakino zaporedje. Ekvivalentno, r je injektivna, 0 je
surjektivna in imr = ker 8.

Dokaz OCcitno je preslikava r injektivna in velja 8 o r = 0. Dokazimo sedaj, da je
imr =ker . Ceje §(a, B) = 0, dobimo dobro definirano formo @ na X s predpisom
oly = a in oly = B in ofitno je r(®w) = (©|y,®|v) = (e, B). Preostane nam
dokazati, da je 0 surjektivna. Naj bo @ € 2*(U NV). Izberimo gladko particijo
enote (py,pv) na X, podrejeno pokritju {U,V'}; torej je supppy C U, supppy C V
in py + py = 1. Definirajmo @ = py® in f = —py @. Tedaj se a razsiri iz UNV
do gladke forme na U, B se razsiri iz U NV do gladke forme na V in o — § =
puo+pyo=(py+py)o=0. 0O

Splosni izrek v abstraktni kohomoloski teoriji pove, da je vsakemu kratkemu
eksaktnemu zaporedju koveriznih kompleksov naravno prirejeno dolgo eksaktno
zaporedje kohomoskih grup teh kompleksov. V danem primeru imamo dolgo
eksaktno Mayer—Vietorisovo zaporedje

0 — HYg(X) — HOp(U) & HI(V) —> HO(UNV) =5 Hpp(X) — -
s _ [0
...................................... AN H§R 'wnv) =

25 B (X) 5 Hig(U) @ H (V) =5 He (U V) 25 HAE (%) — -

Preslikava ¢ = ¢y : H,'(UNV) — H,(X) se imenuje vezni homomorfizem
in je dobljena na naslednji nain. Naj bo [®] € H5.' (U NV). Zapisemo jo kot
0 = 5(06,ﬁ) = ﬁlUﬁV — a|UﬁV~ Ker je 0=dw = dﬁ|UﬂV _dOC|Umv, lezi par
(da,dB) € 2%(U)@® 2*(V) v jedru homomorfizma § in zato v sliki homomorfizma
r: ZKX) — 28U) @ Z¥(V). Ker so vrstice diagrama eksakne, obstaja k-forma
o' € 7¥(X), daje o'|y = da in o'y = dB. Otitno je da’ = 0 in zato o' definira
kohomoloski razred (o] = ¢([@]) € HX,(X). Potrebno je preveriti, da je razred
[a'] = ¢([®]) odvisen le od kohomoloskega razreda [o] in da je zgornje zaporedje
eksaktno. Dokaz lahko najdemo v katerikoli knjigi iz homoloske algebre.

Primer 7.11 Predstavimo kroZnico S' kot unijo U UV dveh intervalov, katerih
presek U NV = I} UL je unija dveh intervalov. Mayer—Vietorisovo zaporedje je

=R =R? =R?
0 — HY%(S") 2 HOU) @ HO% (V) -2 HO (U NV) &

=0
5 Hjg(8') > Hip(U) & Hig(V) <> Hig(UN V).
Ker je homomorfizem r v prvi vrstici injektiven in je & : R> — R? neniceln

homomorfizem, ima & enorazsezno sliko. Vezni homomorfizem ¢ zato preslika
R?/im(8) = R izomorfno na H},(S!); torej je Hix(S') =R. O
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Primer 7.12 S poplositvijo argumenta v prejSnjem primeru sedaj dokazimo, da ima
n-sfera §" de Rhamovo kohomologijo

R, k=0alik=n,
0, sicer.

(") = {

Naj bo §" = U UV, kjer sta U in V hemisferi, ki se sekata v ekvatorialnem
pasu U NV okrog kroznice S"~!. Ker je U NV homotopsko ekvivalenten sferi
"1, je po posledici kohomologija U NV enaka kohomologiji sfere $"~!
in po induktivni predpostavki je slednja podana z zgornjo formulo. V Mayer—
Vietorisovem zaporedju je HX,(U) & H%, (V) = 0 za vsak k > 1, zato iz eksaktnosti
zaporedja sledi HX,(S"~!) = HAF1(S") za k > 1. Odtod dobimo H(S") =
Hjy I(s"~1) = R, ostale kohomoloske grupe indeksa k > 1 pa so enake niC.
Generator grupe H)/,(S") = R je katerakoli n-forma ocna 8" z [g, ¢ #0. O

7.4 De Rhamova kohomologija s kompaktnimi nosilci

V tem razdelku bomo dokazali nekaj rezultatov o de Rhamovi kohomologiji s
kompaktnimi nosilci.

Naj bo Z}(X) = (2} (X),d) de Rhamov kompleks s kompaktnimi nosilci:
0— 22x) % 2/ (x) L 22x) L L grx) Do,

kjer je d diferencial in je n = dimX dimenzija mnogoterosti X. Prirejeno de
Rhamovo komologijo s kompaktnimi nosilci smo Ze definirali v (7.4)):

{ac 25X):da=0}  ZKX)
{ap:pe ™' (x)} — EX)
dimX
H;R,C(X) = ED HgR,c(X)»
k=0

Hfli{R,c (X) =

kjer sta ZX(X) in &¥(X) vektorska prostora sklenjenih in eksaktnih k-form s
kompaktnimi nosilci na X.

Ceje f: X — Y gladka preslikava in mnogoterost X ni kompaktna, potem povlek
f*a forme s kompaktnim nosilcem nima nujno kompaktnega nosilca. Slednje velja,
Ce je f prava preslikava. Vsaka prava gladka preslikava f : X — Y torej inducira
homomorfizem f* : Hj, .(Y) — Hjg (X) za vsak k € Z,. Tako kot pri obiCajni
de Rhamovi kohomologiji je (gof)* = ffog*,Cesta f: X —>Ying:Y —~Z
pravi gladki preslikavi. V posebnem sledi, da difeomorfizem f : X — Y inducira
izomorfizem f* : H5R7C(Y) — HZI‘R‘C(X) zavsakk € Z.
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Naslednji rezultat je Poincaréjeva lemo za kohomologijo s kompaktnimi nosilci.

Izrek 7.13 Za vsako gladko mnogoterost X in k € Z. je Hg;glc(X x R) & H(IJCR,C(X)
Dokaz Naj bo 7 : X x R — X projekcija m(x,#) = x. Definirali bomo linearno

preslikavo 7, : ZK1(X x R) — 2¥(X) kot integracijo na vlaknih. Vsaka forma s
kompaktnim nosilcem na X x R je vsota form naslednjih dveh tipov:

(@) (Tra)f(x,0),  (b) (Fa)Af(x1)dr,

kjer je o € Z(X) (ne nujno s kompaktnim nosilcem) in f € 6°(X x R) = 29(X).
Na formabh tipa (a) ima &, vrednost 0, na formi tipa (b) pa definiramo

7. (o) A f(x,1)dr) = - / Flxt)di
R
Ni tezko preveriti, da velja
dx o, = W, odx«R.

Odtod sledi, da 7, inducira homomorfizem T, : Hj;l(x xR) — HX k(X)) za vsak
k € N (glej dokaz izreka[7.3).

0—— 2°(X xR) H@ (X xR) *>92X><R
/ @2

Definirajmo $e inverzno preslikavo. Naj bo e(t) gladka funkcija na R s kompaktnim
nosilcem, ki zado$¢a [ e(t)dt = 1. Priredimo ji homomorfizem

ex: DHX) = TN (X xR), es(0) = (" a) Ne(t)dt.
Za vsako formo a € 2*(X) je

ex(da) = (n'da) Ne(t)dr =d(n*a) Ne(t)dt) = d(e.r),
torej velja e, ody = dx <R o e.. Iz definicije e, sledi

moe.(a)=m (T aNe(t)dt) = Ot/Re(t)dt =a,

torej je 7, oe, = Id. Sedaj je potrebno dokazati Se, da je e, o™ =Id na Hj, (X xR).
To sledi iz naslednje leme, ki podaja ustrezen homotopski operator.

Lema 7.14 Obstaja linearen operator K : 2 71(X x R) — Z7(X x R), tako da za
vsak k € Z velja
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Id—e,om = (—1)*"1(doK—Kod) na 2¥(X xR). (7.7)

Dokaz Preslikavo K definiramo tako, da je enaka ni¢ na formah (n* ) f(x,?) tipa
(a), na formah tipa (b) pa je enaka

t oo t
K(m*a A f(x,t)dt) = a/ fx,7)dt — oc/ Sflx, ’c)dr/ e(t)dr.
Podobno kot v dokazu leme [7.4] preverimo, da velja (7.7).

0—— Z2°(X xR) —L@IXXR *>QZX><R

///

00— 2°(X xR) *>91X><R *>92X><R

Odtod sledi izrek [7.13] v naslednji precizne;jsi obliki.
Izrek 7.15 Preslikavi

T Hpf (X XR) = Hip (X), et Hjg (X) = Hy (X XR)
sta inverzna izomorfizma.

Primer 7.16 Z indukcijo na n sledi iz izreka[7.13] da je

R, k=mn;

HZ;R,AR"):{O o

Generator grupe H(’;RC(R”) = R je katerakoli n-forma @ s kompaktnim nosilcem,
zakatero je [p. @ #0. O

Mayer-Vietorisovo zaporedje za kohomologijo s kompaktnimi nosilci Naj bo
X =UUV, kjer sta U in V odprti podmnozici v X. Oglejmo si Mayer—Vietorisovo
kratko eksaktno zaporedje de Rhamovih kompleksov s kompaktnimi nosilci:
0— 7;(UNV) -2 Z:U) @ 7 (V) S 77 (X) — 0,
kjer je
5(06):(—(1706)7 G(aaﬁ):a—’_ﬁ'

Zaporedje je dvojni kompleks, katerega del je prikazan na naslednjem diagramu:
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Prirejeno dolgo eksaktno Mayer—Vietorisovo zaporedje na kohomologiji s kompak-
tnimi nosilci je

0— HdR AUNv) 2 HdR U) @H3R7C(V) - H3R7C(X

BN HdR,c(UmV) 2, HdR,c(U) @®Hyp (V) -2 HL}R,L- X

s He e (UNV) 25 B (U) @ Hig (V) S5 Hb (X

bl b

)

(X)

............................................... gHggﬁi(X)
(x) -2

Primer 7.17 Ce je X C R" odprta mnoZica, ki je difeomorfna R”, sledi iz
primera in dejstva, da difeomorfizem inducira izomorfizem na de Rhamovi
kohomologiji, da je

R, k=mn;

0, k#n.

Punktirano ravnino X = R?\ {p} lahko predstavimo kot unijo X = U NV dveh
odprtih podmnozic, ki sta difeomorfni R?, tako da je UNV = W; N W, ravno
tako unija dveh odprtih podmnozic, difeomorfnih R%. (Mnozice U,V,W;, W, lahko
izberemo kot stoZce z vrhom v p.) Iz Mayer—Vietorisovega zaporedja dobimo

H§R,C(X) = {

—R2 —R2
0 — Hig o(X) ~5H2p (UNV) -5 Hp (U) © Hig o(V) - Hag o(X) —2 0.

Ker je slika morfizma & ocitno enorazsezna, sledi
H(}R,C(X) = R’ Hz%R,c(X) =R.

Prav tako vidimo, da je dRC( )=0zak¢ {1,2}. To sledi tudi iz dejstva, da je
X =R?\ {p} difeomorfna produktu S' x R in je po izreku m
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_ — Z? k: 1’2’
H5R,C(X) = HZICR,L(SI) = HgR (s = {0 sicer

Splosneje je X = R"\ {p} difeomorfna §"~! x R in je zato

_ _ Z, k=1,m
Hjp (R"\ {p}) = Hyg ' (5" 1)={0 sicer

Za zakljucek razdelka bomo dokazali naslednji izrek.

Izrek 7.18 Za poljubno gladko kompaktno mnogoterost X (z ali brez roba) je vsaka
de Rhamova kohomoloSka grupa H 5R (X) koncno razseZen vektorski prostor nad X.

V dokazu bomo uporabili naslednji pojem.

Definicija 7.19 Odprto pokritie % = {U;}; je dobro pokritje mnogoterosti X, e je
vsak koncen neprazen presek U;) NU;, N ---NU;, difeomorfen R", n = dimX.
Mnogoterost je konCnega tipa, ¢e ima koncno dobro pokritje.

V tej smeri velja naslednji izrek.

Izrek 7.20 Vsaka gladka mnogoterost ima dobro pokritje. Vsaka kompaktna gladka
mnogoterost ima koncno dobro pokritje.

Tega izreka ne bomo dokazali, omenimo pa, da lahko dobro pokritje sestavimo npr.
iz geodetsko konveksnih okolic to¢k v poljubni Riemannovi metriki na X. To je
standardna konstrukcija v diferencialni geometriji; glej npr. do Carmo [9].

S pomocjo pojma dobrega pokritja imamo tudi naslednji analog izreka ((7.18) za de
Rhamovo kohomologijo s kompaktnimi nosilci.

Izrek 7.21 Ce je X gladka mnogoterost konénega tipa, potem je vsaka de Rhamova
kohomoloska grupa H §R~ (X) koncno razsezen vektorski prostor nad R.

Dokaz izrekov[7.18]in[7.21) Denimo, daje X = U UV, kjer sta U in V odprti mnoZici
z lastnostjo, da so de Rhamove kohomoloske grupe mnozic U,V in U NV kon¢no
razsezni vektorski prostori. Iz Mayer—Vietorisovega zaporedja za de Rhamovo
kohomologijo sledi ista lastnost za X.

Dokaz obeh izrekov sledi z indukcijo na Stevilo m mnoZic v kon¢nem dobrem
pokritju mnogoterosti X. Izreka veljata za m = 1, saj je tedaj X difeomorfna R".
Denimo, da veljata za nek m € N. Naj bo X = U; UU, U --- UU,,+1 dobro pokrije
X. Po induktivni predpostavki izreka veljata za Y = Uy UUp U --- U U,. Ker je
YNU, = U;-"Zl (UjNUpms1) dobro pokritje dolZine m za Y MU, 1, sledi iz Mayer—
Vietorisovega zaporedja, da izreka veljata tudi za X =Y UU,,+;. O
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7.5 Poincaréjeva dualnost

V tem razdelku bomo dokazali naslednji Poincaréjev dualnostni izrek.

Izrek 7.22 Ce je X gladka orientabilna mnogoterost koncnega tipa (glej definicijo
brez roba, velja

Hjp(X) = HpX(X)*,  k=0,1,...,n=dimX.
Ce je X kompaktna orientabilna gladka mnogoterost brez roba, je
Hip(X) = HKX)*, k=0,1,...,n=dimX.
Izomorfizem v zgornjem izreku je induciran z neizrojenim bilinearnim parjenjem
P Hig(X) @ HjpH(X) — R,

ki ga inducira bilinearen funkcional
Z(a,B) = / aAB, aeZ*X), BezMX). (7.8)
X

Ce je ena od form o, B eksaktna, je tudi a A B eksaktna in je integral enak ni¢
po Stokesovem izreku zato je parjenje dobro definirano na kohomologiji.
Da je neizrojeno bomo dokazali s pomocjo Mayer—Vietorisovega zaporedja za obe
kohomologiji ter indukcije na Stevilo mnoZic v dobrem pokritju mnogoterosti X.

Iz izreka sledi HY,(X) = H IR, Ié (X) za vsak k, ver}dar izomofizem vektorskega
prostora na njegov dual ni naraven in za njegovo dolocitev je v konkretnem primeru
potreben izbor Riemannove metrike na X .

Posledica 7.23 Naj bo X kot v izreku[7.22}
1. Ce je X kompaktna, je H(X) = HO% (X) =R
2. Ce je X nekompaktna in koncénega tipa, je H(X) = HY (X)=0.

V dokazu izreka[7.22]bomo uporabili t.i. 5-lemo. Dokaz je elementaren in ga lahko
najdemo v vsaki knjigi iz homoloske algebre (glej npr. S. Lang, Algebra).

Lema 7.24 Dan je komutativen diagram homomorfizmov abelovih grup

A B C D E
L4 1
A’ B c D E'

7 eksaktnima vrsticama. Ce so vsi vertikalni homomorfizmi razen ¢ izomorfizmi, je
tudi ¢ izomorfizem.
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Dokaz izreka Ce je X =R", sta edini nenielni kohomologki grupi HgR(R”) =
R = Hjp .(R"). V tem primeru je funkcional neizrojen, saj je pozitiven na
formi adx; A --- Adxy, kjer je a > 0 funkcija s kompaktnim nosilcem, ki je v neki
tocki pozitivna. Isti zakljucek velja v primeru, ko je X difeomorfna R".

Denimo, da je X = U UV in izrek velja za odprte mnoZzice U,V in U NV. Dokazali
bomo, da tedaj velja tudi za X. Za poljubno mnogoterost izrek sledi z indukcijo na
Stevilo mnoZzic v dobrem pokritju X, podobno kot v dokazu izrekov in[7.21].
Oglejmo si naslednji diagram z eksaktnima vrsticama, ki sta Mayer—Vietorisovo
zaporedje za de Rhamovo kohomologijo (v zgornji vrstici) in de Rhamovo
kohomologijo s kompaktnimi nosilci (v spodnji vrstici), na istoleZnih elementih pa
je uporabljeno bilinearno parjenje kot je oznaceno. Zaradi preprostosti oznak bomo
izpustili index dR na kohomologiji in pisali U NV =W ter ¢ =n— p, torej p+q =n:

HP Y U)@HPTN (V) = HP7Y (W) — HP(X) — HP(U) @ HP (V) — HP (W)

& (9 & (9 ®
HE(U) @ HET (V) HEP' (W) = HI(X) — HE(U) @ HI(V)  HI(W)

Ju +va{ fwl fxl fU+fVl fwl

R R R R R

Preprosto je preveriti, da diagram komutira na vseh mestih do znaka natan¢no.
Vsaka vertikalna preslikava je bilinearno parjenje, ki inducira homomorfizem
elementa v prvi vrstici v istoleZni element v drugi vrstici naslednjega diagrama.
(Puscice v drugi vrstici so obrnjene zaradi prehoda na dualne preslikave.)

HP Y (U)@HPY(V) = HP~Y (W) = HP (X) — HP(U)® HP (V) — HP (W)
} } } } }
HITNU) @HETN (V)" — HIY (W) — HI(X)" — HI(U) @ HI(V)" — HI(W)*

Po predpostavki so vsi vertikalni homomorfizmi, razen morda srednji, izomorfizmi.
Iz leme sledi, da je tudi srednji homomorfizem izomorfizem. S tem je
induktivni korak dokazan in izrek sledi. O

Poincaréjev dual podmnogoterosti. Naj bo X orientirana gladka mnogoterost
dimenzije n, za katero velja dualnostni izrek Vsaka zaprta orientirana
podmnogoterost M C X dimenzije m brez roba doloca linearen funkcional

M]: 27(X) = R, ar—><[M],a>:/MOt (7.9)

na prostoru sklenjenih m-form s kompaktnim nosilcem na X. Imenuje se funkcional
integracije po M. Ker po Stokesovem izreku velja

([M],da>:/Mda:0 zaoe 7" (X),
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[M] inducira linearen funkcional
M): i () =R, (ML,[e))= [ a.

Po izreku je dual HJp (X)* izomorfen de Rhamovi grupi H}p"(X). Zato
obstaja natanko en kohomologki razred [ny] € Hj,™ (X), da je

/a:/a/\nM za vsako formo o € 27" (X).
M b'e

Ta kohomoloski razred [ny], ki je predstavljen s sklenjeno (n — m)-formo my €
Zr " (X), se imenuje (zaprt) Poincaréjev dual podmnogoterosti M C X.

Ce je podmnogoterost M C X kompaktna in brez roba (sklenjena), integracija po M
definira linearen funkcional

M]: 27(X) - R, aH<[M],a>:/ a (7.10)
M
na prostoru sklenjenih m-form s poljubnim nosilcem na X. Izrek zagotovi
obstoj sklenjene forme 13, € 2"~ (X) s kompaktnim nosilcem, tako da velja

/a:/a/\m’w za vsako formo @ € Z"(X).
M X

Kohomoloski razred [n;,] € H:;I; "(X) je po izreku enoli¢no doloen in se
imenuje kompakten Poincaréjev dual orientirane sklenjene podmnogoterosti M.
Vsaka sklenjena orientirana m-razseZna podmnogoterost M C X torej doloca
dva Poincaréjeva duala, zaprt Poincaréjev dual [ny] € Hj,™(X) in kompakten
Poincaréjev dual [n;,] € H iR, (X). Ta dva duala sta v sploSnem razli¢na, kot vidimo
na naslednjem primeru; glej tudi primer [7.27]

Primer 7.25 (Poincaréjev dual tocke v R") Najbo p tocka v R". Ker je Hj,(R") =
0, je zaprt Poincaréjev dual [n,] = 0 enak ni¢. Po drugi strani je Hj, (R") =R
(glej primer [7.16)) in je kompakten Poincaréjev dual predstavljen s poljubno formo
gdxy A--- Adx, s kompaktnim nosilcem in [, g = 1.

Primer 7.26 (Poincaréjev dual poltraka v RZ) Naj bo X = R?\ {(0,0)} =R? s
koordinatama (x,y) in M = {(x,0) : x > 0} poltrak; to je zaprta nekompaktna

podmnogoterost X. Trdimo, da je kohomoloski razred sklenjene 1-forme
1 xdy—ydx dO
= EW = E, 0 :arctan(y/x) (711)

Poincaréjev dual M. Dejansko, ¢e je o € 93 (X) sklenjena 1-forma s kompaktnim
nosilcem, je po Fubinijevem izreku
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[Lann= [ ant®_ [0/,
R2 n_Rz 2t Jo 27171“9’

kjer je Iy = {re'® : r > 0}. Ker je da = 0 in ima o kompakten nosilec, sledi iz
Stokesovega izreka, da je [r, o neodvisen od 6 in zato enak [ &t = [}, a. Sledi

2n 4o
ann = -_— o= o.
/R,% n /o 27'C/M /M

To ravno pomeni, da je razred [n] € H ;R(Ri) Poincaréjev dual poltraka M.
Primer 7.27 (Poincaréjev dual kroznice v R?) Naj bo
S,={(x,y) € R?:x*4y? = rz}, r>0.

Za vsako sklenjeno 1-formo a na RZ je po Stokesovem izreku integral fSra
neodvisen od r > 0. Ce ima & kompakten nosilec, je integral enak 0, kar vidimo
za dovolj velik r > 0. Torej je zaprt Poincaréjev dual kroZnice S, enak nic.

Po drugi strani pa integral fS, a v sploSnem ni enak ni¢, e nosilec sklenjene 1-
forme o ni kompakten. Na primer, za formo je fsrn = 2n. To pomeni,
da kompakten Poincaréjev dual [ng ] € Hj, .(R%) kroznice S, C RZ ni enak O.
Z integracijo v polarnih koordinatah vidimo, da je kompakten Poincaréjev dual
predstavljen s poljubno 1-formo oblike i(p)dp, kjer je p = +/x2 + y? in je h funkcija
s kompaktnim nosilcem na (0, +eo), ki zado$¢a [;"h(p)dp =1. O

Opomba 7.28 (Potoki) Linearni funkcionali na prostorih gladkih diferencialnih
form na mnogoterostih se imenujejo poroki (angl. currents). Potok integracije
po zaprti orientirani podmnogoterosti je eden osnovnih primerov potokov.
Splosnejsi rektifikabilni potoki so doloCeni z integracijo forme po orientabilni m-
rektifikabilni podmnoZici M C X, kar v bistvu pomeni, da je M lokalno slika
domene v evklidskem prostoru R™ z Lipshitzovo preslikavo. Taka preslikava je
diferenciabilna na komplementu mnoZice z mero nic¢, zato lahko vpeljemo pojem m-
razseznega volumna in definiramo integral m-forme po taki mnozici. (To podrocje
analize se imenuje geometrijska teorija mere; glej npr. Federer [13] ali Morgan
[34]). Splosne;jsi potoki so lahko odvisni tudi od odvodov koeficientov diferencialne
forme in so torej diferencialni operatorji na formah. V smislu Poincaréjeve dualnosti
lahko razumemo vsak potok 7 na prostoru 27 (X) testnih form (opremljenim z
ustrezno topologijo) kot diferencialno (n — m)-formo Br na X z distribucijskimi
koeficienti, ki zadoS¢a pogoju

T(a):/xa/\ﬁT, ac 7"(X).
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