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Veljavnost homotopskega principa v nekem analiticnem ali geometrijskem prob-
lemu pomeni, da obstaja analiti¢na resitev, ¢e ni topoloskih obstrukcij. Homotopski
Oke, Hansa Grauerta in prejemnika Abelove nagrade za leto 2009, Mikhaela Gro-
mova. V clanku so opisane glavne poteze teorije od klasi¢nih rezultatov do neka-
terih najnovejsih dosezkov. Predgovor vsebuje nekaj osnovnih podatkov o zivljenju
in delu Henrika Nielsa Abela, o Abelovi nagradi in o dosezkih Gromova na podrocju
geometrije.

THE OKA-GRAUERT-GROMOV PRINCIPLE
AND APPLICATIONS IN COMPLEX GEOMETRY

An analytic or a geometric problem is said to satisfy the homotopy principle if
an analytic solution exists provided that there are no topological obstructions. The
homotopy principle in complex analysis and geometry is based mainly on the works
of Kiyoshi Oka, Hans Grauert, and of the 2009 Abel laureate, Mikhael Gromov.
We present the main features of the theory, from classical results to the newest
achievements. The preface contains some basic data on the life and work of Henrik
Niels Abel, on the Abel Prize, and on Gromov’s work in the field of geometry.

1. PREDGOVOR — ABELOVA NAGRADA 2009

Najpomembnejso nagrado na podrocju matematike za leto 2009, to
je Abelovo nagrado, ki jo podeljuje Norveska akademija znanosti, je
prejel Mikhael Leonidovich Gromouv za svoje revolucionarne prispevke
geometriji. Nagrado je Gromov prejel iz rok norveskega kralja Haralda
dne 19. maja 2009. Abelova nagrada se podeljuje enkrat letno od 2003
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dalje. Njen status in ugled je postal enakovreden Nobelovi nagradi na
podrocju fizike, kemije in medicine. Ve¢ o nagradi v [32].

V zapisu bom najprej na kratko predstavil zivljenje in delo genial-
nega norveskega matematika Henrika Nielsa Abela, po katerem se na-
grada imenuje, ter ozadje, ki je vodilo do njene ustanovitve. Zatem
bom orisal nekaj temeljnih prispevkih Mikhaela Gromova k razlicnim
podrocjem matematike, pri Cemer je geometrija vselej glavna iztocnica.

Niels Henrik Abel (5. avgust 1802 — 6. april 1829) je prispeval revo-
lucionarna odkritja na mnogih podroc¢jih matematike in po njem se
danes imenuje vrsta matemati¢nih pojmov in objektov.

Kot student na Friderikovi univerzi v Kristianiji (danasnjem Oslu,
Norveska) je Abel skusal resiti splosno enacbo pete stopnje

asz® + asxt + asx® + asr? + a1z + ag = 0.

Mislil je ze, da je uspel, a je svojo napako pravocasno odkril. V ¢lanku
v samostojni brosuri je leta 1824 dokazal, da se ta enacba ne da resiti
z radikali, to je, z eksplicitno formulo, v kateri bi nastopali algebraicni
izrazi (vsote, produkti, koreni,...) v koeficientih ag,as,...,as. S tem
je resil problem, ki je izzival matematike od ¢asov Bombellija in Vieta
in tako preprecil nadaljnje neuspesne ali napacne poizkuse resevanja.
Podrobnejsi dokaz je objavil leta 1826 v prvem zvezku Crellove revije.
Abelov rezultat velja tudi za enacbe visje stopnje, enacbe do vkljuéno
cetrte stopnje pa so vselej resljive z radikali.

Leta 1825 je Abel prejel stipendijo norveske vlade, ki mu je omogocila
dvoletno gostovanje pri tedaj pomembnih matematikih v Berlinu, v
Italiji in v Parizu. V tem casu je raziskoval teorijo funkcij, Se pose-
bej elipti¢ne in hiperelipticne funkcije, ter nov razred funkcij, ki nosi
njegovo ime. Napisal je ve¢ ¢lankov o konvergenci vrst, o Abelovih
integralih in o elipti¢nih funkcijah.

Leta 1828 je Abel postal instruktor na univerzi in vojaski Soli v
Kristianiji (Oslu). August Leopold Crelle (1780 — 1955) mu je leta 1929
uspel dobiti profesorsko mesto na Univerzi v Berlinu in mu je 8. aprila
1829 pisal o tem. Bilo je prepozno, saj je Abel umrl za posledicami
tuberkuloze dva dni pred tem pri starosti 27 let.

Abelova dela so pomemben prispevek matematiki zlasti na podrocju
algebre, teorije grup, integralnega racuna in teorije elipticnih funkcij.
Vecino svojih znanstvenih del je objavil v reviji Journal fir die reine
und angewandte Mathematik, ki jo je ustanovil Leopold Crelle leta 1826
in jo urejal do svoje smrti leta 1855. Ze v prvem zvezku revije je
bilo objavljenih kar pet Abelovih ¢lankov. V drugem zvezku iz leta
1827 je izsel prvi del njegovih Rechérches sur les fonctions elliptiques,
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ki predstavljajo zacetek teorije dvojno periodi¢nih funkcij. Abelova
matematicna dela je zbral in uredil Bernt Michael Holmboe (1795 -
1850) in norveska vlada je omogocila objavo leta 1839. Leta 1881 je
izSla razSirjena izdaja, ki sta jo uredila Peter Ludwig Mejdell Sylow
(1832 - 1918) in Marius Sophus Lie (1842 — 1899).

Abelovo delo je bilo v prvi vrsti teoreti¢no, brez posebnega prizade-
vanja po prakti¢ni uporabi dosezkov. Kljub temu je bilo izjemno od-
mevno in je vodilo k razvoju Stevilnih teorij, od katerih so mnoge kas-
neje dozivele tudi prakticno uporabo. Mnogo matematicnih objektov
je dobilo pridevnik abelovski. Govorimo o Abelovi integralski enacbi,
ki vodi do Abelovih funkcij. Komutativne grupe imenujemo Abelove
grupe. Pomemben razred transcendentnih funkcij se imenuje po njem.

Ceprav ima matematika izjemen prakticni in vzgojni pomen in je
nepogresljiva podstat vrsti drugih znanosti, vsebuje tudi bistvene el-
emente estetike — ¢istost oblike, preprostost v objemu kompleksnosti,
eleganco, lepoto. V zgodovini matematike je bil prakti¢ni pomen in
uporaba njenih izsledkov zelo pogosto le nenacrtovani stranski pro-
dukt. Se posebej na primerih vrhunskih matematikov, kot je bil Abel,
nas zgodovina uc¢i, da matematiki predvsem potrebujejo ustvarjalno
svobodo.

Abelova zgodba je znacilna Se v enem pogledu, ki pogosto preseneca
znanstvenike na drugih podrocjih — kako mladi so lahko matematiki,
ko pridejo do svojih najpomembnejsih odkritij. Abel je naredil izjemne
stvari do svojega 27. leta. Po drugi strani pa mnogi matematiki os-
tanejo znanstveno aktivni Se celo potem, ko ze prejemajo zasluzeno
pokojnino. V tem smislu veliki matematiki bolj spominjajo na velike
skladatelje kot pa na znanstvenike na drugih podrocjih.

Vec o zivljenju in delu Abela lahko bralec najde v Wikipediji [1].

Ob stoletnici rojstva Henrika Nielsa Abela leta 1902 si je znani
norveski matematik Sophus Lie (po njem se imenujejo Liejeve grupe)
prizadeval organizirati nagrado z Abelovim imenom. V prizadevanja je
vklju¢il mednarodno matemati¢no skupnost; norveski kralj Oskar II je
ponudil pomo¢. Znanstveno drustvo v Kristianiji, predhodnik sedanje
Norveske akademije znanosti v Oslu, je pripravilo potrebne dokumente
za podeljevanje nagrade enkrat na vsakih pet let. Organiziran je bil fes-
tival v Kristianiji (Oslu) in v Abelovem rojstnem kraju Frgland, Abel
pa je dobil spomenik v blizini kraljeve palace v Oslu.

Na zalost pa je prekinitev drzavne zveze Norveske s Svedsko leta
1905 ter posledi¢na politicna nestabilnost prekrizala te crte.
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Napori za ustanovitev nagrade so bili obnovljeni Sele sto let kas-
neje, ob 200-letnici Abelovega rojstva v letu 2002, tokrat uspesno.
Nagrado podeljuje Norveska akademija znanosti, nagrajenca pa izbere
izmed nominiranih kandidatov peté¢lanska komisija v mednarodni ses-
tavi. Prva Abelova nagrada v znesku 6 milijonov norveskih kron (pri-
blizno 750.000 Evrov) je bila podeljena 3. junija 2003, prejemnik je
bil Jean-Pierre Serre. Naslednji nagrajenci so bili Sir Michale Francis
Atiyah in Isadore M. Singer (2004), Peter D. Laz (2005), Lennart Car-
leson (2006), Srinivasa S. R. Varadhan (2007), John Griggs Thompson
in Jacques Tits (2008) ter Mikhael Leonidovich Gromov (2009).

Sedaj pa nekaj besed o delu M. Gromova. Geometrija je eno naj-
starejsih in najbolj temeljnih podrocij matematike in znanosti nasploh.
Njen izvor sega tisocletja nazaj v zgodovino, v ¢ase Archimeda, Evk-
lida, Pitagore in drugih velikih zacetnikov. Tedaj je znanje vzniklo iz
potrebe najti odgovore na prakti¢na vprasanja, kot je recimo ocen-
iti velikost nekega zemljis¢a, iz potreb pri navigaciji na morju, pa
tudi iz bolj ezotericnih zelja, kot je izracunati oddaljenost Lune od
Zemlje. Geometrija se ukvarja s Studijem konceptov kot so velikost,
oblika, razdalja, medsebojna pozicija objektov, pa tudi z bolj komplek-
snimi lastnostmi ploskev in njihovih visje razseznih analogov (mno-
goterosti) kot so npr. ukrivljenost. Einsteinova teorija relativnosti sloni
na Lorentzovi geometriji. Podrocje geometrije, ki se imenuje gauge
theory (kar bi lahko prevedli kot umeritvena teorija), igra pomembno
vlogo v modernih teorijah matematicne fizike kot so Donaldsonova in
Seiberg- Wittenova teorija.

V zadnjih petdesetih letih je dozivela geometrija revolucionaren raz-
voj in spremembe. Mikhael Gromov je pri tem kreiral in vodil nekatere
najpomembnejse smeri razvoja ter razvijal originalne ideje, ki so podale
nove perspektive v geometriji in tudi v drugih podroc¢jih matematike.

Gromov je igral bistveno vlogo pri izgradnji moderne Riemannove
geometrije, sodobnem podroc¢ju s koreninami v klasiéni Riemannovi ge-
ometriji (glej [29]). Je tudi eden od utemeljiteljev globalne simplekticne
geometrije. Njegovo najbolj znano in verjetno najslavnejSe delo je
vodilo v definicijo Gromov—Wittenovih invariant (glej [28]). To je sedaj
eno od izjemno aktivnih podrocij matematike s tesnimi povezavami
s podro¢jem moderne teoreti¢ne fizike, ki se imenuje kvantna teorija
polja.

Eno od pomembnih orodij, ki jih je Gromov uporabil pri razvoju sim-
plekticne geometrije, je analiza kompleksnih krivulj v skoraj komplek-
snth mnogoterostih. To so mnogoterosti M sode dimenzije 2n, katerih
tangentni prostori T,,M so opremljeni z operatorjem J, cigar kvadrat
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je enak minus identiteti: J? = —id. Na modelni kompleksni mno-
goterosti C™ (to je n-razsezni kompleksni evklidski prostor) predstavlja
J mnozenje vektorja z imaginarno enoto i = y/—1. S pomocjo tega
operatorja se Cauchy-Riemannov sistem enacb za holomorfne funkcije
f: M — C zapiSe v obliki

df,(Jv) =idf,(v), pe M, veT,M~C"

Pri tem je df, diferencial funkcije f v tocki p. Na splosni skoraj
kompleksni mnogoterosti (M, .J) ta enacba v splosnem nima netriv-
ialenih resitev, torej M nima niti lokalnih nekonstantnih holomorfnih
funkcij. Po drugi strani pa v vsaki skoraj kompleksni mnogoterosti
M obstajajo kompleksne krivulje, kot npr. preslikave z enotnega diska
D={z€C:|z|] <1} v M, ki zadoscajo Cauchy-Riemannovi enacbi

df,(iv) = J(df,(v)), peD, veT,D=C.

Osnove teorije skoraj kompleksnih mnogoterosti so bile sicer polozene
ze pred dobrimi petdesetimi leti [46], a matematiki dolgo niso vedeli,
kaj s tem poceti in so imeli to kot neko slepo vejo. Njihovo prvo zares
kreativno uporabo je iznasel Gromov cetrt stoletja kasneje pri izgradnji
globalne simplekti¢ne geometrije (glej [27]). Skoraj kompleksne krivulje
so nagle pomembno uporabo tudi v definiciji Flerove homologije [56].

Delo Gromova na podroc¢ju teorije grup s polinomialno rastjo je pri-
neslo nove ideje, ki so za vedno spremenile nase razumevanje diskret-
nih neskonénih grup. Gromov je prepoznal geometrijske zakonitosti
diskretnih grup in resil vrsto dolgo odprtih problemov. Njegovi ge-
ometrijski argumenti so naredili komplicirane kombinatoricne argu-
mente veliko bolj naravne in uc¢inkovite. Ve¢ o tem v originalnem skoraj
200 strani dolgem ¢lanku Gromova [30].

V zadnjem casu se je Gromov ukvarjal tudi z novimi izzivi, ki jih
matematiki prinasa biologija, Se posebej molekularna biologija in genet-
ske raziskave (glej monografijo [5]). V pogovoru, ki sem ga imel z
njim dan po podelitvi nagrade na slovesni vecerji v prostorih Norveske
akademije znanosti, je med drugim priznal, da je genomika zelo hud
izziv in da matematiki o¢itno Se nismo iznasli prave vrste matematike
za reSevanje teh problemov.

Za zakljucek naj omenim prispevke Gromova na podrocju, ki mi je
najblizje, saj na njem raziskujem tudi sam.

Gromov je bil glavni akter pri razvoju pojma homotopski princip, ali
na kratko h-princip, katerega veljavnost v nekem analiticnem ali geo-
metricnem problemu pomeni, da obstaja analiticna resitev, v kolikor
ni topoloskih obstrukeij. O tem je napisal monografijo, objavljeno v
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Springerjevi zbirki Ergebnisse der Mathematik und ihrer Grenzgebiete
29].

Do pred dobrimi dvajsetimi leti je bil h-princip v kompleksni ana-
lizi omejen na princip Oka-Grauert o klasifikaciji holomorfnih vek-
torskih sveznjev in njim pridruzenih glavnih sveznjev na Steinovih
mnogoterostih (glej [47, 24, 25, 26, 35, 42]). Steinove mnogoterosti so
tiste kompleksne mnogoterosti, ki jih lahko predstavimo kot komplek-
sne ‘ploskve’ (poljubne dimenzije) v kakem evklidskem prostoru C";
to je, kot mnozice X C C”", definirane s konéno mnogo holomorfnimi
enacbami oblike

flz1, oo 2n) = Z iy 21282 I = 0.

J15e,Jn=0

Vrsta mora konvergirati za vse z € C". Steinove mnogoterosti so torej
analiticen analog afino algebrai¢nim mnogoterostim, ki so resitve siste-
mov polinomskih enacb zgornje oblike, a s konénimi vsotami namesto
vrst.  (Ve¢ o Steinovih mnogoterostih v §4.) Glavni rezultat teorije
Oka-Grauert je, da se topoloska klasifikacija holomorfnih vektorskih
sveznjev in glavnih sveznjev na Steinovih mnogoterostih ujema z nji-
hovo holomorfno klasifikacijo. Ve¢ o principu Oka-Grauert v §5.

Kljuéno posplositev z izjemno zanimivimi posledicami je Gromov
orisal v ¢lanku [31] v letu 1989. Tako se je rodila teorija Oka-Grauert-
Gromov o tem, kdaj lahko vsako zvezno preslikavo poljubne Steinove
mnogoterosti X v dano kompleksno mnogoterost Y zvezno deformi-
ramo v neko holomorfno preslikavo. Pri tej deformaciji Zelimo ohraniti
preslikavo holomorfno in poljubno blizu zacetni preslikavi na ustreznih
podmnozicah v X, kjer je le-ta ze holomorfna. Ce ima Y to lastnost,
se imenuje mnogoterost Oka (glej §7). Analogno vprasanje nas zanima
v primeru, ko imamo holomorfno preslikavo 7: Z — X neke komplek-
sne mnogoterosti Z na Steinovo mnogoterost X, tako da je diferencial
dr.: T.Z — Tr;)X surjektiven v vsaki tocki z € Z; taka preslikava se
imenuje holomorfna submerzija Z na X. Problem je najti holomorfne
prereze f: X — Z, ki zadoscajo 7(f(x)) = x za vsak x € X, torej lezi
f(z) v vlaknu Z, = 7~!(z) C Z. Glavno vprasanje je:

Kdaj lahko vsak zvezen prerez deformiramo v nek holomorfen prerez?

Gromov je nasel preprost zadostni pogoj na vlakna Z,, ki zahteva
obstoj dovolj velike mnozice holomorfnih preslikav C¥ — Z,; take mno-
goterosti imenujemo elipticne v smislu Gromova (glej §9).

Kot je pri Gromovu v navadi, je dokaze svoji rezultatov le orisal v
glavnih potezah; obi¢ajno je potrebno Se precej napornega dela drugih
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matematikov, da se njegovi dosezki postavijo na primerno trdne temelje
in da jih razume Sirsi krog matematikov. V danem primeru sem v letu
1997, ko sem se zacel za te probleme zanimati, povprasal nekaj klju¢nih
kolegov v svetu, ali so bile podrobnosti ze narejene in ali so rezultati
Gromova razumljeni. Odgovor je bil negativen: V osmih letih od ob-
jave clanka [31] se tega ocitno Se ni nihce zares lotil. A rezultat je
bil v vmesnem casu ze uporabljen v nadaljnjih delih in postalo je tem
bolj pomembno, da bi se stvari razcistile in postavile na trdne temelje.
V naslednjih nekaj letih sva to naredila z Jasno Prezelj in rezultate
objavila v seriji ¢lankov v revijah Mathematiche Annalen [17, 18] in
Mathematische Zeitschrift [19]. Kljuéni prispevek pri razumevanju naj-
splosnejsega rezultata Gromova (h-princip za prereze elipticnih sub-
merzij nad Steinovimi mnogoterostmi) je dala Jasna Prezelj v svoji
doktorski disertaciji (Univerza v Ljubljani, 2000).

V nadaljevanju bo opisan razvoj teorije Oka-Grauert-Gromov, njene
posplositve in najpomembnejsi primeri uporabe.

2. H-PRINCIP ZA HOLOMORFNE PRESLIKAVE

V tem uvodnem razdelku bomo v osnovnih potezah opisali glavni
problem, ki nas bo zanimal. Pojem kompleksne mnogoterosti in holo-
morfne preslikave bomo natanéneje opisali v naslednjem razdelku §3,
pojem Steinove mnogoterosti pa v §4.

Modelna kompleksna mnogoterost dimenzije n je kompleksni evklid-
ski prostor C”, to je kartezicni produkt n kopij obsega kompleksnih
stevil C. Ze od nekdaj so pritegovale posebno pozornost tiste kom-
pleksne mnogoterosti X, ki imajo bodisi ‘veliko’, bodisi ‘malo’ holo-
morfnih preslikav X — C ali C — X, oziroma splosneje C* — X.
Obravnava teh vprasanj nas privede do zanimivih razredov komplek-
snih mnogoterosti.

Mnogoterosti z ‘veliko’ holomorfnimi preslikavami X — C (holo-
morfnimi funkcijami na X) so Steinove mnogoterosti, ki jih je uvedel
nemski matematik Karl Stein leta 1951 [54] po vzoru domen holo-
morfnosti v C". Kompleksna mnogoterost je Steinova, ¢e globalne
holomorfne funkcije na X loc¢ijo tocke in podajajo lokalne karte v vsaki
tocki, poleg tega pa za vsako diskretno zaporedje tock v X obstaja
holomorfna funkcija, katere vrednosti po tem zaporedju gredo v oo (glej
def. 4.2). Ena od pomembnejsih karakterizacij Steinovih mnogoterosti
je, da so to ravno zaprte kompleksne podmnogoterosti evklidskih pros-
torov C", torej podmnozice, ki jih lahko definiramo kot skupno mnozico
nicel neke druzine holomorfnih funkcij na C" in ki so brez singularnih
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tock (izrek 4.3). Steinova lastnost je torej fleksibilnostni pogoj. Vec o
Steinovih mnogoterostih bomo povedali v §4.

Mnogoterosti z ‘malo’ holomorfnimi preslikavami C — X so znane
pod imenom hiperboliécne mnogoterosti. Povezana kompleksna mno-
goterost X je hiperbolicna v smislu Brodyja [4], ¢e je vsaka holomorfna
preslikava C — X konstantna. Primer je poljubna omejena domena v
C (Lieouvilleov izrek), ali pa komplement C\{a,b} poljubnih dve ra-
zliénih tock a # b v C (Picardov izrek). Podobno je komplement kom-
pleksne hiperploskve v C™ (to je mnozica nicel neke cele funkcije) zelo
pogosto hiperboli¢en. Znano je celo, da je komplement C*\ A generi¢no
izbrane algebrai¢ne krivulje A C C? dovolj visokega reda hiperboli¢na
domena. Soroden pojem Kobayashijeve hiperbolicnosti sloni na pojmu
Kobayashijeve psevdometrike [38]. Hiperboli¢nost je klasi¢en primer
rigidnostne lastnosti, teorija hiperboliénih mnogoterosti pa je eno od
dobro razvitih podrocij kompleksne geometrije.

In kaj lahko recemo o kompleksnih mnogoterostih Y, ki dopuscajo
veliko holomorfnih preslikav C* — Y ter splosneje X — Y za poljubno
Steinovo mnogoterost X7 Zadnje vprasanje precizirajmo:

Kdaj je vsaka zvezna preslikava X — Y s poljubne Steinove mno-
goterostt X v'Y homotopna neki holomorfni preslikavi?

Naravno je postaviti dodatne aproksimacijske pogoje, ki ustrezajo
klasicnemu Rungejevemu (oziroma v vigjih dimenzijah Oka-Weilovemu)
aproksimacijskemu izreku, ter interpolacijske pogoje, ki ustrezajo raz-
Siritvenemu izreku Weierstrassa in Henrija Cartana za holomorfne funk-
cije (glej §6). Pogosto nas zanima tudi, ali lahko neko zvezno druzino
zveznih preslikav X — Y homotopno deformiramo v zvezno druzino
holomorfnih preslikav. Tovrstne lastnosti kompleksne mnogoterosti Y
se imenujejo lastnosti Oka; v primeru pozitivnih odgovorov na zgornja
vprasanja pravimo tudi, da velja homotopski princip (na kratko h-
princip) za preslikave Steinovih mnogoterosti v Y. Mmnogoterosti, ki
imajo najsplosnejso parametricno lastnost Oka z aproksimacijo in in-
terpolacijo, se imenujejo mnogoterosti Oka (glej def. 8.2). Natanénejsi
opis lastnosti Oka sledi v §7 in §8.

Zadovoljiva teorija mnogoterosti Oka se je razvila Sele v zadnjem
casu. lzrek 7.4 v §7, ki je podrobno dokazan v ¢lankih [12, 13], po-
daja prakti¢no optimalen odgovor na vprasanje Gromova [31, p. 881,
3.4.(D)], ali je lastnost Oka neke kompleksne mnogoterosti ¥ ekviva-
lentna kaksni preprostejsi aproksimacijski lastnosti za holomorfne pres-
likave C* — Y.
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Nas pregled teorije je kronoloski. V §5 je najprej prikazan klasicen
rezultat Hansa Grauerta iz leta 1958, po katerem vse kompleksne Liejeve
grupe in njim prirejene kompleksne homogene mnogoterosti zadoscajo
h-principu (izrek 5.4). Poseben primer tega rezultata za Liejevo grupo
C* = C\{0} (punktirana kompleksna ravnina) je dokazal ze Kiyoshi
Oka leta 1939 [47]. H-princip velja tudi za prereze holomorfnih sveznjev
nad Steinovimi mnogoterostmi, katerih vlakno je Liejeva grupa ali ho-
mogena mnogoterost (izrek 5.5). Odtod sledi klasicni princip Oka-
Grauert, da se topoloska klasifikacija kompleksnih vektorskih sveznjev
na Steinovih mnogoterostih ujema s holomorfno klasifikacijo (izrek 5.1).
To je nedvomno eden najpomebnejsih in najuporabnejsih rezultatov
klasi¢ne kompleksne analize.

V nadaljevanju (§7 — §13) je prikazana moderna teorija homotopskega
principa v kompleksni geometriji. V §7 obravnavamo lastnost Oka in
njeno karakterizacijo z mnogo preprostejso lastnostjo konveksne aproksi-
macije. V §9 je prikazan h-princip za elipticne mnogoterosti in za
prereze elipticnih submerzij. Ena od klju¢nih aplikacij je konstruk-
cija holomorfnih vlozitev Steinovih mnogoterosti v evklidske prostore
minimalne dimenzije (glej §10). V §11 je obravnavan h-princip za holo-
morfne imerzije in vlozitve Steinovih mnogoterosti v evklidske prostore,
v §12 pa h-princip za holomorfne submerzije. V §13 je prikazan nedavni
rezultat Ivarssona in Kutzschebaucha o faktorizaciji holomorfnih pres-
likav Steinovih mnogoterosti v grupo SL,(C), v katerem je bistvena
uporaba h-principa za stratificirane elipticne submerzije.

Bralec bo morda opazil, da je izpus¢ena obravnava mnogoterosti z
malo holomorfnimi funkcijami. Ta razred izgleda mnogo prevelik, da
bi bil lahko zares zanimiv, saj zaradi principa maksima vsebuje vse
kompaktne mnogoterosti in Se dosti vec.

3. KOMPLEKSNE MNOGOTEROSTI IN HOLOMORFNE PRESLIKAVE

Splosna n-razsezna kompleksna mnogoterost lokalno izgleda kot od-
prta podmnozica v C", te lokalne koordinate (ali lokalne karte) pa so
med seboj povezane s holomorfnimi prehodnimi preslikavami. Eno-
razsezne kompleksne mnogoterosti se imenujejo Riemannove ploskve;
med najpreprostejsimi so poleg ravnine C ter njenih domen Se Rie-
mannova sfera C U {oo}, ki je hkrati enorazsezni kompleksni projek-
tivni prostor P!, ter kompleksni torusi. Najpreprostejsa kompaktna
n-razsezna kompleksna mnogoterost je projektivni prostor P”, ki ga
sestavljajo vse kompleksne premice skozi izhodisce v C™.
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Na tangentnem sveznju T'X poljubne kompleksne mnogoterosti X
imamo operator JJ = Jx, ki v lokalnih koordinatah predstavlja mnozenje
vektorja v € C" z imaginarno enoto i = \/—1. Ta operator zadoica
lastnosti J2 = —I. Diferenciabilna preslikava f: X — Y med dvema
kompleksnima mnogoterostima se imenuje holomorfna, ¢e njen diferen-
cial komutira z operatorjema Jx in Jy:

df.(Jxv) = Jy (df,v), re X, veTl,X.

Preprosteje povedano, f je holomorfna, ¢e je njen diferencial v vsaki
tocki kompleksno linearen. V lokalnih koordinatah so to ravno Cauchy-
Riemannove enacbe za komponentne funkcije preslikave f po vsaki
od kompleksnih spremenljivk; funkcija na domeni v C" je torej holo-
morfna, kadar je separatno holomorfna v vsaki spremenljivki pose-
bej. Druga karakterizacija holomorfnih funkcij je, da imajo razvoj v
potencno vrsto po kompleksnih spremenljivkah v okolici vsake tocke
obmocja.

4. STEINOVE MNOGOTEROSTI

Holomorfne preslikave X — C na kompleksni mnogoterposti so holo-
morfne funkcije na X; mnozico vseh takih funkcij oznacimo z O(X).
Le-teh je obilo na vsaki domeni (odprti mnozici) v C", saj so med njimi
vsi holomorfni polinomi in cele funkcije. Vendar se pri domenah v C™ za
n > 1 pojavi nov fenomen, ki kaze, da je oblika roba domene bistveno
pomembnejsa kot v dimenziji ena. Na vsaki domeni X C C lahko na-
jdemo s pomocjo Weierstrassovega izreka holomorfno funkcijo, ki nima
analiticnega nadaljevanja preko nobene robne tocke, ker se njene nicle
akumulirajo v vsaki tocki iz 0X. V nasprotju s tem imamo v dimen-
zijah n > 1 pojav simultanega analiticnega nadaljevanja, ki ga je prvi
opisal Friedrich Hartogs (1874-1943) leta 1906 na t.i. Hartogosovi figuri.
Za n = 2 je to domena

1 1
H= {(z,w): |z| < 2 lw| < 1}U{(z,w): |z| <1, 5 < lw| < 1}.
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Hartogsova figura H
v bidisku D?

[ 3
x

(0,0) 1
2

Vsaka holomorfna funkcija na H ima analiticno nadaljevanje do holo-
morfne funkcije na bidisku D? = {(z,w): |z| < 1, |w| < 1}, kar lahko
vidimo takole. Denimo, da je f holomorfna na H. Funkcija

F@wy—l ﬂao%

2w Jigey (-

je holomorfna na bidisku P = {|z| < 1, |w| < 2}, saj je integrand
f(z,¢) holomorfen v spremenljivki z, v spremenljivki w pa je F' Cauchy-
jev integral. Ker je za vrednosti |z| < % integrand f(z,w) holomorfna
funkcija spremenljivke w na disku {Jw| < 1}, nam Cauchyjeva inte-
gralna formula pove, da je za te tocke f(z,w) = F(z,w). Iz principa
identicnosti sledi f = F na njuni skupni (povezani) domeni H N P.
Ker je H U P = D?, dobimo s tem holomorfno funkcijo na bidisku D?,
katere zozitev na Hartogsovo figuro H je enaka f.

Hartogsov fenomen je sprozil intenzivno iskanje odgovora na vpra-
Sanje, kako karakterizirati domene holomorfnosti v.C", to je domene s
holomorfno funkcijo, ki nima analiticnega nadaljevanja preko nobene
robne tocke. To vprasanje je bilo ena od glavnih gonilnih sil razvoja
kompleksne analize v prvi polovici dvajsetega stoletja. Po izreku Car-
tan-Thullen (Henri Cartan, 1904-2008; Peter Thullen, 1907-1996) je
X C C™ domena holomorfnosti natanko tedaj, ko je holomorfno kon-
veksna v smislu, da je za vsako kompaktno podmnozico K C X kom-
paktna tudi njena holomorfno konveksna (O(X)-konveksna) ogrinjaca

(41) K =Kow ={z€X:|f(2)| < sup | (w)], ¥f € O(X)}.

V primeru X = C”" se K imenuje polinomsko konveksna ogrinjaca. 1z
klasi¢ne funkcijske teorije vemo, da je za n = 1 mnozica K unija K
ter vseh omejenih povezanih komponent komplementa C\K. Za n > 1
ni nobene preproste karakterizacije in teorija polinomske konveksnosti
ponuja vrsto zanimivih in tezkih problemov (glej [55]).
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Primer 4.1. Pokazi, da je O(H)-ogrinjaca kroznice K = {(z,w) €
C%: 2z = 3, |w| = 2} enaka Koy = {(z,w): z = 3, I < |w| < 3}
Zakljuci, da H ni holomorfno konveksna.

Po vzoru domene holomorfnosti je Karl Stein (1913-2000) leta 1951
uvedel razred mnogoterosti X z naslednjimi lastnostmi (glej [54]).

Definicija 4.2. Kompleksna mnogoterost X se imenuje Steinova, Ce
zadosca naslednjim trem pogojem:

(A) globalne holomorfne funkcije na X loé¢ijo vsak par razli¢nih tock,

(B) v okolici vsake tocke na X obstaja lokalna karta, ki jo sestavljajo
globalne holomorfne funkcije, in

(C) za vsak kompakt K C X je tudi ogrinjaca K (4.1) kompaktna.

Domena v C" je torej Steinova mnogoterost natanko tedaj, ko je
domena holomorfnosti, saj sta aksioma (A) in (B) trivialno izpolnjena
s pomocjo koordinatnih funkcij na C".

Steinove mnogoterosti imajo vrsto zanimivih karakterizacij. Rein-
hold Remmert je leta 1956 dokazal, da so Steinove mnogoterosti ravno
zaprte kompleksne podmnogoterosti kompleksnih evklidskih prostorov
CV [51], torej so analitiGen analog afino-algebrai¢nih mnogoterosti v
algebrai¢ni geometriji. Ena od implikacij je o¢itna, saj polinomi na CV
zadoscajo aksiomom Steinove mnogoterosti na vsaki zaprti kompleksni
podmnogoterosti X C CV. V obratni smeri je Remmert dokazal analog
Whitneyevega izreka za gladke mnogoterosti:

Izrek 4.3. Vsaka n razsezna Steinova mnogoterost se da holomorfno
vloziti kot zaprta kompleksna podmnogoterost v C*+,

Mnogo kasneje so Eliashberg in Gromov [8] ter Schiirmann [52] doka-
zali optimalen vlozitveni izrek:

Izrek 4.4. Vsaka Steinova mnogoterost dimenzije n > 1 se da vloziti
kot zaprta kompleksna podmnogoterost v CV za N = [37”] + 1.

Ze Forster je pokazal, da je N v zgornjem izreku najmanjsi mozen
za vsak n.

Dokaz izreka 4.4 je bistveno zahtevnejsi od izreka 4.3 in sloni na
uporabi homotopskega principa, ki bo prikazan v §9.

Zanimivo je, da v dimenziji n = 1 Se ni znana optimalna vlozitvena
dimenzija. Enorazsezna Steinova mnogoterost je isto kot odprta (ne-
kompaktna) Riemannova ploskev. Vsaka taka ploskev dopusca vlozitev
kot kompleksna krivulja v C3 po izreku Remmerta, ni pa znano, ali
dopusca tudi vlozitev v C?. V tej smeri glej [20, 21, 44].



PRINCIP OKA-GRAUERT-GROMOV IN UPORABA 13

Druga pomembna karakterizacija Steinovih mnogoterosti je koho-
moloska in je znana kot Cartanov izrek B (glej npr. [34]):

Izrek 4.5. Kompleksna mnogoterost X je Steinova natanko tedaj, ko
za vsak koherenten analiticen snop modulov F nad X velja

HY(X,F) =0, =1,2,....

Ta izrek je izjemnega pomena pri globalizaciji analiticnih rezulta-
tov, saj omogoca sestavljanje lokalnih resitev v globalne resitve. Od
klasi¢nih primerov omenimo Mittag-Lefflerjev izrek o obstoju mero-
morfnih funkcij z lokalno predpisanimi glavnimi deli ter razsiritveni (oz.
interpolacijski) izrek za holomorfne funcije na analiti¢nih podmnozicah.

Na tem mestu se nimamo namena spuscati v teorijo snopov, omenimo
le relevantno definicijo. Ozna¢imo z O = Ox snop zarodkov holo-
morfnih funkeij na X; njegova bilka O, nad tocko z € X je torej
mnozica vseh zarodkov holomorfnih funkcij v x. Zarodek je pred-
stavljen s funkcijo v neki okolici dane tocke, pri ¢emer ne lo¢imo dveh
funkcij, ki se ujemata na neki manjsi skupni okolici. Vsak koherenten
analiticen snop nad X lahko nad dovolj majhnimi odprtimi mnozicami
U C X predstavimo kot kvocient nekega prostega snopa O¥|y po
nekem podsnopu, ki je slika homomorfizma snopov OF|;; — ON|y. To
pomeni, da imamo kratko eksaktno zaporedje homomorfizmov snopov:

Ok|U — ONlU —>.7:|U — 0

Tretjo, povsem geometrijsko karakterizacijo Steinovih mnogoterosti,
ki je obenem splosna resitev Levijevega problema, pa je podal H. Grauert
v letu 1958 [24] (za domene v C" je to dokazal K. Oka [47]):

Izrek 4.6. Kompleksna mnogoterost X je Steinova natanko tedaj, ko
obstaja strogo plurisubharmoni¢na funkcija izérpanja p: X — R,.

Biti funkcija izérpanja pomeni, da so podnivojnice {x € X: p(z) <
c} (¢ € Ry) kompaktne. Stroga plurisubharmoniénost pa pomeni, da
je Levijeva forma i00p pozitivna. Natanéneje, v poljubnih lokalnih
holomorfnih koordinatah z = (z1,...,2,) na X in za vsak nenicelen
tangenten vektor 0 # n = (n1,...,n,) € C" velja

Ta hermitska kvadraticna forma ohranja signaturo pri biholomorfnih
zamenjavah koordinat; v resnici je to ravno biholomorfno invarianten
del realne Hessejeve forme. Vsaka nivojnica strogo plurisubharmonicne
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funkcije je v poljubni nesingularni tocki lokalno biholomorfno ekviva-
lentna neki strogo geometrijsko konveksni hiperploskvi.

Ni tezko videti tudi, da lahko p izberemo kot Morsejevo funkcijo (z
nedegeneriranimi kriticnimi tockami) in da je Morsejev indeks vsake
kriti¢cne tocke strogo plurisubharmonicne funkcije < n, torej najvec
polovica realne dimenzije mnogoterosti X. Iz Morsejeve teorije (glej
npr. [45]) sledi, da ima n razsezna Steinova mnogoterost homotopski
tip najve¢ n-razseznega CW-kompleksa, torej je topolosko sorazmerno
preprosta. Izjemno zanimive in netrivialne rezultate v obratni smeri pa
sta dokazala Yakov Eliashberg [7] in Robert Gompf [22]. Grauertova
karakterizacija odpira pomembno zvezo s kontaktno in simplekti¢no
geometrijo ter 4-dimenzionalno topologijo (glej npr. [7, 22, 23]).

Kot ociten primer ne-Steinovih mnogoterosti omenimo kompaktne
kompleksne mnogoterosti; zaradi principa maksimuma te nimajo nekon-
stantnih holomorfnih funkcij in jih zato ni mogoce vloziti v evklidske
prostore. Naravno vprasanje je, ali jih lahko predstavimo kot komplek-
sne podmnogoterosti v kaksni drugi modelni mnogoterosti. Ce vza-
memo za model kompleksno projektivne prostore PV, dobimo razred
projektivno algebraicnih mnogoterosti. To Se zdale¢ ne pokrije vseh pri-
merov; kljub uspehom v klasifikacijski teoriji kompleksnih mnogoterosti
je ta zivalski vrt dosti prevelik in preve¢ kompliciran, da bi bil obvladljiv
z danes znanimi metodami.

5. PRINCIP OKA-GRAUERT

Hevristicni princip Oka zatrjuje, da so doloceni analiticni problemi
na Steinovih mnogoterostih analiticno resljivi, ¢e ni topoloskih ob-
strukcij. Izvorni primer tega principa, ki ga je Rene Thém imel za
enega najlepsih principov analize, predstavlja rezultat K. Oke [47] in
H. Grauerta [25, 26] o klasifikaciji kompleksnih vektorskih sveznjev
nad Steinovimi mnogoterostmi (izrek 5.1). Nekoliko lazje berljiv dokaz
tega izreka je dosegljiv v ¢lanku H. Cartana [6], najkrajsi (Ceprav manj
geometricen) dokaz pa v preglednem ¢lanku [42]. Za nas je posebno
pomemben nekoliko drugacen dokaz, ki sta ga podala Henkin in Leit-
erer leta 1998 v ¢lanku [35].

Modelni kompleksni vektorski svezenj ranga k£ € N nad mnogote-
rostjo X je produktni (ali trivialni) svezenj, to je kartezicni produkt
E = X x CF skupaj s projekcijo 7: E — X. Splosni vektorski svezenj
7: E — X izgleda kot produkt E|y ~ U x C* nad majhnimi odprtimi
mnozicami U C X, dve svezenjski karti U x C* in V x C* pa sta zlepljeni
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skupaj s prehodno preslikavo oblike
(w,v)H(:v,g(x)v), reUnV, veCk,
kjer je g: U NV — GL(C) zvezna matricna funkcija z vrednostmi v

grupi vseh obrnljivih kompleksnih & x k& matrik. (Tu je g(x) v produkt
matrike g(x) z vektorjem v € CF.)

U; x C* Uy x CF

Ce izberemo odprto pokritje U = {U;} mnogoterosti X, tako da
je svezenj trivialen nad vsako mmnozico U; (E|y, ~ U; x C¥), potem
prehodne funkcije g;;: U; N U; — GLi(C) sestavljajo multiplikativen
1-kocikel:

gi; = 1 (identi¢na matrika), ¢i; 95 = 1, ij gjk gri = 1.

Obratno, vsak 1-kocikel (g;;) kot zgoraj doloca kompleksni vektorski
svezenj, ki ima g¢;; za prehodne funkcije, v kar se lahko prepricamo z
direktno konstrukcijo z lepljenjem trivialnih sveznjev U; x C", kot je
prikazano na sliki.

Posebej pomembni so sveznji ranga £ = 1, ki jih imenujemo tudi
sveZnji premic; tedaj so g;; skalarne funkcije brez nicel.

Svezenj je holomorfen, ¢e ga lahko podamo nad nekim odprtim pok-
ritjem s holomorfnimi prehodnimi funkcijami g;;. Totalni prostor E
holomorfnega vektorskega sveznja je spet kompleksna mnogoterost; ce
je baza X Steinova, je tudi F Steinova.

Najpomembnejse sveznje dobimo z algebrai¢nimi operacijami po vlak-
nih (direktna ali Whitneyeva vsota, tenzorski produkt, vnanji produkt
idr.), izhajajo¢ iz tangentnega sveznja T'X in kotangentnega sveznja
T*X. Npr., kanonicni sveienj Kx = A"(T*X), kjer je n = dim X
in A" oznacuje n-to vnanjo potenco, igra pomembno vlogo pri pojmu
Kodairove dimenzije X in pri klasifikacijski teoriji kompaktnih kom-
pleksnih mnogoterosti.

Dva holomorfna vektorska sveznja £ — X, E' — X ranga k sta
holomorfno izomorfna, ¢e obstaja holomorfna preslikava ®: F — FE’,
ki vsako vlakno F, preslika C-linearno in izomorfno na pripadajoce
vlakno E/. Analogno uvedemo pojem topoloskega izomorfizma, to je
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homeomorfizem F — FE’, ki je C-izomorfen na vlaknih. Ni tezko videti,
da je vsak izomorfizem trivialnega sveznja X x C¥ samega nase oblike

(z,v) — (z,6(z)v), x€X, veCF

kjer je ¢: X — GLi(C) zvezna (oz. holomorfna) funkcija z vrednost-
mi v grupi GLg(C). Izomorfizem E — E’ med poljubnima sveznjema
opisemo tako, da najprej oba sveznja predstavimo nad skupnim odprtim
pokritjem U = {U;} baze X. Glede na izbrani trivializaciji El|y, ~
U; x Ck, E'|y, = U; x CF je zozitev ® na E|y, podana s preslikavo

(z,v) — (x,¢;i(z) V), e U, veCk

kjer je U; 5 x — ¢;(x) € GL(C). Preprosto vidimo, da so preslikave
¢; v naslednji zvezi s prehodnimi preslikavami g;; (za E) oz. g;; (za E'):

(5.1) ¢ = g5 05955 on Uy,
Obratno, vsaka kolekcija (¢;), ki zadoscéa (5.1), podaja izomorfizem
E — FE’. V jeziku nekomutativne kohomologije zveza (5.1) pomeni, da
sta kocikla (g;;) in (g;;) kohomologna preko 0-koverige (¢;).
V primeru k£ = 1 (sveznji premic) je GL;(C) = C* in tedaj je zaradi
komutativnosti produkta relacija (5.1) ekvivalentna
s _ o
9ij  9j
Iz primerjave z definicijo prve kohomoloske grupe vidimo, da je mnozica
ekvivalen¢nih razredov holomorfnih vektorskih sveznjev premic podana
z elementi grupe
H'(X,0*) =: Pic(X),
imenovane tudi Picardova grupa mnogoterosti X (z operacijo tenzorski
produkt). Pri tem oznacuje O* snop zarodkov nenicelnih holomorfnih
funkcij na X. Analogno nam grupa H'(X,C*) s koeficienti v snopu
zarodkov nenicelnih zveznih funkcij C* podaja ekvivalen¢ne razrede
topoloskih kompleksnih sveznjev premic nad X.

V splosnem je mnozica holomorfnih vektorskih sveznjev ranga k
podana z elementi prve kohomoloske grupe H'(X, O%+(©)) Kjer je
OGL:(©) snop zarodkov holomorfnih preslikav X — GL(C). Podobno
so topoloski razredi kompleksnih vektorskih sveznjev podani s prvo ko-
homolosko grupo H'(X,C&+(©)) s koeficienti v snopu zarodkov zveznih
preslikav X — GLg(C). Ti dve grupi sta nekomutativni za k > 1.

Eden od najpogosteje uporabljenih rezultatov o holomorfnih vek-
torskih sveznjih je naslednji izrek Hansa Grauerta [26] (v primeru k = 1
je ta rezultat dokazal Kiyoshi Oka leta 1939 [47]):
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Izrek 5.1. Naj bo X Steinova mnogoterost.

(i) Vsak topoloski kompleksen vektorski svezenj nad X ima ekvi-
valentno strukturo holomorfnega vektorskega sveznja.

(ii) Dva holomorfna vektorska sveznja nad X, ki sta topolosko izo-
morfna, sta tudi holomorfno izomorfna.

Izrek povemo na kratko s trditvijo

Hl (X, OGLk((C)) ~ Hl (X, CGLk((C))’

pri éemer je izomorfizem induciran z inkluzijo OF#(©) — CGLK(C)

Za k =1 je izrek 5.1 preprosta posledica elementarne kohomoloske
teorije ter izreka Henrija Cartana o tem, da na Steinovi mnogoterosti
velja H1(X,0) =0zavse g = 1,2,... (glej §4). Oglejmo si naslednje
kratko eksaktno zaporedje homomorfizmov snopov

075070 —1,

kjer je ¢ inkluzija konstantnega snopa celih stevil Z v snop zarodkov
holomorfnih funkcij O, o pa je eksponentna preslikava o(f) = e*™/.
To zaporedje se v literaturi imenuje exponential sheaf sequence. Ek-
saktnost pomeni, da je ¢ injektivna, o surjektivna ter je slika ¢ enaka
jedru o (slednje sledi iz dejstva, da je €™ = 1 natanko tedaj, ko je
z € 7). Relevanten del prirejenega dolgega eksaktnega zaporedja na
kohomologiji izgleda takole:

(5.2) HY(X,0) — HYX,0") % H*(X,Z) — H*(X,0).

Ker je X Steinova, je po Cartanovem izreku B HY(X,0) = 0 in
H?*(X,0) = 0. Odtod sledi, da je vezni homomorfizem ¢; izomorfizem:

Pic(X) = HY(X,0") ~ H*(X, 7).

Omenimo Se, da se za vsak svezenj premic £ € Pic(X) njegova slika
c1(§) € H*(X,Z) imenuje prvi Chernov razred sveznja .

Ce zamenjamo sveznja O, O* s sveznjema zarodkov zveznih funkcij
C oz. C*, dobimo z analognim sklepom H'(X,C*) ~ H*(X,Z). Odtod
sledi H'(X,0) ~ H'(X,C*), kar je trditev izreka.

Ce je X odprta Riemannova ploskev, je njen homotopni tip pred-
stavljen s Sopom kroznic. Zato je H*(X,Z) = 0 in posledi¢no Pic(X) =
0, to je, vsak holomorfen svezZenj premic na odprti Riemannouvi ploskvi
X je holomorfno trivialen. Odtod z indukcijo na rang sledi

Korolar 5.2. Vsak holomorfen vektorski svezenj na odprti Riemannovi
ploskvi X je holomorfno trivialen.
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Opomba 5.3. Izrek 5.1 ne velja na splosnih kompleksnih mnogote-
rostih, niti za sveznje ranga 1. Naj bo X kompaktna Riemannova
ploskev roda g > 1 (za g = 1 je X kompleksen torus).

Tedaj je HY(X,0) = C9, HY(X,Z) =
7?9, homomorfizem H'(X,Z) — H'(X, ) induciran z inkluzijo Z —
O pa je injektiven homomorfizem 7?9 — C9, ki preslika Z? na neko
mrezo ' C CY. Nadalje, grupa H*(X,Z) = Z je generirana s funda-
mentalnim razredom ploskve X, medtem ko je H?(X,0) = 0. (Glej
npr. O. Forster [9].) Iz (5.2) dobimo eksaktno zaporedje

0—TY=C/T — HY(X,0%) = Z — 0.

Jedro T9 C H'Y(X,0*) homomorfizma ¢; je g-razsezni kompleksni
torus (Jacobijev torus ploskve X), ki parametrizira razrede holomorfnih
razredov sveznjev na topolosko trivialnem sveznju X x C.

V splosnem primeru k > 1 ta preprosti kohomoloski dokaz ne deluje
zaradi nekomutativnosti grupe GL(C). Dokaz Grauertovega izreka je
tedaj bistveno tezji, glavna ideja dokaza pa je naslednja.

Poglejmo najprej trditev (i). Naj bo Gy y kompleksna Grassmanova
mnogoterost, katere elementi so vsi k-razsezni kompleksni podprostori
v CV. Liejeva grupa GLx(C) deluje holomorfno in tranzitivno na Gy, v
kot produkt z leve (ali z desne), torej je Gy n kompleksna homogena
mnogoterost. Naj bo Uy ny — Gk n univerzalni sveZenj, katerega vla-
kno nad totko A\ € Gy x sestavljajo vsi vektorji v € CV, ki pripadajo
podprostoru A C CV. Iz diferencialne topologije je znano, da lahko
vsak topoloski kompleksni vektorski svezenj m: £ — X ranga k do-
bimo kot povlek E = f*U, y za nek N € N in neko zvezno preslikavo
f: X — Gpy. (Spomnimo bralca, da je vlakno sveznja f*Uy y nad
tocko x € X ravno vlakno sveznja Uy, y v sliki f(z), presajeno nad z.)

Uy —= Upn

P,

X Gr.N
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Prav tako vemo, da so za vsako homotopijo fi: X — Gy n (t € [0,1])
sveznji By = f}(Ugn) med seboj topolosko izomorfni. Ce je f holo-
morfna preslikava, je tudi prirejeni svezenj f*Uy y — X holomorfen.

Iz navedenih ugotovitev sledi, da je trditev (i) v izreku 5.1 posledica
naslednjega rezultata H. Grauerta [24], ki ga uporabimo za (G Ly(C)-
homogeno) Grassmanovo mnogoterost G' = Gy, x.

Izrek 5.4. (h-princip za homogene mnogoterosti) Vsaka zvezna
preslikava Steinove mnogoterosti v kompleksno homogeno mnogoterost
je homotopna neki holomorfni preslikavi.

Preden komentiramo izrek 5.4, si oglejmo Se redukcijo trditve (ii) v
izreku 5.1. Imamo kompleksna vektorska sveznja E in E’ ranga k nad
X, predstavljena s holomorfnima kocikloma (g;;) oz. (g;;) nad odprtim
pokritjem U = {U;} baze X, ter topoloski izomorfizem ®: F — FE’,
podan s kolekcijo zveznih funkcij ¢;: U; — GLi(C), tako da velja (5.1).

Naj bo sedaj m: Z — X holomorfen svezenj nad X z vlaknom
G = GL(C), ki je trivialen nad vsako mnozico U; ter ima prehodne
preslikave dolocene s (5.1). Natancneje, za vsak € U;NU; se poljuben
element (2,v) € U; x G identificira z elementom (z, g}, (x) vgigl(as)) €
U; x G. Zveza (5.1) tedaj pomeni, da kolekcija funkcij ¢;: U; — G
doloca nek zvezen prerez ¢: X — Z sveznja Z — X.

Seveda lahko ta film odvrtimo tudi nazaj in ugotovimo, da vsak pre-
rez sveznja Z — X ustreza nekemu izomorfizmu F — E’. Holomorfni
prerezi ustrezajo ravno holomorfnim izomorfizmom. Trditev (ii) seda]
sledi iz naslednjega Grauertovega izreka [24]:

Izrek 5.5. (h-princip za prereze G-sveznjev) Naj bo n: Z — X
holomorfen svezenj nad Steinovo mnogoterostjo X, ¢igar vlakno 7, =
71(x) je kompleksna Liejeva grupa ali kompleksna homogena mno-
goterost. Potem je vsak zvezen prerez ¢p: X — Z homotopen nekemu
holomorfnemu prerezu ¢': X — Z.

Izrek 5.4 je poseben primer Izreka 5.5 za prereze trivialnega sveznja
Z = X x @G, saj le-ti ustrezajo preslikavam X — G bazne mnogoterosti
X v vlakno G.

Dokaz izrekov 5.4 in 5.5 bomo orisali v drugem delu ¢lanka v sklopu
splosnejsih rezultatov o h-principu za prereze elipticnih submerzij nad
Steinovimi mnogoterostmi. Gre za metodo aproksimacije in lepljenja
lokalnih holomorfnih prerezov, s ¢imer sestavimo globalni holomorfni
prerez v danem homotopnem razredu. Pri aproksimaciji uporabimo
netrivialne posplositve Rungejevega izreka, ki je v vi§ji dimenziji znan
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pod imenom Oka-Weilov izrek; bistveno vlogo pri tem igra ekspo-
nentna preslikava na Liejevih grupah, oziroma splosneje dominantni
holomorfni spreji, ki jih je uvedel M. Gromov [31]. Problem lepljenja
holomorfnih prerezov najprej lineariziramo s pomocjo izreka o implic-
itni funkciji v Banachovih prostorih ter uporabimo resitve sistemov
nehomogenih Cauchy-Riemannovih enacb.

Princip Oka-Grauert ima takoreko¢ vsakodnevno uporabo v kom-
pleksni in analizi in geometriji; veliko drugih aplikacij klasi¢ne teorije
lahko najde bralec v preglednem ¢lanku J. Leitererja [42].

6. DVA KLASICNA REZULTATA KOMPLEKSNE ANALIZE

V §5 smo prikazali princip Oka-Grauert o tem, da se holomorfna
klasifikacija vektorskih sveznjev na Steinovih mnogoterostih ujema z
njihovo topolosko klasifikacijo. Videli smo, da ta rezultat sledi iz h-
principa za prereze holomorfnih sveznjev, katerih vlakno je kompleksna
Liejeva grupa ali homogena mnogoterost:

Vsak zvezen prerez je homotopen nekemu holomorfnemu prerezu.

V posebnem je vsaka zvezna preslikava Steinove mnogoterosti v kom-
pleksno homogeno mnogoterost homotopna neki holomorfni preslikavi.

Ta osnovna oblika h-principa ni povsem zadovoljiva, saj med drugim
velja za vsako holomorfno kontraktibilno mnogoterost, npr. za enotni
disk D: Vsaka zvezna preslikava X — D je homotopna holomorfni
preslikavi (namre¢ konstanti). Osnovni h-princip torej ne lo¢i med
kompleksno ravnino C in diskom D, kar ni posebej obetavno.

Za motivacijo nadaljnje diskusije se spomnimo dveh klasi¢nih rezul-
tatov kompleksne analize. Prvi je Rungejev aproksimacijski izrek, ki
pove, da lahko vsako holomorfno funkcijo, definirano v okolici kom-
paktne polinomialno konveksne mnozice K v kompleksni ravnini C,
aproksimiramo enakomerno na K s holomorfnimi polinomi. Analogen
rezultat na C" je znan kot izrek Oka-Weil. S pomocjo vlozitvenega
izreka (Izrek 4.3) Preprosto vidimo, da velja tudi na Steinovih mno-
goterostih:

Vsaka holomorfna funkcija v okolici kompaktne O(X)-konveksne
mnozice K v Steinovi mnogoterosti X je enakomerna limita na K
nekega zaporedja holomorfnih funkcij na X.

Spomnimo se §e na Weierstrassov interpolacijski izrek: Ce je {a;}
neka diskretna mnozica tock v domeni X C C, potem za poljubna
stevila b; € C obstaja holomorfna funkcija f na X, ki zadosca f(a;) =
b; za vsak j.
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Na kompleksnih mnogoterostih prevzamejo vlogo diskretnih podmno-
zic zaprte analiticne podmnoZice A C X. Taka mnozica je v neki odprti
okolici U C X poljubne tocke z € X enaka mnozici nicel neke kon¢ne
druzine holomorfnih funkcij fi,... fr € O(U):

ANU={z€U: fj(x) =0, j=1,...,k}.

Funkcija f: A — C na analiti¢cni mnozici je holomorfna, ¢e za vsako
tocko x € A obstaja odprta okolica x € U C X in holomorfna funkcija
F na U, takodaje FF= fna ANU.

Ce je X Steinova mnogoterost, potem je po Cartanovem razsirit-
venem izreku vsaka holomorfna funkcija f: A — C na zaprti analiti¢ni
podmnozici A C X enaka zozitvi na A neke funkcije £ € O(X). Car-
tanov izrek je neposredna posledica dejstva H'(X, J4) = 0 (Cartanov
Izrek B), kjer je Ja snop idealov analiticne podmnozice A, to je (ko-
herenten analiti¢en) snop zarodkov holomorfnih funkeij na X, katerih
zozitev na A je identi¢no enaka 0. To nam omogoca zloziti posamezne
lokalne razsiritve funkcije f v globalno razsiritev F' € O(X).

Omenjena dva izreka lahko zdruzimo v naslednji enovit izrek:

Izrek 6.1. Naj bo X Steinova mnogoterost, K C X kompaktna holo-
morfno konveksna mnozica in A C X zaprta analiticna podmnozica.
Ce je f holomorfna funkcija na neki okolici mnozice K v X in na
podmnozici A, potem za vsak € > 0 obstaja funkcija F' € O(X), tako
daje Fla= finsupg |F — f| <e.

7. LASTNOST OKA IN KONVEKSNA APROKSIMACIJA

Sedaj nas zanima naslednje vprasanje:

S katerimi kompleksnimi mnogoterostmi 'Y lahko nadomestimo obseq
kompleksnih stevil C v izreku 6.17

Ce je Y topolosko netrivialna, se lahko zgodi, da neke preslikave
AUK — Y ne moremo razsiriti niti do zvezne preslikave X — Y| zato
moramo vnaprej predpostaviti obstoj zvezne razsiritve. A tudi to ni
dovolj, kot pokaze naslednji preprost primer.
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Primer 7.1. Za vsak r > 1 ozna¢imo z A(r) kolobar
1
A(ry={z€eC: o< |z] <7}

Iz klasi¢éne funkcijske teorije je znano, da je v primeru 1 < r < R
vsaka holomorfna preslikava f: A(R) — A(r) homotopno trivialna
(kontraktibilna). Z drugo besedo, ve¢jega kolobarja ne moremo holo-
morfno stisniti v manjsi kolobar s homotopno netrivialno preslikavo.
Splosneje, za poljuben par stevil » > 1, R > 1 obstaja holomorfna
preslikava f: A(R) — A(r) stopnje k € N natanko tedaj, ko je R¥ < r;
v slednjem primeru lahko vzamemo kar z — z¥. Torej ima najvec
konéno mnogo homotopskih razredov v [A(R), A(r)] = [S',S] = Z
holomorfnega predstavnika. Glavna obstrukcija je hiperboli¢nost A(r).
V primeru r = 400 pa je A(r) = C* = C\{0} in vsaka zvezna pres-
likava A(R) — C* je homotopna neki holomorfni preslikavi (izrek 5.4).

Definicija 7.2. Kompleksna mnogoterost Y ima lastnost Oka, ce za
vsako trojico X, A, K kot v izreku 6.1 in za vsako zvezno preslikavo
f: X — Y, kijeholomorfna na neki okolici mnozice K v X in na anali-
ticni podmnozici A C X, obstaja za vsak € > 0 homotopija f;: X — Y
(t € [0,1]) zveznih preslikav, tako da velja:

(a) fo = fin f je holomorfna na X,
(b) za vsak t € [0,1] je fi|la = f|a, in
(c) za vsak t € [0,1] je f; holomorfna v neki okolici K in

sup dy (fi(z), f(r)) <e.

(Tu je dy poljubna metrika na Y, ki inducira mnogoterostno topolo-
gijo.) V tem primeru pravimo tudi, da za preslikave Steinovih mno-
goterosti v Y velja h-princip z aproksimacijo in interpolacijo.

Analogno definiramo lastnost Oka za prereze ¢: X — Z nekega
sveznja h: Z — X nad Steinovo mnogoterostjo.

o 6 = do

¢ = ¢

X
K

Grauert je dokazal [25], da ima vsaka kompleksna Liejeva grupa in
splosneje vsaka homogena mnogoterost lastnost Oka. (Za punktirano
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ravnino C* glej Oka [47].) Kljuéni nadaljnji korak je prispeval Mikhael
Gromov, ki je v svojem delu [31] (1989) uvedel pojem elipticne mno-
goterosti in dokazal, da ima vsaka taka mnogoterost lastnost Oka. Nje-
govi rezultati bodo predstavljeni v §9.

Po drugi strani nobena hiperbolicna mnogoterost ¥ nima lastnosti
Oka, saj nekonstantne holomorfne preslikave diska D € C v Y (le-
teh je obilo) ne moremo aproksimirati na nobenem manjsem disku
s holomorfnimi preslikavami C — Y (slednje so namre¢ konstantne
zaradi hiperboli¢nosti V). Podobno vidimo, da tudi t.i. volumska hiper-
boli¢nost izkljucuje lastnost Oka, saj slednja ne dopusca holomorfnih
preslikav C" — Y maksimalnega ranga n = dimY’.

Za motivacijo nadaljnje diskusije si oglejmo modelni primer, ko je
K kompaktna geometrijsko konveksna mnozica v evklidskem prostoru
X = C" ter je A = (). (S pomocjo funkcij e*®), kjer je \: C* — C
kompleksno linearna, se prepricamo, da je vsaka kompaktna konvek-
sna mnozica v C" tudi polinomialno konveksna.) Ker se vsaka zvezna
preslikava K — Y razSiri do zvezne preslikave C" — Y, je topoloska
predpostavka v def. 7.2 nepotrebna. Lastnost Oka v tem primeru sov-
pada z naslednjo lastnostjo:

Definicija 7.3. Kompleksna mnogoterost Y ima lastnost konveksne
aproksimacije, ce lahko vsako holomorfno preslikavo z okolice poljubne
kompaktne konveksne mnozice K C C" (n € N) v Y aproksimiramo,
enakomerno na K, s holomorfnimi preslikavami C* — Y.

Ta aproksimacijski pogoj Rungejevega tipa sem uvedel v [12] in ga
imenoval ‘Convex Approzimation Property’ (CAP). Dokaj presenetljivo
pa je, da je ta preprost potreben pogoj tudi zadosten:

Izrek 7.4. Kompleksna mnogoterost Y ima lastnost Oka natanko te-
daj, ko ima lastnost CAP:

CAP <= OKA.

Ce ima Y lastnost Oka, potem velja h-princip z aproksimacijo in inter-
polacijo za prereze poljubnega holomorfnega sveznja z vlaknom Y nad
Steinovo bazo.
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V resnici zadosca preveriti CAP le na dolo¢enem razredu preprostih
kompaktnih konveksnih mnozic, kar olajsa verifikacijo z uporabo teorije
holomornih avtomorfizmov.

Izrek 7.4, ki je podrobno dokazan v ¢lankih [12, 13], podaja prakti¢no
optimalen odgovor na vprasanje Gromova [31, p. 8381, 3.4.(D)], ali je
lastnost Oka neke kompleksne mnogoterosti Y ekvivalentna kaksni pre-
prostejsi aproksimacijski lastnosti za holomorfne preslikave C* — Y.

V dokazu je na bistven nacin uporabljeno dejstvo, da lahko iz¢rpamo
Steinovo mnogoterost s strogo plurisubharmoni¢no Morsejevo funkcijo
p: X — R (glej §2 v prvem delu). Ce ima p le regularne vred-
nosti na nekem intervalu [cy, co] (to pomeni, da je dp, # 0 za vsak
x € X, ki zadosca ¢; < p(z) < ¢), potem lahko dobimo podnivo-
jnico X., = {p < ¢} iz manjse podnivojnice X.,, = {p < ¢} s
sukcesivnim dodajanjem majhnih kompaktnih mnozic, ki v primerno
izbranih lokalnih koordinatah na X ustrezajo kompaktnim konveksnim
mnozicam v C" (n = dim X). Tudi presek dodane mnozice s prejsnjo
mnozico je konveksen. Take mnozice imenujemo konveksne buske.

Konveksna buska B
dodana mnozici A

Recimo, da je preslikava f: X — Y zZe holomorfna na neki podnivoj-
nici X.,. Na konveksnem preseku te mnozice s prvo dodano busko
uporabimo lastnost CAP, nato pa z analiti¢nimi tehnikami zlepimo sku-
paj obe delni holomorfni preslikavi v novo preslikavo, ki je holomorfna
na uniji. Po konc¢no korakih dobimo preslikavo, ki je holomorfna na
X, ter poljubno dobro aproksimira prvotno preslikavo na X,,. Ne pre-
seneca, da je prehod cez kriticne tocke funkcije p bolj zapleten in dolgo
ni bil v celoti razumljen. Globalno holomorfno preslikavo f: X — Y
v danem homotopskem razredu dobimo kot limito zaporedja preslikav,
ki so holomorfne na vedno ve¢jih podmnozicah mnogoterosti X. Po-
drobnosti seveda bistveno presegajo nivo in prostor tega zapisa.

Izrek 7.4 ima naslednjo ekvivalentno obliko o dvigih preslikav.

Izrek 7.5. (h-princip za dvige) Naj bo 7: £ — B holomorfen
svezenj, ¢igar vlakno Y ima lastnost CAP. Ce je f: X — B holomorfna
preslikava Steinove mnogoterosti v bazo B, potem je vsak njen zvezen
dvig F': X — FE (7o F = f) homotopen nekemu holomorfnemu dvigu.
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Ce je F holomorfna na okolici kompaktne O(X)-konveksne podmnozice
K C X in na zaprti analiticni podmnozici A C X, lahko homotopijo
dvigov izberemo tako, da miruje na A in je e-blizu F na K.

Situacijo v izreku 7.5 ter idejo dokaza prikazuje naslednji diagram:

['"E——FE~<~—Y

4

Vsak dvig F': X — FE preslikave f namre¢ ustreza nekemu prerezu
¢: X — f*F povlecenega holomorfnega sveznja f*E — X, cigar vlak-
no nad x € X je ravno vlakno 7 '(f(z)) C FE, presajeno nad z. Izrek
7.5 torej sledi neposredno iz druge trditve v izreku 7.4.

S pomocjo izreka o dvigu homotopij ter preprostim sklepanjem do-
bimo odtod naslednjo funktorialno lastnost mnogoterosti Oka.

Posledica 7.6. Naj bo 7: E — B holomorfen svezenj, cigar vlakno Y
ima lastnost Oka. Potem ima baza B lastnost Oka natanko tedaj, ko
ima totalni prostor E lastnost Oka.

Posebej omenimo naslednji primer, ko je vlakno diskretno:

Posledica 7.7. Ce je m: E — B holomorfna krovna projekcija, potem
ima B lastnost Oka natanko tedaj, ko ima E lastnost Oka.

Primeri 7.8. Pregled mnogoterosti z lastnostjo Oka (ter drugimi flek-
sibilnostnimi lastnostmi) lahko bralec najde v [14, §6]. Tu bomo navedli
le nekaj primerov.

(A) Vse kompleksne Liejeve grupe in njihove homogene mnogoterosti
imajo lastnost Oka (Grauert [25]).

(B) Riemannova ploskev ima lastnost Oka natanko tedaj, ko ni hiper-
boli¢na, torej ko je ena od ploskev C, C*, P! ali torus C/T.

(C) Ce je E — B holomorfen svezenj, kjer sta baza B in vlakno Y’
ena od Riemannovih ploskev v tocki (B), potem ima totalni prostor £
lastnost Oka. Npr., vse Hirzebruchove ploskve imajo lastnost Oka, saj
so holomorfni P!-sveznji nad P!.

(D) Ce je Y n-razsezna kompleksno algebrai¢na mnogoterost, v ka-
teri ima vsaka tocka neko Zariskijevo odprto okolico, ki je algebrai¢no
izomorfna afinemu prostoru C", potem ima Y lastnost Oka. Primeri
so kompleksne Grassmanove mnogoterosti.

(E) Ce je Y kot v (D) in je A C Y zaprta algebrai¢na podmnozica
dimenzije < n — 2, potem ima komplement Y = X'\ A lastnost Oka.
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(F) Ce ima Y konéno mnogo C-kompletnih (popolnoma integrabil-
nih) holomorfnih vektorskih polj, ki v vsaki toc¢ki y € Y napenjajo
tangentni prostor 7,Y, potem ima Y lastnost Oka. (To je poseben
primer elipticne mnogoterosti v smislu Gromova; glej trditev 9.5.)

8. PARAMETRICNI H-PRINCIP

Obstaja se ena pomembna oblika h-principa za preslikave X — Y,
to je parametricni h-princip. Gre za to, da zelimo neko druzino zveznih
preslikav f,: X — Y, ki je zvezno odvisna od parametra p v nekem
topoloskem prostoru P, homotopno deformirati v zvezno druzino holo-
morfnih preslikav f,: X — Y. Ce so preslikave fp ze holomorfne na
X za vse vrednosti parametra p v nekem podprostoru Py C P, do-
datno zahtevamo, da homotopija miruje za take vrednosti p. Tako kot
prej lahko dodamo zahteve po aproksimaciji ter interpolaciji. Situacijo
ilustrira naslednji diagram:

POHO(Xay)

o
incl incl

r-tocx,y)

Tu je C(X,Y) (0oz. O(X,Y)) prostor vseh zveznih (oz. holomorfnih)
preslikav X — Y s kompaktno-odprto topologijo.

Ceprav izgleda parametriéni h-princip dosti strozja zahteva, je znan
v vseh primerih, ko velja navadni h-princip, v kolikor razumno omejimo
dopustne pare parametri¢nih prostorov. V [15] sem dokazal:

Izrek 8.1. Ce ima kompleksna mnogoterost Y lastnost Oka (def. 7.2),
potem ima tudi parametricno lastnost Oka v smislu, da preslikave
poljubne Steinove mnogoterosti v Y zadoScajo parametricnemu h-principu
z aproksimacijo in interpolacijo za vsak par kompaktnih mnozic parametrov

PyC PvR"

Ker je po izreku 7.4 lastnost Oka ekvivalentna lastnosti konveksne
aproksimacije CAP, sledi

CAP <= PARAMETRICNA LASTNOST OKA.

Isto velja za prereze sveznjev z vlaknom Y nad Steinovo bazo.

Vse v literaturi obravnavane lastnosti Oka so med navidezno najsibkejso
(CAP) in navidezno najmocnejso, ki jo podaja izrek 8.1. Posledi¢no so
torej vse te lastnosti med seboj ekvivalentne. Zato je smiselno uvesti
poseben razred mnogoterosti, ki zadoscajo katerikoli od lastnosti Oka:
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Definicija 8.2. Kompleksna mnogoterost se imenuje mnogoterost Oka,
¢e zadosca katerikoli od ekvivalentnih lastnosti Oka.

Izrek 8.1 ima naslednjo zanimivo posledico, ki jo dobimo, ¢e za pros-
tora parametrov izberemo enkrat P = S* (realna k-sfera) in Py = 0),
drugi¢ pa P = B*! (krogla v R"!) in Py = 0By, = Sk.

Posledica 8.3. Ce je Y mnogoterost Oka, potem je za vsako Steinovo
mnogoterost X naravna inkluzija O(X,Y) — C(X,Y) sibka homotop-
ska ekvivalenca, to je, inducirani homomorfizem fundamentalnih grup

() m(O(X,Y)) - m(C(X,Y))

je izomorfizem za vsak k =0,1,2,....

Bralca, ki obvlada homotopsko teorijo, bodo morda zanimali ¢lanki
F. Larussona [39, 40, 41], kjer je za obravnavo funktorialnih lastnosti
razreda mnogoterosti Oka zgrajena ustrezna modelna kategorija.

Iz Enriques-Kodairove klasifikacije (glej npr. [3] za kompleksne plos-
kve) sledi, da nobena kompaktna mnogoterost Oka ni splosnega tipa
v smislu Kodaire, zato so mnogoterosti Oka potencialno zanimive v
klasifikacijski teoriji. Zaenkrat je ta razred slabo raziskan.

9. ELIPTICNE MNOGOTEROSTI IN H-PRINCIP (GROMOVA

Najpomembnejsi geometrijski zadostni pogoj za veljavnost lastnosti
Oka (oz. h-principa) je uvedel leta 1989 Mikhael Gromov [31].

Za motivacijo si oglejmo naslednji preprost argument. Naj bo Y
kompleksna mnogoterost. Izberimo naravno Stevilo n > dimc¢ Y in
oznacimo z B = B"™ odprto enotno kroglo v C". Za vsako tocko y € Y
obstaja holomorfna preslikava g,: B — Y z zalogo vrednosti v neki
koordinatni okolici tocke y, tako da je g,(0) = y in je njen diferencial
(dgy)o v tocki 0 € C" surjektiven (g, je torej submerzija v tocki 0). Ce
Y zadosca lastnosti konveksne aproksimacije CAP (def. 7.3), potem
lahko g, aproksimiramo na vsaki manjsi krogli rB (0 < r < 1) s celo
preslikavo s,: C* — Y, ki zadoS¢a pogojema

() 5,(0) =y in
(ii) diferencial (ds,)o: ToC" = C* — T,Y je surjektiven.
Od tu je le se korak do pojma dominantnega spreja:

Definicija 9.1. Sprej na kompleksni mnogoterosti Y je holomorfna
preslikava s: F — Y, kjer je E — Y nek holomorfen vektorski svezenj
nad Y, tako da velja s(0,) = y zavsaky € Y. (Tu je 0, izhodisce vlakna
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E, =~ C".) Sprej s je dominanten, e je dso, : £, — T,Y surjektivna za
vsak y € Y. Mnogoterost Y je elipticna, ¢e ima dominanten sprej.

B At
Y ex——

\

V posebnem primeru ko je svezenj E trivialen, £ =Y x C", je sprej
s: /' — Y druzina holomorfnih preslikav s, : C"* — Y, ki so holomorfno
odvisne od tocke y € Y in zadoscajo navedenima pogojema.

Sprej s na Y

Gromov je v clanku [31] skiciral dokaz dejstva, da ima vsaka elipti¢na
mnogoterost parametricno lastnost Oka. Splosneje, ¢e je h: Z — X
holomorfen svezenj z elipticnim vlaknom Y nad Steinovo bazo X,
potem njegovi prerezi ¢: X — Z zadoscajo vsem oblikam h-principa.
Podroben dokaz sva podala z Jasno Prezelj v ¢lanku [17], objavljenem
v letu 2000. Ta rezultat v bistvu sledi tudi iz novejsih izrekov 7.4 in
8.1, saj je dokaj preprosto dokazati naslednje:

Izrek 9.2. Vsaka elipticna mnogoterost ima lastnost CAP:

elipticnost = CAP.

Ni znano, ali velja tudi obratna implikacija:
Ali je vsaka mnogoterost z lastnostjo Oka tudi elipticna?

Ta implikacija je znana (in preprosta) za Steinove mnogoterosti.
Medtem ko je za lastnost Oka znanih vrsta funktorialnih lastnosti (glej
Larusson [39, 40, 41]), za elipticnost te lastnosti zaenkrat niso znane.

Najsplosnejsa verzija h-principa M. Gromova [31] govori o prerezih
elipticnih submerziy. Holomorfna preslikava h: Z — X je submerzija,
¢e je njen diferencial v vsaki tocki surjektiven. (V nasprotju s situacijo
v sveznjih, kjer so vsa vlakna Z, = h~!(z) med seboj izomorfna, se
lahko vlakno submerzije spreminja od tocke do tocke. Tipi¢en primer
so elipticne fibracije, katerih vlakna so kompleksni torusi, holomorfno
odvisni od bazne tocke.) Holomorfna submerzija je eliptiéna v smislu
Gromova, ¢e ima vsaka tocka xy € X odprto okolico U C X, tako da
za vsak © € U obstaja dominanten sprej s,: F, — Z, na vlaknu Z,,
ki je holomorfno odvisen od tocke x € U. Poseben primer je svezenj
z elipticnim vlaknom Y, kjer lahko izberemo sprej na vlaknu F, ~ Y
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neodvisno od tocke x v okolici U D x, nad katero je svezenj trivialen
(torej izomorfen U x Y).

Sedaj lahko navedemo glavni rezultat Gromova [31, Izrek 4.5].

Izrek 9.3. Ce je Z — X elipti¢na submerzija na Steinovo mnogoterost
X, potem prerezi X — Z zadoscajo vsem oblikam h-principa.

Podroben dokaz je bil prvi¢ predstavljen v doktorski disertaciji Jasne
Prezelj (Univerza v Ljubljani, 2000) in je z nekaj posplositvami objav-
ljen v ¢lankih [18, 19]. Dokaz za submerzije je bistveno tezji kot v
lokalno trivialnem primeru sveznjev z elipticnim vlaknom. V zadnjem
casu je bil izrek 9.3 posploSen na stratificirane elipticne submerzije nad
Steinovimi prostori s singularnostmi (glej [16]) in nad 1-konveksnimi
mnogoterostmi (glej Prezelj [50]).

Razdelek zakljuc¢imo s primeri sprejev in elipti¢nih mnogoterosti.

Primeri 9.4. (A) Naj bo G neka kompleksna Liejeva grupa. Oznac¢imo
z g = T1G ~ C" njeno Liejevo algebro in z exp: g — G prirejeno
eksponentno preslikavo. Denimo, da GG deluje holomorfno in tranzitivno
na neki mnogoterosti Y kot grupa holomorfnih avtomorfizmov. Tedaj
je naslednja preslikava dominanten sprej na Y in je zato Y elipticna:

s(y,v) =y-exp(v), yeY,veg~C

(B) Naslednja trditev je pomemben vir elipti¢nih mnogoterosti, ki niso
nujno homogene.

Trditev 9.5. Ce obstaja na kompleksni mnogoterosti Y konéno mnogo
C-komplektnih vektorskih polj vy, ..., v, ki napenjajo tangenten pros-
tor T,,Y v poljubni tocki y € Y, potem je Y elipti¢na.

Najprej si oglejmo relevantne pojme. Holomorfno vektorsko polje v je
v lokalnih koordinatah 2 = (21,..., 2,) oblike v = 377 vj(z)a%j, kjer
so v; holomorfne funkcije. Njegov tok je resitev zacetnega problema

%gﬁ(t,y) = gz'ﬁ(t,y) =v(o(t,y), ¢0,y)=uy.

V koordinatah je to avtonomni sistem navadnih diferencialnih enacb

Q%j(?f,Z) :Uj<¢<taz)>7 Qb](O,Z) = Zj (j: 17"'7”)‘
Zgornjo enacbo lahko obravnavamo v realnem ali v kompleksnem casu.

Polje v se imenuje C-kompletno ali popolnoma integrabilno, ce tok
¢(t,y) obstaja za vsak t € C pri poljubnem zacetnem pogoju ¢(0,y) =
y € Y. Tedaj je druzina ¢, = ¢(t,-): Y — Y (t € C) enoparametricna
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grupa holomorfnih avtomorfizmov mnogoterosti Y, to je, ¢; 0 ¢s = ¢yis
za vsak t, s € C. Primer je vektorsko polje

0
(9.1) v(zl,...,zn):f(zl,...,zn_1)87, zeC"

s tokom ¢(t,z2) = (21, ey Zn1y2n (21, ,zn,l)); vsak avtomor-
fizem te oblike (v poljubnem linearnem koordinatnem sistemu na C")
se imenuje holomorfen strig. Drug primer je polje

v(zl,...,zn):f(zl,...,zn_l)zna—zn, ze(C"

s tokom ¢(t, z) = (zl, o ,zn_l,znetf(zl"“’znfl)); taki avtomorfizmi se
imenujejo posloseni strigi. S tem dobimo na C" za n > 1 zelo veliko
holomorfnih avtomorfizmov. (V nasprotju s tem so edini avtomorfizmi
ravnine C linearne funkcije z — az + 3, a # 0.) Znano je, da je pod-
grupa, generirana s strigi in posploSenimi strigi, gosta v grupi Aut C"
holomorfnih avtomorfizmov prostora C" (Andersén in Lempert [2]).

Dokaz Trditve 9.5 je sedaj preprost. Naj bo ¢} (¢ € C) tok komplet-
nega poljav; naY za j =1,... k. Preslikava s: Y x CF - Y,

(9.2) syt te) = G 0 ¢y 00 B (y),

zadoSca s(y,0) = y, torej je sprej na Y. Poleg tega velja %s(y,O) =
J

v;j(y) po definiciji toka. Torej je s dominaten v tocki y natanko tedayj,

ko vektorji v1(y), ..., vr(y) napenjajo tangentni prostor 7,Y".

(C) Naj bo A neka kompleksno algebrai¢na podmnozica v C", to je
mnozica skupnih nicel konéne druzine holomorfnih polinomov. Ce je
n > 1 in je kompleksna dimenzija A v vsaki tocki < n — 2, potem
je komplement Y = C"™\A elipticen. V nasprotnem primeru, ko A
vsebuje kaksno kompleksno hiperploskev, je njen komplement lahko
hiperbolicen in zato nima lastnosti Oka.

V resnici je to poseben primer mnogoterosti iz primera (B), saj lahko
najdemo konéno mnogo striznih polj vq,...,vx (9.1) s polinomskimi
koeficienti na C™, ki so na A enaka ni¢, v vsaki tocki domene Y = C"\ A
pa napenjajo tangenti prostor. Kompozicija njihovih tokov (9.2) je
sprej na C", ki je dominanten na Y ter ohranja tocke iz A pri miru.
Njegova zozitev na Y je zato dominanten sprej na Y.

(D) Odprt problem je, ali je komplement P™\ A poljubne algebrai¢ne
podmnozice dimenzije < n — 2 v projektivnem prostoru P" dimenzije
n > 1 elipticen. Podobno kot v primeru (C) najdemo kon¢no mnogo
sprejev s;: FB; — P", definiranih na holomorfnih sveznjih premic £; —
P, ki skupaj dominirajo v vsaki tocki iz P\ A v smislu, da je vektorska
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vsota podprostorov (ds;)o, (Ej,) C T,P" po vseh j enaka T, [P" za vsako
tocko y € P\ A. Vendar sveznji E; niso trivialni in zato posami¢nih
sprejev s; ne moremo komponirati v dominanten sprej, kot smo to
storili s tokovi v primeru (C).

Mnogoterost s konéno dominantno druzino sprejev (v pravkar opi-
sanem smislu) se imenuje subelipticna. Ta razred sem uvedel v [10] in
dokazal, da izrek 9.3 velja tudi za subelipticne mnogoterosti in sub-
merzije. Ni znano, ali je vsaka subelipticna mnogoterost tudi elipti¢na,
a v konkretnih primerih je subelipticnost lazje preveriti.

10. HOLOMORFNE VLOZITVE STEINOVIH MNGOTEROSTI

Tu se bomo osredotocili na novejse uporabe splosne verzije h-principa.

S pomocjo izreka 9.3 je bil dokazan optimalni vlozitveni izrek, da ima
vsaka n-razsezna Steinova mnogoterost X za n > 1 pravo holomorfno

vlozitev v evklidski prostor clzln 8, 52] (glej I, §2). Dokaz sloni na
naslednjem posebnem primeru izreka 9.3:

Izrek 10.1. Naj bo h: E — X holomorfen vektorski svezenj nad Stei-
novo mnogoterostjo X. Ce je ¥ C E zaprta analiticna podmnozica,
tako da je za vsak x € X njeno vlakno X, algebrai¢na podmnozica
kodimenzije > 2 v vlaknu E, ~ C", potem prerezi ¢p: X — FE, katerih
slika ¢(X') ne seka mnozice 3, zado3cajo vsem oblikam h-principa.

Pod navedenimi pogoji je submerzija h: Z = E\X — X elipticna
(Primer 9.4 (C)) in lahko uporabimo izrek 9.3. Trditev ne velja, e
imajo vlakna ¥, kodimenzijo ena v F,; protiprimer lahko najdemo Ze z
odstranitvijo Stirih primerno izbranih kompleksnih krivulj iz totalnega
prostora trivialnega sveznja D x C — I nad diskom.

Ideja dokaza vlozitvenega izreka je naslednja. Najprej izberemo
skoraj pravo holomorfno preslikavo f = (f1,...,f.): X — C" (n =
dim X)), kar pomeni, da ima praslika f~!(K) poljube kompaktne mno-
zice K C C™ kompaktne povezane komponente (glej [34, p. 220]). Za-
tem pois¢emo dodatne holomorfne funkcije h = (hy, ..., hy): X — C™
za primerno velik m, tako da je (f,h): X — C"™ prava holomorfna
vlozitev. Nato skusamo stevilo dodanih funkcij zmanjsati s tem, da jih
nadomestimo s primerno izbranimi funkcijami na X oblike

g(0) =S au(f@)hy@),  j=1....q,

kjer so «;j holomorfne funkcije na C". Ogledamo si pogoje, ki jim
morajo zadoscati koeficienti a = (o), da je preslikava (f,g): X —
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C"*+4 prava holomorfna vlozitev. Ce C™ primerno razslojimo, tako da
je preslikava f: X — C" nad vsakim slojem ‘ekvisingularna’, potem se
pogoji na a(z) reducirajo na izogibanje neke algebrai¢ne podmnozice
¥, v vlaknu C"™. Cejen > 1in g > [5] + 1, so vse te mnozice dovolj
visoke kodimenzije, da lahko najdemo « z uporabo izreka 10.1.

11. HOMOTOPSKI PRINCIP ZA HOLOMORFNE IMERZIJE

Izrek 10.1 je uporabljen tudi v dokazu h-principa za holomorfne imer-
zije Steinovih mnogoterosti v kompleksne evklidske prostore:

Izrek 11.1. (Eliashberg in Gromov, [29, p. 66]) Steinova mnogoterost
X ima holomorfno imerzijo v C? za ¢ > n = dim X natanko tedaj,
ko ima njen tangentni svezenj T'X injektivni homomorfizem v trivialni
svezenj X x C?; slednje vselej velja za g > [37”]

Ena od implikacij je oc¢itna, saj je diferencial imerzije X — C? taka
injektivna vlozitev. V obratni smeri pa je dokaz zelo netrivialen. V
kategoriji gladkih mnogoterosti je analogen h-princip znan kot Hirsch-
Smaleov izrek.

12. HOLOMOROFNE FUNKCIJE BREZ KRITICNIH TOCK

Podoben h-princip velja za holomorfne submerzije:

Izrek 12.1. (Forstneric¢ [11]) Steinova mnogoterost X ima holomorfno
submerzijo v C? za 1 < ¢ < n = dim X natanko tedaj, ko ima njen
tangentni svezenj T'X surjektiven homomorfizem na trivialni svezenj
X x C% slednje vselej velja za g < [5].

Za q = 1 dobimo naslednji izrek, ki podaja pozitiven odgovor na
vprasanje Gromova [29, p. 70].

Izrek 12.2. Na vsaki Steinovi mnogoterosti obstaja holomorfna funkcija
brez kritiénih tock.

Za odprte Riemannove ploskve sta to dokazala leta 1967 Gunning in
Narasimhan [33], v splosnem pa je dokazan v [11] (glej tudi posplositev
I. Majcen [43]).

_ Izreka 11.1 in 12.1 ne veljata za imerzije X" — C" v primeru n > 1.
Ze dolgo odprto vprasanje se glasi:

Denimo, da tma Steinova mnogoterost X dimenzije n > 1 trivialen
tangentni sveZenj. Ali obstaja holomorfna imerzija X — C"¢
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13. FAKTORIZACIJA HOLOMORFNIH PRESLIKAV V SL,(C)

Omenimo Se najnovejso aplikacijo izreka 9.3 oziroma njegove pos-
plositve za prereze stratificiranih elipticnih submerzij. Bjorn Ivarsson
in Frank Kutzschebauch [36, 37| sta pred nedavnim resila t.i. holo-
morfni Vasersteinov problem o tem, da lahko vsako homotopno triv-
ialno holomorfno preslikavo X — SL,,(C) Steinove mnogoterosti v
posebno linearno grupo faktoriziramo v koncen produkt holomorfnih
preslikav v unipotentne matrike:

Izrek 13.1. Naj bo X Steinova mnogoterost in f: X — SL,,(C) nic-
homotopna holomorfna preslikava. Potem obstaja naravno stevilo N
in holomorfne preslikave Gy, ...,Gy: X — C™™=1/2 tako da je

0= (en 1) (0 A7) (0 )

produkt zgoraj in spodaj trikotnih unipotentnih matrik. V posebnem,
¢e je X kontraktibilna (kot npr. X = C"), potem to velja za vsako
holomorfno preslikavo f: X — SL,,(C).

Ta faktorizacijski problem za funkcije z matricnimi vrednostmi so
pred tem avtorji obravnavali za razne kolobarje funkcij (zvezne, poli-
nomske,...); glej pregled v citiranih ¢lankih. Avtorja sta najprej upora-
bila resitev za zvezne preslikave X — SL,,(C), nato pa sta s pomocjo
h-principa nadomestila zvezno resitev s holomorfno resitvijo. Podrob-
nosti dokaza so impresivne, bistveni del pa je verifikacija elipticnosti (v
smislu Gromova, glej def. 9.1) vlaken dolocenih holomorfnih submerzij.
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