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Predgovor

Pri¢ujoce gradivo je delovna verzija zbirke nalog iz zacetnih poglavij numeri¢ne
matematike. Nastaja med izvajanjem vaj pri predmetu Uvod v numeri¢ne metode
na univerzitetnem studijskem programu matematike na Fakulteti za matematiko in
fiziko v Ljubljani.

Zbirka vsebinsko sledi izbranim poglavjem knjige [1]. Ceprav so med naloge
vkljuceni povzetki obravnavanih tem, je za celovito razumevanje snovi neobhodno
vzporedno branje knjige ali zapiskov s predavanj. Naloge, ki sestavljajo zbirko, pri-
hajajo iz razli¢nih virov, a v vec¢ini izhajajo iz omenjene knjige, kjer so (brez resitev)
zbrane ob koncu poglavij. K tem je dodanih nekaj izpitnih nalog in nalog, prirejenih
po tuji literaturi. Kar nekaj nalog poleg razmisleka zahteva tudi racunalnisko im-
plementacijo, saj numeri¢ne metode zazivijo Sele na racunsko zapletenih primerih.
Racunalniska koda, ki spremlja resitve, je zapisana v programskem jeziku programa
Matlab, osnove katerega so povzete v [2].

Ker je zbirka v nastajanju, gotovo vsebuje napake. Zato je bralec pozvan h kritic-
nemu branju. Porocila o napakah ali nejasnostih so zelo dobrodosla; posredujete jih
lahko na elektronski naslov jan.groselj@fmf.uni-1j.si. Aktualna verzija zbirke
je objavljena na spletnem naslovu

https://www.fmf .uni-1j.si/~groseljj/gradiva/unm_zbirka_nalog.pdf,
delni angleski prevod pa na spletnem naslovu

https://www.fmf .uni-1j.si/~groseljj/gradiva/unm_zbirka_nalog_eng.pdf.
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1. Numeri¢no racunanje

V numeri¢ni matematiki se ukvarjamo z izvedbo matemati¢nih postopkov iz analize
in algebre na racunskih strojih. Ti prinasajo omejitve pri predstavitvi stevil, saj smo
z njimi omejeni na konéno mnozico stevil, s katerimi lahko operiramo. Te omejitve
je treba upostevati tudi v sami izvedbi postopkov in jih prilagoditi na nacin, da je
negativen vpliv konc¢ne predstavitve kar se da majhen.

1.1. Predstavitev stevil

Predstavljivo stevilo « iz mnozice P (b, t, L,U) je oblike x = £m-b¢, kjer je b € N
baza, e € Z eksponent v mejah L <e < U za L,U € Z in

m = 0.cica...c, 0<e<b-1, i=1,2,...,t,

mantisa dolzine t € N. Pri tem zahtevamo ¢y # 0, razen kadar je e = L. Pred-
stavljiva stevila s ¢; # 0 imenujemo normalizirana, ostala so denormalizirana.

Naloga 1.1. ZapiSite vsa normalizirana Stevila iz mnozice P(2,3,—1,3). Katera
leZijo na intervalu (0,1)? Koliko denormaliziranih $tevil vsebuje ta mnozica?

Regitev. Normalizirana Stevila iz mnozice P(2,3,—1,3) so
+0.1005 - 2°  £+0.1015-2%, £0.1105-2°, +0.111, - 2°¢

za e € {—1,0,1,2,3} oziroma

£0.2500, £0.5000, £1.0000, £2.0000, £4.0000,
+0.3125, +0.6250, +1.2500, +2.5000, +5.0000,
+0.3750, +0.7500, +1.5000, +3.0000, +6.0000,
£0.4375, +0.8750, £1.7500, +3.5000, +7.0000
v desetiSkem zapisu. Na intervalu (0, 1) leZijo Stevila s pozitivnim predznakom pri
e = —1 in e = 0. Denormalizirana Stevila so dolo¢ena z mantisami 0.0015, 0.0105
in 0.0112 ter najmanjsim eksponentom e = —1. Torej jih je vsega skupaj Sest (tri

pozitivna in tri negativna): +0.0625, £0.1250 in £0.1875.

7



8 1. Numericno racunanje

Naloga 1.2. Naj bo ¢t € N dolzina mantise in naj bosta L,U € Z, L < 0 < U,
meji za eksponente, s katerimi je opisana mnozica predstavljivih stevil P(-,¢, L, U).
Dokazite, da velja

P(2,t,L,U) C P(4,t,L,U) C P(2,2t,2L,2U).

Ali pri kateri izmed relacij vsebovanosti velja enakost?

Resitev. Stevilo x € P(2,t, L, U) lahko predstavimo v obliki
r=%(c1- 27 42724 4277 2°

zac; € {0,1},i=1,2,...,t,ine € {L,L+1,...,U}. Naj bosta t; in ¢y taki Stevili,

da je
=2t +1g, t <

it, to €{0,1},
ter e in eq taki stevili, da je
e=2e +ey, |e|<3lel, leo|€{0,1}.
Potem je t; < tin L < e; < U. Stevilo z lahko zapisemo kot
r==4 ((201 +eo) 47 4 (2000, 1+ cory ) - 4T 4 2tcy - 4_(t1+1)) 461 . 2%,

Ce je eg = 0, je iz tega 7e razvidno, da je x € P(4,t,L,U). Ce je eq € {—1,1}, pa
lahko zapis z preoblikujemo v

x== (cl 47 (20 +c3) 474+ (200, +toct) - 4*(““)) - gerta(eotl)
kar dokazuje, da je tudi v teh dveh primerih « € P(4,t, L, U).
Stevilo z € P(4,t, L,U) lahko zapiSemo v obliki
r=%(c1 47 Fep 474 44T 4C

za ¢; € {0,1,2,3}, i =1,2,...,t,ine € {L,L+1,...,U}. Za vsak ¢ naj bosta
Ci,1,Ci0 € {O, 1} taki étevili, da jec; = 261‘71 + Ci0- Potem je

== (6171 . 271 + C1,0° 272 + ...+ C1 e 272t+1 + Ct,0* 272t) . 226,

kar dokazuje, da je x € P(2,2t,2L,2U).

Stevilo 4= - 4% je vsebovano v P(4,t, L,U), ni pa vsebovano v P(2,t,L,U).
Stevilo 212311 2% je vsebovano v P(2,2t,2L,2U), ni pa vsebovano v P(4,t, L,U).
Torej pri nobeni izmed relacij vsebovanosti ne velja enakost.

Naloga 1.3. S pomocjo Matlaba generirajte vsa predstavljiva stevila iz mnozice
P(5,4,—5,5) in jih uredite po velikosti od najmanjSega do najvedjega. Nato poiséite
odgovore na naslednja vprasanja.

1. Kaksen je delez denormaliziranih Stevil?
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2. Koliko normaliziranih stevil je manjsih od 77

3. Kaksen je povprecni razmik med zaporednima predstavljivima Steviloma, ki se
od 7 absolutno razlikujeta za manj kot 17

Reditev. Najprej sestavimo program, ki izra¢una seznam predstavljivih (X), norma-
liziranih (Xn) in denormaliziranih (Xdn) Stevil v danem sistemu.

b=5; t=4; L = -5; U = 5;

/ mantise

c = 0:b-1;
M = zeros(b~t,1);
i=1;
for cl1 = ¢
for c2 = ¢
for c3 = ¢
for c4 = ¢
M(i) = (b."=(1:t))*[cl; c2; c3; c4];
i = 1i+1;
end
end
end
end

4 mormalizirana Stevila
d = U-L+1;
bm = b~ (t-1);
Xpn = zeros ((b-1)*bm, d);
for j = 1:d
Xpn(:,j) = M(bm+1l:end) * b~ (L+j-1);
end
Xpn = Xpn(:);
Xn = [-Xpn(end:-1:1); ZXpnl;

/4 denormalizirana Stevila
Xpdn = M(2:bm) * b~L;
Xdn = [-Xpdn(end:-1:1); Xpdn];

% predstavljiva Stevila (brez 0, Inf, -Inf in NalN)
X = [Xn(l:end/2); Xdn(l:end/2); Xpdn; Xpnl;

1. Delez denormaliziranih Stevil izracunamo tako, da njihovo stevilo delimo s Stevi-
lom vseh predstavljivih Stevil. Rezultat je priblizno 2.2%.

2. Normalizirana Stevila, manjsa od =, lahko prestejemo z ukazom sum(Xn<pi).
Dobimo 8768.
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3. Da dobimo predstavljiva Stevila, ki se od 7 razlikujejo za manj kot ena, uporabimo
ukaz S = X(abs(X-pi)<1). Nato uporabimo vgrajeni funkciji mean in diff, da
izrac¢unamo povprecni razmik mean(diff (S)), ki je enak 0.008.

Poskusite zacetni del programa nadgraditi tako, da izracuna vse mantise splosne
dolzine t. Nato poiscite odgovore na zastavljena vprasanja Se pri kaki drugi izbiri
za t.

Stevilo «, ki ni vsebovano v izbrani mnozici P (b,t,L,U), je nepredstavljivo. Na-
domestimo ga s Stevilom f1(z), ki je bodisi najvedje predstavljivo Stevilo, manjse
od z, bodisi najmanjse predstavljivo stevilo, veCje od z. Pri zaokrozevanju za
fl(x) vzamemo tisto izmed teh dveh sStevil, ki je blizje . S tem zagotovimo,
da ob pogoju, da |z| lezi na intervalu med najmanjSim in najvedjim pozitivnim
predstavljivim Stevilom, velja fl(z) = (1 + 9), pri ¢emer je § tako Stevilo, da je
absolutno vrednost |§| manjSa od osnovne zaokroZitvene napake u = bt ~t/2.

Naloga 1.4. Katero je najvecje stevilo v mnozici P (5,4, —5,5), ki je manjse od m,
in katero je najmanjse Stevilo, veéje od n? Katero izmed teh dveh stevil je f1(m)?

Resitev. S pomocjo programa iz naloge 1.3 lahko odgovore na vprasanja pois¢emo s
spodnjimi ukazi.

x = pi; A 3.1416
x1 = X(find (X<pi,1,'last')); s 3.1360
xf = X(find(X>pi,1, 'first')); A 3.1440
if xf-x < x-x1

flx = x1;
else

flx = xf; A 3.1440

end

Pri tem je treba poudariti, da izbira fl(z) po zgornjem postopku za splosen z ni
korektna. V primeru, da je x enako oddaljen od obeh najblizjih predstavljivih Stevil,
se za fl(x) vzame tistega, ki ima sodo zadnjo Stevko v mantisi.

Naloga 1.5. Predstavite stevilo x = 47.712 v dvojiskem zapisu in z zaokrozeva-
njem poiscite njegovo najblizje predstavljivo stevilo fl(z) iz mnozice P(2,9,—10, 10).
Preverite, da je relativna napaka |fl(x) — 2|/ |z| manjsa od osnovne zaokroZitvene
napake.

Resitev. Dvojiski zapis celega oziroma decimalnega dela x dobimo z deljenjem ozi-
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roma z mnozenjem z 2:

47=23-2+1, 0.712-2 = 0.424 + 1,
23=11-2+1, 0.424 -2 = 0.848 + 0,
11=5-2+1, 0.848 - 2 = 0.696 + 1,
5=2-2+1, 0.696 - 2 = 0.392 + 1,
2=1-2+0, 0.392 -2 = 0.784 + 0,
1=0-2+1, 0.784-2 = 0568 +1,....

Od tod sledi 47 = 1011115 (ostanke v levem stolpcu prepisemo od spodaj navzgor)
in 0.712 = 0.101101 .. .2 (celi del v desnem stolpcu prepiSemo od zgoraj navzdol).
Torej je

2 =0.101111101101...5 - 2° in fl(xz) = 0.1011111104 - 26,

Ker je
fl(z) — z = ((0.1011111015 4+ 27?) — (0.1011111015 + 1.01...5 - 27'9)) - 26,

velja ocena
fl(z) — x| < [27° — 2719 . 20 =27,

To pomeni, da je relativna napaka |fl(z) — x| / |z| manjsa od 0.0014, kar je manj od
osnovne zaokroZitvene napake 2179 /2 ~ 0.0020.

Pravimo, da je stevilo x zapisano v enojni natancnosti, ¢e je predstavljeno s
stevilom fl(x) iz mnozice P(2,24,—125,128). V racunalniskem spominu je tako
stevilo shranjeno v 32 bitih. Ce je normalizirano, je podano v obliki

fl(z) = (-1)°(1+ f) - 27127,

kjer s € {0,1} dolo¢a predznak (en bit), & € {1,2,...,2% — 1} eksponent (osem
bitov) in f = 0.cac3...caq del mantise (23 bitov). Na podoben naéin so s 64
biti opisana Stevila iz P(2,53,—1021,1024), ki dolo¢ajo dvojno natanénost.

Naloga 1.6. Dokazite, da je

o0

0.1=>) (27% 427471

=1

in dolocite f1(0.1) za 0.1 v enojni natancénosti. Kako je to Stevilo v tem formatu
predstavljeno v ra¢unalniku?

Resitev. Vrsto izra¢unamo s prevedbo na geometrijsko vrsto

o0

—4i —4i— 1\ o= /o ayi_ 3 24 1
I R (R DO e

i=1
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in s tem dokazemo, da lahko Stevilo 0.1 predstavimo v zeleni obliki. Iz tega rezultata
sledi, da je 0.1 = 0.000115. Ker ima 0.1 v dvojiski bazi neskoncen decimalni zapis,
f1(0.1) dobimo z zaokroZevanjem. Na podlagi

0.1 =0.1100110011001100110011001 .. .5 - 273
sklepamo, da je
£1(0.1) = 0.1100110011001100110011015 - 273
oziroma
£1(0.1) = (=1)°(1 + 0.100110011001100110011015) - 2123127,

Stevilo f1(0.1) torej opisemo z biti 0, 01111011 in 10011001100110011001101, ki po
vrsti dolocajo s, € in f. Rezultat v Matlabu preverimo s pomocjo ukaza single(0.1),
ki vrne f1(0.1) za enojno natancénost.

x = 0.1;
flx = [repmat([1 1 0 0],1,5) [1 1 0 1]]1 * 2.7-(4:27)"';
double (single(x))-x 4 1.4901161e-09

double (single (x))-flx A0

Naloga 1.7. V Matlabu implementirajte funkcijo, ki dano, v dvojni natancno-
sti predstavljivo stevilo x € R zaokrozi na najblizje predstavljivo Stevilo iz mno-
zice P(2,t,—1021,1024), kjer je dolzina mantiste ¢t € {1,2,...,53} vhodni podatek.
Funkcijo uporabite za izra¢un predstavljivih stevil iz nalog 1.5 in 1.6.

Resitev. Nenicelno stevilo = lahko zapiSemo v obliki x = d-2¢, kjer je |d| € [1/2,1) in
e neko celo Stevilo. Priiskanju f1(z) si lahko zato pomagamo z dvojiskim logaritmom.
Ker jelogy(|z|) = log,(|d])+e€ in velja —1 < log,(|d|) < 0, po zaokrozevanju vrednosti
log,(|x|) na najblizje celo stevilo navzdol dobimo e —1. V Matlabu lahko torej stevili
e in d dolo¢imo z ukazoma e = floor(log2(abs(x))) + 1in d = x/27e. Hitreje
in zanesljiveje do teh dveh vrednosti pridemo z ukazom [d,e] = log2(x).

Za izracun fl(z) je treba vrednost d, ki si jo predstavljamo kot

d==£(d1-27 ' +dy-272+..)), d;€{0,1},i=1,2,...,
ustrezno zaokroziti. Ker je
d-28=dy -2 4 dy- 2872 4 4 dy 20 4 dpg 27

po zaokroZzevanju Stevila d- 2! in deljenju z 2¢ dobimo Stevilo m, ki je najblizje d med
vsemi Stevili s ¢ decimalkami v dvojiskem zapisu. Dodatno pazljivi moramo biti v pri-
meru, ko d lezi na sredini med dvema predstavljivima, steviloma. Takrat je d-2¢ oblike
¢/2 za ¢ € Z in po standardu IEEE ga zaokrozimo na najblizje sodo Stevilo. Za tako
doloc¢eno vrednost m velja fl(z) = m-2°. V Matlabu lahko m izra¢unamo z ukazom
m = round(d*2"t,’TieBreaker’,’even’) / 27t, Stevilo fl(z) pa nato z ukazom
flx = m*27e. Tudi tu se lahko posluzimo hitrejsega in zanesljivejSega nacina, in
sicer z ukazom flx = pow2(round(pow2(d,t),’TieBreaker’,’even’),e-t).
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function flx = fl(x,t)
% Vrne najblizZje predstavljivo Stevilo flz za z v
4 dvojiSki bazi in mantiso dolZine t.

[d,e] = log2(x);
flx = pow2(round(pow2(d,t), 'TieBreaker',6'even'),e-t);

end

Z uporabo funkcije £1 bi radi izracunali najblizje predstavljivo Stevilo za 47.712
pri mantisi dolzine 9 in za 0.1 pri mantisi dolzine 24. Rezultati spodnjih ukazov
potrdijo, da s funkcijo £1 dobimo enaki Stevili, kot sta izpeljani v nalogah 1.5 in
1.6.

flx = [1 011111 10] *x 2.7(5:-1:-3)";
flx - £1(47.712,9) 40

flx = double(single(0.1));
flx - £1(0.1,24) 40

Naloga 1.8. Naj bo 1_ najvecje stevilo v dvojni natancnosti, ki je manjse od 1, in
14 najmanjse Stevilo v dvojni natanc¢nosti, ki je vecje od 1. Katero stevilo v dvojni
natancnosti je najblizje stevilu 1_ - 1,7

Resitev. Stevila v dvojni natancénosti so predstavljena v dvojiski bazi z mantiso
dolzine 53. Najvecje stevilo, ki je manjse od 1, je

1_=0.11...15-20=1—-2753,
N——
53

najmanjse stevilo, ki je vecje od 1, pa

1. =0.100...015-2' =1+2752,
4+ =20.100...01 +
51

Produkt teh dveh stevil je
1_ - 1+ — (1 4 2752) _ (2753 4 27105) =14 (2753 _ 27105)’
iz Cesar je razvidno, da je 1_ -1, Stevilo med 1 in 1 ter da je blizje 1 kot 1.

Naloga 1.9. Dokazite, da za zaporedni pozitivni normalizirani Stevili z in y iz
mnozice predstavljivih stevil P(b,t, L,U) velja btz < |z — y| < b1t

Resitev. Pozitivno Stevilo x iz mnozice P(b,t, L,U) je oblike

T = ((:1b*1 b 2.+ ctb*t) - b°
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zac; € {0,1,....,b—1},i=1,2,...,t,ine € {L,L+1,...,U}. Predpostavljamo,
da je z normalizirano Stevilo, zato velja ¢; # 0. Zapisemo ga kot = d - b, kjer
za

d=c bt P+ ebt 2+ ..+

velja b1 < d < b'.
Ce z ni najvec¢je normalizirano Stevilo, je najmanjse normalizirano stevilo y, ki
je veéje od x, enako y = x + b¢~*. Torej je

lz|

|z -yl 7

in oceni za d potrjujeta dokazovano spodnjo in zgornjo mejo za |z — y|.

Obravnavajmo Se najvecCje pozitivno normalizirano stevilo y, ki je manjse od =x.
Ce je c; > 1 ali ¢e obstaja j € {2,3,...,t}, daje ¢; # 0, je y = x — b°t, zato tako
kot prej velja |z —y| = b, Sicer je x = b'~1 - b7t = p°~! in ¢e x ni najmanjse
pozitivno normalizirano Stevilo (e > L), velja

y=((b—1p"" "+ b—1p"2+.. . +(b-1)) b =g b
Torej je b~tx = b=t - b¢~1 = b=~ = |z — y|, kar potrjuje spodnjo in zgornjo mejo

za |z — yl.

1.2. Napake pri racunanju

Pri numeri¢ni matematiki smo sooceni z napakami v razlicnih fazah racunanja.

1. Navadno pride do napake Ze pri pripravi vhodnih podatkov na zacetku ra-
¢unanja. Napaka, ki je razlika med izvedbo racuna s pravimi in dejanskimi
podatki, se imenuje neodstranljiva napaka.

2. Pri resevanju problema smo se zaradi njegove tezavnosti ali racunske zahtev-
nosti pogosto primorani sprijazniti z njegovim pribliznim reSevanjem. Tako
namesto originalnega problema reSimo njegov bliznji problem in napaka, ki
pri tem nastane, se imenuje napaka metode.

3. Nazadnje moramo v zakup vzeti Se zaokroZitveno napako, ki je posledica zao-
krozevanja na vsakem racunskem koraku izvedbe metode, saj rezultat vsake
racunske operacije zaokrozujemo na najblizje predstavljivo Stevilo.

Sestevek vseh treh napak je celotna napaka izrac¢una.

Naloga 1.10. Funkcija f je podana s predpisom f(z) = /1 + x. Z ra¢unanjem v
mnozici P(10,5,—10,10) dolocite vrednost za f(x) pri argumentu = 1/13.
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. Ocenite neodstranljivo napako, ki nastane pri predstavitvi x.

Namesto funkcije f uporabite Taylorjev polinom funkcije f stopnje 2, ki ga dobite
z razvojem okoli tocke 0. Ocenite napako metode.

Vrednost Taylorjevega polinoma izrac¢unajte s Hornerjevim postopkom. S pomo-
¢jo izracuna vrednosti v dvojni natancnosti ocenite zaokrozitveno napako, ki na-
stane zaradi racunanja v dani aritmetiki.

Resitev. Ocenimo vsako izmed napak, ki se pojavi pri izvedbi postopka.

1.

Najprej ocenimo neodstranljivo napako, ki nastane zaradi predstavitve x v pred-
pisanem sistemu. Ker je z = 0.0769230..., je 7 = fl(z) = 0.76923 - 10~!. Neod-
stranljiva napaka D,, je podana z D,, = f(z) — f(Z). Njeno absolutno vrednost
lahko s pomocjo izreka o povprec¢ni vrednosti in ocene za relativno napako pred-
stavitve  z T v dani aritmetiki ocenimo z

Dl = 1£(&) = F@)] < gmae |/l — 7] < 052077 /2= 0.25- 10,
<(0,

Napaka metode nastane, ker namesto s funkcijo f racunamo s priblizkom, ki
ga dobimo s pomocjo razvoja f v Taylorjevo vrsto. Konkretno, funkcijo f za-
menjamo s polinomom g(z) = 1 + x/2 — 22/8. Napaka metode je podana z
D,, = f(T) — g(T), njeno absolutno vrednost pa lahko ocenimo z

1
|Dp| = |£(Z) — g(T)| < = max |f"(€)|Z> <Z%/16 < 0.29-107*,
3lee(o,)
Oznacimo g(x) = ag + a1r + azx®. Raéunanje vrednosti polinoma g v tocki T s
Hornerjevim postopkom poteka na slede¢ nacin:

bQZCLQ, blzbgf—ﬁ-ah b():blf-l-ao.

Izhodni podatek postopka je by, ki ustreza vrednosti g(Z). V predpisani aritmetiki
izvedbo postopka podaja naslednja tabela.

‘ a; ‘ bi+1 - T ‘ C;, = fl(b1+1 . f) ‘ c; + a; ‘ bl = fl(az + Ci)
—0.125 —0.12500 - 10°
0.5 —0.009615375 | —0.96154 - 102 | 0.4903846 0.49038 - 10°
1 0.03772150074 | 0.37722-107! 1.037722 0.10377 - 10*

o = |-

Rezultat, ki predstavlja priblizek za f(x), ozna¢imo z y. Z izvedbo Hornerjevega
postopka v dvojni natancnosti, rezultat katerega privzamemo za to¢no vrednost
g(Z), dobimo priblizno 1.0377219, torej je zaokroZitvena napaka D, po absolutni
vrednosti manj$a od 0.22 - 1074,

Ker je

[f (@) =yl = f(x) = f(@) + f(T) = 9(T) + 9(F) — y| < |Dn| + [Dm| + [D-|,

iz obravnave posameznih napak sledi, da je celotna napaka manjsa od 10~%.
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Naloga 1.11. Dani sta diferenc¢ni enacbi
=2 — =2,3 =1 =1
Ap = 50p—1 an—2, n=42s9,..., ap =1, a1 = 3,

bn:Llsobn—lfbn—Za 71:2,3,..., bO:l’ bl:

Wl

1. Znastavkoma a,, = A", A € R, in b, = u”, u € R, poiscite to¢ni resitvi diferenénih
enachb.

2. V Matlabu generirajte seznama a = (ag, a1, ..., as0) in b = (bg,b1,...,b50) ter z
ukazom scatter narisite tocke (n,a,) in (n,b,), n =0,1,...,50. Ali se elementi
seznamov ujemajo s to¢nimi vrednostmi? Pojasnite, zakaj da oziroma ne.

3. Omilite napake, ki nastanejo pri izracunu elementov v seznamu b tako, da ele-
mente generirate v obratnem vrstnem redu pri zacetnih podatkih b5 = 0 in
bgg = 1 ter jih na koncu skalirate s konstanto, ki zagotovi, da je by = 1. Primer-
jajte dobljene vrednosti s to¢nimi.

Resitev.

1. Uporabimo nastavka za a,, = A" in b, = u™. Ker sta enacbi dvoclenski, dobimo
v obeh primerih kvadratni enacbi z reSitvama Ay = 1/2, Ao = 2 in uy = 1/3,
w2 = 3. Od tod sledi, da sta splosni resitvi oblike

an=A)"+B2", b, =C(3)"+D3",

kjer so A, B, C, D konstante, ki jih dolo¢imo iz zacetnih pogojev. Dobimo
an =1/2" in b, = 1/3™. Vrednosti a,, in b, z narascajo¢im n padata proti 0.

2. Elemente seznamov izracunamo na podlagi rekurzivnih formul, ki doloc¢ata dife-
rencno enacbo.

/ sezmam a
a = [1 1/2 zeros(1,49)]1;
for n = 3:51
a(n) = 5/2*%a(n-1) - a(n-2);
end

% sezmam b
b = [1 1/3 zeros(1,49)];
for n = 3:51
b(n) = 10/3*b(n-1) - b(n-2);
end

Iz grafa na sliki 1.1a, ki ga nariSemo z ukazom scatter(0:50, a), je razvidno,
da vrednosti a, padajo proti 0, ko n raste, kar je glede na tocno resitev dife-
rencne enacbe pricakovano pricakovano. Graf je narisan v logaritemski skali, kar
dosezemo z ukazom set(gca, ’YScale’, ’log’). Graf na sliki 1.1b, narisan z
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ukazom scatter(0:50, b), po drugi strani kaze, da izracunane vrednosti b,, z
naras¢anjem n najprej padajo, nato pa zacnejo rasti in so glede na toc¢no resitev
diferen¢ne enacbe povsem napacne.

Razlog, da v prvem primeru dobimo toéne rezultate, v drugem pa napacne, se
skriva v tem, da je v prvem primeru rezultat vsake racunske operacije pred-
stavljivo stevilo v dvojni natancnosti, medtem ko v drugem primeru operiramo
z nepredstavljivimi Stevili. Za zacetni podatek namesto by = 1/3 uporabimo
by = fl(by) = by (1 + &). Pri tem je d sicer po absolutni vrednosti majhno $tevilo,

a tocna resitev b, diferen¢ne enacbe z zacetnima podatkoma by in 51 je
7 Sy (1\™ , &
bn=(1-35)(5)" +53"

Vpliv faktorja 3" se pri vecjih vrednostih n mo¢no pozna.

3. Iz rekurzivne zveze za vrednosti b,, izrazimo b,,_, in z zamikom indeksov dobimo
10
bn = ?bn+1 - bn+2-

Vzamemo bsg = 0 in by9 = 1 ter elemente seznama b generiramo v obratnem
vrstnem redu. Na koncu vse elemente seznama delimo z by in s tem zagotovimo,
da je v rezultatu by = 1. Vrednosti tega seznama se zelo dobro ujemajo s to¢nimi,
kar potrjuje graf na sliki 1.1c.

/4 sezmam b, generiran v obrantem vrstnem redu
rb = [zeros(1,49) 1 0];
for n = 49:-1:1
rb(n) = 10/3*rb(n+1) - rb(n+2);
end
b = rb/rb(1);

1.3. Stabilnost izracunov

Pri numeriénem ra¢unanju stabilnost obravnavamo v razlicnih kontekstih. V
osnovi nas zanima razlika med to¢no vrednostjo in izracunanim priblizkom: to
je direktna napaka. Ce je ta pri vseh zacetnih podatkih majhna, pravimo, da je
metoda izrac¢una direktno stabilna. Ocenjevanje direktne napake je ponavadi te-
zavno, zato si pri analizi pomagamo z obratno napako: to je razlika med tocnimi
vhodnimi podatki in vhodnimi podatki, ki so prirejeni tako, da se izracunani pri-
blizek ujema s to¢no vrednostjo na prirejenih podatkih. Ce je obratna napaka
majhna pri vseh vhodnih podatkih, je metoda izracuna obratno stabilna. Z obra-
tno stabilnostjo lahko dokazemo direktno stabilnost metode, kadar je problem
neobcutljiv.
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10715 I I I I I I 1 1 | "%0q S
5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
(A) Elementi seznama a.
10"
o
00
10° 000°
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o
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o
00000°
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(B) Elementi seznama b.
10
00,
o
o
o
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%0,
o
10 %0o
10 %o
%0,
%o
0564
OOOOO
%o
20 %o
10 %o0o
| | I 1 1 1 1 1 1©0q o

(c) Elementi seznama b (generiran v obratnem vrstnem redu)

SLIKA 1.1: Prikaz rezultatov pri rekurzivnem racunanju Stevil v nalogi 1.11.

Naloga 1.12. Racunski stroj uporablja dvojisko aritmetiko z mantiso sode dolzine
t>6. Najbox =2"1427% 427t iny = 271 +27% pri Gemer je k = t/2+1. Vrednost
x? — y? izracunamo z izrazom x*x - y*y. Z obravnavo relativne napake dokaZite,
da izracun ni direktno stabilen. Ugotovitve podprite s preizkusom v Matlabu na
podlagi rac¢unanja v enojni natacnosti.

Resitev. Za stevili x in y velja
2?2 =972 497k ot L9 L olhot 4 o2t 2 92 4 9k 4 92k
Ker je 2k =t 4+ 2 in k > 4, ob zaokrozevanju dobimo
fl(x?) =272+ 277 27t 27071 fl(y?) =272 4 27F,

Pri tem upostevamo, da je y? ravno na sredini med najblizjima predstavljivima
Steviloma 272 +27% in 272 4+ 27F £ 27171 in za fl(y?) vzamemo prvega, ker ima
sodo zadnjo §tevko. Vrednost 22 — y?2, izra¢unana z izrazom x*x - y*y, je potem

z = fl(fl(z?) — fl(y?)) = 27t + 27471
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in za relativno napako izracuna velja

|Z _ (1'2 _ y2)| 2—t—1 _ 21—k—t _ 2—2t 2—15—2 1

|22 — 42| T 9—ty9l-k—t L 9-2 > 9—t+1 — §°

Torej je relativna napaka bistveno vecja od osnovne zaokrozitvene napake, ki je
enaka 27!, zato izra¢un ni direktno stabilen.

Za preizkus v Matlabu izberemo t = 24, saj to ustreza dolzini mantise pri enojni
natancnosti. Izracunana napaka je vec¢ja od ocene za relativno napako.

t = 24; k = 13;
dx = 27-1 + 27-k + 27-t;

dy 27-1 + 27-k;
dz = dx*dx - dyx*dy;

x = single(dx);
y = single (dy) ;
Z = X*X - y*Y;
abs (double(z)-dz) / abs(dz) 4 0.4996

Na stroju, ki deluje v skladu s standardom IEEE, je vsaka osnovna racunska
operacija @ (seStevanje, odstevanje, mnozenje, deljenje) implementirana tako, da
za vsaki predstavljivi stevili z in y ob predpostavki, da ne pride do prekoragcitve,
velja

filz®y) = (zdy)(1+9),

kjer je ¢ Stevilo z absolutno vrednostjo |d|, ki ne presega velikosti osnovne zao-
krozitvene napake uporabljene aritmetike.

Naloga 1.13. Naj bosta x in y predstavljivi realni stevili. Na stroju, ki ustreza
standardu IEEE, vrednost 22 — y? izra¢unamo z izrazom (x-y) * (x+y), pri ¢emer
ne pride do prekoracitve. Dokazite, da je izra¢un obratno in direktno stabilen. V
Matlabu na primeru iz naloge 1.12 preverite, da je pri takem izracunu v enojni
natancnosti relativna napaka res pricakovano majhna.

Resitev. Ker racunanje poteka po standardu IEEE, namesto vsote oziroma razlike
stevil z in y izrac¢unamo (z+y)(1 4+ a1) in (x —y)(1 + a2), kjer sta a; in aq Stevili z
absolutnima vrednostma |a| in |as|, ki ne presegata osnovne zaokrozitvene napake
u. Z mnozenjem teh dveh vrednosti dobimo

z=(@+y)(z—y)(1+a)1+az)(1+5),
kjer je 8 Stevilo z lastnostjo |8] < u. Torej je

z= (2" —y*)(1+9),
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kjer je d stevilo, za katero velja
(1-u?<1+6<(1+u)

Ker je vrednost u majhna, na podlagi tega ocenimo |§| < 3u.

Iz zgornjih ugotovitev sledi, da je z = (zv/1 + )% — (yv/1 + 0)?, torej je z toéna
resitev pri malo zmotenih podatkih in izracun je obratno stabilen. Poleg tega za
relativno napako velja

=@ =) _ @ =P _
g S o IR

kar dokazuje direktno stabilnost izracuna. To potrdi tudi izracun v enojni natanc-
nosti na primeru iz naloge 1.12. Izracunana relativna napaka je celo manjsa od
osnovne zaokrozitvene napake.

t = 24; k = 13;

dx = 27-1 + 27-k + 27-t;
dy 27-1 + 27-k;
dz = dx*dx - dyx*dy;

x = single (dx);

y = single(dy);
z = (x-y) * (x+y);
abs (double(z)-dz) / abs(dz) /4 5.9590e-08

Naloga 1.14. Dan je polinom
p(x) = apr™ +an_ 12" F oz Fag = an(z—z,) (0 — 20 1) ... (T —21),

kjer so koeficienti a,,an_1,...,a1,aq in nicle z,,,x,_1,...,x1 predstavljiva realna
stevila. Obravnavajte relativni napaki pri racunanju vrednosti polinoma p v tocki x
s Hornerjevim postopkom ter z mnozenjem faktorjev, ki jih dolo¢ajo nicle polinoma.
Ali je pri racunanju po standardu IEEE kateri izmed postopkov direktno stabilen?
Demonstrirajte postopka v Matlabu z izrac¢uni v enojni natanc¢nosti pri podatkih
n=9%a=1,2,=23=...=19g=21inx=2+27%

Resitev. Pri Hornerjevem postopku izra¢un vrednosti polinoma p poteka v zaporedju
p(x)=((...((anz+ an_1)z+an—o)x+..)x+a1)x+ aop.

Pri vsaki operaciji seStevanja in mnozenja pride do zaokrozitvene napake, ki je re-
lativno manj$a od osnovne zaokrozitvene napake u. Zato namesto y = p(z) izrac¢u-
namo

Y1 = ant" (14 6,) + ap 12" (1 +0p_1) + ... +arz(l +6,) + ag(l + ),
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kjer za stevila 6;, ¢ = 0,1,...,n, ocenjujemo, da so po absolutni vrednosti manjsa
od priblizno 2nu (pri vrednostih §;, ¢ = 0,1,...,n — 1, smo lahko tudi natan¢nejsi,
velja namrec |d;| < (2 + 1)u). To pomeni, da za relativno napako izra¢una velja

ly =1l o 2nu (lan| || + lan—1|[z" [+ ... + |aa| |2] + |aol)
ly| ™~ |anT™ + ap_12" 1+ ... + a1z + ag ’

Ceprav smo napako (priblizno) omejili navzgor in je lahko ta ocena pregroba, vseeno
jasno odraza, da je za tocke x blizu ni¢le polinoma relativna napaka lahko velika,
Ce so koeficienti polinoma razlicno predznaceni. Postopek izracuna torej ni direktno
stabilen.

V primeru, da obstaja faktorizacija polinoma na linearne faktorje, lahko izracun
vrednosti opravimo stabilneje z mnozenjem faktorjev. Najprej izracunamo x — x;,
i=1,2,...,n, pri emer zaradi zaokrozevanja dobimo (x —xz;)(14«;) za neka Stevila
a;, ki so po absolutni vrednosti manjsa od u. Nato vsako izmed n mnozenj botruje
Se k relativni napaki, manjsi od u. Torej namesto y = p(z) izra¢unamo

Yo =an(@x —xp) ... (x —x1)(L+9) = y(1 +9),
pri Cemer je |0| < 2nu. To pomeni, da za relativno napako velja

ly —y2| _ |yd]

= = 9] < 2nu
|yl |yl

in izracun je direktno stabilen.

Zgornje ugotovitve potrjuje tudi konkreten primer izvedbe izracunov v Matlabu v
enojni natanénosti. To¢na vrednost pri podanih podatkih je y = (27°)% = 2745, Pri
racunanju s Hornerjevim postopkom (funkcija polyval) dobimo zelo veliko relativno
napako, medtem ko je napaka pri izracunu na podlagi mnoZenja faktorjev v tem
primeru celo enaka 0, saj so rezultati vseh operacij predstavljiva sStevila v enojni
natancnosti.

X = single(2*ones(1,9));
A = poly(X);

x = single(2 + 27-5);
y = 27-45;

yl = double(polyval (A,x));
abs (y-y1) / abs(y) J 1.0737e+09

y2 = double (prod(x-X));
abs(y-y2) / abs(y) %0
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2. Nelinearne enacbe

Ce nelinearno enacbo z neznanko x predstavimo v obliki f(z) = 0, lahko njeno
resevanje interpretiramo kot iskanje nicle funkcije f. Numeri¢ne metode za resevanje
tega problema so iterativne, kar pomeni, da priblizek za resitev iS¢emo v vec¢ korakih
s ponavljanjem izracunov, ki v trenutnem koraku izboljsajo priblizek iz prejSnjega
koraka.

2.1. Bisekcija

Bisekcija je robustna metoda za iskanje nicle zvezne funkcije f na intervalu [a, b],
za katero predpostavljamo, da je v robovih intervala nasprotno predznadena (ve-
lja torej f(a)f(b) < 0). Temelji na dejstvu, da ima taka funkcija vsaj eno niclo
na intervalu [a, b]. Kot namiguje ime, v vsakem koraku metode razpolovimo tre-
nutni interval ter naslednji korak nadaljujemo na desnem ali levem podintervalu,
v odvisnosti od tega, na katerem izmed njiju je f nasprotno predznacena.

Naloga 2.1. Implementirajte bisekcijo v Matlabu. Pozorni bodite na ekonomi¢nost
in numeri¢no stabilnost izvedbe postopka. Izvedite ga na intervalu [1, 2] za funkcijo
f, podano s predpisom f(z) =z +4 — e’ Napravite toliko korakov metode, da je
napaka izra¢unanega priblizka manjsa od 10712,

Resitev. Pripravimo funkcijo bisekcija, ki kot vhodne podatke sprejme funkcijo £,
Stevili a in b, ki doloc¢ata robova intervala, ter Stevilo korakov bisekcije N. Pri im-
plementaciji metode pazimo, da funkcijsko vrednost v doloceni tocki izracunamo le
enkrat. S spremenljivko s, ki predstavlja dolzino trenutnega intervala, se izognemo
morebitnim numeri¢nim tezavam, ki bi se lahko pojavile pri izracunu sredisca inter-
vala z izrazom (a+b)/2.

function x = bisekcija(f,a,b,N)

% funkcija

4« = bisekcija(f,a,b,N)

4 tzvede bisekcijo in dololi pribliZek = za niclo
% funkcije f ma intervalu [a,b]

23
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4 vhodni podatkd:

A f funkcija,

4 a zaletek intervala,

4 b konec intervala,

AN Stevilo korakov bisekcije

%

4 tzhodni podatek:

A priblizek za nicélo funkcije f
fa = f(a);

if sign(fa) == sign(f (b))

error ('f v tockah a in b ni nasprotno predznacena');
end

k = 0;
s = b-a;
while k¥ < N
s = s/2;
X = a+s;
fx = f(x);
if sign(fa) == sign(fx)
a = x;
fa = fx;
end
k = k+1;
end
end

Za izracun priblizka za ni¢lo podane funkcije na intervalu [1,2], ki se od toéne
vrednosti razlikuje za manj kot 10712, zados¢a [log,(1012)] = 40 korakov bisekcije.
S pomocjo vgrajene funkcije fzero se prepricamo, da v tem primeru dovolj natancen
priblizek dobimo ze z 39 koraki.

f = 0(x) x+td-exp(x72);

bisekcija(f,1,2,39) 4 1.290718421716520
bisekcija(f,1,2,40) 7 1.290718421715610
fzero(f,[1 2]) A 1.290718421715963

Naloga 2.2. Analizirajte, koliko nicel na intervalu [0, 1] ima funkcija f, ki je podana

s predpisom
1\? 3 1
flz) = (x‘2> (x‘4) “ o

za izbrano Stevilo n € N. KaksSen je izid bisekcije (glede na implementacijo iz
naloge 2.1), ¢e ra¢unamo v enojni natancénosti?
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Resitev. Funkcijo f lahko analiziramo na podlagi odvoda

o= (e- 1) (+-2).

Razvidno je, da je funkcija f na intervalu [0, 1/2] naras¢ajoca, na intervalu [0,2/3]
padajoca, na intervalu [2/3,1] pa ponovno narascajoca. Ker je

31 . 1 11
f(O)— 16 2n’ f(z)_ 2n’ f(l)_ 16 on
sklepamo, da je f na intervalu [0, 2/3] negativna in zato tam nima nicle, na intervalu
[2/3,1] pa ima eno niclo, ¢e je n >4 (pri n = 4 je ni¢la ravno 1).

Pri izvedbi bisekcije za funkcijo f v enojni natancnosti vse poteka po pricakova-
njih, razen ¢e pride do podkoracitve in je fi(27") = 0. Najmanjse pozitivno predsta-
vljivo stevilo v enojni natacnosti je 2724 . 27125 torej se to zgodi, ée je n > 149. Pri
izvedbi bisekcije v tem primeru dobimo fl(f(1/2)) = 0 in (glede na implementacijo
v nalogi 2.1, saj je sign(0) = 0) iskanje ni¢le nadaljujemo na intervalu [0,1/2] ter
nato na intervalih [1/4,1/2],[3/8,1/2],[7/16,1/2],.... Kon¢amo v blizini 1/2, ki pa
ni dejanska nicla funkcije f.

a
b

single (0) ;
single (1) ;

£149 = @(x) (x-0.5) "2x(x-0.75) -27-149;
bisekcija(f149,a,b,50) 4 0.7500
fzero(f149,[0 1]) 4 0.7500

£150 = @(x) (x-0.5)"2%(x-0.75) -27-150;

bisekcija(£f150,a,b,50) 4 0.5000
fzero(£150, [0 1]) 4 0.7500

2.2. Navadna iteracija

Eden izmed splo$nih pristopov za iskanje nicle funkcije f oziroma resevanje
nelinearne enacbe f(z) = 0 je prepis enacbe v ekvivalentno obliko z = g(z).
Funkcijo g imenujemo iteracijska funkcija, saj resitev enacbe iS¢emo z iteracijo

Try1 :g(mr)a T:Oala""
Ce je g na dolocenem intervalu, ki vsebuje zg, skréitev, zaporedje (x,), po

Banachovem skré¢itvenem nacelu konvergira k negibni tocki g, ki ustreza nicli
funkcije f.
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Naloga 2.3. Funkcija f je podana s predpisom f(x) = 2% — 10z + 1. Njeno ni¢lo
is¢emo 7 iteracijsko funkcijo g(z) = (z° + 1)/10.

1. Utemeljite, da ima funkcija f na intervalu [0, 0.2] natanko eno niclo.

2. Dokazite, da zacetni priblizek xg = 0 zagotavlja konvergenco iteracijskega zapo-
redja x,+1 = g(x,) k nicli funkcije f na intervalu [0,0.2].

3. Ocenite, kako dobro se priblizek x5 = ¢(g(0)) ujema z ni¢lo funkcije f na intervalu
[0,0.2].

Resitev.

1. Funkcija f je za £ = 0 enaka 1, za = = 0.2 pa 0.2° — 1 < 0. Ker je zvezna, ima
na intervalu [0,0.2] vsaj eno ni¢lo. Poleg tega je funkcija f na intervalu [0, 0.2]
padajoda, saj je f'(x) < 0 za vsak x s tega intervala. To potrjuje, da je nicla ena
sama.

2. Odvod iteracijske funkcije g je enak x*/2, zato je po absolutni vrednosti manjsi
od 1 natanko tedaj, ko je |z| < v/2. To zagotavlja konvergenco za vsak zacetni
priblizek z intervala (—+v/2, v/2) ~ (—1.1892, 1.1892).

3. Naj bo a € (0,0.2) nicla funkcije f (f(a) = 0) oziroma negibna tocka funkcije g
(9(a) = @). Opazimo, da za vsak x € [0, o] velja

@®+1  _ flo)
10 10

g(z) —a < =0,

kar pomeni, da se vsi ¢leni iteracijskega zaporedja nahajajo na intervalu [0, a].
Zato lahko po izreku o povprecni vrednosti razliko med zaporednima priblizkoma
Z, in z,41, 7 € N, ocenimo z

21— | = |g(xr) = g(xr-1)] < ¢'(0.2) |2y — 21| = 8- 107" |2 — 2]
Ker za¢nemo iteracijo z zg = 0, v naslednjih dveh korakih dobimo z; = 1/10 in
x9 = 1/10 + 1/105. Ocenimo

_ 42
22 — a| < |zg — x5] + |23 — 24| + ... < (8-10 14 (8-107%) +) |21 — |
in od tod sklepamo

81074

—6 ~ —10

|ze —a] <

Torej ze drugi priblizek iteracije predstavlja dober priblizek za niclo funkcije f.
Naloga 2.4. Iteracijska funkcija g je podana s predpisom g(z) = —22 + 8z — 12.

1. Doloé¢ite negibne tocke iteracije g(x) = x in opredelite, katere so privlacne in
katere odbojne.
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2. Za katere zacetne priblizke v okolici negibnih tock lahko na podlagi odvoda funk-
cije g zagotovimo konvergenco navadne iteracije?

3. Dolocite, za katere zacetne priblizke je navadna iteracija konvergentna. Kam
konvergirajo zaporedja?

Resitev.

1. Negibne tocke dobimo z reSevanjem kvadratne enacbe g(x) = x. Negibni tocki
sta torej dve, prva je 3, druga pa 4. Z odvajanjem iteracijske funkcije dobimo, da
je ¢'(3) =2 in ¢’(4) = 0, kar pomeni, da je 3 odbojna, 4 pa privlaéna tocka.

2. Konvergenco navadne iteracije v okolici negibne tocke x = 4 lahko na podlagi
odvoda funkcije g zagotovimo za zacetne priblizke x, za katere velja |g’(zo)] < 1.
Ta pogoj je izpolnjen natanko tedaj, ko je |[—2x¢ + 8| < 1 oziroma z( € (3.5,4.5).

3. Na podlagi grafa iteracijske funkcije g in simetrale lihih kvadrantov (slika 2.1
prikazuje navadno iteracijo pri zacetnih priblizkih 2.7, 3.2, 3.7 in 5.1) domnevamo,
da iteracija konvergira k 4 pri zacetnih priblizkih z intervala (3, 5), pri vseh drugih
zacCetnih priblizki pa divergira ali obstane v 3. Opazimo, da za priblizek z, na
r-tem koraku iteracije velja

2 —4=g(x_1) —4=—(z,_1—4)%?=... = —(20—4)%,
kar potrjuje, da za vsak xo € (3,5) velja lim, o, 2, = 4. Od tod sledi tudi, da

se za vsak xg € (—00,3) U (5, 00) priblizki x,- zmanjSujejo brez meje, pri zacetnih
priblizkih zg = 3 in g = 5 pa velja x, = 3 za vsak r € N.

0 | | | | | | |
2 25 3 35 4 4.5 5 5.5 6

SLIKA 2.1: Graficni prikaz navadne iteracije iz naloge 2.4.
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Naloga 2.5. V Matlabu sestavite funkcijo, ki izvede navadno iteracijo.

1. Vhodni podatki naj bodo iteracijska funkcija, zacetni priblizek, toleranca in ma-
ksimalno stevilo korakov.

2. Izhodni podatki naj bodo izracunan priblizek po koncani iteraciji, seznam vseh
priblizkov tekom iteracije in Stevilo opravljenih korakov.

3. Funkcija naj izvaja iteracijo, dokler se zadnja dva priblizka absolutno ne razliku-
jeta za manj, kot je predpisana toleranca, ali Stevilo korakov ne preseze danega
maksimalnega Stevila korakov.

Za test implementacije uporabite iteracijsko funkcijo iz naloge 2.4.

Resitev. Funkcijo, ki izvede navadno iteracijo, poimenujemo iteracija

function [x,X,k] = iteracija(g,x0,tol,N)

% funkcija

4 [z,X,k] = diteracija(g,z0,tol,N)

t1zvede mnavadno iteracijo z dano iteractjsko funkcijo
in zacetnim pribliZkom

vhodni podatk?:
g t1teractjska funkcija,
z0 zacetni priblizZek,
tol toleranca absolutnega ujemanja dveh zaporednih
pribliZkov,
N maksimalno Stevilo korakov iteracije

1zhodni podatks:

NN NI N I I N NN RN

b zadnji pribliZek izradunan 2z navadno iteractjo,
X seznam vseh izracunanth pribliZkov,
k Stevilo opravljenih korakov titeractije
X = x0;
k = 0;
while k < N
k = k+1;

X(k+1) = g(X(k));
if abs(X(k+1)-X(k)) < tol
break;
end
end
x = X(k+1);

end

Test kaze, da se racunski rezultati ujemajo s teoreticnimi izpeljavami iz naloge 2.4.
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g = 0(x)-x"2+8*x-12; tol = 1e-10; N = 1e3;

[x,~,k] = iteracija(g,3.5,tol,N) o= 4, k=7
[x,~,k] = iteracija(g,4.5,tol,N) Az =4, k=7
[x,~,k] = iteracija(g,3,tol,N) A x =3, k =1
[x,~,k] = iteracija(g,2,tol,N) 4 x = -Inf, kK = 1000

V praksi je pomembno, kako hitro iteracijsko zaporedje (), konvergira k ne-
gibni tocki a. Pravimo, da je red konvergence enak p, ¢e obstaja taka konstanta
C >0,daje

|z 41 — -

=C.

lim
r—00 |xr — a‘p
Ce je funkcija g dovoljkrat zvezno odvedljiva, lahko red p enostavno dolo¢imo
z odvajanjem: veljati mora g*)(a) = 0, k = 1,2,...,p — 1, in g™ (a) # 0 ob
dodatni predpostavki, da je |¢'(a)| < 1, ¢e je p = 1.

Naloga 2.6. Za iskanje nicle funkcije f(z) = 2% — 2 — 2 uporabite $tiri razli¢ne
iteracijske funkcije:

1. gi(z) = 2% -2,

2. ga(z) = Vo +2,

3. g3(x) =1+ 2/a,

4 ga(a) = (a2 +2)/(2x 1)

Za vsako funkcijo analizirajte konvergenco v okolici nic¢el —1 in 2 ter dolocite njen
red. Ugotovitve preverite v Matlabu s pomocjo funkcije, implementirane v nalogi 2.5.
Narisite grafe stevila korakov iteracije v odvisnosti od zacetnih priblizkov na inter-
valu [—2,4].

Resitev. Premislimo, kako se iteracijske funkcije obnasajo v okolici nicel funkcije f.

1. Ker je gi(x) = 2z, sta tako —1 kot 2 odbojni negibni tocki iteracijske funkcije
g1. Nic¢lo funkcije f torej dobimo le v posebnih primerih, ko za zacetni priblizek
izberemo —2, —1, 0, 1 ali 2.

2. Iz g4(z) = 1/v/x + 2 sledi, da je 2 privla¢na negibna tocka, v okolici katere je red
konvergence enak 1. Enostavno je dokazati, da iteracijsko zaporedje konvergira k
2 za vsak zacetni priblizek, ki je vecji ali enak —2. Na drugi strani —1 ni negibna
tocka funkcije g2, zato te nicle funkcije f z go ne moremo poiskati.

3. Najprej opazimo, da sta negibni tocki funkcije g3 tako —1 kot 2, vendar iz
g5(—=1) = =2 in ¢4(2) = —1/2 sklepamo, da je le 2 privla¢na negibna tocka.
Za priblizke v okolici —1 torej ni pricakovati konvergence k —1, v —1 z iteracijo
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konc¢amo le, ¢e v —1 z njo za¢nemo. Po drugi strani vrednost odvoda g3 v tocki 2
zagotavlja konvergenco k —2 za zacetne priblizke v okolici —2, a ponovno le reda
1. S podrobnejso analizo iteracijske funkcije lahko dokazemo, da iteracijsko zapo-
redje konvergira k —2 za vse zacetne priblizke, razen —1. Pri zacetnih priblizkih
0 in —2 v prvem oziroma drugem koraku iteracije delimo z 0.

4. Funkcija g4 ima negibni toc¢ki —1 in 2, v obeh pa je vrednost odvoda g4 enaka 0.
Red konvergence v okolici —1 in 2 je torej vsaj reda 2 in za zacetne priblizke blizu
negibnih tock se lahko nadejamo hitre konvergence k eni ali drugi nicli funkcije
f. Iz analize vrednost g4(z) — x sledi, da iteracijsko zaporedje konvergira k 2 za
zaCetni priblizek vecji od 1/2 in k —1 za zacetni priblizek manjsi od 1/2.

V Matlabu preverimo, kaksne rezultate dobimo z uporabo iteracijskih funkcij pri
zaCetnih priblizkih —1/2 in 3. Iteracijo izvedemo s pomodéjo funkcije iteracija iz
naloge 2.5 pri toleranci tol = 1e-10 in maksimalnem Stevilu korakov N = 100.

gl = @(x) x.72-2;

g2 = @(x) sqrt(x+2);

g3 = @(x) 1+2./x;

g4 0(x) (x.72+2)./(2xx-1);

tol = 1e-10; N = 100;

[x,~,k] = iteracija(gl,-0.5,t0l,N) 7 = = 0.5914, k = 100
[x,~,k] = iteracija(gl,3,tol,N) %z = Inf, k = 100
[x,~,k] = iteracija(g2,-0.5,t0l,N) 7 z = 2, k = 19
[x,~,k] = iteracija(g2,3,tol,N) Az = 2, k = 18
[x,~,k] = iteracija(g3,-0.5,tol,N) 7 z = 2, k = 39
[x,~,k] = iteracija(g3,3,tol,N) sz = 2, k = 35
[x,~,k] = iteracija(g4,-0.5,t0l,N) 7 =z = -1, k =5

[x,~,k] = iteracija(g4,3,tol,N) 4z = 2, k = 6

Na sliki 2.2 so prikazani grafi stevila korakov iteracij pri zacetnih priblizkih iz
seznama, linspace(-2,4,61). Oznaka * predstavlja konvergenco k nicli 2, oznaka
+ pa konvergenco k nicli —1. Oznaka x pomeni, da se je iteracija koncala brez kon-
vergence po maksimalnem stevilu korakov (v tem primeru 50). Slika 2.2a prikazuje
rezultate za iteracijsko funkcijo gi, kjer v eni izmed nicel kon¢amo le pri zacetnih
priblizkih —2, —1, 0, 1 in 2. Na sliki 2.2b je prikazano stevilo korakov iteracij pri
funkcji go, ki ima za negibno tocko ni¢lo 2. Stevilo korakov, s katerimi dosezemo
natancnost priblizka v okviru predpisane tolerance, je manjse kot pri iteracijski funk-
ciji g3, kot kaze slika 2.2c. Iz te slike je tudi jasno razvidno, da je 1 odbojna tocka
iteracije z g3, saj iteracijsko zaporedje le pri zacetnem priblizku —1 konvergira k —1.
Iteracijska zaporedja najhitreje konvergirajo pri iteracijski funkciji g4. Slika 2.2d
kaze, da je limita za zaCetne priblizke manjSe od 1/2 enaka —1, za zaCetne priblizke
vecje od 1/2 pa 2. Pri zadetnem priblizku 1/2 iteracijsko zaporedje ne konvergira k
nobeni izmed nicel.
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(c) Iteracijska funkcija gs. (D) Iteracijska funkcija ga.

SLIKA 2.2: Stevilo korakov v odvisnosti od zacetnih priblizkov pri iteracijah iz naloge 2.6.

Naloga 2.7. Dokazite, da lahko kvadratni koren pozitivnega Stevila a izracunamo
z iteracijo
22+ 3a

Tr——, r=0,1,...,
"312+a

Lr41 =
pri poljubnem zacetnem priblizku ¢ > 0 ter dolo¢ite red konvergence iteracijskega
zaporedja v blizini /a.

Resitev. Enostavno je preveriti, da je funkcija g(z) = x(2?+3a)/ (322 +a) iteracijska
funkcija za ena¢bo z(z% — a) = 0. Negibne tocke iteracije so —/a, 0 in \/a.

Radi bi dokazali, da iteracija za ¢ > 0 konvergira k negibni tocki v/a. Najprej
opazimo, da za vsak priblizek z,., r € N; velja

Ty —va = g(x,—1) — Va= M.

322 _,+a

Od tod po indukeiji sledi, da je za zacetni priblizek z¢ < y/a vsak priblizek z, manjsi

od +/a. Podobno, ¢e je g > +/a, je tudi vsak priblizek z, vedji od /a. Nadalje, ker
je

2z, (a — x2)

Tran =@ = g(an) =@ = Ty

za T, < v/a velja Tpq1 > Xy, za T, > \/a pa z,41 < . To dokazuje, da je zaporedje

priblizkov (z,.), pri zacetnem priblizku o > 0 konvergentno, saj je bodisi strogo
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nara$¢ajoCe in navzgor omejeno s y/a bodisi strogo padajofe in navzdol omejeno s
va. Naj bo limita zaporedja oznadena z «. Zanjo velja

@ = g e = Mg et = i glar) = g( i 2r) = g(c0)

zato je negibna tocka funkcije g. Ker je v/a edina neigbna tocka g na intervalu

(0,00), je @ = /a.

Red konvergence dolo¢imo z odvajanjem. Ker je

3(z% — a)? 48za

/ e SV " _ 2
g ($) - (31,2 +(l)27 g (m) (31,2 +(l)3 ($ CL),

je ¢'(v/a) = ¢"(y/a) = 0 in red konvergence je vsaj kubiden. Red v resnici je kubicen,
saj je g (v/a) # 0, kot sledi iz

" 48za ! 9 48za
= =—= - ———2x.
9" (@) <(3x2 +a)3 (2" —a)+ (322 + a)3 o

Naloga 2.8. Dolocite parametre «, § in v v iterativni formuli

CL2

a
J;T+1=(m:r—|—ﬁﬁ+'y— r=20,1,...,

57
9]
T 1’7‘

za racunanje kubi¢nega korena nenicelnega stevila a tako, da bo konvergenca itera-
cijskega zaporedja za zaCetni priblizek v okolici ¥/a kubi¢na.

Resitev. Obravnavajmo iteracijsko funkcijo g(z) = ax + Ba/x? +~a?/z°. Ce Zelimo,
da je /a negibna tocka g, mora veljati o + 8+ v = 1. Da bo red konvergence
vsaj kubiden, mora biti ¢’'(/a) = 0 in ¢”(/a) = 0, kar je ekvivalentno zahtevama
a—28—5y=0in 63 + 30y = 0. Z resevanjem sistema enacb za dane parametre
ugotovimo, da mora biti « = 5/9, 5 =5/9 in v = —1/9. Ker je pri teh parametrih
g"(¥/a) = 10/Va2 # 0, je red konvergence kubicen.

2.3. Izpeljava in lastnosti metod

Za iskanje nicel funkcije so na voljo Stevilni recepti, po katerih lahko pripravimo
ustrezno iteracijsko funkcijo za izvedbo navadne iteracije. Eden takih je tangen-
tna (ali Newtonova oziroma Newton-Raphsonova) metoda. Priblizek x,1; za
ni¢lo odvedljive funkcije f dobimo iz priblizka z,. z zvezo

f(zr)

Lyy1 = Tp — f/(.lﬁ )
r

Geometrijsko x,41 predstavlja presecisce abscisne osi in tangente funkcije f v
tocki x,.
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Naloga 2.9. Babilonska metoda za racunanje kvadratnega korena +/a pozitivnega
stevila a temelji na iteraciji

1
xr+12<xr+a), r=0,1,....

Za izvedbo enega koraka iteracije so potrebne le tri osnovne racunske operacije.

1. Preverite, da iteracija ustreza tangentni metodi za funkcijo f(z) = 2% — a.

2. KaksSen je red konvergence iteracijskega zaporedja v okolici negibne tocke /a?
3. Dokazite, da zaporedje (z,), konvergira k \/a za vsak zacetni priblizek xg > 0.
Resitev.

1. V formulo, ki dolo¢a priblizek po tangentni metodi, vstavimo f(x) = 22 — a. Z
nekaj preurejanja dobimo babilonsko metodo.

2. Red konvergence babilonske metode v okolici y/a lahko dolo¢imo z odvajanjem
iteracijske funkcije g(x) = (x 4+ a/x)/2. Izracunamo

1 a a
g/(x):7(1772)’ g//(x)zi
x

iniz ¢'(v/a) = 0in ¢"(v/a) = 1/4/a # 0 sklepamo, da je red konvergence v okolici
Va kvadraticen.

3. Odvod funkcije g je po absolutni vrednosti manjsi od 1 za vsak = € (\/a/3,0),
zato zaporedje (), konvergira k v/a za vsak zadetni priblizek z s tega intervala.
Treba je dokazati Se, da to velja tudi v primeru, ko je z¢ € (0, y/a/3]. Opazimo,
da je

B IRy R
g(zo) — Va= 5 + 52g Vva= 22 (zo —Va)™,
iz, Cesar sledi, da za vsak zaetni priblizek xo > 0 priblizek =1 = g(xo) lezi na
intervalu [\/a,o0); tu pa je g po prejSnjem razmisleku skréitev, zato je limita
iteracijskega zaporedja negibna tocka +/a.

Naloga 2.10. Najbo f : R — R vsaj dvakrat odvedljiva funkcija z ni¢lo . Pravimo,
da je « nicla kratnosti m, m € N, ¢e lahko f zapiSemo kot f(x) = (x — a)™h(z) za
funkcijo h : R — R, ki nima nicle v a.

1. Naj bo a enostavna nicla (m = 1). Preverite, da je red konvergence tangentne
metode v njeni blizini vsaj kvadraticen.

2. Naj bo m > 1. Dokazite, da za iteracijsko funkcijo g(z) = = — f(z)/f'(x)

tangentne metode velja

1
lim ¢'(z) =1— —.

r—a m

Kaj lahko na podlagi tega sklepate o hitrosti konvergence tangentne metode v
blizini a7
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3. Kako bi prilagodili tangentno metodo, da bi bil red konvergence v okolici nicle
kratnosti m > 1 vsaj kvadraticen?

Resitev.

1. Za odvod iteracijske funkcije g velja

g/(x):( f(w)) _ L@ = @) ) _ f@)f (@)

T () (@) T @

torej je ¢’(a) = 0 in red konvergence v okolici enostavne ni¢le « je vsaj kvadrati-
cen.

2. Glede na definicijo kratnosti nicle lahko prvi odvod funkcije f izrazimo kot
f'(@) = m(z — )" 'h(z) + (z — )" N (z),
drugi odvod pa kot
f"(x) = (m — D)m(xz — a)™ 2h(z) + 2m(z — @)™ 'H () + (x — a)™h" (z).
Iz tega sledi, da za odvod iteracijske funkcije g velja

() = (x — a)?h(x)h (z) + 2m(xz — a)h(z)h' (z) + (m — 1)mh(z)?
(z — )2 ()2 + 2m(z — a)h(z) (z) + m2h(z)2 )

na podlagi ¢esar sklepamo, da je

: / _ (m — 1)m _ i

@ =" =

To pomeni, da je red konvergence v okolici veckratne nicle linearen in tudi, da je
hitrost konvergence tem manjsa, ¢im vecja je kratnost nicle.

3. Iteracijsko funkcijo g bi radi zamenjali s sorodno funkcijo G, za katero velja
lim, o G'(x) = 0. Ker je mlim,_,, ¢'() = m — 1, poskusimo s funkcijo

@
G(z)==z @)
Njen odvod je
G'(z) =1~ md @) ;—/(J;()i)f//(m) =1-m+mg (z)

in je v limiti, ko gre = proti «, enak 0. Seveda lahko metodo z iteracijsko funkcijo
h izkoristimo le, ¢e vnaprej poznamo kratnost nicle funkcije f.
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Naloga 2.11. Naj bo f : R — R vsaj trikrat odvedljiva funkcija in « nicla f
kratnosti vec kot 1.

1.

2.

Dokazite, da je a enostavna nicla funkcije F(x) = f(z)/f'(x)

Izpeljite metodo za iskanje nicle funkcije f, ki ustreza tangentni metodi za funk-
cijo F. Utemeljite, da je red konvergence izpeljane metode v okolici « vsaj kva-
draticen.

Naj g oznacuje iteracijsko funkcijo metode iz druge tocke. Dokazite, da je vsaka
nicla funkcije f negibna tocka funkcije g in da je vsaka negibna tocka funkcije g,
ki ni ni¢la f, odbojna.

Resitev.

1.

Naj m € N oznacuje kratnost nic¢le a. Torej je f(z) = (z — a)™h(x), kjer je
h: R — R funkcija, za katero velja h(a) # 0. Funkcijo F' lahko potem zapisemo
v obliki F'(z) = (x — a)H(x) za funkcijo H : R — R, ki je podana s predpisom

mh(x) + (x — a)h/ (x)’
Ker je H(a) = % # 0, je a enostavna nicla funkcije F'.
Iteracijska funkcija je podana z

F(a)
F(x)

9(@) ==z —

in ker je red konvergence tangentne metode v okolici enostavne nicle kvadraticen,
je ta lastnost za funkcijo g v okolici a zagotovljena po prvi tocki. Z upostevanjem
predpisa za F' iteracijsko funkcijo izrazimo glede na f kot

I (5T C
9@) =T = T ) )

Iz predpisa za funkcijo g je razvidno, da je 8 € R njena negibna tocka natanko
tedaj, ko je f(8) = 0 ali f/(8) = 0. Ce je torej 8 negibna tocka ¢ in ni nicla
funkcije f, je f'(8) = 0 in iz predpisa za odvod

)° + f(@)f"(x)

2)? = f(a)f"(x)

2f"(@) " () = f'(2) /" (= )—f( )f" ()
(f'(x ) f(@)f"(x))?

sledi, da je ¢’(8) = 2, kar pomeni, da je 8 odbojna negibna tocka.

R i
- f(@)f'(x)
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Naloga 2.12. V odvisnosti od zacetnih priblizkov analizirajte konvergenco tangen-

tne metode za funkcijo f(x) = 23 — z.

1. Razvijte f v Taylorjevo vrsto okoli trenutnega priblizka in jo izvrednotite v 1.
S pomoéjo dobljene formule dokazite, da za vsak zacetni priblizek iz (1/v/3,00)
metoda konvergira k 1. S podobnim sklepom utemeljite, da za zacetni priblizek
iz (—00, —1/4/3) metoda konvergira k —1.

2. Opisite, do kaksnih tezav pride pri zacetnih priblizkih +1/+/3 in +1/+/5.

3. Kako se obnaga zaporedje priblizkov pri zacetnih priblizkih iz (—1/v/5,1/v/5).
Ali metoda konvergira k 07

4. Ugotovite, kam konvergira zaporedje priblizkov pri zacetnih priblizkih z intervalov
(—1/v/3,—1/v/5) in (1/v/5,1/V3).

Resitev. Tteracijska funkcija je podana s predpisom

-z _ 223

312 -1 322-1

9(@) =z —

Vemo, da so negibne tocke iteracije nicle funkcije f, to so —1, 0 in 1. Ker so enostavne
nicle, vemo tudi, da je konvergenca v neki njihovi okolici vsaj kvadraticna. Oglejmo
si natancneje, kaj se dogaja z iteracijskimi zaporedji pri razlicnih zacetnih priblizkih.

1. Iz razvoja f v Taylorjevo vrsto okoli x,_1, izvrednotenega v nicli 1, sledi, da je

f"(&—1)

.137-—1_ 7('%7'—1_1)27 TENv

B 2f/(xr71)

za nek &1 med 1 in x,_;. Ker je f na intervalu (1/v/3,00) strogo narascajoca
in strogo konveksna, za vsak x,._; s tega intervala velja z, > 1 za vsak r € N.
V posebnem to pomeni, da za zacetni priblizek xq € (1/v/3,00) velja f(x1) > 0,
zato iz definicije tangentne metode sledi 1 < x5 < x7. Po indukciji lahko ta sklep
nadaljujemo do ugotovitve, da je zaporedje (z,), strogo padajoce in navzdol
omejeno z 1. Ker je 1 edina ni¢la funkcije f na intervalu (1/4/3,00), smo s tem
dokazali, da za vsak zacCetni priblizek s tega intervala zaporedje (), konvergira
k 1. Podoben razmislek pripelje do zakljucka, da zaporedje (z,), konvergira k
—1 za vsak zacetni priblizek z € (—o0, —1/v/3).

2. Tangentna metoda pri zacetnih priblizkih zq = 41/v/3 propade, saj sta +1/v/3
pola iteracijske funkcije g. Tezave lahko pricakujemo tudi pri zacetnih priblizkih
+1/+/5, saj sta resitvi enacbe

223
€T = —" = —X0.
9(xo) 3z —1 0
To pomeni, da za prva dva priblizka velja o = —x1 = x, iz Cesar sklepamo, da

zaGetna priblizka +1/+/5 povzrocita cikel reda 2.
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3. Obravnavajmo zacetne priblizke z intervala (—1/v/5,1/v/5). Prepri¢ajmo se, da
zagotavljajo konvergenco k 0. Najprej iz padanja iteracijske funkcije g na obrav-
navanem intervalu sklepamo, da je g(z) € (0,1/v/5) za vsak = € (—1/+/5,0) in
g(x) € (=1//5,0) za vsak = € (0,1/4/5). Nato opazimo e, da je g(x) + 2 < 0
za vsak x € (=1/+/5,0) in g(x) + x > 0 za vsak = € (0,1/v/5). Od tod sledi, da
¢leni zaporedja alternirajo¢e menjavajo predznak. Ce je zo > 0, zaporedje sodih
¢lenov pada proti 0, zaporedje lihih ¢lenov pa raste proti 0. Za xy < 0 je situacija
ravno obratna, ne glede na to pa celotno zaporedje priblizkov konvergira k 0.

4. Za zacetne priblizke z intervala (—1/v/3, —1/+/5) lahko s pomodéjo grafa iteracij-
ske funkcije g in simetrale lihih kvadrantov razberemo, da zaporedje priblizkov
konvergira bodisi k —1 bodisi k 1, ki je najbolj oddaljena nicla. Pri zacetnem
priblizku xyp = —1/2 je na primer 21 = 1, zato je zaradi zveznosti g pri zacetnih
priblizkih blizu —1/2 priblizek x; blizu 1, kar implicira konvergenco k 1. Kon-
vergenco k —1 v resnici dobimo le za zacetne priblizke g na majhnem odseku,
kjer je g(zo) € (1/v/5,1/4/3). Po simetriji podobno velja za zacetne priblizke z
intervala (1/4/5,1/+/3). Zakljuéimo, da je tangentna metoda za dolocene zacetne
priblizke lahko zelo nepredvidljiva.

Naloga 2.13. Podajte primer funkcije f, za katero tangentna metoda propade ne
glede na izbiro zacetnega priblizka. NatancCneje, poiscite tako funkcijo f, da za
poljuben zacetni priblizek x¢ za vsak priblizek z.., r € N, velja x,, = —x,_1.

Resitev. Poskusajmo dolociti tako funkcijo f, da pri tangentni metodi za vsak zacetni
priblizek zq velja x, = —z,_1, r € N. To pomeni, da se tekom iteracije izmenjujeta
priblizka xzg in —x¢. Ker je z, = @1 — f(xr—1)/f (xr_1), mora biti funkcija f
resitev navadne diferencialne enacbe

fiz) _ 1

flz) 2z
in zato zados¢a | f(z)| = C'\/|z] za neko konstanto C. Vzemimo na primer
f@) = Vlal.
Ker je f'(z) = /(2 |z| \/|z]), res velja
fors) _ ol 2leral I _
x

Ty = Tp—1 — = Tr-1

f/(xr—l) r—1

—ZTr1

za vsak r € N.

Naloga 2.14. Implementirajte tangentno metodo v Matlabu in z njo poiscite niclo
funkcije f, ki je podana s predpisom f(x) =z +4 — %, Koliko korakov iteracije je
treba izvesti pri zacetnem priblizku zy = 1, da se zadnji izracunani priblizek v 10
decimalkah ujema z vrednostjo priblizka, ki ga dobite z vgrajeno funkcijo fzero?

Resitev. Pri implementaciji uporabimo funkcijo iteracija iz naloge 2.5.
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function [x,X,k] = tangentna(f,df,x0,tol,N)

% funkcija

4 [z,X,k] = tangentna(f,df,z0,tol,N)

t1zvede tangentno metodo za tskanje nicle funkcije f

vhodna podatka:
f funkcija, nicélo katere i5cCemo,
af odvod funkcije f.

ostali whodni in <zhodnt podatki so enakt kot pri
funkcijge 'iteracija'

BRI

g = 0(x) x - f(x)/d4df(x);
[x,X,k] = iteracija(g,x0,tol,N);

end

V tabeli 2.1 je podanih prvih osem priblizkov tangentne metode, ki jih dobimo z
izvedbo ukaza [x,X,k] = tangentna(f,df,1,1e-15,100) za primerno definirani
funkciji £ in df. Primerjamo jih z vrednostjo 1.29071842171596, ki je rezultat ukaza
fzero(f,0). Ugotovimo, da je priblizek z¢ na Sestem koraku prvi, ki se z rezultatom
vgrajene metode ujema v vec¢ kot desetih decimalkah. V zadnjem stolpcu tabele je
podano skupno Stevilo funkcijskih izra¢unov funkeij f in f’, uporabljenih za izracun
posameznega priblizka.

korak priblizek napaka funkcijski izrac¢uni
1 1.51429853102254 | 2.2358- 10T 2
2 1.36287475280475 | 7.2156 - 1072 4
3 1.29944386111342 | 8.7254-1073 6
4 1.29085495577572 | 1.3653 - 1074 8
5 1.29071845546466 | 3.3749-108 10
6 1.29071842171597 | 1.9984-10~1° 12
7 1.29071842171596 0 14
8 1.29071842171596 0 16

TABELA 2.1: Izvedba tangentne metode v nalogi 2.14.
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Slaba lastnost tangentne metode je, da za njeno izvedbo poleg vrednosti funk-
cije potrebujemo tudi vrednosti njenega odvoda. Temu se lahko izognemo z
uporabo sekantne metode, ki jo geometrijsko interpretiramo na podoben nacin

kot tangentno metodo: novi priblizek x,; dolo¢imo kot presecisce abscisne osi
s sekanto funkcije f skozi tocki x, in x,_1, kar da

Ty = [ )(z, — 20 1)

+ —_— - .

" " flxr) = f(zr-1)

Sekantna metoda ni sestavljena po receptu navadne iteracije, saj za izracun

novega priblizka namesto enega uporabimo dva prejsnja priblizka. Zato tudi pri
zaCetku izvajanja iteracije potrebujemo dva zacetna priblizka (x¢ in ).

Naloga 2.15. Dokazite, da iterativna formula

7xr_1xr+a —19
L4l = ——— > r=1,4...,
Tr—1 + Ty

za racunanje kvadratnega korena pozitivnega Stevila a ustreza sekantni metodi za
funkcijo f(z) = 2#? — a in da je zaporedje priblizkov (z,), konvergentno za poljubna
zadetna priblizka xg in 1, vedja od 1/a.

Resitev. Po definiciji sekantne metode za funkcijo f(z) = 2 — a izra¢unamo
@ —r) _ nlel—el) - (@ - 0@ = 2e)
1 =x, — =
T @2 —a)— (@2, —a) xp =l ’

kar se s krajsanjem izraza x, — x,_1 poenostavi v iskano formulo. Za dokaz konver-
gence zaporedja priblizkov najprej opazimo, da so pri pozitivnih zacetnih priblizkih
vsi ¢leni zaporedja pozitivni. Ker je

Tr_ 1T, +a a — xf

LTyl = Xp =~ — Tp = — —,
Tr—1+ Tr Tr—1+ Ty

je priblizek x,11 manjsi od x,, e je . > y/a. Poleg tega je

Trp1 —Va = W7\/&: (xr—1 —Va)(z, — a)

Tr—1 + Ty Tr—1+ Tr

iz Cesar lahko sklepamo, da je za poljubna zacetna priblizka zg in z1, ki sta vecja
od /a, zaporedje padajoce in navzdol omejeno s y/a. Torej ima limito a > /a, ki
zados¢a enacbi

a’+a

o= s
o+«

od kjer sledi a = \/a.
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Naloga 2.16. Implementirajte sekantno metodo v Matlabu in jo preizkusite s funk-
cijo f iz naloge 2.14 pri zacetnih priblizkih zy = 1 in ; = 1.1. Dobljene rezultate
primerjajte z rezultati tangentne metode.

Resitev. Funkcijo sekantna, ki izvede sekantno metodo, implementiramo na zelo
podoben nacin kot funkcijo iteracija iz naloge 2.5. Pri tem pazimo, da funk-
cijsko vrednost za vsak priblizek izracunamo le enkrat, saj izvrednotenje funkcije
predstavlja najvecji racunski zalogaj pri izvedbi metode.

function [x,X,k] = sekantna(f,x0,x1,tol,N)
% funkcija
[z,X,k] = sekantna(f,z0,z1,tol,N)
1zvede sekantno metodo za iskanje nille funkcije f

vhodni podatki:
f funkcija, nicélo katere t5cCemo,
z0, z1 zacetna pribliZka metode

ostali whodnt in <zhodnt podatkir so emnakil kot pre
funkcijt 'tteracija

NN IR

!

X [x0 x1];
k = 0;
fxk = £(X(1));
while k < N
k = k+1;
fxkn = f(X(k+1));
X(k+2) = X(k+1) - fxkn*(X(k+1)-X(k))/(fxkn-fxk) ;
fxk = fxkn;
if abs(X(k+2)-X(k+1)) < tol
break;
end
end
x = X(k+2);

end

Priblizki, izracunani z izvedbo ukaza [x,X,k] = sekantna(f,1,1.1,1e-15,100),
so prikazani v tabeli 2.2. Priblizek xg, dobljen na sedmem koraku, se z vrednostjo
fzero(f,0) ujema v enajstih decimalkah, priblizek xg pa v vseh. Torej je stevilo
korakov pri sekantni metodi v tem primeru le za ena vecje od Stevila korakov pri
tangentni metodi. Pravzaprav je sekantna metoda ucinkovitejsa, saj smo na vsakem
koraku opravili le en izracun funkcijske vrednosti namesto dveh pri tangentni metodi.
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korak priblizek napaka funkcijski izrac¢uni
1 1.42632775255262 | 1.3561- 107! 3
2 1.24363560557646 | 4.7083-102 4
3 1.27978689949541 | 1.0932-102 5
4 1.29168083871343 | 9.6242-10~4 6
5 1.29069926729793 | 1.9154-107° 7
6 1.29071838835441 | 3.3362- 108 8
7 1.29071842171712 | 1.1571-10712 9
8 1.29071842171596 0 10
9 1.29071842171596 0 11

TABELA 2.2: Izvedba sekantne metode v nalogi 2.16.

Ena izmed posplositev tangentne metode je metoda (f, f/, f”), pri kateri poleg
prvega uporabimo tudi drugi odvod funkcije f. Priblizek x,; izra¢unamo na
podlagi priblizka x,. po formuli

RN {2 B AR VG
T @) T 2w

V literaturi se ta iteracija pogosto navaja kot Schroderjeva metoda drugega reda.
Metode visjega reda vkljucujejo Se visje odvode funkcije f.

Naloga 2.17. Naj bo f analiti¢na funkcija z enostavno ni¢lo a. Z uporabo razvoja
inverzne funkcije f v Taylorjevo vrsto izpeljite metodo (f, f/, f”). Z odvajanjem
iteracijske funkcije izracunajte red konvergence iteracijskega zaporedja v okolici .

Regitev. Ker je a enostavna ni¢la funkcije f, je f'(a) # 0 in po izreku o inverzni
funkciji obstaja 6 > 0, da je f na (o — §,« + 0) obrnljiva. Natancneje, obstaja
e > 0 in taka funkcija F' : (—¢,e) — (@ — d,a +6), da je F(f(z)) = = za vsak
x € (o — 0, + 0). Funkcijo F razvijemo v Taylorjevo vrsto okoli y € (—¢,¢):

F() = F(o) + ')z — ) + 3" 0) (=~ 5+
Vzemimo z =0iny = f(z) zaz € (a —§,a+9). Iz

F(f()) =2,  F(f@)f' (@) =1, F"(f(2)f (@) +F (f(2))f"(x)=0
izrazimo F'(f(z)) = 1/f(z) in F"(f(x)) = —f"(x)/f'(x)®. Ce v Taylorjevi vrsti
zanemarimo ¢lene s stopnjo, visjo od 2, dobimo
_ f@) @) f(@)?

fie)  2f(x)pP 7

o= T

kar doloca iteracijsko funkcijo

J@) @)

90 =T Ea T ()
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Red konvergence metode dolo¢imo z odvajanjem g. Izracunamo

_ 3@’ — f(@)f"(a)
2f(x)?

g'(z) fx)?

Od tod je razvidno, da je ¢’(a) = 0 in ¢’ (a) = 0, medtem ko je vrednost g"”’(a) v
splosnem razli¢na od ni¢, zato je red konvergence kubicen.

Se ena metoda, ki poseze po drugem odvodu pri ra¢unanju priblizka za ni¢lo
funkcije f, je Halleyjeva metoda. Priblizek x4 izracunamo iz priblizka z, po

formuli
PR ) (CON
2f"(xr)? — f(2r) [ ()
Halleyjeva metoda spada v razred Householderjevih metod
DY ()
(/) ()

Dobimo jo pri d = 2, medtem ko tangentna metoda ustreza izbiri d = 1.

Tr41 = Tp +

Naloga 2.18. Naj bo f vsaj dvakrat odvedljiva funkcija. Dokazite, da Halleyjeva
metoda ustreza tangentni metodi za funkcijo F'(z) = f(z)/+/|f'(x)|. Kaksen je red
konvergence metode v okolici enostavne nicle funkcije f ob predpostavki, da je f
vsaj petkrat odvedljiva?

Resitev. Izracunamo
/ 2f'(x)* = fa)f"(x)
F =

Y SN L]

in izpeljemo iteracijsko funkcijo

)=z L@ 2@)@)
F/(ff) 2f’(x)2 _ f(x)f”(x)

Z odvajanjem iteracijske funkcije dolo¢imo Se red metode. Z nekaj racunanja do-
bimo, da je
oy~ @2 @)
(f(@)f"(x) = 2f"(x)?)?
iz Cesar sledi, da je red konvergence iteracijskega zaporedja v okolici nicle funkcije f
v splosnem kubicen.

Naloga 2.19. Poenostavite Halleyjevo metodo za funkcijo f, ki je podana s predpi-
som f(r) = 2% —a, a > 0. Rezultat iteracije ob ustreznem zacetnem priblizku tedaj
predstavlja priblizek za /a.
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Regitev. Prva odvoda funkcije f(z) = 22 — a sta f'(z) = 2z in f”(z) = 2. Z neka]
racunanja iteracijsko funkcijo g poenostavimo v

(@) 2%+ 3a
T)=To—"s—.
g 3z2+a

Zanjo smo v nalogi 2.7 ze dokazali, da doloca iteracijsko zaporedje, ki konvergira k
Va za vsak zadetni priblizek xg > 0.

Naloga 2.20. V Matlabu primerjajte tangetno metodo, sekantno metodo, metodo
(f, 1, ") in Halleyjevo metodo za iskanje ni¢le funkcije f iz naloge 2.14. Preizkusite
vse metode pri zaetnih priblizkih z( iz seznama 1:0.1:10 (ter 7 = xo9 + 0.1 za
sekantno metodo). Pri vsaki izvedbi metode poiséite najmanjse tako Stevilo k, da
se priblizek x; absolutno razlikuje od rezultata fzero(f,1) za manj kot 1071'°.
Nato za vsako metodo narisite graf stevil k£ v odvisnosti od zacetnih priblizkov ter
graf Stevila funkcijskih izracunov v odvisnosti od zacetnih priblizkov. Komentirajte
rezultate.

Reditev. Implementacija tangentne metode (funkcija tangentna) je opisana v na-
logi 2.14, implementacija sekantne metode (funkcija sekantna) pa v nalogi 2.16.
Funkciji £dfddf in halley za izvedbo metode (f, f’, f/) in Halleyjeve metode im-
plementiramo na podoben nacin, pomagamo si lahko s funkcijo iteracija iz na-
loge 2.5. Rezultati izvedbe ukazov [x,X,k] = fdfddf (f,df,ddf,1,1e-15,100) in
[x,X,k] = halley(f,df,ddf,1,1e-15,100) ob primerno definiranih funkcijah f,
df, ddf, ki dolocajo f, f’, f”, so prikazani v tabelah 2.3 in 2.4.

korak priblizek napaka funkcijski izracuni
1 1.02811573481699 | 2.6260 - 101 3
2 1.11691838286784 | 1.7380-10~1 6
3 1.25367570678920 | 3.7043 - 10~2 9
4 1.29047854328615 | 2.3988 - 10~4 12
) 1.29071842165685 | 5.9109 - 10~ 11 15
6 1.29071842171596 0 18
7 1.29071842171596 0 21

TABELA 2.3: Izvedba metode (f, f', f"") v nalogi 2.20.

korak priblizek napaka funkcijski izrac¢uni
1 1.26437572777572 | 2.6343 - 1072 3
2 1.29070002729498 | 1.8394 - 10~° 6
3 1.29071842171596 | 6.2172-1071° 9
4 1.29071842171596 0 12
5 1.29071842171596 0 15

TABELA 2.4: Izvedba Halleyjeve metode v nalogi 2.20.
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Za vsako metodo in vsak zacCetni priblizek xq iz seznama 1:0.1:10 pois¢emo naj-
manjsi k, da se priblizek xj od vrednosti x, dobljene z vgrajeno funkcijo, absolutno
razlikuje za manj kot e = 1e-10. Ce je X seznam vseh izracunanih priblizkov (za
katerega predpostavimo, da vsebuje priblizek x, ki zadosca kriteriju), lahko indeks
k poiscemo z ukazom find(abs(X - x) < e, 1). Ta namre¢ vrne indeks prvega
elementa v seznamu X, ki se od x absolutno razlikuje za manj kot e. Ker je prvi
element seznama X zacetni priblizek xp, moramo od rezultata odsteti 1 (oziroma 2
pri sekantni metodi).

f = 0(x) x + 4 - exp(x72);
df = @(x) 1 - 2xx*exp(x72);
ddf = @(x) - 2*exp(x~2) - 4xx"2xexp(x72);

x = fzero(f,1);
x0 = 1:0.1:10; tol = 1e-15; N = 200; e = 1e-10;

[k1,k2,k3,k4] = deal(zeros(size(x0)));
for i = 1:length(x0)
[~,X1] = tangentna(f,df,x0(i),tol,N);
k1(i) = find(abs(X1-x) < e, 1) - 1;

[~,X2] = sekantna(f,x0(i),x0(i)+0.1,tol,N);
k2(i) = find(abs(X2-x) < e, 1) - 2;

[~,X3] = fdfddf(f,df,ddf,x0(i),tol,N);
k3(i) = find(abs(X3-x) < e, 1) - 1;

[~,X4] = halley(f,df,ddf,x0(i),tol,N);
k4 (i) = find(abs(X4-x) < e, 1) - 1;

end
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SLIKA 2.3: Primerjava metod za resevanje nelinearnih enacb na primeru iz naloge 2.20.

Grafi, s katerimi primerjamo ucinkovitost metod, so prikazani na sliki 2.3. Pri
pripravi grafov stevila funkcijskih izracunov upostevamo, da pri tangentni metodi



2.3. Izpeljava in lastnosti metod 45

na vsakem koraku izvrednotimo dve funkciji, pri sekantni eno, pri metodi (f, f/, ")
in Halleyjevi metodi pa tri. Rezultati kazejo, da za izbrano funkcijo f najhitreje
konvergira Halleyjeva metoda, najpocasneje pa sekantna metoda. Metoda (f, f/, ")
konvergira hitreje od tangentne. Iz grafa funkcijskih izracunov pa je razvidno, da
sta sekantna in Halleyjeva metoda ucinkovitejsi od tangentne metode in metode

(f 5517
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3. Sistemi linearnih enacb

Sistem n € N linearnih enacb z n neznankami lahko predstavimo v obliki Az = b,
kjer je A € R™ ™ kvadratna matrika, € R™ vektor neznank in b € R" vektor
prostih vrednosti. Resitev sistema obstaja in je enoli¢na natanko tedaj, ko je matrika
A obrnljiva. Pri ra¢unanju refitve & = A~'b se obi¢ajno posluzujemo direktnih
metod, ki se izognejo ra¢unanju inverza matrike. Med metodami izbiramo na podlagi
obcutljivosti in drugih posebnih lastnosti matrike sistema.

3.1. Matri¢éne norme in obcutljivost matrik

Matriéna norma ||-|| je preslikava, ki kvadratni matriki priredi realno vrednost.
Dolocena je na podoben nacin kot vektorska norma, le da jo poleg treh osnovnih
lastnosti (pozitivnost, homogenost in trikotniska neenakost) definira Se cetrta
lastnost (submultiplikativnost), ki povezuje normo produkta s produktom norm.
Natancneje, za vsaki matriki A, B € C™"*" in vsak skalar « € C velja:

|A]| > 0 in ||A]| = 0 natanko tedaj, ko je A = 0 (pozitivnost),

laA]l = o] [|A]| (homogenost),

|A+ B|| < ||A| + || B|| (trikotniska neenakost),

|AB| < ||A| | B|| (submultiplikativnost).

Naloga 3.1. Naj bo || - || matri¢na norma. Dokazite, da norma ||I]| identitete I ni
manjsa od 1, in sklepajte, da za vsako obrnljivo matriko A velja [|A7!]| > || A[ 7.

Resitev. 1z submultiplikativnosti norme sledi ||I]] < |I]|? in ker je ||I]] > 0, to
dokazuje ||I]| > 1. Za obrnljivo matriko A po submultiplikativnosti norme velja

1]l = [lAA=H[ < (LAl LA,
kar potrjuje zvezo | A7 > || Al L.

47
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Naloga 3.2. Naj bo || || matri¢na norma. Dokazite, da za vsako matriko A € C**"
velja p(A) < ||A|l, kjer p(A) oznacuje spektralni radij matrike A.

Resitev. Spektralni radij p(A) ustreza absolutni vrednosti dominantne lastne vre-
dnosti A matrike A. Naj bo & € C™ pripadajoci lastni vektor in X € C™*™ matrika,
v kateri je vsak stolpec enak . Iz homogenosti in submultiplikativnosti matri¢ne
norme sledi

AIX = [AX = [[AX]] < lA] I X}
Ker je  # 0, je X # 0 in zato || X|| > 0. Sledi |A] < ||A]|.

Matri¢ne norme pogosto definiramo s pomocjo vektorskih. Preprosta ideja je,
da elemente a; ;, 4,5 = 1,2,...,n, matrike A € C**™ zlozimo v vektor

vec(A) = (a1,1,01,2,-++,01,0,02,1,022,-++02,5 -+ A, 15,2, - - - A
in na njem uporabimo vektorsko p-normo || - ||, p > 1. Dobimo preslikavo

N,(A) = [[vec(A)

||p’

ki ustreza prvim trem lastnostim matri¢ne norme.

Naloga 3.3. Naj a;j, i,j = 0,1,...,n, oznacujejo elemente matrike A € C"*" in
naj bo

Noo(A) = max [a; ;.
i,
1. S primerom pokazite, da Ny, ni matri¢na norma.
2. Utemeljite, da ||A|| = nNo(A) je matri¢na norma.

Resitev.

1. Preslikava N, ni matricna norma, saj submultiplikativnost ni zagotovljena; za

1 1
A-B=|] |

na primer velja Noo(AB) =2 > 1= Ny (A)N(B).

2. Preverimo, da preslikava ||-|| izpolnjuje vse lastnosti iz definicije matri¢ne norme.
Naj bosta A, B € C™*" poljubni matriki z elementi a; ;, b; ; ter naj bo a € C
poljuben skalar.

e Pozitivnost: Po definiciji absolutne vrednosti je
A = nmax|a;;| > 0.
i,
Prav tako velja

|\A||:nrrl1:;x\ai7j|:0 < a,;=0Vij] & A=0.
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e Homogenost: Po pravilu za absolutno vrednost produkta je

lo-All = nmax|aca; ;| = n |ofmax|a; 5| = o] Al

e Trikotniska neenakost: Iz trikotniske neenakosti za absolutno vrednost sledi
4+ Bl = nomx o + iyl < n (o |-+ mox ) = A1+ 1B,

e Submultiplikativnost: Po trikotniski neenakosti in pravilu za absolutno vre-
dnost produkta velja

n

|AB]| = nmax Zalkbk] < nmax|alk| maXZ|b;w|
R k=1
< nmax |ag k| nmax|by;| = || Al |B]|-
i,k k,j

Naloga 3.4. Frobeniusova norma je izpeljana iz evklidske vektorske norme. Za
matriko A € C"*" z elementi a; ;, ¢, = 0,1,...,n, je podana s predpisom

IAllF =

1. Prepricajte se, da je |||  matriéna norma.
2. Dokazite, da je HAH?, =sled(AMA).
Resitev.

1. Pozitivnost, homogenost in trikotniska neenakost sledijo iz lastnosti vektorske 2-
norme. Preverimo submultiplikativnost. Ker za matriki A, B € C™"*" z elementi
a; j, b;.; po Cauchy-Schwarzevi neenakosti velja

SHNTHEDS (le me)

ij=1 k=1 i,j=1 \k=1
je
n n 2 n n
2 2
IAB|p = | D D aikbes| < laikl® | D 1ol = 1Al 1Bl s -
i,j=1 k=1 i,k=1 k,j=1

2. Element matrike AHA na mestu (i, ) je enak Y_,_, arax,;, zato je

n

sled( A" A Zzak,iak,i = Z |alc,z'|2 = ||AH§7

i=1 k=1 i k=1
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Pomemben razred matri¢nih norm so operatorske norme, ki jih na podlagi iz-

brane vektorske norme || - | za matriko A € C**™ definiramo s predpisom
A
IA] = max 1A2Z1
20 |||

Definicijo lahko poenostavimo, velja ||A| = max = [|Az].

Naloga 3.5. Naj bo || - || operatorska norma. Dokazite, da za obrnljivo matriko
A € C" ™ velja
||A71H_1 — min ||A:c||
20 |||

Regitev. Ker je matrika A obrnljiva, za vsak « € C™\ {0} obstaja y € C"\ {0}, da
je @ = Ay. Torej po definiciji operatorske norme velja

. A-lg lyl
A 1 — Hi = TR
A7 = max g = % Ty

oziroma, ker je mnozica {Ay; y € C"}\ {0} enaka mnozici C"\ {0},

-1
HA_IHzmax ||| _maX(HAwH) .

220 Ax] =% \ o]

Slednje po zvezi med maksimumom in minimumom dokazuje trditev.

Matriéne p-norme || - ||, p > 1, so primer operatorskih norm, ki so inducirane iz
vektorskih p-norm. Posebej enostavni sta 1-norma in co-norma, za kateri velja

n n
Il = max > laigl. Al = max 3 ai|
=1 Jj=1

in ju lahko torej dolo¢imo kar s seStevanjem absolutnih vrednosti elementov a; ;
matrike A € C™**".

Naloga 3.6. Dokazite, da za poljubno matriko A € C"*" velja | A||; = || A" .

Resitev. 1z lastnosti 1-norme in co-norme sledi

. yeery
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Operatorska 2-norma je ena izmed najbolj standardnih matri¢nih norm. Imenu-
jemo jo tudi spektralna norma, saj za matriko A € C"*" velja

= B H
1Al = max 4/Ai(A%A),

pri ¢emer so z A\; (AN A), i = 1,2,...,n, oznacene lastne vrednosti matrike A7 A.
Ker je matrika A" A hermitska in nenegativno definitna, so vse lastne vrednosti
nenegativne. Vrednosti y/\;(AMA) imenujemo singularne vrednosti matrike A.
Izra¢un 2-norme je obic¢ajno zahteven, a vcasih zadostuje Ze ocena, ki jo dobimo
na podlagi lazje izrac¢unljivih norm.

Naloga 3.7. Dokazite, da za poljubno matriko A € C"*" velja ||A|z = ||A"||2.

Regitev. Najboi € {1,2,...,n} in naj bo x; lastni vektor, ki pripada lastni vrednosti
\i(AHA). Potem je

AAN Az, = AN (AP A)x; = \; (AN A) Az,

kar dokazuje, da je Az; lastni vektor, \;(A"A) pa lastna vrednost matrike A AM.
Podoben sklep velja tudi v obratno smer. Torej imata matriki A"A in AA" enak
nabor lastnih vrednosti.

Naloga 3.8. Dokazite, da za spektralno normo || Al|, matrike A € C"*" veljajo
naslednje ocene.

L = llAllp < llAll, < Al

2. Al < lAll, < vrllAll,
3. =4l < |lAll, < valAl,
4. Noo(A) < ||A||2 <nNo(A)

5. A, < VAL [[A]l
Resitev.

1. Upostevamo ugotovitev iz naloge 3.4, da je HA||§, = sled(A"A). Obe neenako-
sti dokazemo z uporabo dejstev, da je sled matrike enaka vsoti njenih lastnih
vrednosti in da so lastne vrednosti matrike AH A nenegativne.

2. Enostavno je preveriti, da za vsak vektor & € C" velja
2]l < llzll, < Vil -
Od tod sledi

A A
B G Yz - E

Al|l, = max =+/nl||A
14 =085 e, S B8 a4

A A 1
1Al = max 1A%l 5 e A% 1 g, -
0 Tl © O Vil v
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3. Oceni lahko dokazemo s podobnim sklepanjem kot v prejsnji tocki, saj za vsak

vektor x € C" velja
1
7 el < llzlly < [, -
Lahko pa se posluzimo kar zveze, dokazane v prej$nji tocki, za matriko A" in
neenakosti utemeljimo na podlagi nalog 3.6 in 3.7.

4. Element a; ; matrike A na mestu (i, j) lahko zapisemo kot e] Ae;, kjer sta e; in
e; standardna enotska vektorja. Po Cauchy-Schwarzevi neenakosti in definiciji
11l je

jai ;| = |e] Ae;| < lleill, || Aell, < Al
iz Cesar sledi Noo(A) < ||A|l,. Neenakost [|A|, < nNy(A) lahko dokazemo s
pomocjo ocene v prvi tocki naloge, ¢e sklepamo

[Ally < Al <

n? max |a; ;| = nmax|a; ;| = nNoo(A).
i,J ¥
5. Po nalogi 3.2 je spektralni radij matrike omejen z normo matrike, zato je
|Al5 = max )(A"A) <|A"A_.
i=1,...,n o
Zaradi submultiplikativnosti in dejstva, dokazanega v nalogi 3.6, je
la™al, < (A"l Al = Al 14]

in ocena sledi.

Naloga 3.9. S pomocjo rezultatov iz naloge 3.8 poiscite ¢im boljSo oceno za spek-
tralno normo matrike A z elementi
-2 i=]

n—i j=1+1 ..
a;; = i,j=12...,n.

n—ji i=j+1’
0; sicer

Nato v Matlabu s pomocjo vgrajene funkcije norm preverite izplejane ocene za primer
n = 1000 in izracunajte || Al,. Primerjajte ¢ase izracunov posameznih norm.

Resitev. Najprej izra¢unamo
1Al = max (I=2jl+n—j+1[+[n—j)=2n+1.

Ker je A simetricna, je tudi || Al| . = 2n+1. Po absolutni vrednosti najvecji element
matrike A je —2n, zato je Noo(A) = 2n. Nadalje,

n n—1 n—1
JAI =" (-202+2 " =6 >+ 4n?,
i=1 i=1

i=1
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od kjer po formuli za piramidna Stevila sledi

Al p =/ (n — D)n(2n — 1) +4n2 = /203 + 02 + 1.

Na podlagi izpeljanih ocen je najboljSa spodnja meja za || A||, enaka

{ [on3 +n2+1 2n+1 }
max , ,2n 0,
n vn

najboljsa zgornja meja pa

min {\/2713 TRt (204 1)V, 202,20 + 1} .

To poenostavimo v oceno

on < ||All, < 2n+1.

V Matlabu lahko matriko A zgeneriramo z uporabo ukazov diag. Norme matrik
rac¢unamo s funkcijo norm, ki ji kot prvi vhodni podatek podamo matriko, z drugim
pa doloc¢imo, katero normo ra¢unamo.

n = 1000;

A = diag(n-1:-1:1,1) - 2xdiag(l:n) + diag(n-1:-1:1,-1);
norm(A,1) 4 2001

norm (A, Inf) /4 2001

norm (A, 'fro') Z pribliZno 4473.2550

norm(A(C:),Inf) 7 2000

norm (A,2) % priblizZno 2000.9986

Z merjenjem Casa izvajanja ukazov se lahko prepricamo, da je racunanje 2-norme
veliko pocasnejse od rac¢unanja ostalih norm. Ce tridiagonalno matriko A podamo v
razprSeni obliki (ukaz spdiags([n-(1:n)’ -2+(1:n)’ n-(0:n-1)’1, [-1 0 1],
n, n)), spektralne norme ne moremo izracunati z ukazom norm. Namesto tega
lahko uporabimo funkcijo normest, a ta vrne le (véasih nezanesljiv) priblizek za
2-normo.

Naloga 3.10. Naj bo A € C™*™ matrika z elementi a; ; in naj |A| € R"*™ oznacuje
matriko z elementi |a; ;.

1. Dokazite, da je ||A|, < |[|A]ll5-
2. S primerom dokazite, da v splosnem ne velja ||A|, = ||| A]l]5-

Resitev.

1. Naj bo & = (z1,22,...,2,) € C" tak enotski vektor, da velja ||A|, = ||Az],.
Opazimo, da je

2
n

n 2 n
2 2
1], = > aia;] < D laigllesl] = llAllll3,

n
i=1 |j=1 i=1 \j=1
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kjer je |x| = (Jz1], |22, ..., |zn|) € R™ enotski vektor. Zato po definiciji matri¢ne
2-norme velja || A, < ||| A]]l5-

2. Poskusimo poiskati simetri¢no matriko A € R?*2, za katero velja || A||, < ||| A]l,-
Pisimo

A= [Z lj , a,bceR,

in obravnavajmo normi || A||, in ||| Al||, na podlagi lastnosti, da 2-norma matrike
ustreza najvecji singularni vrednosti matrike. Ker je

2, 12 2 412
T, _ |a®+b ab+be T | a*+b |ab| + |bc|
AA_[ba+cb b + 2| Al 1Al = lbal + |cb| b2+ |7

je matrika ATA pri izbiri ¢ = —a diagonalna in velja ||A|, = Va2 +b2. Po
drugi strani v tem primeru ||| A|||, ustreza korenu veéje izmed resitev A kvadratne
enacbe

(a® + 1> = \)% = (2]ab])* = 0,

I1A[ll; = Va? + % + 2 |ab].
Ce vzamemo na primer a = 1, b = 1, ¢ = —1, dobimo matriko A, za katero velja

1Al = v2 <2 = [||A]l,.

torej

Obéutljivost ali pogojenostno stevilo k(A) = ||A~!||||A|| obrnljive matrike A je
merilo, ki nam pove, kako obcutljiv je problem resevanja sistema Ax = b. Za
numeri¢no izra¢unani priblizek Z toc¢ne resitve & namrec velja

kjer je u osnovna zaokrozitvena napaka. Obic¢ajno nas zanima spektralna ob-
Cutljivost ko(A), ki jo dobimo z izbiro 2-norme v definiciji x(A), in ustreza
kvocientu med najvecjo in najmanjSo singularno vrednostjo matrike A.

Naloga 3.11. Polinom

p(x) = apa™ + 12"V 4+ .. 4 ao

stopnje n € Ny z realnimi koeficienti ag, a1, .. ., ay, ki se z izbrano funkcijo f ujema v
paroma razli¢nih tockah zq, x1, ..., z,, je doloCen z resitvijo sistema linearnih enacb
V-a=f, kjer
1 x x§ acéz
V:[j]n _ 1 =z 7 Ty
ili,j=0
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oznacuje Vandermondovo matriko, @ = (ag, a1, ..., a,) predstavlja vektor iskanih
koeficientov polinoma p, vektor f = (f(zo), f(21),-.., f(zn)) pa je sestavljen iz
vrednosti funkcije f v tockah xg,z1,...,2,.

1. Komentirajte obstoj polinoma p.

2. V Matlabu izracunajte spektralne ob¢utljivosti Vandermondovih matrik pri izbiri
tock xp = k/n, k=0,1,...,n,zan € {1,2,...,10}.

3. Naj bo
flx)y=a5+2* +23 + 22 + 2+ 1.

Polinom p stopnje 5, ki se v tockah k/5, k = 0,1,...,5, ujema s funkcijo f, je
kar funkcija f sama, saj ustreza polinomu stopnje 5. Preverite, da v Matlabu z
reSevanjem zgornjega sistema enacb ne dobimo povsem takega rezultata.

Resitev.

1. Znano je, da je

det(V) = H (xg — x4).

0<j<k<n

Ker so tocke xg, x1, ..., x, paroma razlicne, je det(V') # 0 in sistem, ki doloca p,
ima enoli¢no resitev.

2. Vandermondovo matriko lahko v Matlabu zgeneriramo z ukazom vander, vendar,
pozor, rezultat klica je matrika z elementi [z} /]}';_y. Za racunanje (spektralne)
obcutljivosti matrike uporabimo vgrajeno funkcijo cond. Ugotovimo, da z veca-
njem n obcutljivost hitro raste. Pri n = 2 je priblizno 2.6, pri n = 5 ze priblizno
5.8 -10%, pri n = 10 pa kar 4.5 - 102,

3. Resujemo sistem z Vandermondovo matriko velikosti 6 x 6. Uporabimo vgrajeni
operator \. Rezultat bi moral biti vektor samih enic, vendar se v drugi normi od
njega razlikuje za priblizno 2.3386 - 10713, kar ni zanemarljiva napaka.

(0:5) '/5;

fliplr (vander (X)) ;

polyval (ones(1,6),X);

V\£;

norm(ones (6,1) -a) 4 pribliZno 2.3386 * le-13

P o << X
I

Naloga 3.12. Dokazite, da je spektralna obcutljivost Vandermondove matrike V',
ki je podana v nalogi 3.11, enaka 1, ¢e tocke xg, z1,...,x, ustrezajo korenom enote,
to je

zp = 2™/ =01, n.
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Resitev. Oznadimo w = 2™/ ("+1) Tocka x, ustreza vrednosti w”, zato je
0 0 0

1 w w .. w
1wt w2 oL W
V = . .
2
1 " w2n wn

Oglejmo si produkt V in V1. Diagonalni element (VVH)M, 7=0,1,...,n, je enak
n e — n
IR A )
k=0 k=0
saj je @ = w™!, medtem ko za vsak izvendiagonalni element velja

1— Wn-‘,—l

Zwk: 1—w =0,

k=0
saj je w"t! = 1. Potemtakem je VVH = (n 4+ 1)I in ko(V) = 1.

3.2. LU razcep

Osnovna numeri¢na metoda za reSevanje sistemov linearnih enacb temelji na LU
razcepu. Vsako matriko A € R™*™ z obrnljivimi vodilnimi podmatrikami lahko
enoli¢no predstavimo v obliki A = LU, kjer je L € R™*" spodnje trikotna ma-
trika z enkami na diagonali in U € R™*" zgornje trikotna matrika z nenicelnimi
elementi na diagonali.

LU razcep izra¢unamo v n — 1 korakih tako, da zafetno matriko A(®) = A po-
stopno preoblikujemo in jo v koraku j € {1,2,...,n — 1} zamenjamo z matriko
AL = LjA(j’l), ki jo dobimo s pomocjo elementarne eliminacije L; = I—ljeJT.
Pri tem e; € R™ oznacuje standardni enotski vektor, vektor

T
o] n
lj:{o B %j} eR"
pa je doloden z elementi a4, i = 1,2,...,n, stolpca j v matriki AU—1). Zato je
T T
Lj[al Qo ... Oén} :[Ckl Qg ... Q5 0 ... 0]

in A=Y je zgornje trikotna matrika, ki ustreza matriki U v razcepu. Poleg
tega velja Lj_1 =TI+ ljejT in
L7'Lyt - L)Y =T+ el +leg +...+1, 1 4,

zato je inverz matrike L, 1 --- LyL; spodnja trikotna matrika, ki ustreza ma-
triki L. Po tem postopku LU razcep matrike izracunamo z %ng + O(n?) osnov-
nimi racunskimi operacijami.




3.2. LU razcep 57

Naloga 3.13. Dana je matrika

-4 -1 -4 7
A= 2 3 5 =3
-2 -2 -7 9

Izracunajte LU razcep matrike A.

Resitev. Matriko A s pomocjo treh elementarnih eliminacij L1, Lo, L3 preobli-
kujemo v zgornje trikotno matriko U. Ker je matrika L = (L3LoL;)~! spodnje
trikotna in ima na diagonali enice, lahko vse bistvene elemente matrik L in U hra-
nimo v matriki enake velikosti, kot je A. Postopek je povzet v naslednjih korakih.

1. korak:
2 1 3 -4 2 1 3 —4 1 00 0

-4 -1 -4 7 | |l=2 1 2 -1 L.—| 2 100
2 3 5 -3 1 2 2 1 |’ =1 -1 01 0
-2 -2 -7 9 -1 -1 -4 5 1 00 1

2. korak:

2 1 3 —47 2 1 3 —417 1 0 0 0]
-2 1 2 1|l -2 1 2 -1 |0 1 00
1 2 2 1 1 2 -2 3| 2710 -2 10

| -1 -1 -4 5 | | -1 -1 -2 4 | |0 1 0 1]

3. korak:
2 1 3 -4 2 1 3 —417 1 0 0 0]

2 1 2 1 lrl|l-2 1 2 -1 L._|01 00
1 2 -2 3 1 2 -2 3|7 100 1 0

-1 -1 -2 4 | | -1 -1/ 1 1 | |00 -1 1 |

Iskani matriki L in U sta dani z
1 0 00 2 1 3 —4
-2 1 0 0 01 2 -1
L=1 1 9 1 0| U=10 0 -2 3
-1 -1 1 1 00 0 1

Naloga 3.14. V Matlabu pripravite funkcijo, ki izra¢una LU razcep dane matrike.
Preizkusite funkcijo na matrikah

2 -1 1 4 2 2 4 4
4 -3 7 14 4 -3 -6 14
Ar=10 _3 18 19 | A= g 3 6 19
6 —2 7 14 6 -2 7 14
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Regitev. LU razcep A = LU matrike A € R™*"™ opravimo v n — 1 korakih. Pri tem
sproti

e dopolnjujemo matriko L, ki jo na zacetku z ukazom eye nastavimo na identicno
matriko, in

o spreminjamo matriko A, ki jo na koncu z ukazom triu oklestimo v zgornjo
trikotno matriko U.

V koraku j € {1,2,...,n — 1} popravimo vrstice matrike A z indeksi i od 7 + 1
do n. Element A(i,j) delimo z diagonalnim elementom A(j, ) in dobimo L(,j).
Elemente v vrstici ¢ matrike A, ki se nahajajo v stolpcih z indeksi k od 7+ 1 don
(to je desno od elementa A(%,j)), popravimo tako, da od njih odstejemo produkt
L(i,7) in A(j, k).

n = size(4,1);
L = eye(n);
for j = 1:n-1
for i = j+1:n

L(i,j) = A(i,3)/A(§,3);
for k = j+1:n
A(i,k) = A(i,k) - L(i,j)*A(j,k);
end
end
end
U = triu(A);

Pri izvedbi zgornjega postopka na matriki A; dobimo LU razcep A; = L1Uq, ki je
dolo¢en z matrikama

1 0 0 0 2 -1 1 4
2 1 00 0 -1 5 6
Li=l g 3 100 U=lo 0 31
3 -1 3 1 0 0 0 5

Pri rac¢unanju LU razcepa As; = LoU, matrike A, pa pride do zapleta, saj dobimo

1 0 0 0 2 -2 —4 4

2 1 0 0 0 1 2 6
Le=1 _4 5 1 o U2=109 0 0 65

3 4 oo 1 0 0 0 —o

Tezava je, da smo v predzadnjem koraku na diagonali dobili ni¢lo, po deljenju z njo
pa v matriki L element co. Oc¢itno torej LU razcep matrike As ne obstaja.

Naloga 3.15. Poiscite tako spodnje trikotno matriko L in zgornje trikotno matriko
U, da za neobrnljivo matriko

I
OO =
— =N
o O W
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velja A = LU. Ali je ta razcep enolicen? Zakaj to ni v nasprotju s trditvijo o
enolicnosti in obstoju LU razcepa matrike?

Resitev. Po obicajnem postopku LU razcepa dobimo

100 1 23
L=|010|, U=|010
01 1 000

V matriki L lahko element na mestu (3,3) spremenimo na poljubno vrednost pa
produkt L in U ostane enak A. To ni v nasprotju s trditvijo o obstoju in enoli¢-
nosti LU razcepa, saj je element matrike U na mestu (3,3) enak 0 in U ne ustreza
lastnostim zgornje trikotne matrike iz LU razcepa. Prav tako L ustreza lastnostim
spodnje trikotne matrike iz LU razcepa le, e je element na mestu (3, 3) enak 1.

Naj bosta A € R™ ™ matrika in b € R™ vektor, ki dolocata sistem linearnih
enacb Ax = b. Denimo, da obstaja LU razcep A = LU matrike A. Tedaj za
sistem velja L(Ux) = b in resitev & € R™ lahko poiS¢emo z reSevanjem sistemov
Ly =bin Ux = y. Ker v obeh sistemih nastopata trikotni matriki, je racunanje
njunih resitev enostavno in zahteva skupno le 2n? 4+ n racunskih operacij.

Naloga 3.16. Naj bo A € R*** matrika iz naloge 3.13 in
b=[8 —14 7 —16]".
Z uporabo LU razcepa matrike A izracunajte resitev sistema Ax = b.

Resitev. Sistem Ax = b resimo z reSevanjem sistemov Ly = b in Uz = y za matriki
L in U, podani v resitvi naloge 3.13. Prvi sistem resimo s premo substitucijo (od
zgoraj navzdol):

1 0 001w 8 Y1 8
2 1 00 ||| | -14 | | 2
1 2 10| |ws |~ | 7 I I Il .0
111 1| | —16 Ya ~1

drugega pa z obratno substitucijo (od spodaj navzgor):

21 3 -4 1 8 1 1
01 2 -1 Ty | _ 2 o g | T2 = -1
00 -2 3 T3 -5 T3 1
0 0 0 1 T4 -1 Ty -1
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Sistem Ax = b ima enoli¢no resitev natanko tedaj, ko je matrika A obrnljiva. Da
poiscemo resitev sistema tudi v primerih, ko niso vse vodilne podmatrike matrike
A obrnljive, med racunanjem LU razcepa pivotiramo. Pri delnem pivotiranju
pred izvedbo vsake elementarne eliminacije poskrbimo, da se v stolpcu, ki ga
eliminiramo, na diagonali nahaja po absolutni vrednosti najvecji element med
tistimi, ki lezijo na diagonali oziroma pod njo. To dosezemo z zamenjavo vrstic,
¢emur pravimo pivotiranje in kar predstavimo s permutacijsko matriko P, ki se
odraza v kon¢nem razcepu. LU razcep matrike A z delnim pivotiranjem ima
namrec¢ obliko PA = LU, kjer sta L in U matriki z enakimi lastnostmi kot pri
obicajnem LU razcepu.

Naloga 3.17. Naj bo

2 1 -2 1
2 1 —4 2
A=15 9 3

Poiscite LU razcep matrike A z delnim pivotiranjem in ga uporabite pri izra¢unu
determinante A.

Resitev. Razcep lahko shemati¢no predstavimo podobno kot obicajni LU razcep v
nalogi 3.13, le da tu po potrebi na vsakem koraku postopka pivotiramo.

1. korak:

2 1 -2 1 3 -2 3 -1 3 _9 3 _1

_ _ 2 7 8

2 1 -4 2 | p 1 4 2 | (27 -6 ¢

2 7 5

3 2 3 -1 |3 2 1 -2 1 N T 4 ¢

_1 7 0 2

-1 3 -1 1 -1 3 -1 1 3 3 3
2. korak:

3 -2 3 -1 3 -2 3 -1 3 -2 3 -1

2 7 8 2 7 8 2 7 8

3 3 6 3 |mn| 35 3 -6 3 L, 35 35 -6 3

IR N P

1 7 2 1 7 2 1

-3 3 0 3 -3 3 0 3 —3 L —2
3. korak:

3 -2 3 -1 3 -2 3 -1 3 -2 3 -1

2 7 8 2 7 8 2 7 8

3 5 6 31 m| 5 3 6 35 L] 35 3 -6 3

2 1 1

2 1 2 -1 |3e4|l—3 1 —2 =z ! 6 -2

1 2 2 1 1

—I1 e =2 2 1 2 -1 2 1
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Na ta nacin matriko A postopno transformiramo v zgornje trikotno matriko U.
Velja
LsP;LoP,L1P/A=U.

Ce uvedemo matriki ig = P3L2P3_1 in il = P3P2L1P2_1P3_1, lahko zvezo zapi-
Semo kot

Li;L,L,P;P,P,A =U.

Permutacijsko matriko P = P3P, P; dobimo iz identitete z uporabo enakih zamenjav
vrstic, kot smo jih izvedli pri pivotiranju:

1000 00 10 00 10
01 00|m|0100|rP]|0100
0010|1531 000]|s504/000 1
000 1 000 1 1000

Matriki L = (Lgigil)*l in U razberemo iz izracunane tabele. Kljuc¢no je, da smo v
postopku izvedli zamenjavo celotnih vrstic tabele in tako izracunali elemente matrik
Lfl, L;l, Lgl, ki se nahajajo pod diagonalo. Razcep PA = LU matrike A je
torej doloCen z matrikami

1 00 0 3 2 3 -1 0010
2 7 8

L_| 3 100 g_ |0 5 6 3 p_|0 100
-1 11 0| 0 0 6 -2/ 0001
2 1 1
2 1 1 o0 o0 -1 1000

Determinanto matrike A izraCunamo na podlagi lastnosti
det(P)det(A) = det(PA) = det(LU) = det(L) det(U).
Ker je det(P) =1, det(L) = 1 in det(U) = —14, je det(A) = —14.

Naloga 3.18. V Matlabu lahko LU razcep matrike z delnim pivotiranjem izracu-
namo z vgrajeno funkcijo 1u. Preizkusite jo na matrikah A; in As iz naloge 3.14.

Resitev. 1z dokumentacije funkcije 1u (help lu) je moé razbrati, da jo lahko upo-
rabimo z razlicnimi vhodnimi in izhodnimi podatki. Izberemo nacin, ki sprejme
matriko, vrne pa seznam treh matrik.

[(L,U,P] = 1lu(h);

Rezultat klica je LU razcep PA = LU matrike A z delnim pivotiranjem. Matrika
L je spodnje trikotna z enicami na diagonali, matrika U je zgornje trikotna, matrika
P pa je permutacijska in povzema postopek pivotiranja pri izra¢unu razcepa. Pri
izvedbi LU razcepa matrike A; dobimo drugacen razcep od izracunanega po metodi
brez pivotiranja. Smiseln razcep dobimo tudi pri matriki As, na kateri je postopek
LU razcepa brez pivotiranja odpovedal.
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Naloga 3.19. V Matlabu sestavite funkcijo, ki poisce resitev sistema Ax = b za
obrnljivo matriko A in vektor b. V funkciji najprej z vgrajenim ukazom izracunajte
LU razcep matrike A z delnim pivotiranjem, nato pa & dolocite s pomocjo premih
in obratnih substitucij. Preverite, da se rezultati implementirane funkcije ujemajo z
rezultati vgrajene funkcije linsolve oziroma \ pri naklju¢no izbranih matrikah in
vektorjih, ki jih generirate z ukazom rand.

Resitev. Ce LU razcep PA = LU matrike A izrac¢unamo z vgrajenim ukazom 1lu,
lahko resitev sistema Ax = b dobimo z resevanjem dveh sistemov: Ly = Pb in
Ux = y. V teh dveh sistemih nastopata spodnje in zgornje trikotna matrika, zato
ju lahko resimo s premo in obratno substitucijo.

Pri reSevanju prvega sistema je treba dolociti vse komponente vektorja vy, ki jih
indeksiramo z indeksi 7 od 1 do n. Na zacetku y definiramo kot produkt permuta-
cijske matrike P in vektorja b. Nato vsak element y(i) popravimo tako, da od njega
odstejemo produkte L(i, k) in y(k) za vse predhodne indekse k od 1 do i —1. Ker je
matrika L spodnje trikotna in ima na diagonali enice, je konéni vektor y res resitev
sistema Ly = Pb.

y = Px*b;
for i = 2:n
for k = 1:i-1
y(i) = y(i) - L(i,k)*xy(k);
end
end

Pri resevanju sistema Ux = y uberemo obratni pristop. Na zacetku za vektor x
vzamemo kar y, nato pa komponente vektorja x, ki jih indeksiramo z ¢, popravljamo
po vrsti od n proti 1. V koraku ¢ od komponente x(i) odstejemo produkte U (i, k) in
x (k) za vse indekse k od i+1 do n, na koncu pa vrednost x(4) Se delimo z diagonalnim
elementom U (7,), ki tu (v sploSnem) ni enak 1. Rezultat tega postopka je resitev
x sistema Uz = y, ki predstavlja tudi resitev prvotnega sistema Ax = y.

X = y;
for i = n:-1:1
for k = i+1:n
x(1) = x(1) - U(i,k)*x(k);
end
x(i) = x(i)/U(i,i);
end

Naloga 3.20. Naj bo A € R"*" n € N, obrnljiva matrika, za katero poznamo LU
razcep z delnim pivotiranjem. Naj bo B € R™*™ obrnljiva matrika, ki jo dobimo
tako, da v matriki A zamenjamo enega izmed stolpcev z vektorjem b € R™. Naj bo
c € R™. Izpeljite ¢im bolj uc¢inkovit postopek za izracun resitve x sistema Bx = c.
Natancno prestejte Stevilo osnovnih racunskih operacij, ki jih postopek zahteva.
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Resitev. Opazimo, da lahko matriko B predstavimo kot B = AFE, kjer matrika
E € R™ ™ ustreza identi¢ni matriki v vseh stolpcih, razen v stolpcu, ki ima enak
indeks kot stolpec, v katerem se matriki A in B razlikujeta. Naj bo ta stolpec
matrike E oznacen z e € R". Zanj velja Ae = b in ga lahko ob znanem LU razcepu
matrike A izra¢unamo s premo in obratno substitucijo (2n? +n osnovnih racunskih
operacij).

Naj bo s PA = LU predstavljen LU razcep matrike A z delnim pivotiranjem.
Sistem Ba = ¢ lahko sedaj resimo v treh korakih. Najprej pois¢emo resitev z € R”
sistema Lz = Pc s premo substitucijo (n? osnovnih racunskih operacij). Nato
poiséemo refitev y € R” sistema Uy = z z obratno substitucijo (n? + n osnovnih
racunskih operacij). Nazadnje poisfemo Se reSitev & € R"™ sistema Fx = y, ki
ustreza reSitvi sistema Bx = c.

Naj bo k£ € N indeks stolpca e v matriki E. Sistem Ex = y lahko resimo tako, da
najprej z eno osnovno racunsko operacijo izracunamo komponento x z indeksom k.
Nato z obratno substitucijo z 2(k — 1) osnovnimi ra¢unskimi operacijami izra¢unamo
komponente x z indeksi od 1 do k — 1 in s premo substitucijo z 2(n — k) osnovnimi
racunskimi operacijami se komponente x z indeksi od k + 1 do n.

Celoten postopek izracuna x torej zahteva 4n? + 4n — 1 osnovnih racunskih
operacij.

Namesto delnega pivotiranja lahko pri racunanju LU razcepa uporabimo kom-
pletno pivotiranje. Pri tem v trenutnem koraku razcepa pivotni element iS¢emo
v celotnem preostanku matrike (in ne samo v trenutnem stolpcu pod diagonalo
kot pri delnem pivotiranju). Pivotni element spravimo v zgornji levi rob preo-
stanka matrike s permutacijo vrstic in stolpcev, zato je konéni LU razcep oblike
PAQ = LU. Pri tem sta P in Q permutacijski matriki, ki povzemata zame-
njavo vrstic in stolpcev, matriki L in U pa imata enake lastnosti kot matriki,
dobljeni pri obicajnem LU razcepu. Razcep s kompletnim pivotiranjem daje te-
oreti¢no zagotovilo za obratno stabilnost postopka, ki je pri delnem pivotiranju
nimamo, a zahteva precej ve¢ primerjanj, kot jih imamo pri izvedbi z delnim
pivotiranjem, zato se v praksi uporablja slednji.

Naloga 3.21. Naj bo

1 2 -3 8
A=| 4 2 6|, b=|14
-3 3 3 0

Izracunajte LU razcep matrike A s kompletnim pivotiranjem in poiScite resitev sis-
tema Ax = b.

Resitev. Razcep izrac¢unamo po naslednjih korakih.
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1. korak:
1 -3 —6 4 [ -6 2 4
4 6| T |- TR IR L S R
(1,1)4(2,3) L
-3 3 3 3 -3 -3 4 -1
2. korak:
-6 2 4 2 4 | [ -6 2 4
2 -1 (2123?&?322) 2 LR 4
1 =), 1 1 1 3
-3 4 1 2 L -1 L2 3 —1

S tem postopkom smo matriko A transformirali v obrnljivo zgornje trikotno matriko
U = L,P,LP,AQ1Q>, na podlagi ¢esar dobimo razcep PAQ = LU. Trikotni

matriki, ki ju razberemo iz izracunane tabele, sta podani z

1 00 -6 2 4
L=PL'Py'L;'=| -+ 1 0|, U=| 0 4 -1 |,
A 00

permutacijsko matriki, ki ju lahko dobimo z ustreznimi permutacijami vrstic oziroma
stolpcev identite, pa z

010 00 1
P=PP =00 1|, Q=Q:1Q=|0 1 0
100 100

Resitev sistema Ax = b dolo¢imo z resevanjem sistema Ly = Pb:

1 007 [w 14 y1 14
—1% } 0 v | =10 = yYy=|y |= 73 ;
5 1 1 Y3 8 Y3 -4

in sistema Uz = y:

—6 2 4 Z1 14 21 -1
0 4 -1 z9 | = 7 = z=| 2o | = 2 ;
0o 0o -3 23 -3 23 1

ter permutacijo x = Qz = (1,2, -1).

Pri iskanju resitve x = A~!b sistema Ax = b ne ra¢unanamo inverza A~'
matrike A, saj je to racunsko zahtevnejSe in manj stabilno od dolocanja x s
premimi in obratnimi substitucijami po opravljenem LU razcepu. Vseeno pa
obstajajo problemi, kjer je inverz matrike treba izra¢unati eksplicitno. Pri tem
si lahko ponovno pomagamo z LU razcepom. Pomemben pa je tudi razmislek,
kako izracunati inverz razsirjene ali popravljene matrike na podlagi predhodno
izraCunanega inverza zacetne matrike.
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Naloga 3.22. Opisite, kako lahko z uporabo LU razcepa izrac¢unamo inverz ma-
trike A € R™"*". Koliko operacij v odvisnosti od n je za to potrebnih? Postopek
demonstrirajte na matriki

3
8

2
A= |14
0 -2

1
3
3
Resitev. Naj bo X = A™! inverz matrike A. Ker je AX = I, lahko X dolo¢imo z
reSevanjem sistemov Ax; = e;, j = 1,2,...,n, kjer x; oznacuje j-ti stolpec matrike
X, e; pa j-ti standardni enotski vektor velikosti n. Najprej izracunamo LU razcep
matrike A, za kar je potrebnih 2n® + O(n?) operacij. Nato s premimi in obratnimi
substitucijami refimo vsakega izmed n sistemov, kar zahtevata n(2n?+n)) operacij.
Celoten postopek je torej zahtevnosti %n?’ + O(n?).

Pois¢imo inverz dane matrike A. Najprej izracunamo LU razcep PA = LU
matrike A z delnim pivotiranjem. Dolocen je z matrikami

1 0 0 4 8 3 01 0
L=|0 10{, U=|0 -2 3 |, P=|001
101
5 3 |1 0 0 -2 1 00
Z resevanjem sistemov Ly; = Pe; in Uz; = y;, j = 1,2,...,n, dobimo inverz

[
ot
Ju
[,
_

|

|
5l
5l

X=A"1=

[SIEEN[V
=00l
oof—

1
4

Naloga 3.23. Dana je obrnljiva matrika A € R™*"™ ter njen inverz A~!. Sestavite
ucinkovit postopek za izracun inverza matrike

B:[ 4r "} u,v €ER", a €R,
v (6%

pod pogojem, da je B obrnljiva. Koliko operacij je potrebnih za izvedbo postopka
in kaksen je potreben in zadosten pogoj za obrnljivost B?

Resitev. Zapisimo inverz B~! matrike B v obliki

B‘lz{c; w}, C cR"™™ g ycR", BER.
y B
1z
(8 2] 3]
sledi

AC +uy' =1,, Az +pPfu=0 v C+H+oay' =0, v'z+af=1.
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S pomodéjo A~! lahko od tod izrazimo
1
a—vTA- 1y’

Torej lahko izracun inverza matrike B izvedemo v korakih:

C=A"-A1 uy", z=-pA 4, B= y' =—pBv' AL
e z= A"1u (2n% — n operacij),

e« B=1/(a—v"2) (2n + 1 operacij),

o y' = —pvTA~! (2n? operacij),

o & = —fz (n operacij),

e C=A"1—2y" (2n? operacij).

Celoten postopek izracuna torej zahteva 6n? + 2n + 1 operacij. Iz postopka je
razvidno, da inverz matrike B obstaja, ¢e je a # vT A~ u. Velja tudi obratno. Ce

je a = v’ A~ lu, potem je
A ul A7t O
v« -1 | |0}]’

kar pomeni, da v jedru matrike B obstaja neniceln vektor, zato ni obrnljiva.

Naloga 3.24. Naj bo A € R"*" obrnljiva matrika. Dokazite, da je za vektorja
u,v € R" matrika A +uwv' obrnljiva natanko tedaj, ko je 1 +vT A~ lu # 0, ter da
v tem primeru velja Sherman—Morrisonova formula

- A luvTA!
A Htoyq o2 W2
( +uv ) 1 + ’UTA_lu
Resitev. 1z naloge 3.23 sledi, da je matrika
A wu
Bl )

obrnljiva natanko tedaj, ko je 1 + vTA~tu # 0. Opazimo, da je

I, ul|[A wuw]|[I, 0] [A+wuwv" 0
o' 1| |v" -1||o" 1| | oF —1]’
pri ¢emer sta matriki, s katerimi smo mnozili matriko B, obrnljivi:
I, u| ' [I, -u I, o' [I, o
o" 1 I O LA S L F VA | I VL N

Sledi, da je tudi matrika A 4+ uv" obrnljiva natanko tedaj, ko je 1 +v' A~ u # 0.
Za inverz glede na oznake iz naloge 3.23 velja

v - A 06 -6 o)

kar dokazuje Sherman—Morrisonovo formulo.
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Naloga 3.25. Denimo, da je znan postopek resevanja sistema Ax = b s pomocjo
LU razcepa PA = LU obrnljive matrike A € R™*™. Kako bi u¢inkovito izracunali
reSitev sistema By = b z obrnljivo matriko B, ki se od matrike A razlikuje v samo
enem elementu?

Resitev. Recimo, da se matriki A in B razlikujeta v elementih na mestu (i, 5), ki ju
oznacimo z a; ; in b; ;. Potem je

B=A + (bi,j — ai,j)eie;—,

pri ¢emer sta e;,e; € R"*" standardna enotska vektorja. ReSitev sistema By = b
lahko izrazimo s pomocjo Sherman—Morrisonove formule iz naloge 3.24 kot

el A-1p elzx
_ B*lb — A*lb_ J —1 ;= _ J —1 i
y 1+ e}A*lei € v 1+ eJTAflei c

Za izracun y torej zadosca poiskati resitev sistema Az = e;, ki jo lahko dobimo z
2n? 4+ n operacijami preme in obratne substitucije ob pomo¢i LU razcepa matrike A.
Resitev y potem ustreza vektorju « — (x;/(1 + 2;))z, ki ga izra¢unamo z dodatnimi
2n + 2 operacijami.

3.3. Resevanje sistemov posebne oblike

Sistemi linearnih enacb, ki jih sre¢amo v prakti¢nih primerih, imajo pogosto
posebne lastnosti, ki se odrazajo v matriki A € R™*" sistema Ax = b. Take
lastnosti lahko vcasih izkoristimo za zmanjSanje racunske zahtevnosti resevanja
sistema ali pa so v pomo¢ pri analizi stabilnosti.

Ce je matrika A simetri¢no pozitivno definitna (A = AT in za vsak € R\ {0}
velja T Az > 0), pri resevanju sistema namesto LU razcepa uporabljamo razcep
Choleskega, ki je zahtevnosti %n?’ +O(n?). Pri tem razcepu matriko A predsta-
vimo kot produkt spodnje trikotne matrike V' in njene transponirane matrike:
A = VVT. Matrika V, ki jo imenujemo faktor Choleskega, ima na diagonali
same pozitivne elemente. Razcep Choleskega izracunamo s postopkom, ki ga
lahko v Matlabu implementiramo s spodnjimi ukazi.

n = size(A,1);
V = zeros(n);
for j = 1:n
V(j,j) = sqrt(A(j,j) - V(j,1:3-1)*V(j,1:j-1)"');
for i = j+1:n
V(i,j) = (A(L,j)-V(i,1:3-1)*V(j,1:3-1)"D/Vv(j,]);
end
end
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Naloga 3.26. Dana je matrika

4 6 2 -4
6 18 0 3

A= 9 0 3 —4|° a€eR
-4 3 -4 «

1. Dolocite vsa stevila «, za katere je matrika A simetri¢na pozitivno definitna.

2. Naj bo a = 23. Uporabite razcep Choleskega za resevanje sistema Ax = b, kjer
je b=(6,15,2,1).

Resitev. Za dano matriko A je faktor Choleskega podan z

2 0 0 0

3 3 0 0
V= 1 -1 1 0

-2 3 1 Va—-14

in obstaja natanko tedaj, ko je o > 14.

1. Matrika A je simetri¢na pozitivno definitna natanko tedaj, ko obstaja razcep
Choleskega, torej natanko tedaj, ko je v > 14.

2. Resitev sistema poiSéemo z resevanjem dveh preprostejsih sistemov: Vy = b in
VTx = y. Pri prvem uporabimo premo substitucijo, pri drugem pa obratno
substitucijo. Izra¢unamo y = (3,2,1,0) in « = (—1/2,1,1,0).

Naloga 3.27. Naj bo

A , ,
B= [ T a], AcR™™ g cR" ack.
a o

Kaksni so minimalni zadostni pogoji, da je matrika B simetri¢na pozitivno definitna?
Privzemite te pogoje in zapisite razcep Choleskega matrike B.

Resitev. Matrika B je simetri¢no pozitivno definitna natanko tedaj, ko obstaja
razcep Choleskega

i
[;‘# Z}_Dﬁ g} P(;T Z] V eR™", beR", B€R,

kjer je V' spodnje trikotna matrika s pozitivnimi diagonalnimi elementi in 8 > 0. Iz
tega sledi, da je A = V'V in matrika V (¢e obstaja) je faktor Choleskega matrike
A. Torej je simetri¢nost in pozitivna definitnost matrike A potreben pogoj za to,
da ima enako lastnost tudi matrika B. Poleg tega nastavek implicira, da je Vb = a
in bTb+ 32 = a oziroma b = V~!a (matrika V je obrnljiva) in 3 = vVa —aT A 1a.
Slednje pomeni, da mora za pozitivno definitnost matrike B veljati e a > a' A~ 'a.
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Naloga 3.28. Dani sta matriki A, B € R™"*". Matrika B je simetri¢na pozitivno
definitna. Sestavite u¢inkovit postopek za izrac¢un sledi matrike ATB~'A in pre-
Stejte stevilo osnovnih racunskih operacij, ki jih postopek terja.

Resitev. Naj bo i-ti stolpec matrike A oznacen z a;, i = 1,2,...,n. Potem je
(ATB_lA)i’j = a;rB_laj
in
sled(ATB™'A)=a]/B 'a; +alB las + ...+ a! B ta,.

Za ucinkovit izracun sledi torej zadosca premisliti, kako ucéinkovito izracunati vre-
dnosti aiTB_lai, i=1,2,...,n. Ker je B simetri¢na pozitivno definitna matrika,
jo lahko zapiSemo v obliki B = V'V, kjer je V faktor Choleskega. Iz razcepa sledi

a;B la;=a] (VV)la; = (Vla)" (V7 la,) = ||Vflai”§ .

Izra¢un matrike V' zahteva in? + O(n?) operacij. Vrednost V ~'a; izracunamo s
premimi substitucijami z n? + n operacijami. Za izra¢un kvadrata druge norme je
potrebnih Se dodatnih 2n — 1 operacij. Celoten postopek izracuna sledi torej terja

(;ng + (’)(n2)> +n((P®+n)+@2n—1))+(n-1)= gng +0(n?)

osnovnih rac¢unskih operacij.

Za matriko pravimo, da je strogo diagonalno dominantna, ¢e je v vsaki njeni
vrstici absolutna vrednost diagonalnega elementa vecja od vsote absolutnih vre-
dnosti izvendiagonalnih elementov. Pri izracunu LU razcepa tovrstnih matrik
pivotiranje ni potrebno. Ce je matrika ob tem Se tridiagonalna, pa lahko LU
razcep bistveno poenostavimo in skrajSamo njegovo izvajanje.

Naloga 3.29. Dokazite, da za vsako strogo diagonalno dominantno matriko obstaja
LU razcep (brez pivotiranja).

Resitev. Preverimo, da je po vrsticah strogo diagonalno dominantna matrika A
velikosti n x n z elementi a; ; nesingularna. Denimo nasprotno, da je Au = 0 za
nek neniceln vektor u = (uy,us,...,u,). Naj bo i indeks po absolutni vrednosti
najvecjega elementa u. Ker je

n

n n w
E _ _ E _ § J
Q; jU; = 0 <~ A ;U; = — a; jUj <~ Qi3 = — ;am—,
Jj=1 j=1 j=1 Y
J#i JAi

iz izbire indeksa 7 sledi

|ai,q

n
< Z |ai,j| )
j=1

J#i
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kar je v protislovju s strogo diagonalno dominantnostjo matrike A. Ker je vsaka
vodilna podmatrika strogo diagonalno dominantne matrike tudi strogo diagonalno
dominantna, so vse vodilne podmatrike A nesingularne, kar zagotavlja obstoj LU
razcepa (brez pivotiranja).

Naloga 3.30. Dana je tridiagonalna matrika

ar b
1 a2 by

A: '.- '.. '.. GRnxn.

Cpn—2 An-1 bn—l
Cn—1 Qnp

1. Predpostavite, da obstaja LU razcep matrike A (brez pivotiranja) in ga poeno-
stavite. Prestejte Stevilo operacij, potrebnih za njegovo izvedbo.

2. Resitev x € R"™ sistema Ax = z, z € R", po izracunu razcepa A = LU dolo¢imo
z uporabo preme in obratne substitucije. Primerjajte stevilo operacij v sploSnem
postopku s stevilom operacij, ki so potrebne za izracun resitve sistema v primeru,
ko je A tridiagonalna matrika.

3. Implementirajte postopek za resevanje sistema s tridiagonalno matriko v Matlabu.
To je tako imenovani Thomasov postopek. Generirajte nakljuéne podatke za
n = 10* tako, da bo matrika A strogo diagonalno dominantna. Nato izmerite
Cas, ki ga za reSevanje sistema porabi Thomasov postopek, in ga primerjajte s
casom, ki je potreben za resevanje sistema z vgrajeno funkcijo.

Resitev.

1. Pri LU razcepu tridiagonalne matrike sta matriki L in U oblike

1 U1 bl
i 1 uz by
L= , U=
ln—2 1 Up—1 bn—l
ln1 1 Un,
Velja u; = ay, vrednosti I in ugq za k=1,2,...,n — 1 pa se izrazajo kot
Ck
Iy =—, Uk+1 = g1 — libr.
U

Za izrac¢un LU razcepa je torej potrebnih vsega 3n — 3 operacij.

2. Sistem resujemo s premo in obratno substitucijo. Namesto n? operacij je pri
premi substituciji potrebnih le 2n —2 operacij. Podobno je pri obratni substituciji
namesto n? +n operacij potrebnih le 3n — 2 operacij. Celoten postopek resevanja
skupaj z LU razcepom torej zahteva 8n — 7 operacij, kar je za dva reda manj kot
pri LU razcepu splosne matrike.
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3. Funkcija, ki izracuna resitev sistema Ax = z sprejme obliko A v obliki treh
seznamov: seznam a vsebuje elemente na diagonali matrike A in je dolzine n,
seznama b in ¢ pa vsebujeta elemente na naddiagonali oziroma poddiagonali
matrike A ter sta dolzine n — 1. Na ta na¢in matriko A namesto z n? elementi
predstavimo le s seznami v skupni dolzini 3n — 2. Izhodni podatek funkcije je
reSitev sistema x, pomozZna izhodna podatka pa sta Se seznam £ dolzine n — 1, ki
doloca matriko L, in seznam w dolzine n, ki dolo¢a matriko U.

function [x,1,u] = thomas(a,b,c,z)
n = length(a);
u zeros(n,1);

'_l
I

zeros(n-1,1);

% LU razcep
u(1l) = a(1);
for k = 1:n-1
1(k) = c(k)/u(k);
u(k+1) = a(k+1) - 1(k)x*b(k);
end

4 prema substituctija
y = z;
for k = 2:n
y(k) = z(k) - 1(k-1)*xy(k-1);
end

/4 obratna substitucija
X = y;
x(n) = y(n)/u(n);
for k = n-1:-1:1
x(k) = (y(k) - b(k)*x(k+1))/u(k);
end

end

Primerjava resevanja sistema z matriko velikosti n = 10 z uporabo Thomasovega
postopka in vgrajene funkcije (linsolve oziroma operator \) pokaze, da je nasa
funkcija priblizno 500-krat hitrejsa.

= 1le4;

= rand(n,1) + 2;
rand(n-1,1);

= rand(n-1,1);

= rand(n,1);

N O TP B
Il
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tic; x1 = thomas(a,b,c,z); tl = toc;

A = diag(a) + diag(b,1) + diag(c,-1);
tic; x2 = A\z; t2 = toc;

t2/t1; 7 priblizno 500

Pivotna rast ¢ pri LU razcepu matrike A € R™*" z elementi a; ; je podana kot

max; j—=1,_.n |l

max; j=1,..n|ai;|’

kjer so u; ; elementi obrnljive zgornje trikotne matrike U, ki nastopa v razcepu.
S pivotno rastjo si lahko pomagamo pri analizi obratne stabilnosti postopka
reSevanja sistema Ax = b z uporabo LU razcepa s pivotiranjem. Ce je vrednost
g majhna, je reSevanje sistema obratno stabilno, saj je izra¢unani Z, ki ga dobimo
namesto &, tona resitev sistema (A+AA)Z = b, kjer je A A matrika, za katero
velja

|AA]., < 3nul|L]l, U], < 3gn*u| Al .

Pri tem je u osnovna zaokrozitvena napaka aritmetike, v kateri racunamo. Pivo-
tna rast g je pri LU razcepu z delnim pivotiranjem v sploSnem navzgor omejena
z 21 zato postopek v teoriji ni obratno stabilen. Pri matrikah s posebno
strukturo lahko oceno za pivotno rast izboljSamo.

Naloga 3.31. Matrika A € R™*" z elementi a; ; je zgornja Hessenbergova matrika,
¢e velja velja a; ; = 0 za ¢ > j+1. Dokazite, da je pivotna rast zgornje Hessenbergove
matrike pri LU razcepu z delnim pivotiranjem omejena z n.

Resitev. Najbo A € R™*" zgornja Hessenbergova matrika. Zaradi posebne oblike te
matrike imamo na vsakem koraku LU razcepa z delnim pivotiranjem dve moznosti
za pivot (ohranimo obstojeCe stanje ali zamenjamo trenutno in naslednjo vrstico).
Naj bo M = max; j=1,.n|ai |- V prvem koraku postopka je situacija naslednja.

Ce je |ay.1| > |az.1], pivotiranje ni potrebno in novi elementi agll)c na mestih (2, k),
k=2,3,...,n, so izracunani kot

az.1

)

(1)
Qg ) = A2,k — 42,1a1,k7 52,1 =

a1,1.
Ker je [£31] <1, je |a§1,)€| <2M.

Ce je |a1,1] < lag,1|, zamenjamo prvo in drugo vrstico in tedaj velja

ai,i

)

(1
CLQ’

)
=01k — {2100k, lo1 = .
as i
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Ker je [l31] < 1, je tudi v tem primeru |aé1,)€| < 2M.

Zaradi lastnosti matrike A preostale vrstice (od tretje dalje) v prvem koraku LU
razcepa ostanejo nespremenjene. Recimo, da smo ze opravili r — 1 korakov postopka
in predpostavimo, da je |a7(f,;1)\ <rM,k=r...,n Ocenimo nove elemente agi)l &

na mestih (r +1,k), k=r+1,r+2...,n.
o Ceje \aE}Q\ > |ay41,0+1|, pivotiranje ni potrebno in za

(r) . (r—1) Qg1
ar+1,k = Qr41,k — £r+1,ra‘r7k ) €r+1,r - (r—1)°
Gy, r

po predpostavki velja |a§,7217k| <M+rM=(r+1)M.
D)

o Ceje |a£«,r| < |@r41,r+1|, pa zamenjamo vrstici z indeksoma r in r + 1 ter izracu-
namo
(r=1)
(r) _ (r-1) ) ) _ Qrpr
Api1; = Qpg "~ Lr41,rQr41k, r+l,r =

Ar41,r .

Tudi v tem primeru je po predpostavki |a£’21 el STM+ M= (r+1)M.
LU razcep izracunamo v n — 1 korakih. Za element agf; b velja |a£f; 1)| < nM.
Pokazali smo torej, da so vsi elementi v matriki U manjsi od nM, zato je g < n.

Naloga 3.32. Preverite, da je za zgornjo Hessenbergovo matriko

1 0 o ... 0 1

-1 1 o ... 0 1
A0 ]

0 0o -1 1 1

L0 0 0 -1 1

pivotna rast g enaka n.

Resitev. Pri LU razcepu matrike A v nobenem koraku ni potrebe po pivotiranju.
Po standardnem postopku izra¢unamo LU razcep A = LU, ki ga doloc¢ata matriki

1 0 ... 0 0 1 0 ... 0 1

-1 1 . 0 1 . 02

L=1 9 1 o ol U=]0 o 0 3
1 0 : 1

L0 0 -1 1 | L0 0 0 n |

Po definiciji pivotne rasti je g = n.
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4. Sistemi nelinearnih enacb

Sistem n nelinearnih enacb z n neznankami je podan v obliki f(x) = 0, pri ¢emer je
f :R™ — R” preslikava, 0 € R™ vektor samih nicel in & € R™ vektor, ki predstavlja
reSitev sistema. K resevanju sistema nelinearnih enacb lahko pristopimo na podobne
nacine kot k resevanju nelinearnih enacb.

4.1. Jacobijeva iteracija

Ideja osnovne metode za resevanje sistema f(x) = 0 je enaka kot pri navadni
iteraciji. Sistem prepiSemo v ekvivalentno obliko g(x) = x, kjer je g : R — R"
iteracijska preslikava. Resitev i§¢emo z vektorjem zacetnih priblizkov z(®) € R”
tako, da v vsakem koraku izra¢unamo nov priblizek

2zt =g (m(r)>, r=0,1,....

Ta postopek imenujemo Jacobijeva iteracija. Obicajno jo lahko pospesimo tako,
(r+1)

da v tekocem koraku iteracije r + 1 uporabimo Ze izracunane koordinate x; ,
j=1,2,...,1— 1, novega priblizka:
mETH) =g; (CCY—H),. 2"t ) :c(r)) , i=1,2

tt 1—1 7 1 Yyt n Y 7""n

)

pri Cemer je z g; oznacena komponenta preslikave g z indeksom 4. Ta postopek
se imenuje Seidlova iteracija.

Naloga 4.1. Dan je sistem

. (2x—y z+ 2y
x = sin = cos
1 ) 4

dveh nelinearnih enacb s spremenljivkama z in y v iteracijski obliki. Pri zace-
tnem priblizku (xg,y0) = (27, 0) napravite dva koraka Jacobijeve in Seidlove ite-
racije. S pomocjo Matlaba napravite Se 13 korakov. Primerjajte priblizke s tocko
(—0.43752408,0.93632532), ki je natancen priblizek resitve sistema.

(6]
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Redgitev. Pri Jacobijevi iteraciji za prva priblizka (x1,y;1) in (22, y2) dobimo

zq = sin (222 = sin(7) = 0, y1 = cos (220) = cos () =0,

o = sin (224 = sin(0) = 0, yo = cos (LE21) = cos (0) = 1,

pri Seidlovi iteraciji pa

21 =sin (270) =sin(r) =0,  y1 = cos (L) = cos(0) = 1,
—gin(i 2
T2 = sin (29614_%) = —sin (%) ) Y2 = COS (3f2-z2y1) = cos (8111(44)_‘_> .

Naslednjih 13 priblizkov izra¢unamo v Matlabu.

gl @(x)sin ((2*xx(1)-x(2))/4);
g2 = @(x)cos((x(1)+2*xx(2))/4);
x0 = [2xpi; 0];

XJ = x0;
XS = x0;
for r = 1:15
XJ(1,r+1) = g1 (XJ(:,r));

XJ(2,r+1) = g2(XJ(:,r));

XS(1,r+1) gl(Xs(:,r));

XS (2,r+1) g2 ([XS(1,r+1); XS8(2,r)1);
end

Rezultata prikazuje tabela 4.1. Napaka je izracunana kot norma razlike med tre-
nutnim priblizkom in podanim natan¢nim priblizkom. Razvidno je, da so priblizki
Seidlove iteracije boljsi od priblizkov Jacobijeve iteracije.

Konvergenca zaporedja priblizkov pri Jacobijevi iteraciji je odvisna od lastno-
sti preslikave g. Denimo, da je g na omejenem in zaprtem obmocju Q C R™
zvezno odvedljiva ter da za vsak & € Q velja g(x) € Q in [[Jg(x)|| < m < 1.
Pri tem je Jg Jacobijeva matrika preslikave g, ||| pa oznacuje neko matriéno
normo. Potem je g skrcitev z Lipschitzovo konstanto m in iteracijsko zaporedje
po Banachovem skréitvenem nacelu konvergira za vsak zacetni priblizek iz €.

Naloga 4.2. Dokazite, da Jacobijeva in Seidlova iteracija za sistem iz naloge 4.1
konvergirata za vsak zacetni priblizek.

Resitev. Preslikava Jacobijeve iteracije

= (252 e (52
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korak Jacobijeva iteracija Seidlova iteracija

r Ty Yr napaka Ty Yr napaka

1 0 0 1.0-10° 0 1 4.4-1071
2 0 1 4.4-107' | —0.247404 0.905539 1.9-10~!
3 —0.247404 0.877583 2.0-10~' | —0.342979 0.933399 9.5-102
4 —0.336406 0.929795 1.0-10~' | —0.393871 0.932965 4.4-1072
5 —0.390019  0.928369 4.8-1072 | —0.417032 0.935111 2.1-1072
6 —0.414234  0.933523 2.3-1072 | —0.428013 0.935702 9.5-1073
7 —0.42639  0.934764 1.1-1072 | —0.433103 0.936046 4.4-1073
8 —0.432159  0.93562 5.4-1073 | —0.435472 0.936194 2.1-1073
9 —0.434952  0.935978 2.6-1073 | —0.436572 0.936265 9.5-10*
10 —0.436289  0.93616 1.2-1073 | —0.437082 0.936297 4.4-10~*
11 —0.436932  0.936246 6.0-10"* | —0.437319 0.936312 2.1-10~*
12 —0.43724  0.936287 2.9-107* | —0.437429 0.936319 9.5-107°
13 —0.437388 0.936307 1.4-107* | —0.43748 0.936323 4.4-107°
14 —0.437459  0.936317 6.6-107° | —0.437504 0.936324 2.1-107°
15 —0.437493  0.936321 3.2-107° | —0.437515 0.936325 9.5-1076

TABELA 4.1: Jacobijeva in Seidlova iteracija iz naloge 4.1.

vsak (z,y) € R? preslika v [—1,1] x [~1,1], zato lahko analizo g; omejimo na to
obmodje. Jacobijeva matrika Jg, preslikave g; je podana z

beos (257%) L eos (272) ]

J =
T i (2520) —fain (222)

Za vsak (z,y) velja ||Jg, (z,y)], < % < 1, zato je gy skréitev in iteracijsko zaporedje
po Banachovem skréitvenem nacelu konvergira za vsak zacetni priblizek. Enak sklep
velja za preslikavo

gs(z,y) = (sin (2334_ y) cos <W>>

Seidlove iteracije, saj je [|Jgq(z,y)|| < 2 < 1.

Z metodami za resevanje sistemov nelinearnih enacb lahko resujemo tudi sisteme
linearnih enacb. To pride v postev predvsem takrat, kadar je sistem linearnih
enacb prevelik, da bi mu bili kos z direktno metodo (na primer z LU razcepom).

Naloga 4.3. Zapisite iteracijsko preslikavo za Jacobijevo in Seidlovo iteracijo pri
reSevanju sistema linearnih ena¢b Ax = b. Pri tem predpostavite, da so vsi elementi
na diagonali matrike A nenicelni.

Resitev. Pri Jacobijevi iteraciji iteracijsko preslikavo zasnujemo tako, da v i-ti enacbi
sistema Ax = b izrazimo i-to komponento x; vektorja x. V vektorskem smislu to
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pomeni, da sistem zapiSemo kot Dx = —(A—D)x+b, kjer je D diagonalna matrika,
ki ima enako diagonalo kot A. Ker so vsi elementi na diagonali A razli¢ni od nic,
je D obrnljiva in preurejeno enacbo lahko z leve pomnozimo z inverzom D. Na ta
nacin dobimo iteracijsko preslikavo

gs(x)=—-D (A - D)x+ D 'b.

Pri Seidlovi iteraciji v trenutnem koraku pri ra¢unanju posamezne komponente no-
vega priblizka upostevamo ze izracunane priblizke v trenutnem koraku in sistem
zapiSemo kot Lx = —(A — L)x + b, kjer je L spodnje trikotna matrika, ki ima na
in pod diagonalo enake elemente kot A. Za iteracijsko preslikavo gg zato vzamemo

gs(x) = —-L'(A—L)x+ L 'b.

Zaradi predpostavke o nenic¢elnosti diagonalnih elementov A je tudi matrika L obrn-
ljiva. Pri izvedbi Seidlove iteracije ne racunamo inverza matrike L, pa¢ pa korak
iteracije izvedemo s premimi substitucijami.

Naloga 4.4. Dan je sistem Ax = b linearnih enacb s strogo diagonalno dominantno
matriko A. Dokazite, da Jacobijeva in Seidlova iteracija konvergirata za vsak zacetni
priblizek.

Resitev. Jacobijeva matrika iteracijske preslikave g, ki je definirana v nalogi 4.3, je
enaka —D~!(A—D). Oznac¢imo elemente matrike A € R"*" za; j,i,j = 1,2,...,n.
Iz stroge diagonalne dominantnosti matrike A sledi, da je a;; # 0 za vsak i, poleg
tega pa za vsak x € R™ tudi
D154 1]

J —l-DY%A—-D — =l TN

1 Tg, (@)l = || ( )N o e Pt <1,
kar pomeni, da je g skréitev.

Pri Seidlovi iteraciji Jacobijeva matrika Jg  (x) iteracijske preslikave gg iz na-

loge 4.3 za vsak @ ustreza matriki Jg, = —L7'(A — L). Oglejmo si, v kaksni zvezi
je priblizek (") na r-tem koraku iteracije s toéno resitvijo sistema. Ker je

2~ A7 = (Jpe@" D 4+ L7b) — (Jy A b+ L7'D),

sledi (") — A7b = Jg, (2"~ — A~'b) . Ce to zvezo uporabimo veckrat zapored,
dobimo

™ — Ab = J,, (a;”—l) - A—lb) == (Jg)" (:1:(0) - A—lb) .

Torej je A~1b limita iteracijskega zaporedja natanko tedaj, ko je lim, oo (Jgs)" = 0,
to pa velja natanko tedaj, ko so vse lastne vrednosti matrike Jg, po absolutni
vrednosti manjse od 1 (v kar se lahko prepri¢amo s pomocjo Jordanove dekompozicije
matrike). Obravnavajmo poljuben lastni par (A, v) matrike Jg . Po definiciji je

M =Jyv=-L"'(A- L)
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oziroma ALv = —(A — L)v, iz Cesar sledi, da za vsak i € {1,2,...,n} velja
7 n
)\Zai’jvj = — Z 4,5V .
J=1 j=it1

Iz teh enacb lahko izrazimo

)\a”vl—/\g a; jv; + E a; ;V;

Jj=i+1
in Ce izberemo tisto, pri kateri je |'ui| = ||v]| ., sledi
v
|)‘Haw|<|)“2| Q5 J|| j| S‘)‘|Z|am|+ Z |ai ;] -
j=i+1 Vi j=i+1
Torej je
n
I\ < iji+1|ai,j|

= i—1
laii| = 32527 lail
in zaradi diagonalne dominantnosti velja |A| < 1. S tem smo dokazali, da so vse

lastne vrednosti matrike Jg po absolutni vrednosti manjse od 1, kar dokazuje kon-
vergenco iteracijskega zaporedja.

4.2. Newtonova metoda

Newtonova metoda za resevanje sistema nelinearnih enac¢b f(x) = 0 je posplo-
sitev tangentne metode. Iteracijiski korak

2D = o) _ g, (x(m)’l f (a,m)

izvedemo tako, da resimo sistem linearnih enac¢b

Js (mm) Az = _f ($<r>)

in iz Az = x"*tD) — £ izrazimo novi priblizek ("1, Kvazi-Newtonove
metode Jacobijevo matriko J¢ v zgornjem postopku nadomestijo s hitreje izra-
¢unljivimi matrikami. Pri Broydnovi metodi jo v koraku r zamenja matrika B,
ki je dolocena rekurizvno z

£ (20) (A;B(r—l))T
|azt-n|;

Br = Br—l +

)

pri ¢emer je By dober priblizek za J¢ ((©)). Broydnovo metodo lahko razumemo
kot posplositev sekantne metode za resevanje nelinearnih enacb.




80

4. Sistemi nelinearnih enacb

Naloga 4.5. Dan je sistem

dveh nelinearnih enacb za spremenljivki x in y.

1.

Geometrijsko interpretirajte sistem. Koliko resitev ima? Poisc¢ite resitve anali-
ti¢no.

Izpeljite Newtonovo metodo za resevanje sistema in napravite dva koraka metode
pri zacetnem priblizku (x,y0) = (2, 1).

3. Poiscite priblizek za resitev sistema z dvema korakoma Broydnove metode pri
zaCetnem priblizku (zo,y0) = (2,1) in By = J¢(z0,v0)-

Resitev.

1. Prva enacba predstavlja kroznico s polmerom 2, druga enacba pa hiperbolo. Sis-

2.

tem ima Stiri resitve, to so (£4/5/2,£4/3/2) in (£+4/5/2,F+/3/2)

Dani sistem enach zapiSemo v obliki f(x,y) = 0 za preslikavo f, podano s pred-
pisom
flay) = (2" +y* —4,2° —y* = 1).

Jacobijeva matrika preslikave f je

20 2

zato v prvem koraku metode pri zafetnem priblizku (xo,y0) = (2,1) reSujemo
sistem

4 2 1[Az ] [1

4 -2 Ay | 2 |
Izra¢unamo (Azg, Ayg) = (—%, 1), kar pomeni, da je novi pribliZzek

(‘rhyl) = (m()vyO) + (Ax07Ay0> = (1873’ %) .

V drugem koraku z resevanjem sistema
13 5 13
s s lls )=
T T2 Ay 64
dobimo (Az1, Ay1) = (— 505, —35) torej je
(z2,y2) = (z1,91) + (Azy, Ayr) = (352, 17) ~ (1.5817,1.2250).

Iteracijsko zaporedje konvergira k resitvi (1/5/2,+/3/2) =~ (1.5811,1.2247).
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3. Zaradi izbire By je prvi korak Broydnove metode enak kot pri Newtonovi metodi.
Za izvedbo drugega koraka najprej izracunamo

f(xhyl)-(Axo,Ayo)T:{ g ]

B, = By +

401 _ 99

(Ao, Ayo)l3 04 52
Nato reSimo sistem By - (Azq, Ayl) = —f(x1,y1) in priblizek (z1,y;) izracunamo
iz resitve (Az1, Ayr) = (— 35, — 1=). Dobimo

(22,y2) = (123, 1973) ~ (1.5589, 1.2179).

Naloga 4.6. Dane so tocke (z;,y;), ¢ = 1,2,...,n, v ravnini. Radi bi poiskali
funkcijo f oblike f(x) = aef®, a, 8 € R, ki minimizira izraz

n
E flx) = E — el
i=1 i=1

Za tak f pravimo, da se tockam najbolje prilega po metodi najmanjsih kvadratov.

1. Iskanje minimuma izraza ¢(a, 8) prevedite na reSevanje sistema nelinearnih enacb
s spremenljivkama « in .

2. Izpeljite Newtonovo metodo za dobljeni sistem.

3. Ce so ordinate y; pozitivne, lahko dober zacetni priblizek za Newtonovo metodo
pois¢emo z linearizacijo ¢(a, ) v obliko

Z (In(y;) (o) — ﬁxb) .
i=1

Izpeljite in resite sistem linearnih enacb za parametra a in 3.

4. V Matlabu s pomocjo linearizacije in Newtonove metode poiscite in narise f, ki
se po metodi najmanjsih kvadratov najbolje prilega tockam

(1,8), (2,9), (3,6), (4,7), (5,4), (6,3), (7,2), (8,3), (9,2), (10,1).

Resitev primerjajte z resitvijo prvotnega problema, izracunano s pomocjo vgra-
jene funkcije fminsearch.

Resitev.

1. Z odvajanjem ¢ dobimo
dy n v v
%(aaﬁ) = Z 2 (yi — aeﬁx%) (_65901,) ,
dp

i=1
85( ﬂ) = 22 (yl - Ozeﬁwi) (_axieﬂ$i> ,
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kar pomeni, da lahko minimum funkcije ¢ iS¢emo z resevanjem sistema nelinearnih

enacb f(a, ) =0 za
(Zeﬁz y; — ae’ aZme y — aePTi ))

. Zaizpeljavo Newtonove metode je treba dolociti Jacobijevo matriko Jy preslikave
f. Izracunamo

n n
- Z 2w Z x;eP% (yl - QQGBJ“)
i=1 i=1

Jg(a, B) =

n n
ineﬁxi (yz — 204659”7‘) aZx?e’B“ (yi — Qaeﬁx")
i=1 i=1

Na vsakem koraku metode novi priblizek (a1, 8r+1) izra¢unamo iz prejSnjega
(o, Br) tako, da reSimo sistem

Jf(aTvﬁT) : (AO‘N A/BT) = _f(aTaﬁr)

in vzamemo
(ar+17 6T+1) = (047'7 Br) + (AO[T, Aﬂr)
. Najbo X; =z;, Y; =In(y;), A =In(a) in B = g. Tedaj je

n

Y(A,B) =Y (Yi— A— BX;)?

i=1
in iz

o =
aA(AB Z 2(Y; — A— BX;) (1),

9y
0B

M: i

Il
-

-7(A,B) =) 2(Yi—A-BX;) (X))

K3
podobno kot v prvi tocki naloge sledi

n zn:Xi ﬁ:Yi
i=1 A i=1
B n

znjxi anX? > XY
i=1 i=1

i=1
To ni ni¢ drugega kot normalni sistem za predolocen sistem, ki doloc¢a najboljso
aproksimacijo parov (X;,Y;) s premico « — A 4+ Bz po metodi najmanjsih kva-
dratov. Prvi priblizek za parametra « in § lahko torej dolo¢imo na podlagi resitve
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sistema

noy > In(y:)
i=1 i=1
i=1 i=1 i—1

4. V Matlabu pripravimo implementacijo Newtonove metode, ki za dano preslikavo
f in njeno Jacobijevo matriko vrne priblizek za resitev sistema f(x) = 0. Funk-
cija deluje tako, da pri podanem zacetnem priblizku izvede toliko iteracij, da je
norma razlike dveh zaporednih priblizkov manjsa od podane tolerance, razen c¢e
stevilo iteracij preseze maksimalno predpisano stevilo le-teh.

function [x,X,k] = newton(f,Jf,x0,tol,N)

% Opis:

%  mnewton tzvede Newtonovo metodo za reSevanje sistema
4 melinearnih enacb

Z

4 Definicija:

A [z,X,k] = newton(f,Jf,z0,tol,N)

%

% Vhodni podatk<:

bi preslikava, kit dolola sistem f(z) = 0,
Jf Jacobijeva matrika preslikave f,
z0 zacdetni priblizZek (stolpec),

tol toleranca morme razlike dveh zaporednih
pribliZkov,
N maksimalno Stevilo korakov tteractje

Izhodni podatki:

BN SN

T konéni priblizZek za reSitev sistema f(z) = 0,
X tabela vseh izracunanih pridblizZkov,
k Stevilo opravljenih korakowv

X = x0;

dx = Inf;

k = 0;

while norm(dx) > tol && k < N
k = k+1;
dx = -JE(X(:,k))\E(X(:,k));
X(:,k+1) = X(:,k) + dx;

end

x = X(:,k+1);

end
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Zacetni priblizek za Newtonovo metodo pois¢emo z linearizacijo.

X = (1:10) ';

Y = [8; 9; 6; 7; 4; 3; 25 3; 2;
A = [10 sum(X); sum(X) X'xX];
logY = log(Y);

logx0 = A\[sum(logY); X'*logY];
x0 = [exp(logx0(1)); logx0(2)1;

Za zacetni priblizek vzamemo par, ki je rezultat zgornjega izraCuna in je pri-
blizno enak (12.4733, —0.2228). Nato z ustrezno definiranima funkcijama, ki za
dani vektor @ vrneta vektor f(x) in matriko J¢(x), izvedemo funkcijo newton.
Pri toleranci 1071° v 5 korakih iteracije dobimo priblizek, ki je priblizno enak
(11.1713,—0.1898). Skoraj povsem enak priblizek dobimo, ¢e resitev problema
pois¢emo z vgrajeno funkcijo fminsearch. Kot vhodna podatka ji podamo funk-
cijo o in zacetni priblizek, ki smo ga dobili z linearizacijo. Rezultati so grafi¢cno

predstavljeni na sliki 4.1.

11

(A) linearizacija (B) Newtonova metoda

(C) funkcija fminsearch

SLIKA 4.1: Grafi funkcije f, ki jih dobimo pri resevanju naloge 4.6.
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Sistem linearnih ena¢b Ax = b ima vcéasih ve¢ enacb kot neznank. To pomeni, da
je A € R"™*™ pravokotna matrika, ki ima ve¢ vrstic kot stolpcev (m > n). Vektor
x € R™, ki bi za poljuben vektor b € R™ zadostil sistemu enach, ne obstaja, zato
navadno is¢emo @, ki minimizira drugo normo ostanka Ax — b.

5.1. Normalni sistem

Problem iskanja vektorja & € R™, ki minimizira vrednost |Az — b||2, ima v
primeru, ko je matrika A polnega ranga (rang(A) = n), enolino resitev, ki jo
imenujemo resitev po metodi najmanjsih kvadratov. Dolocena je kot resitev nor-
malnega sistema AT Az = ATb. Matrika ATA € R™ " je simetri¢na pozitivno
definitna, zato lahko normalni sistem resujemo z uporabo razcepa Choleskega.

Naloga 5.1. Dokazite, da ima sistem

ERIbEN

resitev, ki ustreza resitvi predolo¢enega sistema Ax = b po metodi najmanjsih
kvadratov. Geometrijsko interpretirajte sistem.

Resitev. Vektorja r in = ustrezata enakostma r + Az = b in ATr = 0. Ce v prvi
izrazimo 7 in ga vstavimo v drugo, dobimo normalni sistem AT Ax = ATb. Vektor
r predstavlja razliko med vektorjem b in vektorjem Ax, ki lezi v prostoru im(A).
Z zahtevo ATr = 0 predpisemo, da je r pravokoten na im(A) oziroma da je Ax
pravokotna projekcija b na im(A).

Naloga 5.2. Funkcija f je podana v stirih tockah:
fEN=4 Jo=5 Jm=% Jjo=%

Poiscite parabolo, ki se po metodi najmanjsih kvadratov najbolje prilega danim
vrednostim funkcije f. Izpeljite normalni sistem in ga resite s pomocjo razcepa
Choleskega.

85
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Regitev. Parabolo predstavimo v obliki p(x) = ag + a1z + azz?.  Veljati mora

p(x) = f(x) zax € {—1,0, 1,2}, torej so koeficienti ag, a;, as dolodeni s predolo¢enim
sistemom

1 -1 1 11
1 0o o] 1|7
11 1 QT 1
1 2 4 @2 13

Naj bo matrika sistema oznacCena z A, desna stran sistema pa z b. Normalni sistem
ATAx = ATb je podan kot

4 2 6 ao 8
2 6 8 al = 4
6 8 18 az 16

Njegova resitev ustreza vektorju @, ki minimizira || Az — b||, oziroma vsoto kvadra-
tov razlik med vrednostmi parabole p in funkcije f v tockah —1, 0, 1, 2. Faktor
Choleskega za matriko AT A je podan z

2 0
V=|1 0
3 2

S&e

Ker je ATA = VVT, lahko koeficiente parabole izra¢unamo z reSevanjem sistemov
Vy=ATbin VTz = y. Dobimo y = (4,0,2) in = = (1,—1,1), kar pomeni, da je
p(x) = 22 — x + 1 parabola, ki se po metodi najmanjsih kvadratov najbolje danim
podatkom.

Naloga 5.3. Zapisite normalni sistem, ki doloc¢a polinom stopnje n, ki se po metodi
najmanjsih kvadratov najbolje prilega vrednostim funkcije f v m+1 paroma razli¢nih
tockah xg, z1,...,Tn.

Resitev. Polinom zapisimo v obliki
p($) = anxn + an—lxnil +...+ta1x+ ag.

Predolocen sistem doloc¢ajo enacbe p(x;) = f(x;), i = 0,1,...,m, kar lahko v vek-
torski obliki zapisemo kot

1 x 3 ... af ao f(zo)
1z 22 ... ap a f(z1)
1 zy l‘?n T, an f(xm)

Normalni sistem je zato

l I;)xiﬂ' ] . [ a; ]?:0 = [ Z:L’fff(l’k) ] |
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Naloga 5.4. Planet se giblje po elipti¢ni orbiti. Znanih je nekaj polozajev planeta,
ki so v spodnji tabeli podani v obliki kartezi¢nih koordinat (z;,y;), i =1,2,...,10,
glede na ravnino orbite.

xi‘—0.5 -03 0.1 08 09 05 02 —-01 -03 -0.6
yi‘—0.3 -07 -08 -07v -01 05 06 07 06 02

Dolocite koeficiente a, b, ¢, d, e v kvadratni formi
az® + by +cy? +dr +ey =1,

ki minimizirajo vrednost

10
Z (ax? + bayy; + cy? + d; + ey — 1)
i=1

2

Interpretirajte problem kot resevanje predolocenega sistema enach in v Matlabu na-
riSite tirnico planeta, ki jo doloc¢a njegova resitev po metodi najmanjsih kvadratov.

Resitev. Iskani koeficienti a, b, ¢, d, e ustrezajo resitvi predolo¢enega sistema

2 2

T nmy%r YT 1 Y Z 1
2 2

Ty T2y2 Y3 T2 Y2 1
. . . (& = .
: : : : d :

x3, 2z 1
10 10910 Yio 10 Y10 e

po metodi najmanjsih kvadratov. V Matlabu lahko resitev predolocenega sistema
izracunamo kar s pomocjo operatorja \, enako kot da bi resevali sistem linearnih
enacb z enakim Stevilom enacb in neznank.

X =[-0.5;-0.3;0.1;0.8;0.9;0.5;0.2;-0.1;-0.3;-0.61;
Y = [-0.3;-0.7;-0.8;-0.7;-0.1;0.5;0.6;0.7;0.6;0.2];

A= [X."2 X.*xY Y."2 X Y];
b = ones(10,1);

k = A\b;
Kvadratno formo, ki je dolocena s koeficienti vektorja k = (a,b,c,d,e), lahko v

Matlabu nariSemo z uporabo vgrajenih funkcij meshgrid in contour. Skupaj s
podanimi polozaji planeta je prikazana na sliki 5.1.

Problemi, ki jih prevedemo na resevanje predolocenega sistema, pogosto vkljuéu-
jejo dodatne omejitve, zaradi katerih moramo osnovni model resevanja nekoliko
prilagoditi.
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05} L]

0571

SLIKA 5.1: PoloZaji planeta, podani v nalogi 5.4, in kvadratna forma, ki se jim nagjbolje
prilega po metodi najmanjsih kvadratov.

Naloga 5.5. Predoloceni sistem Ax = b z matriko A € R™*™ m > n, in vektorjem
b € R™ vkljucuje dodatne omejitve, ki so izrazane z matriko C € RP*" p < n, in
vektorjem d € RP, v obliki nedoloc¢enega sistema enach Cx = d. Za matriki A in C
predpostavljamo, da sta polnega ranga. IS¢emo x € R”, ki minimizira ||Ax — b||,
ob omejitvi, da je Cx = d.

1. Naj bo (z,y) € R™ x RP resitev sistema
[ATA CT][m}:[ATb}
C 0 Y d ’
Dokazite, da je x resitev minimizacijskega problema.
2. Utemeljite, da resitev x obstaja in je enoli¢na.

Resitev.

1. Naj bo & € R™ poljuben vektor, za katerega velja Cz = d. Tudi vektor x, ki
je delna resitev zgornjega blo¢nega sistema, zados¢a pogoju Cx = d. Dokazimo,
da je ||[Ax — b||, < ||[AZ — b]|,. Kvadrat ||AZ — b||, lahko zapisemo kot

IA@ - 2) + Az - b]; = |A@ - 2)|; + 2(Z — 2) AT (Az — b) + | Az - b]5 .
Sedaj upostevamo, da za x velja AT Ax + CTy = ATb in za ¢len
20z —x) AT(Az —b) = 2z —x)"Cy
sklepamo, da je enak 0, saj je Cx = Cz. Od tod potem takoj sledi
| A% — b2 = | A@ — @)+ || Az — b]}2 > || Az — b]}2.
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2. Zadosca utemeljitev, da je blo¢na matrika, ki nastopa v sistemu iz prve tocke,
obrnljiva. Denimo, da ni. Potem obstaja neniceln vektor (Z,y) € R™ x R?, da je

L]

ATAZ +Cy =0, Cz =0.

Od tod sledi

Jasno je, da je Z' (ATAZ + CTy) = 0, kar pomeni, da je ||AZ|, = 0, saj je
Cz = 0. Torej je AZ = 0 in ker je A polnega ranga, je £ = 0. Sedaj prva
enacba implicira CTy = 0; tudi matrika C je polnega ranga, zato mora biti
y = 0, kar je v protislovju z zacetno predpostavko.

Naloga 5.6. Naj bo C € R™*"™ simetri¢na pozitivno definitna matrika, ki doloca

normo
|z|o = VaTCex.

Zapisite normalni sistem, ki doloca resitev problema

min
xER?

Az - b| .

Resitev. Ker je C simetri¢na pozitivno definitna, jo lahko zapisemo kot C = VV'T,
kjer je V faktor Choleskega. Kvadrat norme ||Ax — b||5 je zato enak

(Az - b)"C(Az —b) = (VT (Az — b)) (VT (Az — b)),

torej ustreza kvadratu norme HVTAa: — VTbH2. To pomeni, da je minimalna vre-
dnost ||Az — b|| dosezena pri vektorju € R™, ki je resitev sistema

(VTA) (VvTA)z=(VTA) Vb

in ga lahko poenostavimo v ATCAxz = ATCb. To je normalni sistem, ki doloca
resitev problema po metodi najmanjsih kvadratov v normi ||-||5.

5.2. QR razcep

Iskanja resitve predolo¢enega sistema Ax = b se navadno ne lotevamo z reseva-
njem normalnega sistema, saj je postopek v primeru, ko je par stolpcev matrike
A skoraj linearno odvisen, nestabilen. Tezavam se izognemo, ¢e stolpce matrike
A € R"™*™ nadomestimo z ortonormirano bazo za im(A), kar doseZzemo z raz-
cepom A = QR matrike A na ortogonalno matriko Q € R™*" (QTQ = I) in
zgornje trikotno matriko R € R™*™.
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Naloga 5.7. S pomodjo QR razcepa matrike A € R"*" dokazite Hadamardovo
neenakost

[det(A)] < T llasll,
j=1

kjer so aj, j =1,2,...,n, stolpci matrike A.

Resitev. Ce je matrika A singularna, je trditev trivialna, zato privzemimo, da je
rang(A) = n. Naj bosta Q in R matriki QR razcepa A = QR matrike A. Ker
je @ ortogonalna, je absolutna vrednost determinante A enaka determinanti R, to
je produktu diagonalnih elementov r;;, 7 = 1,2,...,n, matrike R. Poleg tega iz

razvoja
J
aj =y Tijd
i=1

zaradi ortonormiranosti vektorjev g; sledi, da je |r; ;| < |laj||,. S tem je neenakost
dokazana.

Pri modificiranem Gram—Schmidtovem postopku QR razcep A = QR matrike
A € R™*" jzra¢unamo v n korakih. Naj bodo stolpci matrike A oznaceni z
ai,as,...,an, stolpci matrike Q pa s q1,9qo,...,q,. V koraku j € {1,2,...,n}
zacnemo z vektorjem a; in nato postopno odstejemo pravokotne projekcije tre-
nutnega vektorja na vektorje q;, 1 =1,2,...,5 — 1:

1 i+1 ‘ ‘
qj(' ) — a;, qj('l-’_ = q;l) —Tijqi, Tij = q;rq.;l)'

Na koncu dobljeni vektor normiramo:

1 .
a=—4q",

| BN E)) H
rii = 1q; .
5 qu 2
S tem postopkom, ki zahteva, priblizno 2mn? operacij, zagotovimo, da so vektorji
g; normirani in paroma pravokotni, koeficienti r; ;, ¢ = 1,2,..., 7, ki nastopajo
v zgornje trikotni matriki R, pa dolocajo razvoj vektorja a; po vektorjih g;. 1z
nacina izracuna sledi Se, da so diagonalni elementi matrike R pozitivni.

Naloga 5.8. Naj bo

A:

O = =
= o O
|
w

0 -1 1
Izrac¢unajte QR razcep matrike A z modificiranim Gram—Schmidtovim postopkom.
Resitev. QR razcep A = QR matrike A s stolpci
a; =(1,1,0,0), a2 =1(0,0,1,-1), az=(-1,-3,1,1)

izra¢unamo v treh korakih.
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1) _

1. korak: Definiramo g;"’ = a; in izra¢unamo
. 1 V2
i=1: ra=d” = V2 @ = —q" =Y2(1,1,0,0).
2 T1,1 2

. 1 o
2. korak: Definiramo qg ) — as in izracunamo

. 1 2 1 1
i=1: ra=qlq"’ =0, a5 = a5 —rioq = ai",

. 1 NG
1=2: T272: Hqéz)H :\/5’ q2 = 7‘152) = 7(0’0717_1)
2 72,2 2
3. korak: Definiramo qél) = ag in izracunamo

i=1: rmz=qla” =-2v2, a5’ = a5 —risq = (1,-1,1,1),

i=2: rs=qlqf =0, @ =i —rasqe = (1,-1,1,1),
‘ 1 5 1

=3 =[], =2 = ¢ =2(1,-1,1,1).

? 73,3 qs ) qs3 r3,3q3 2( )

Ortogonalna matrika @ je dolocCena s stolpci q1, g2, q3, zgornje trikotna matrika R
pa z elementi r; ;, 1 <7 < j < 3:

1%8—11 V2 0 -2v2

50\/51’R: \/5(2)
0 —v2 1

Q=

V teoriji bi lahko koeficient r; ; matrike R izracunali tudi kot skalarni produkt
vektorjev g; in a;. To je klasiéni Gram—Schmidtov postopek, ki pa pri nume-
ri¢nem racunanju daje slabse rezultate, saj se izkaze, da je ortogonalnost bolje
popravljati glede na vektorje, ki Ze vsebujejo zaokrozitvene napake. Iz istega
razloga sistema Ax = b ne resujemo z razcepom matrike A in prevedbo na
(prilagojeni normalni) sistem Rz = Q'b, pa¢ pa poiscemo QR razcep razsirjene
matrike

(A b]=[Q an]|® 2]

kier je Q € R™*", g, 1 e R™, RER™™ 2 cR"inpeR. Iz

Az -b= A b}{’”l]

R z T
:[Q q”+1][ p:||:_1:|:Q(Rx_z)_an+1
in dejstva, da je g,+1 po konstrukeiji pravokoten na stolpce @, potem sledi, da je
vrednost ||Az — b||, minimalna natanko tedaj, ko je x resitev sistema Rx = z.
Vrednost minimuma je enaka |p| = p.
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Naloga 5.9. Naj bo A matrika iz naloge 5.8 in b = (4,6, —1,2). Dopolnite modifi-
cirani Gram—Schmidtov postopek za matriko A in poiscite QR razcep z vektorjem b

razsirjene matrike A. S pomocjo rezultata izracunajte resitev predolocenega sistema
Az =b.

Resitev. Nadaljujemo postopek iz naloge 5.8 s Se enim korakom.

(1)

4. korak: Definiramo q;° = b in izra¢unamo
i=1: ria= Q1T(L(11) = 5V2, (14(;2) = Qz(xl) —raq = (-1,1,-1,2),
i=2: rou= q;qz(f) = —¥7 qg;g) = (If) —T24q2 = %(—2727 L,1),
1=3: r34= ngz(f)) = —%, q[(fl) = 41(13) —r3aqs = i(_3737373)a
i=d: rgg= quf)H2=g, g1 = T;qf) :%(—1,1,1,1).
Velja torej
V2. 0 1 -1 V2 0 -2v2 52
_ 3v2
R N IR S ol
0 —v2 1 1 3
iz Cesar sklepamo, da je mingeps ||[Ax — b, = % Vektor € R3, pri katerem je

minimum dosezen, izracunamo z reSevanjem sistema

V2 0 —2V2 5V2
R P
2 .

in je enak = = 1(18,—6,-1).

Naloga 5.10. Z uporabo modificiranega Gram—Schmidtovega postopka dolocite
funkcijo f oblike

flx)=a+ bx? + csin(%F), a,b,c€R,

ki po metodi najmanjsih kvadratov najbolje aproksimira tocke (—2,2), (-1, —2),
(1,2), (2,4). Ali so parametri a, b, ¢ enoli¢no doloceni? Ali enako velja tudi v
primeru, ¢e funkcijo 2 +— sin(%?) v predpisu za f zamenjate z x +— cos(%%)?

Resitev. 'V prvem delu naloge iS¢emo resitev predolocenega sistema, ki je dolocen z
enacbami

a—|—4b—§c:2, a—|—b—§c=—2, a—!—b—i—?c=27 a+4b—|—§c:4.
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Z modificiranim Gram-Schmidtovim postopkom ga prevedemo v (prilagojeni nor-
malni) sistem

2 5 0 a 3
0 3 0 b | =13
00 V3 3
z enoli¢no resitvijo a = —1, b = = V3. Torej je f(z) = —1+ 2 + V/3sin(ZE)

iskana funkcija.
Ce v funkciji f zamenjamo z — sin(%*) z  — cos(%*), dobimo predoloceni
sistem

1 1 1 1
a+4bf§c:2, a+b+§c:f2, a+b+§c:2, a+4bf§c:4,

ki ni polnega ranga, saj leve strani enacb ustrezajo le dvema razli¢nima izrazoma. Ce
uporabimo modificirani Gram-Schmidtov postopek, dobimo (prilagojeni normalni)

sistem
2 5 0 w3
03 -1 ERR
C

kar pomeni, da reitvi problema ustreza funkcija f(x) = a+ bx* +ccos(%E) pri vseh
parametrih a, b, ¢, ki zados¢ajo zvezama 2a 4+ 5b = 3 in 3b — ¢ = 3.

Pri racunanju QR razcepa matrike A € R™*™ ali reSevanju predoloCenega sis-
tema z matriko A si lahko pomagamo tudi z Givensovimi rotacijami. Osnovna
ideja je, da z ravninsko rotacijo matriko preoblikujemo tako, da izni¢imo enega
izmed njenih elementov pod diagonalo. Ce Zelimo na primer izni¢iti element a;
matrike A na mestu (¢,7), ¢ > j, lahko to napravimo tako, da vektor (a; ;, a; ;),
kjer a; ; oznacuje diagonalni element matrike A na mestu (4, j), rotiramo v vek-
tor (r,0), 7 = |[(a;j,a;)|l,- To rotacijo opiSemo z matriko RjT e R™*™ ki
je enaka identi¢ni matriki povsod, razen v vrsticah ¢ in j. V teh Vrstlcah SO
nenicelni elementi podani z

RLGAGD =] 0.
pri ¢emer je ¢ = a; ;/r in s = a; ;/r. Vrednosti c in s lahko interpretiramo kot
cos(ip) in sin(p), kjer je ¢ kot rotacije v negativni smeri (to je v smeri urinega
kazalca). Matrika R]TZ deluje le na vrsticah 4 in j matrike A, elementi v ostalih
vrsticah ostanejo nespremenjeni. Zato lahko matriko A z ve¢ zaporednimi Gi-
vensovimi rotacijami preoblikujemo v zgornje trapezno matriko, v kateri zgornji
trikotnik doloca zgornjo trikotno matriko iz QR razcepa matrike A.

Naloga 5.11. Naj bo a = (3,—4,12,—84) in b = (7,—1,5,0). Z uporabo Givenso-
vih rotacij izracunajte mingcg |axz — b||, in dolocite = € R, pri katerem je minimum
dosezen.



94 5. Predoloceni sistemi enach

Resitev. Konstruiramo tri Givensove rotacije, s katerimi v vektorju a po vrsti izni-
¢imo elemente na drugem, tretjem in cetrtem mestu.

1. korak: Z rotacijo RI@ izni¢imo element a na drugem mestu.

(SN
e
[SUFN

a = R{a = (5,0,12,-84),

. b = R ,b = (5,5,5,0).

2. korak: Z rotacijo R1T73 izni¢imo element a") na tretjem mestu.

5 12
. T a'® = R{ ;a™") = (13,0,0,-84),
R173 = 12 5 .
13 B b = RY ;b)) = (85/13,5,-35/13,0).

3. korak: Z rotacijo RIA izni¢imo element a(® na etrtem mestu.

13 84
. ® 1 a® =RJ,a® = (85,0,0,0),
Ry, = :
84 ! 13 b = R ,b@ = (1,5,-35/13,84/13).
85 85

Ker so matrike rotacij ortogonalne matrike, je

laz — bll, = | BT ;BT R o(az — b)||, = @z — 5] .
Sledi, da je mingcg ||@z — bl|, dosezen pri resitvi enacbe 85z = 1, to je x = 1/85.
Minimum ustreza normi vektorja (5, —35/13,84/13), ki je enaka +/74.

Naloga 5.12. Sestavite postopek za reSevanje sistema Ax = z s tridiagonalno
matriko
aq b1
C1 a9 bz
A: ." ..' 6]1%7’7)(7’1/7
Cp—2 0ap—1 bn—l

Cpn—1 Gnp,

ki temelji na Givensovih rotacijah, in ga implementirajte v Matlabu. Koliko osnovnih
operacij je potrebnih za izracun x?

Regitev. RazSirjeno matriko [A z] Zelimo z Givensovimi rotacijami preoblikovati
tako, da bo na mestu matrike A zgornje trikotna matrika. ReSevanje sistema, ki
ustreza postopku izracuna QR razcepa razsirjene matrike, lahko torej zastavimo
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tako, da najprej dolo¢imo rotacijo 1%{2, s katero izni¢imo element c¢; na mestu
(2,1). Spremenita se prva in druga vrstica razsirjene matrike, ostale vrstice ostanejo
nespremenjene. Zato lahko nadaljujemo z rotacﬁanﬁ,1{1j+1,j =2,3,...,n—1, ki
jih po enakem razmisleku dolo¢imo tako, da izni¢ijo elemente ¢; na mestih (j+1, j).

Pri implementaciji metode za resevanje sistema Ax = z v Matlabu pazimo tako
na racunsko kot prostorsko ucinkovitost. Metoda sprejme matriko A v obliki treh
seznamov: seznama diagonalnih elementov a ter seznamov b in ¢, ki predstavljata
naddiagonalo in poddiagonalo matrike A. Pri transformaciji matrike A v zgornje
trikotno ne konstruiramo matrik Givensovih rotacij, temve¢ v vsakem izmed n — 1
korakov dolo¢imo le ¢ in s ter popravimo 5 elementov matrike (v koraku n — 1 samo
3). Zgornje trikotna matrika R, ki v razsirjeni matriki na koncu nadomesti matriko
A, ima nenicelne elemente le na diagonali in na dveh naddiagonalah, zato jo lahko
predstavimo s seznami 7y, T2 in 73, ki so po vrsti dolzin n, n — 1 in n — 2. Na
vsakem koraku postopka na podoben nacin kot elemente spreminjajoce se matrike
A popravimo tudi dva elementa v vektorju z.

n = length(a);

% diagonala in naddiagonali matrike R

rl = a;
r2 = b;
r3 = zeros(n-2,1);

for j = 1:n-1
T sqrt(r1(j)~2 + c(j)~2);

if r > 0
C=1r1(j)/r; S = c(j)/r;

4 transformacija matrike stistema

r1(j) = r;

r1(j+1) = -S*r2(j) + C*a(j+1);
r2(j) = Cxr2(j) + S*xa(j+1);

if j < n-1

r2(j+1) = C*xb(j+1);
r3(j) = S*b(j+1);
end

4 transformacija desne strani stistema
z([j j+11) = [C S; -8 Cl*z([j j+11);
end
end

Na koncu iz razsirjene matrike [A z] dobimo razsirjeno matriko [R z]. Ortogonalna
matrika @ iz QR razcepa ustreza transponirani matriki, ki je produkt uporabljenih
Givensovih rotacij, a je ni treba eksplicitno izra¢unati. Matrika @ podaja povezavo
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med razsirjenima matrikama [A z] in [R 2], saj velja A = QR in z = QZ. Resitev
sistema Ax = z lahko tako izra¢unamo z resevanjem sistema Rx = z z obratno
subsitucijo.

x = zeros(n,1);
x(n) = z(n)/r1(n);

if n > 1
x(n-1) = (z(n-1) - r2(n-1)*x(n))/r1(n-1);
end

for i = n-2:-1:1
x(1) = (z(i) - r2(i)*x(i+1) - r3(i)*x(i+2))/r1(i);
end

Prestejemo, da je za celoten postopek izracuna x po zgornji implementaciji potrebnih
25n— 28 osnovnih ra¢unskih operacij (n > 1). Tudi prostorska zahtevnost je linearna
glede na n.

Naloga 5.13. Dan je QR razcep A = QR matrike A € R™*" m > n. S pomocjo
Givensovih rotacij sestavite ucinkovit postopek za izracun QR razcepa matrike

.
A’[a }, a €R™

Prestejte stevilo operacij, ki jih zahteva predlagani postopek.

Resitev. Matriko A’ zapisemo kot

QR R

U H

A = |: a’ :| _ [ 1 0 :| |: a’ :|7 UER(m+1)X(n+1)7 HER(n+1)Xn.

Matrika, oznacena z U, je sestavljena iz ortogonalnih stolpcev. Matrika H je zgornja
Hessenbergova (to pomeni, da so vsi elementi pod diagonalo matrike enaki ni¢, razen
tistih, ki se nahajajo neposredno pod diagonalo) in jo lahko z uporabo Givensovih
rotacij transformiramo v zgornje trapezno. Naj bo H(®) = H in

j T i1 ,
HY =R[,  HU™Y  j=12..n,
kjerje R} ;. € R(+1x(n+1) Givensova rotacija, ki v matriki HU—1) izni¢i element

na mestu (j 4+ 1,5). Pri j = n dobimo

n R
H( ):Rl,n-ﬁ-l R-2r,3R-1r,2H: |: 0 :|7
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kjer R’ € R™*"™ oznacuje zgornje trikotno matriko z nenicelnimi diagonalnimi ele-
menti. Vpeljimo e matrike U = U in

UD =UUIR, 1, j=12..n
Pri j = n velja
U = UR,2R33... R, y1 = [ Q ] ’

kjer Q' € RmT1X" gznaéuje ortogonalno matriko in ¢’ € R™*1! vektor, ki je pravo-
koten na stolpce matrike @Q’. Zaradi ortogonalnosti Givensovih rotacij velja

A'=UH=U"YH™ = Q'R

torej matriki @' in R’ doloc¢ata QR razcep matrike A’.

Povzemimo postopek izracuna matrik Q' in R’ ter prestejmo Stevilo racunskih
operacij, potrebnih za njegovo izvedbo. Za vsak j € {1,2,...,n} pripravimo Given-
sovo rotacijo RJT-J- 11, ki je dolo€ena z vrednostma c in s v vrsticah in stolpcih j in
j+ 1

—S C

RIJ+1([]5]+1]7[]7]+ 1]) = |: ¢ s :| .

Izracun vrednosti ¢ in s terja 6 operacij. Rotacijo uporabimo za izracun matrike
H | ki jo dobimo z

. c s . .. .
HO(g+ gin = | ©, 8 [ HOD (1150,

za kar je potrebnih 6(n — j) operacij. Poleg tega s to rotacijo izra¢unamo tudi U G)
po formuli

UD (1 (m+1), [, +1) =UYV (1 (m +1),[5,5 + 1)) [ - ] ’
za kar je potrebnih 6(m + 1) operacij. Celoten postopek torej zahteva

Z (6 +6(n —7)+6(m+ 1)) = 6mn + 3n? +9n

Jj=1

operacij.

Pri uporabi Givensovih rotacij se nakazuje alternativna oblika QR razcepa, tako
imenovani razsirjeni QR razcep A = QR matrike A € R™*". Pri tej obliki je
Q € R™*™ ortogonalna matrika s stolpci, ki dolocajo ortonormirano bazo za
prostor R™, R € R™*"™ pa zgornja trapezna matrika. Ko resujemo predolocen
sistem Ax = b, matrike @ obic¢ajno ne izracunamo, je pa implicitno konstruirana
v postopku resevanja. Kljub temu je postopek z Givensovimi rotacijami rac¢unsko
zahtevnejsi od Gram—Schmidtovega postopka, razen kadar ima matrika A veliko
nicelnih elementov. Lahko pa namesto rotacij uporabimo zrcaljenja, ki izni¢ijo
ve¢ elementov matrike naenkrat.
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Predoloc¢en sistem Ax = b s pomocjo Householderjevih zrcaljenj resujemo tako,
da razsirjeno matriko [A b] z leve mnozimo z ortogonalnimi transformacijami.
V koraku k € {1,2,...,n} izni¢imo vse elemente stolpca trenutne matrike z
indeksom k, ki lezijo pod diagonalnim elementom. Na ta nacin postopno dobimo
zgornje trapezno matriko, ki predstavlja razsirjeno zgornje trikotno matriko iz
QR razcepa, medtem ko kompozicija transformacij doloc¢a ortogonalno matriko.
Posamezno ortogonalno transformacijo definiramo kot zrcaljenje ¢ez ustrezno
izbrano hiperravnino. Ce zelimo v vektorju a = (a1,ag,...,ap), p > 1, izni¢iti
vse, razen prve komponente, ga prezrcalimo c¢ez im(w)l7 kjer je

w = (a1 +sign(ar) [|ally, a2, ..., ap).

Matrika zrcaljenja je podana kot

2 T

P=1I- 'wTwww

in je obi¢ajno ni treba eksplicitno izraCunati, saj za transformacijo Px vektorja
x velja

2

Px=x— Tx)w.

r=ux T (w'z)w
Vektor a se prezrcali v Pa = (—sign(a1) ||al,,0,...,0).

Naloga 5.14. Naj bo

1 2 1 0
1 2 -1 3
A= 1 -4 1 ’ b= 0
1 -4 3 3

S pomocjo Householderjevih zrcaljenj poiscite resitev predolocenega sistema Ax = b.

Kaksna je vrednost mingegs ||Az — b]|,?

Resitev.

1. korak: Najprej zrcalimo prvi stolpec matrike A. Householderjevo zrcaljenje Py
je doloceno z vektorjem wy = (3,1,1,1). Ker je

2
Pia, =a; —
w w

2
P1a2 = as — T
wi wy

2
P1a3 = as — T
w; w

2

T

Pa,=a4 — ——
w; w

wl(wlTa4) =(-3,2,

——wi(w{a;) = (-2,0,0,0),
— Wy (w-lra@) = (2’ 27 _47 _4)7

711)1(11}}—0,3) = (_23 _27()’ 2))

7132)7

a; = (17 17 13 1)7
as = (2727 _4a _4)7
az = (17_17 1a3)7

ay = (073707 3)3
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se prvotni predoloceni sistem preoblikuje v

2 2 -2 -3
0 2 -2 | 2
0 -4 0 |TT] 1
0 —4 2 2

2. korak: Zrcalimo vektor (2, -4, —4).
vektorjem wy = (8, —4,—4). Iz

Householderjevo zrcaljenje Ps je doloceno z

P2a1 =a; — — wg(w;al) = (—6, 0,0), a; = (27 —4, —4),
Wy W2

P2(12 = az — — wg(wgag) = (2, —2,0)7 as = (—2,0,2),
Wy W2

Pyas = a3 — ——w»(wjaz) = (0,0,3), as = (2,-1,2),
Wy W2

sledi, da je resevanje prvotnega predolocenega sistema ekvivalentno resevanju sis-
tema

2 2 2 -3
0 -6 2 o
o 0o —=2*71] o
0 0 0 3

3. korak: Zrcaljenje v tretjem koraku ni potrebno, saj je matrika predoloc¢enega
sistema iz prejSnjega koraka ze zgornje trapezna.

Komporzicija zrcaljenj v obratnem vrstnem redu, kot smo jih uporabili na matriki
A, dolo¢a matriko Q = [Q gq] razsirjenega QR razcepa matrike A. Zgornje trapezno
matriko, dobljeno v drugem koraku, oznac¢imo z R, njen zgornji trikotnik pa z R.
Ker je

7

ool = @7 tae o] = e, [ 7 2 ]|

,qu

je
in [|[Az — b, = |—q"b| =3
min Az — b, |—q"b| =3,

ta vrednost pa je dosezena pri vektorju x, ki je resitev sistema

-2 2 =2 -3
0 -6 2 T = 0
0 0 -2 0

Izraunamo, da je x = (2,0,0).
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6. Lastne vrednosti matrik

Lastna vrednost A € C matrike A € R™*"™ je stevilo, za katerega velja Ax = A\x za
nek neniceln vektor & € C™. Slednjega imenujemo lastni vektor, dvojici (A, ) pa
reCemo lastni par matrike A.

6.1. Schurova forma

Lastne vrednosti matrike lahko dolo¢imo s pomocjo Jordanovega razcepa. V
numeric¢ni linearni algebri se uporablja njegova racunsko stabilnejsa alternativa,
obstoj katere zagotavlja Schurov izrek: za vsako matriko A € R™ "™ obstaja
unitarna matrika U € C"*" (UNU = UU"M = I) in zgornja trikotna matrika
T € C**" daje UNAU = T. To pomeni, da lahko matriko A zapisemo v obliki
A = UTU", kar imenujemo Schurov razcep matrike A, medtem ko matriki T
pravimo Schurova forma matrike A. Ker sta si A in T' podobni, lahko lastne
vrednosti A preberemo iz diagonale T

Naloga 6.1. Naj bo A enostavna lastna vrednost matrike A. Ugotovite, kako
lahko s pomocjo Schurove forme T izracunamo pripadajoci lastni vektor. Postopek
demonstrirajte z izracunom lastnega vektorja za najmanjso lastno vrednost matrike
A, ki jo dolocata matriki Schurovega razcepa

2 2 0 1 1 2 3 4
111 2 0 2 02 1 -1
U_§0030’T_00—12
2 1 0 -2 00 0 3

Resitev. Matrika T je zgornja trikotna, zato elementi na diagonali ustrezajo njenim
lastnim vrednostim. Ker je matrika A podobna matriki T, so to tudi lastne vrednosti
A. Lastni vektor & za matriko A, ki pripada lastni vrednosti A, lahko izrazimo
v odvisnosti od lastnega vektorja y za matriko T', ki pripada A\, kot * = Uwy.
Premislimo torej, kako poiskati lastni vektor y.

101
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Denimo, da X ustreza i-temu elementu ¢; ; na diagonali matrike T". PiSimo

Ty, T2 Tis Y1
T = tii Tos |, Yy=1 Y
T3 Y3

Ker je Ty = Ay, mora veljati
(Th,1 — Ay + T 2y2 + T 3y3 = 0, Ty 3y3 = 0, (T3 — AI)ys = 0.

Ker je A enostavna lastna vrednost, je T3 3 —AI nesingularna matrika, zato je y3 = 0.
Ostane nam enacha

(Th,1 — M)y, + Ty 2y2 = 0.

Ker je lastni vektor y dolocen le do konstante natac¢no, lahko vzamemo, da je yo = 1.
Z reSevanjem sistema (T 1 —AI)y1 = —T7 2 dolo¢imo Se y;. Vektor (y1, 1,0) je lastni
vektor za T, ki pripada lastni vrednosti .

Za podano Schurovo formo matrike A lahko lastni vektor, ki pripada najmanjsi
lastni vrednosti —1, dobimo z resevanjem sistema

(Lo 3]-enlo 2 ])u=-17]

Izrac¢unamo y; = (=7, —2)/6, kar pomeni, da je y = (—7,—2,6,0)/6 lastni vektor
za matriko T, @ = Uy = (—10,—11,18,—16)/18 pa lastni vektor za matriko A, ki
pripada lastni vrednosti —1.

Naloga 6.2. Dana je bloéna matrika

A= Al X , 141 c Rmxm’ A2 c Rnxn’ X e ]Rmxn.
0o A,

1. Denimo, da poznamo Schurova razcepa A; = U1T1U1H in Ay = UQTQU; matrik
A1 in As. Dolocite Schurov razcep matrike A in dokazite, da so lastne vrednosti
matrike A enake uniji lastnih vrednosti matrik A; in As.

2. 7 uporabo Householderjevega zrcaljenja izracunajte zgornjo Hessenbergovo ma-
triko, ki ima obliko matrike A in je podobna matriki

0 0 0 1
0 0 -1 0
B= 0 1 0 O
-1 0 0 O

Nato doloc¢ite Schurov razcep matrike B.

Resitev.
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1. Opazimo, da je

A 0 U, T,US 0 U, 0 T, 0 UH

U T (94

lunut x }_[Ul OHT1 UIHXUQHUlH 0}

Ker je T zgornja trikotna matrika in U unitarna matrika, je A = UTU" Schurov
razcep matrike A. Lastne vrednosti matrike A so enake lastnim vrednostim ma-
trike T in se nahajajo na diagonali matrike T'. Torej so enake lastnim vrednostim
matrik T in T5, te pa ustrezajo lastnim vrednostim matrik A; in As.

2. Konstruirajmo ortogonalno transformacijo

|10 _ 2 T
Q_[O P}’ P—I—wTwww,

kjer je P Householderjevo zrcaljenje, dolo¢eno z vektorjem w = (1,0,—1), ki
poskrbi, da je P -(0,0,—1) = (—1,0,0). IzraGunamo, da je

0 0 0 1 0 1 0 0

r | -1 0 0 o0 + | -1 0 0 o0
QB =1 o 1 o o' P |0 0 0 1
0 0 -1 0 0 0 —1 0

Vidimo, da ima matrika Q BQT obliko matrike A. Ker je
0 1]_V2[1 ] [i 0] vV2[1 —i
-1 0| 2|4 1 0 —i 2 | - 1 |

U, A Ut

je Schurov razcep B = UTU" matrike B podan z matrikama

i 0 0 0 1 i 00
o =0 0 [ 0] V200 d 1
=10 0 i o | U_Q{o Ul]_Q 00 1 i
0 0 0 —i i 100

Splosno Schurovo formo lahko nadomestimo z realno Schurovo formo, ki ustreza
realni kvazi zgornje trikotni matriki. To je zgornje trikotna matrika, le na dia-
gonali so dovoljeni bloki velikosti 2 x 2.

Naloga 6.3. Dokazite, da za vsako matriko A € R™*" obstajata ortogonalna ma-
trika Q € R™*™ in kvazi zgornja trikotna matrika T' € R™*", da je QTAQ =T.
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Resitev. Dokazujemo z indukcijo na velikost matrike A € R"*™. Ce je n = 1, trditev
velja, saj lahko izberemo @Q = 1 in T' = A. Denimo, da trditev velja za matrike
velikosti manjse ali enake n — 1, in dokazimo, da velja tudi za matrike velikosti n.
Naj bo (), ) lastni par matrike A. Ce je ) realna lastna vrednost, & razpenja realni
enodimenzionalni invariantni podprostor N' = {ax; a € R} za A, saj je Ay € N
za vsak y € N. Ce je po drugi strani A kompleksna lastna vrednost, je tudi (X, %)
lastni par za A. Realni in imaginarni del vektorjev x in @,

_ 1 _

wR:§($+$), .’BI:Z(iE—.’E),
sta vektorja iz prostora R", ki razpenjata realni dvodimenzionalni invariantni pod-
prostor N = {axr + fzr1; o, 3 € R} za A. V obeh primerih obstaja taka ortogo-
nalna matrika Q1 € R"*"™, da njen prvi oziroma njena prva dva stolpca dolocata
bazo za N. Iz invariantnosti podprostora N potem sledi
T1 X
AQl - Ql |: 0 A2 :| )

pri ¢emer je T skalar ali matrika velikosti 2 x 2, matrika Ay pa v odvisnosti od tega

velikosti n — 1 ali n — 2. Po indukcijski predpostavki obstaja ortogonalna matrika
Q-, da je Ty = QJ A2Q, kvazi zgornja trikotna. Iz tega sledi

(@[" o) 4@l a])-[7 2]

kar potrjuje obstoj razcepa QTAQ =T.

6.2. Potencna metoda

Obicajno lahko kaksno izmed lastnih vrednosti matrike A € R™*™ poisc¢emo z
izvedbo iteracije
2t = Az, r=0,1,....

Pri tem je (©) € C" izbran zacetni priblizek za lastni vektor matrike A.

Naloga 6.4. Naj bo A € R™*" diagonalizabilna matrika z lastnimi vrednostmi
A1, A2, ..., An, Za katere velja

To pomeni, da je \; dominantna lastna vrednost. Dokazite, da je
(r+1)
x:
lim —4—— = Ay,

7—00 wg"')

kjer je i € {1,2,...,n} indeks, pri katerem velja |m§r)| = 12|00
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Regitev. Naj bodo (A;,v;), i = 1,2,...,n, lastni pari matrike A, ki so Steviléeni
tako, da velja
A1l > A2l > A3] > ... > A

Ker se da matriko A diagonalizirati, so lastni vektorji linearno neodvisni in zacetni
vektor z(©) lahko razvijemo kot

.’.U(O) = V] + QU2 + ...+ QapUy.
To pomeni, da za priblizek (") velja
) = A"z = a1 Afv1 + ae\jvs + ...+ ap A v,

in za vsak i € {1,2,...,n}, pri katerem je z\” # 0, lahko razmerje """ /z("

zapisemo kot

w(r+1) (alvl + ag(i )T+1’l)2 + ...t a, ( )T+1 )
3 — Al
") <a1v1 +a2(ﬁ)7’02+...+an(%yvn)

7

9

Ker je A\; dominantna lastna vrednost (JA1| > |A2]), od tod sledi, da razmerja kon-
vergirajo k A1, ko gre r proti neskoncno.

Naloga 6.5. Denimo, da za lastne vrednosti A1, Ao, ..., A, diagonalizabilne matrike
A € R™™" velja

in Ay = —\;. Sestavite postopek za izracun lastnih vrednosti A\; in Ao ter njunih
pripadajo¢ih lastnih vektorjev.

Resitev. 'V primeru, ko je Aa = —A;, lahko na podoben nacin kot v nalogi 6.4
izpeljemo, da za vsak indeks i € {1,2,...,n} velja
(r+2)
lim 2t = A2,

T—00 .’E(T)

Ce torej vemo, da sta po absolutni vrednosti najvecji lastni vrednosti matrike A
nasprotno predznaceni, ju lahko dolo¢imo na podlagi razmerij komponent vsakih
dveh drugih zaporednih priblizkov. Nadalje, ker je

z(") 101 + ap(—1) vy + (%)rv3+...+ (ﬁ’;)rvn
=1

)

Halvl + ag(—1)"vy + (:\\f) v3+ ...+ (%) vy,

je z(") za dovolj velik r priblizno enak Syv; + B2vs za neki konstanti 8y in B2. Za
naslednji priblizek potem velja ("t = X\, f1v1 — A1 f2vs. Iz tega izrazimo

v = ()\133 + w(’”ﬂ)) , vy = 1 ()\133 w(’”ﬂ)) .

1
2)\151 2)\152
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Vektorja v in vy lahko torej doloc¢imo tako, da na podlagi A; izracunamo vektorja
Mz £ 2D in ju normiramo.

Pri potenc¢ni metodi dominantno lastno vrednost matrike A € R™*™ ra¢unamo
tako, da na vsakem koraku iteracije priblizek za lastni vektor normiramo:

:’E(r—&-l)

~(r+1) (r) (r4+1) _ _
T = Az, x _7“5(7'+1)H’ r=0,1,....

Pri tem je tudi zacetni priblizek 2(°) € C"* normiran. Z normiranjem zagotovimo,
da pri racunanju ne pride do prekoracitve ali podkoracitve. Najboljsi priblizek
A\ za dominantno lastno vrednost pri danem priblizku @) za lastni vektor je
Rayleighjev kvocient

M7 Ap)
p(4,20) = wafi) — 2™ Az,

Naloga 6.6. V Matlabu sestavite funkcijo, ki izvede potenc¢no metodo za dano
matriko A in zadetni vektor (?). Zaustavitveni kriterij za iteracijo naj dolo¢ata
toleranca za drugo normo napake Az — X\, z(" in maksimalno $tevilo korakov.
Preizkusite funkcijo z matriko

4 1 -2 1
1 3 -1 8
-1 -1 5 2
0 3 1 -6

in z vgrajenim ukazom eig preverite pravilnost dobljenega priblizka.

Regitev. Vhodni podatki implementacije potenéne metode so matrika A, zacetni
priblizek x(©) ter parametra, ki dolo¢ata zaustavitveni kriterij. Metoda vrne pri-
blizek za dominantno lastno vrednost matrike A, ki je izracunan kot Rayleighjev
kvocient drugega izhodnega podatka: priblizka za dominantni lastni vektor. Tretji
izhodni podatek je stevilo korakov, ki jih je potrebno izvesti, da je izpolnjen zausta-
vitveni kriterij. Pri implementaciji smo pozorni na to, da v vsakem koraku priblizek
z matriko mnozimo le enkrat, saj to predstavlja najzahtevnejSo operacijo v metodi.

function [e,x,k] = potencna(A,x0,tol,N)
x = x0/norm(x0);

Ax = Axx;

e = x'*Ax;

k = 0;

while norm(Ax-e*xx) >= tol && k < N
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x = Ax/norm(Ax) ;
Ax = Axx;
e = x'*xAx;
k = k+1;
end
end

Metodo preizkusimo s spodnjimi ukazi in ugotovimo, da se zakljuc¢i po 146 korakih
pri priblizku —8.3602 za lastno vrednost.

x0 = ones(4,1); tol = 1le-12; N = 200;
[el,~,k] = potencna(A,x0,tol,N);

Uporaba vgrajene metode eig na matriki A potrdi pravilnost izrac¢una, saj so pri-
blizki za lastne vrednosti matrike A enaki —8.3602, 6.6817, 4.8349 in 2.8436.

Naloga 6.7. Prilagodite implementacijo potencéne metode iz naloge 6.6 tako, da
lahko namesto matrike sprejme funkcijo mnozenja vektorja z matriko. Z uporabo
mnozenja z inverzom A~! izra¢unajte po absolutni vrednosti najmanj$o lastno vre-
dnost dane matrike A. S pomocjo ustreznih premikov poskusite s poten¢no metodo
dobiti Se vse ostale lastne vrednosti matrike A.

Resitev. Popravek implementacije metode, ki omogoc¢a mnozenje priblizka z inver-
zom matrike A, je preprost; treba je le zamenjati ukaz Axx z ukazom A (x) ter metodi
za prvi vhodni podatek namesto matrike podati funkcijo mnozenja z matriko. Za
definicijo funkcije mnozenja z inverzom matrike A ni treba izracunati inverza ma-
trike A. Racunanje A~'zx interpretiramo kot reSevanje sistema Az = . Ker se
tekom iteracije matrika A ne spreminja, vnaprej izracunamo LU razcep PA = LU
in na vsakem koraku izvedemo le reSevanje sistemov Ly = Px in Uz = y s premimi
in obratnimi substitucijami. Rezultat poten¢ne metode je recipro¢na vrednost pri-
blizka za absolutno najmanjso lastno vrednost matrike A, saj je A lastna vrednost
matrike A natanko tedaj, ko je A~! lastna vrednost matrike A~!. Iskanju absolutno
najmanjse lastne vrednosti matrike A z izvajanjem poten¢ne metode za A~! pra-
vimo inverzna potenc¢na metoda. S spodnjimi ukazi dobimo lastno vrednost 2.8436
pri prejsnjih nastavitvah vhodnih podatkov v 49 korakih.

[L,U,p] = 1u(A, 'vector');
[e4,~,k] = potencna(@(x)U\(L\x(p)),x0,t0l,N);
ed = 1/e4;

Podoben trik kot pri rac¢unanju absolutno najmanjse lastne vrednosti uporabimo tudi
za racunanje srednjih dveh lastnih vrednosti matrike A. Za poljubno realno stevilo p
je n lastna vrednost matrike A — I natanko tedaj, ko je n~! lastna vrednost matrike
(A — uI)~t. Ce torej vzamemo p = 6.5, bo lastna vrednost A =~ 6.6817 matrike A
(doloéili smo jo z uporabo eig) z absolutno najmanjso lastno vrednostjo n matrike
A — pI povezana z zvezo A = 1+ p in jo lahko zato poiséemo z inverzno potenc¢no
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metodo. Na podoben nacin dobimo lastno vrednost A ~ 4.8349 matrike A z uporabo
premika g = 5. Prvi rezultat dobimo v 14, drugega pa v 13 korakih. Korakov je
manj kot pri prejsnjih izvedbah metode, ker smo zaradi poznavanja dejanskih lastnih
vrednosti matrike A lahko izbrali primerna premika.

[L,U,p] = 1u(A-6.5%I, 'vector');
[e2,~,k] = potencna(@(x)U\(L\x(p)),x0,tol,N);
e2 = 1/e2 + 6.5;

[L,U,p] = 1u(A-5%I, 'vector');
[e3,~,k] = potencna (@(x)U\(L\x(p)) ,x0,tol,N);
e3 = 1/e3 + 5;

Naloga 6.8. Sestavite metodo, ki s poten¢no metodo in Householderjevimi reduk-
cijami poisce vse lastne vrednosti matrike. Predpostavite, da ima vhodna matrika
po absolutni vrednosti razli¢ne lastne vrednosti. Preizkusite metodo z matriko A iz
naloge 6.6.

Resitev. Pri Householderjevi redukciji s Householderjevim zrcaljenjem matrike iz-
lo¢imo lastno vrednost, ki smo jo izra¢unali s potenéno metodo, in nadaljujemo
z matriko manjSe velikosti, ki ima enake lastne vrednosti (z izjemo izlocene) kot
prvotna matrika. V osnovi je postopek naslednji.

n = size(A,1);
A = Q(x)A*x;
E = zeros(n,1);

for k = 1:n-1
/% potencna metoda
[E(k),v] = potencna(A,rand(n-k+1,1),tol,N);

/% Householderjeva redukcija
A = @(x)redukcija(A,v,x);
end
E(n) = A(1);

Postavimo A; = A € R™"*". V koraku k € {1,2,...,n — 1} s potenéno metodo izra-
¢unamo dominantno lastno vrednost A\, matrike A € R(—k+Dx(n=k+1)  Nato funk-
cijo mnozenja z matriko popravimo z redukcijo. V manjkajoci metodi redukcija se
na podlagi dominantnega lastnega vektorja vy matrike Ay doloé¢i vektor wy House-
holderjevega zrcaljenja P, = I — 2/(w]wy,)wiw] 7 lastnostjo Pyvy, = +e; (kjer je
e; standardni enotski vektor z enko v prvi komponenti), ki zagotavlja, da je

Ak X

Matrika Ay € R8>k ima enake lastne vrednosti kot Ay z izjemo .
MnozZenje matrike Ay z vektorjem x € R" ¥ se izvede brez dejanskega izracuna
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matrik Py in Ajy1 na podlagi opazke

0 B Ak X 0 . X
S P A B o P

Absolutno najmanjsa lastna vrednost matrike A je kar A,. Z izvedbo opisanega
postopka na matriki iz naloge 6.6 dobimo dobre priblizke za vse lastne vrednosti.

Naloga 6.9. Dana je realna simetricna matrika A € R™*™ 7 lastnimi pari (\;, v;),
1 =1,2,...,n, kjer so v; € R™ normirani vektorji, za lastne vrednosti \; € R pa
velja

[A1] > | A2 > ... > | Al

Lastni par (A, v1) lahko izra¢unamo s potenéno metodo. Obravnavajte lastne pare
matrike A — A\;vyv] in na podlagi ugotovitev zasnujte postopek za izracun vseh
lastnih parov matrike A.

Resitev. Za produkt matrike A; = A —\jv 0] in vektorja v;, i € {1,2,...,n}, velja
Ayv; = Av; — Ay (v]v;)vr = M (1 — 0] v;)vs.

Obravnavajmo najprej i = 1. Ker je v; normiran vektor, je 1 — vfv; = 0. Torej
je Ajv; = 0 =0 vy, kar pomeni, da je (0,v1) lastni par matrike A;. Za i > 1 iz
simetrije matrike A sledi

v]v; = )\ilvlTAT'vi = )\ilvlTAvi = i\—ivai.
Lastni vrednosti A1 in \; sta razli¢ni, zato je vIvi = 0. Potemtakem je Ajv; = \;v;
in (A;,v;) je lastni par matrike A;.

Po tem premisleku je (A2, v2) dominantni lastni par matrike A;. Izracunamo ga
lahko s poten¢no metodo. Nato definiramo matriko Ay = A; — \avovg. Zanjo po
zgornjih sklepih velja Asv; = Asvs = 0 ter Asv; = \;v;, i = 3,4,...,n. Lastni par
(A3, v3) izracunamo s potencéno metodo in enak postopek nadaljujemo rekurzivno z
matrikami A; = A;_1 — )\iviviT . Na ta nacin dobimo vse lastne pare matrike A. Ta
postopek se imenuje Hotellingova redukcija.

Naloga 6.10. Naj bo A enostavna lastna vrednost matrike A, ki ji pripadata (desni)
lastni vektor v (velja Av = \v) in levi lastni vektor u (velja ul A = AuM). Dokazite,
da se lastne vrednosti matrike

A
B:A—T'UUH
u'v

ujemajo z lastnimi vrednostmi matrike A, le da ima namesto A lastno vrednost 0.
Opisite, kako lahko na podlagi te ugotovite z uporabo poten¢ne metode izracunamo
po absolutni vrednosti drugo najvecjo lastno vrednost p matrike A ob predpostavki,
da je [A| > |u| in da je p po absolutni vrednosti vedja od vseh ostalih lastnih vrednosti
matrike A. Postopek demonstrirajte v Matlabu na primeru iz naloge 6.6.
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Resitev. Ker je

Bv:Av—u—ﬁvquv:)\v—)\v:OZO-v,
je 0 lastna vrednost matrike B. Naj bo (v, w) poljuben lastni par matrike A, razli¢en
od (A, v). Tedaj velja
Melw = ulAw = vulw

in ker je A # v, je uMw = 0. To pomeni, da je Bw = vw, zato je v tudi lastna
vrednost matrike B.

Ce je X dominantna lastna vrednost matrike A, lahko s potenéno metodo izra-
¢unamo priblizek za par (\,v). Poleg tega lahko s potenéno metodo za matriko AT
izra¢unamo priblizek za w, saj je w (desni) lastni vektor za AT:

ATy = (uHA)H = () =Nl

S tem je dolo¢ena matrika B. Ce je u po absolutni vrednosti druga najveéja la-
stna vrednost matrike A, je p dominantna lastna vrednost matrike B, ki jo lahko
izracunamo z novo izvedbo potenc¢ne metode.

Na podlagi teh ugotovitev lahko v Matlabu najve¢jo in drugo najvecéjo lastno
vrednost matrike A iz naloge 6.6 izracunamo z naslednjimi ukazi.

x0 = ones(4,1); N = 200; tol = 1e-12;

[lam,v] = potencna(A,x0,tol,N); / lam = 8.3602
[~,u] = potencna(A',x0,tol,N);

s = lam/(u'*v)*xv;
Bx = 0@(x) Axx-(u'*x)*s;
mu = potencna(Bx,x0,tol,N); A mu = 6.6817

Pri izvedbi potencne metode za matriko B podamo le funkcijo & — Bz, ki zahteva
manj operacij od izracuna matrike B. Vidimo, da s tem postopkom dobimo dober
priblizek za p. Omeniti velja Se, da je ob izra¢unu natancnejsega priblizka za A
vektor u ucinkoviteje poiskati z inverzno potenéno metodo za matriko AT — I, saj
lahko na ta nacin priblizek za u dobimo z bistveno manj koraki iteracije.

Naloga 6.11. Naj bo A € R™*"™ matrika z lastnimi vrednostmi Ay, Aa,..., \,, za
katere velja
M| > o] > ..o > [

1. Dokazite, da za naklju¢no izbran vektor & € R™ Rayleighjevi kvocienti v potencni
metodi z zacetnim priblizkom (A — A\ I)x v teoriji konvergirajo k lastni vrednosti
Ao. Kaksne tezave gre pricakovati v praksi?

2. Recimo, da s poten¢no metodo z zacetnim priblizkom x izracunamo lastno vre-
dnost A; in nato z zacetnim priblizkom (A — A\ I)x Se lastno vrednost Az. Kako
bi v slogu prve tocke nadaljevali postopek in izrac¢unali preostale lastne vrednosti
matrike A?
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Resitev.

1. Po predpostavki so lastne vrednosti paroma razli¢ne, zato so pripadajoci lastni
vektorji vy, va,...,v, linearno neodvisni. Naj bodo a1, as,...,a, take realne
vrednosti, da je

T = a1V + Uy + ... + a,U,.
Za zaletni priblizek &g = (A — A1 I)x potem velja
(A= Dz = (A — A)agve + ...+ (A — A1), Uy
Pisimo 8; = (A; — A1)y, i = 2,3, ..., n. Ker je & naklju¢no izbran, lahko predpo-

stavimo, da je ag # 0 oziroma (3 # 0. Za priblizek x na k-tem koraku potencne
metode potem velja

Army _ Bova t B30 v .+ B
T = T —
i PR I RN

in po smeri konvergira k lastnemu vektorju vs, zato Rayleighjevi kvocienti kon-
vergirajo k Ag. V praksi zaradi numeri¢nih napak koeficient razvoja vektorja
(A — M\ I)x pri vektorju v; ni enak 0, zato lahko Rayleighjevi kvocienti v po-
tencéni metodi séasoma skonvergirajo k lastni vrednosti A;.

. Ce za zacetni priblizek pri potenéni metodi vzamemo (A — X\oI)(A — A\ I)z, po
podobnem razmisleku kot v prvi tocki Rayleighjevi kvocienti konvergirajo k As.
Ce torej po izra¢unu lastne vrednosti A, zacetni priblizek, uporabljen pri izvedbi
potencéne metode, pomnozimo z (A — A1), z naslednjo izvedbo potentne metode
dobimo Ag41. Na ta nacin nadaljujemo, dokler ne dobimo lastne vrednosti A,,.

6.3. QR iteracija

Pri QR iteraciji lastne vrednosti matrike A izra¢unamo tako, da matriko z za-
poredjem iteracij transformiramo v realno Schurovo formo, iz katere lahko raz-
beremo njene lastne vrednosti. To navadno napravimo tako, da A najprej s
podobnostno transformacijo reduciramo v zgornjo Hessenbergovo matriko H.
Nato postavimo Ay = H in iterativno izracuamo

A1 = RipQp + or 1, k=0,1,...,

kjer sta Qr in Ry matriki QR razcepa Ay — ol = Qp Ry za izbran premik
0. Redukcijo na Hessenbergovo matriko uporabljamo, da zmanjsamo ¢asovno
zahtevnost koraka QR iteracije, premike o} pa uvedemo, da pospesimo hitrost
konvergence matrik Ay k realni Schurovi formi matrike A.
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Naloga 6.12. Naj bo

= = = O
=
= O = =
[er R e

1. Z uporabo Householderjevih zrcaljenj reducirajte matriko A v zgornjo Hessen-
bergovo matriko H.

2. Napravite korak QR iteracije za H s premikom oy = 5. QR razcep izracunajte z
Givensovo rotacijo.

Resitev.
1. Poskrbimo, da se zadnja dva elementa v prvem stolpcu matrike A spremenita v
0. To lahko dosezemo s Householderjevim zrcaljenjem

2

P=I-—= ww', w=(1++3,1,1).
wlw

7 nekaj racunanja v enem koraku redukcije dobimo Hessenbergovo matriko

6 —vV3 0 0

g_[1 0] 4 [t o] _|-v3 8 00
“|lo P oP| | 0 0 50
0 0 05

Ker je matrika A simetri¢na, je matrika H po pricakovanjih tridiagonalna.

2. Hessenbergova matrika H iz prejsnje tocke je razcepna. Sklepamo lahko, da je 5
vsaj dvojna lastna vrednost matrike H, preostali pa sta doloceni s podmatriko

a5

S pomocdjo Givensove rotacije dolo¢imo QR razcep matrike Ay — 5I. Rotacija, ki
iznici drugi element v stolpcu (1, —v/3), je podana z

QT_} 1 _\/g
SN EEVE I

Velja

0 0

in kot rezultat prvega koraka QR iteracije dobimo

Ry = Q) (Ao —5I) = [ 2 _2\/3}

4 0 5 0 9 0
e e e A R R B
Izkazalo se je, da premik oy = 5 ustreza lastni vrednosti matrike Ag, zato smo

Ze po prvem koraku QR iteracije dobili obe lastni vrednosti matrike Ag: 5 in 9.
Zakljucimo, da je 5 trojna, 9 pa enojna lastna vrednost matrike A.
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Naloga 6.13. Naj bo A simetri¢na pozitivno definitna matrika.

1. Utemeljite, da obstaja matrika v/ A, za katero velja \F2 = A.

2. Najbo By = VA innajbodo By, k = 1,2, ..., matrike, ki jih dobimo z izvajanjem
QR iteracije za matriko VA. Dokazite, da B,% ustreza matriki Ay, ki jo dobimo
7z iteracijo

A0:A7 Ak:‘/;g-r—l‘/;f—la k:1527"'7

kjer je Ag_1 = Vx_1 V", razcep Choleskega matrike Aj_1. Iz tega sklepajte, da
lahko lastne vrednosti matrike A izracunamo z zgornjo iteracijo, ki QR razcep
zamenja z razcepom Choleskega.

Resitev.

1. Ker je matrika A simetri¢na, ima realne lastne vrednosti in ortogonalne lastne
vektorje, zato jo lahko predstavimo z razcepom A = UDUT, kjer je U ortogo-
nalna matrika s stolpci, ki ustrezajo normiranim lastnim vektorjem matrike A,
D pa diagonalna matrika, ki je dolocena z lastnimi vrednostmi matrike A. Ker
je A pozitivno definitna, so njene lastne vrednosti pozitivne in matriko D lahko
razcepimo v D = v/ DvD, kjer je D diagonalna matrika, v kateri nastopajo
koreni lastnih vrednosti matrike A. Sedaj lahko iz

(uvDuT) (UVDU") =U (VD (U'U) VD) UT =UDU"

sklepamo, da je VA = Uv/DUT matrika z Zeleno lastnostjo.

2. Pri QR iteraciji za matriko v/A v koraku k € {1,2,...} izratunamo QR razcep
B 1 = Q_1Ry_1 matrike By_; in nadaljujemo z matriko By = Ri_1Qx_1.
Zanjo velja

By =Ri_1Qi-1 = Q)_B;_1Qi1,

zato iz dejstva, da je By simetricna, po indukciji sledi, da je tudi By simetric¢na.
Na podlagi tega lahko sklepamo, da je

Bl% = Bk'B/I = Rk—le—lQZ—leq = Rk—lR-llc——lv

in ker je Ry_1 zgornje trikotna matrika s pozitivnimi diagonalnimi elementi,
matrika R}, ustreza (enoli¢no dolo¢enemu) faktorju Choleskega za matriko BZ.
Tudi matrika Bj_1 je simetri¢na, zato zanjo velja

Bi_ =B} B, 1=R] Q] Qi 1R,_.1=R}_ R,

in po definiciji matrike Ay je Ay = B2, kot smo Zeleli dokazati. 1z lastnosti QR
iteracije zaklju¢imo, da zaporedje matrik By, B, Bs,... konvergira k Schurovi
formi za /A, torej zaporedje matrik Ag, A;, Ay konvergira k Schurovi formi za
A. Pri tem velja dodati, da je zaporedje matrik Ag, A1, Ao, ... dobro definiramo,
saj je Ap = V,;llAk,le,l za vsak k > 0 in so zato po indukciji vse matrike v
zaporedju simetri¢ne pozitivno definitne.
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7. Polinomska interpolacija

Osnovna naloga polinomske interpolacije je za dano funkcijo f poiskati polinom
stopnje n € Ny, ki se s funkcijo f ujema v n + 1 paroma razlicnih tockah. Za tak
polinom pravimo, da interpolira funkcijo oziroma da je interpolacijski polinom za
f. V sirsem kontekstu pa se teorija interpolacije ukvarja s konstrukcijo in analizo
polinomov, ki se s funkcijo ujemajo v dolocCenih lastnostih.

7.1. Lagrangeeva oblika

Priroc¢na oblika predstavitve polinoma stopnje n, ki interpolira vrednosti funkcije
v paroma razli¢nih toc¢kah z;, ¢ = 0,1,...,n, temelji na Lagrangeevih baznih
polinomih ¢, ;. Definirani so s predpisi

n

T — .

lyi(x) = pom— 1=0,1,...,n,
ko Vi k

pl

iz katerih je razvidno, da so vsi polinomi ¢, ; stopnje n.

Naloga 7.1. Utemeljite, da je £, ;(x;) = 1in £, ;(x;) = 0 za vsak j # i. Na podlagi
tega sklepajte, da je

p=3 F(o) s
k=0

polinom stopnje najveé n, za katerega velja p(z;) = f(z;), ¢ =0,1,...,n.
Resitev. Ce izvrednotimo ly; v tocki z;, so vsi ¢leni produkta, ki doloca ¢, ;, enaki
1, zato je £y ;(z;) = 1. Ce po drugi strani ¢, ; izvrednotimo v toc¢ki x;, j # i, je

eden izmed ¢lenov produkta enak 0, zato je ¢, ;(x;) = 0. Za vrednost polinoma p v
poljubni interpolacijski tocki z; torej velja

p(xi) = Z f(@r) () = f(z5).
k=0

115
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Ker so vsi Lagrangeeevi bazni polinomi ¢, ;; stopnje n, je tudi p, ki je doloc¢en kot
njihova linearna kombinacija, najve¢ stopnje n.

Naloga 7.2. Dokazite, da Lagrangeevi bazni polinomi ¢, ,, i = 0,1,...,n, sesta-
vljajo bazo prostora polinomov stopnje najvec n.

Resitev. Stevilo Lagrangeevih baznih polinomov £y, je enako n + 1, kar ustreza
dimenziji prostora polinomov stopnje najve¢ n. Zato zadosc¢a dokaz, da so funkcije
£,,.; linearno neodvisne. Denimo, da za neka realna stevila ai, K =0,1,...,n, velja

n
Z ak'gn,k =0.
k=0

Ker po nalogi 7.1 za vsak i € {0,1,...,n} velja £, ;(x;) =1 in £y, ;(z;) =0, j # i, 2
izrac¢unom vrednosti linearne kombinacije v tocki z; dobimo a; = 0.

Naloga 7.3. Z uporabo Lagrangeevih baznih polinomov dolocite polinom stopnje
najve¢ 3, ki interpolira funkcijo f(z) = 40/(x + 1) v tockah 0, 3, 2, 1. Polinom
izrazite tudi v potencni bazi.

Resitev. Lagrangeeevi bazni polinomi so za ta primer podani z
1 9
l30(z) = —5(3:5 —1)(Bx —2)(z —1), l31(z) = 51‘(3.1‘ —2)(x —1),
9 1
l3o(x) = —533(3:r —1)(z—1), l33(x) = 5;10(396 —1)(3z — 2).

Prikazani so na sliki 7.1a. Izracunamo f(0) =40, f(3) =30, f(3) =24, f(1) =20
in polinom p, ki interpolira funkcijo, predstavimo v obliki

p= 4053,0 + 306371 + 2453,2 + 205373.

Z upostevanjem predpisov za Lagrangeeve bazne polinome lahko p v potenc¢ni bazi
izrazimo kot p(z) = —9x3 + 2722 — 38z + 40. Polinom p je, skupaj s funkcijo f,
prikazan na sliki 7.1b.

Naloga 7.4. Dokazite, da lahko polinom p stopnje najvec n, ki interpolira vrednosti

funkcije f v tockah xg,z1,...,Z,, predstavimo v baricentri¢ni obliki
n
k
> f (@)
=0 T — Tk
p(SC) - n ’

>
=0 Tr — Tg

kjer je wy = 1/w'(xg) za w(z) = (x — x0)(x — x1)...(z — z,). Utemeljite, da
lahko ob vnaprej izracunanih vrednostih wy, k = 0,1,...,n, vrednost polinoma p v
poljubni tocki z izra¢unamo z O(n) osnovnimi ra¢unskimi operacijami, neodvisno
od vrednosti f(xg).
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(A) Lagrangeevi bazni polinomi. (B) Interpolacijski polinom.

SLIKA 7.1: Primer polinomske interpolacije iz naloge 7.3.

Resitev. Za odvod polinoma w velja

W'(z) = Z H(sc —x;),

k=0 1i=0
i2k
torej je
1
Wy = 37— k:0317 1,
[Tk =)
=0
i2k

in po definiciji Lagrangeevih baznih polinomov lahko p zapisemo v obliki

— ‘, = .
p@) =Y fap)lnr(@) = p— wy f(zr)
k=0 k=0
Ta zveza velja za vsako funkcijo f, tudi za konstanto x + 1, iz Cesar sledi enakost
n
w(z)
1= .
;0 Tr — Tg Wk

Ob upostevanju p(z) = p(z)/1 iz teh dveh zvez dobimo iskano obliko polinoma p.

Za izracun vrednosti wy, k = 0,1,...,n, je potrebnih (n + 1)(2n — 1) = O(n?)
osnovnih rac¢unskih operacij. Ko te vrednosti, ki so odvisne le od interpolacijskih
tock, imamo, lahko ob podanih vrednostih f(zy), k = 0,1,...,n, vrednost polinoma
p v poljubni tocki z izracunamo le s 5n4+4 = O(n) osnovnimi ra¢unskimi operacijami.
Pri tem moramo biti pazljivi v primeru, ko je x enak eni izmed interpolacijskih tock
xi. Tedaj velja p(zy) = f(ag).
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Vrednost interpolacijskega polinoma lahko izra¢unamo tudi brez njegove ekspli-
citne konstrukcije. Tovrstne postopke zdruzujemo pod imenom iterativna inter-
polacija. Eden izmed njih je ra¢unanje vrednosti s pomocjo Nevillove sheme, ki
je predstavljena v nadaljevanju.

Naloga 7.5. Naj bodo x¢, z1, ... paroma razlicne tocke in p; , ¢ > 0, k > 0, polinom
stopnje najvec¢ k, ki interpolira vrednosti funkcije f v tockah z;, x;41, ..., Ti1k.

1. Denimo, da sta vrednosti polinomov p; ;—1 in p;41,k—1 v tocki x znani. Dokazite,
da za vrednost p; ;. v tocki = velja

1 T —x; i k—1(x
pz,k('r) _ i Dik 1( )
Titk — i | T — Titk Pit1,k-1(T)

2. Izracunajte vrednost polinoma, ki interpolira tocke (0,2), (2,4) in (4,8), v tocki
x = 1. Pomagajte si z zvezo iz prejsnje tocke tako, da zacnete s konstantnimi
polinomi in v dveh korakih izra¢unate vrednost parabole, ki interpolira dane
tocke.

3. Izracunajte vrednost polinoma, ki interpolira tocke (0,2), (2,4), (4,8) in (6, 10),
v tocki = 1. Uporabite izracune iz prejsnje tocke.

Resitev.
1. Ker je
pik—1(x;) = f(x)), j=ii+1,.. . i4+k—1,
piv1h-1(x;) = f(z)), j=1i+1,...i+k—-11i+k,
za polinom
T — T Tigk —
q@) = —pirp () + Epi e (2)
Tit+k — Tq Tivk — T4
velja

q(z;) = f(z;), j=d0+1,...,i+ k.
Iz enoli¢nosti interpolacijskega polinoma sledi p; , = ¢, kar zakljucuje dokaz.
2. Naj bo zg =0, z; =2 in z3 = 4. Vemo, da je
po,o(r) =2, p1o(r) =4, p20(z) = 8.

Nato za x = 1 izracunamo

1 x—xo Po,o(T) 1)1 2

_ ’ = — =3

po,1() 1 —2o | *T—x1 Dp1o(T) 2] -1 4 7
1 x—x1 pro(x) -1 4

_ b = — - 2
p11(2) To—1T1 | T— T2 D2o(T) 2| =3 8
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ter Se

1 T —x z 11 1 3 11
- |4 1)

xo —x0 | T—x2 pr1(T) 41 -3 2 4

3. Naj bo Se x3 = 6. Izracune iz prejsnje tocke lahko zberemo v naslednji shemi, ki
jo dopolnimo z izra¢unom vrednosti pa 1(z), p1.2(x) in po s(z) pri z = 1.

. z—x | polx) pailz) po(z) p sz
0 1 2

3
2 -1 4 a

2 ) s

2

4 -3 8 3

)
6 ) 10

Sledi torej, da je po3(1) = 3.

7.2. Newtonova oblika

Lagrangeeva oblika interpolacijskega polinoma je enostavna in nazorna, a racun-
sko ni najbolj uc¢inkovita. Primernejsa in bolj vsestranska je Newtonova oblika,
ki je osnovana na deljenjih diferencah. Deljena diferenca [zg,x1,...,2,]f pred-
stavlja vodilni koeficient polinoma stopnje najve¢ n, ki interpolira funkcijo f v
tockah xg, x1,...,Ty.

Naloga 7.6. Naj bodo zg, z1,...,z, paroma razlicne tocke. Dokazite, da velja
n
[xoaxlv v 71'71]](' = Zwkf(xk)v
k=0

kjer so vrednosti wg, k =0,1,...,n, definirane tako kot v nalogi 7.4.

Resitev. Polinom p stopnje najve¢ n, ki interpolira vrednosti funkcije f v tockah
2o, T1,-..,Tn, lahko zapiSemo v Lagrangeeevi obliki kot

k=0

Vodilni koeficient je koeficient pri funkciji z — 2™ in je po definiciji Lagrangeevih
baznih polinomov enak

- 1 = flaw)
kzzof(“) H?;z Cera i kzzo )

kar po definiciji wy, potrjuje dokazovano formulo.
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Naloga 7.7. Naj bosta zg in x; razlicni tocki. Utemeljite, da za funkcijo f, ki je
definirana v xg in x1, velja [zo]f = f(zo) in [z1]f = f(z1) ter

[fﬂOaxl]f = f(xz :iix())‘

Cemu ustreza vrednost limg, ., [T0, 71]f?

Resitev. Uporabimo lahko rezultat naloge 7.6. Ce je w(x) = v —xg ali w(x) = z — 7,
je odvod funkcije w enak 1, zato je [zo]f = f(xo) in [z1]f = f(z1). V primeru dveh
tock je funkcija w podana s predpisom w(z) = (& — zp)(z — x1), njen odvod w’ pa s
predpisom w’(z) = 2z — x¢p — 1. Velja torej

f(@o) fl@y) f(@1) — flzo)

[To, 21]f = + = :
To — T1 r1 — Xo r1 — Xo

Limita tega izraza, ko posljemo x; proti xg, ustreza odvodu funkcije f v tocki zg.

Privlac¢nost deljenih diferenc se skriva v rekurzivni zvezi, ki ji zados¢ajo. Za dano

funkcijo f in zaporedje interpolacijskih tock xzq, 1, ..., Tr_1,zr lahko vrednost
[0, X1, ..., 2] f izrazimo kot
T1,T2, ..., T|f — [0, 21, ... Tp_1]f
[I07x1,,,_’zk]f:[ ) 3 7 ] [ ) 7 } .
T — Xo

Ker je deljena diferenca [z]f enaka vrednosti funkcije v tocki z, lahko zaénemo z
vrednostmi f(zo), f(z1),. .., f(zx) in vrednost [zg, 21, ..., z]f doloimo v k—1
korakih rekurzije. Pri tem se lahko ista interpolacijska tocka v zaporedju pojavi
veckrat, s ¢imer ponazorimo, da v doloc¢eni tocki poleg vrednosti interpoliramo
tudi enega ali ve¢ odvodov funkcije. Za veljavnost rekurzivne formule zadostuje
ze, da sta vsaj dve tocki razlicni, saj je deljena diferenca neodvisna od vrstnega
reda tock in lahko privzamemo, da so urejene naraséajoce. Ce so vse tocke enake,
to je xp = xp, deljeno diferenco izracunamo po formuli

_ [¥(o)

[Io,wl,...,$k]f %l

ob predpostavki, da je funkcija k-krat odvedljiva v tocki xg.

Interpolacijski polinom p funkcije f =za zaporedje interpolacijskih tock
o, T1,- .-, Ty je v Newtonovi obliki podan kot

p(x) = Z(m —zo)(x—x1) ... (x — xK_1)[T0, X1, - . ., TK] f-
k=0

Zanj velja p(z;) = f(z;), i = 0,1,...,n. Se ve¢, e se v interpolacijskem zapo-
redju tocka xz; pojavi m-krat, velja p(r)(xj) = f(r)(xj), r=0,1,...,m—1.
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Naloga 7.8. Naj bo p polinom stopnje 3, ki interpolira vrednosti f(x) = 40/(z+1)
v tockah 0, %, %, 1. Predstavite p v Newtonovi obliki.

Resitev. Polinom p dolo¢imo na podlagi naslednje sheme. Vrednosti deljenih diferenc
so izracunane s pomocjo rekurzivne formule.

. Hf [7]f [H]f [H,]f
0 40

—30
5|30 18

—18 -9
2 24 9

—12
1|20

S pomocjo podatkov v zgornji diagonali sheme dolo¢imo interpolacijski polinom

o) =0 0m 150 (o) aw (5 1) (o 2).

Razvidno je, da se p v potené¢ni bazi izraza kot p(x) = —92 + 2722 — 38z + 40.
Zato se (kot je zaradi enoli¢nosti interpolacijskega polinoma pri¢akovano) ujema s
polinomom v Lagrangeevi obliki, izpeljanim v nalogi 7.3.

Naloga 7.9. Dolocite interpolacijski polinom ¢ stopnje 3, ki interpolira vrednosti
in odvode funkcije f(z) =40/(z + 1) v tockah 0 in 1.

Resitev. Polinom ¢ dolo¢imo na podoben nacin kot polinom p v nalogi 7.8, le da
tokrat uporabimo zaporedje interpolacijskih tock 0,0, 1, 1 namesto 0, %, %, 1. S tem,
da tocki 0 in 1 v zaporedju podamo dvakrat, ponazarimo, da interpoliramo tako
vrednosti kot vrednosti odvoda funkcije f v tockah 0 in 1. V shemi deljenih diferenc
v stolpcu, ki dolo¢a deljeno diferenco f na dveh tockah, dvakrat uporabimo odvod
f'(z) = —40/(x + 1)? funkcije f.

) Hf [7 ]f ['7'7 ]f ["'7'7 ]f
0] 40

—40
0] 40 20

—20 —-10
1] 20 10

—10
1] 20

Koeficiente polinoma ¢ razberemo iz zgornje diagonale sheme deljenih diferenc. Do-
bimo
q(z) = 40 — 40z + 202% — 102°(x — 1),

kar se razlikuje od polinoma p v nalogi 7.8.
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Newtonovo obliko interpolacijskega polinoma lahko razumemo kot posplositev
razvoja funkcije f v Taylorjevo vrsto. Ob primernih prepodstavkah za funkcijo
f namrec velja

f(@) =p(@) + (x —20)(z — 21) ... (T — @n) w0, 1, - .., T, 7],

kjer p oznacuje interpolacijski polinom funkcije f za zaporedje interpolacijskih
tock xg, 1, ..., x,. 1z te zveze po Hermite—Genocchijevi integralski formuli sledi

AR
f(z) —p(z) = m

(x—x0)(x—21) ... (2 —2p)

za nek ¢ € (min(z, xg), max(x, z,)), kar je prirona enakost za ocenjevanje na-
pake interpolacije na zaprtem intervalu.

Naloga 7.10. S pomodjo Cetrtega odvoda funkcije f(z) = 40/(x+1) ocenite napaki
interpolacije

@ r@l gy )~ @)

funkcije f s polinomoma p in ¢ iz nalog 7.8 in 7.9 na intervalu [0, 1].

Resitev. Za polinom p velja

1
B <1 ()
Jmax |f(2) —p(@)| < g max ‘f ()

1 2
zrél[%,}i} |z(z — 1)(z — 2)(x - 1)].

Ker je f®(z) = 40 - 4!/(z + 1)®, lahko prvi del zgornje ocene navzgor omejimo s

40. Za omejitev drugega dela ocene obravnavamo maksimalni absolutni vrednosti
parabol z(z — 1) in (z — $)(# — ) na intervalu [0,1]. Prva je omejena z §, druga

2 . . . . . JEo 1 .
pa z g, kar pomeni, da je drugi maksimum v oceni gotovo manjsi od 5. Na podlagi
tega ocenimo

max |f(x) — p(z) 0 2.2.

| < —
z€[0,1] 18

Napako interpolacije s polinom ¢ ocenimo z

1
— < — (4) 2z —1)2].
zax |f(2) —qle)l < 33 max (f (@) Jmax, |2%(z = 1)?|
Ker je absolutna vrednost parabole z(z — 1) na intervalu [0, 1] omejena z i velja
40
- < — =25.
s [7(x) (@) < g

Oceni namigujeta, da vzdolz intervala [0, 1] polinom p bolje aproksimira funkcijo f
kot polinom g. To potrjujeta tudi grafa razlik f —p in f — ¢, prikazana na sliki 7.2.
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01 1 1 1 1 1 1 1 1 |
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SLIKA 7.2: Graf razlik med funkcijo in interpolacijskima polinomoma iz naloge 7.10.

Naloga 7.11. Dokazite, da za funkcijo f(z) = 40/(z + 1) in poljubno zaporedje
interpolacijskih tock xg,x1,...,x; velja

40(—1)*
(.Z'()—l—l)(.’lil —|—1)...(l‘k—|—1)'

[0, @1, ... 2] f =

S pomocjo te ugotovitve izboljSajte oceni napak iz naloge 7.10.

Resitev. Dokazimo najprej, da izrazava deljene diference velja, ¢e so vse tocke enake.
Z indukcijo preverimo, da za k-ti odvod funkcije f velja

\k
1) = U

kar pomeni, da je

_ W) _ 40(-1)*

T, LQy -y T = .
[ 0,40 9 O}f ]f' (xO + 1)k,+1
k+1
Predpostavimo sedaj, da sta med tockami xg, z1, . ..,z vsaj dve razliéni (brez skode

za splosnost sta to xo in zy) in da izrazava velja za deljenje diference, v katerih
nastopa manj kot k£ + 1 tock. Potem po rekurzivni zvezi za deljene diference velja
40(—1)F1 B 40(—1)F1
]f _ (x14+1)...(p—1+1) (zk+1) (xo+1)(z141)...(xr—_1+1)
Tk — Zo

[1‘071‘1,...,xk s
kar se poenostavi ravno v zeleno izrazavo.
Iz dokazanega sledi, da za poljuben x € [0, 1] velja

9 10
129 — < 1.1 =
|[073737 7x}f| .73+1 —97 |[0707 I 7x]f| .23+1

< 10.
S pomocjo ocen, izpeljanih v nalogi 7.10, sklepamo, da je

L@@l <2

N | =

[f(z) = p(a)] <
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Tudi ti dve oceni, ki sta precej boljsi od ocen v nalogi 7.10, kaZeta na to, da je
polinom p boljsa aproksimacija za f kot q.

Naloga 7.12. Prilagodite Hornerjev postopek za racunanje vrednosti polinoma v
Newtonovi obliki in izracunajte vrednosti polinomov p in ¢ iz nalog 7.8 in 7.9 v tocki
x = 5. Katera vrednost je boljsi priblizek za f(3)?

Resitev. Vrednost polinoma, ki je predstavljen v obliki
x=agt+a(r—xz9)+...+an(x—x0) ... (& —zp_1),

lahko v toc¢ki z izrac¢unamo s 3n racunskimi operacijami na podoben nacin kot s
Hornerjevim postopkom. Edina razlika je, da moramo x v vsakem koraku postopka

ustrezno zamakniti. Ce podatke predstavimo s seznamoma a = (ag,ay, ... ,a,) in
X = (z9,21,...,2,), v Matlabu to opravimo na naslednji nacin.
n = length(a)-1;
b = a(n+1);
for i = n:-1:1
b = a(i) + (x-X(i))x*b;
end

Konéna vrednost b ustreza vrednosti polinoma v tocki z. Za izra¢un vrednosti
polinomov p in ¢ v tocki x = % so potrebni trije koraki postopka. Pri polinomu p
spremenljivka b po vrsti zavzame vrednosti —9, 19.5, —26.75, 26.625, pri polinomu
q pa —10, 25, —27.5, 26.25. Torej je p(3) = 26.625 in g(3) = 26.25. Ker je
f(%) = % = 26.6, polinom p v tocki % predstavlja boljsi priblizek za funkcijo f kot

polinom gq.

Naloga 7.13. V Matlabu sestavite metodo, ki sprejme seznam interpolacijskih tock
in seznam vrednosti funkcije v interpolacijskih tockah, vrne pa vrednosti interpola-
cijskega polinoma pri abscisah, podanih v dodatnem seznamu. Metoda naj temelji
na konstrukeciji sheme deljenih diferenc in izracunu vrednosti polinoma po prilagoje-
nem Hornerjevem postopku. Preizkusite jo z interpolacijskimi podatki iz naloge 7.8,
ki doloc¢ajo interpolacijski polinom p za funkcijo f, in izracunajte

omax N (so05) =P (0m) |

da dobite priblizno vrednost napake interpolacije na intervalu [0, 1].

Resitev. 1zsek kode, podan v nalogi 7.12, za izra¢un vrednosti polinoma, ki interpo-
lira vrednosti funkcije f v n 4+ 1 tockah, dopolnimo s konstrukcijo tabele F velikosti
(n+1) x (n+1), v katero shranjujemo vrednosti deljenih diferenc. V prvi stolpec te
tabele postavimo funkcijske vrednosti iz £X v interpolacijskih tockah iz X. Spremen-
ljivki X in £X predstavljata vrstici dolzine n + 1, ki ju metoda prejme kot vhodna
podatka. Nato v zanki dopolnimo tabelo F tako, da v koraku 5, j =2,3,...,n+ 1,
zapolnimo prvih n— j 42 elementov v j-tem stolpcu z vrednostmi, ki jih izracunamo
s pomocjo rekurzivne formule za deljene diference na podlagi vrednosti v prejsnjem
stolpcu tabele F in interpolacijskih tock iz X.
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n = length(X)-1;
F = [fX' NaN(n+1,n)];
for j = 2:n+1
for i = 1:n-j+2
F(i,j) = (F(i+1,j-1)-F(i,j-1))/(X(i+j-1)-X(1i));
end
end

Prva vrstica tabele F predstavlja koeficiente interpolacijskega polinoma v Newtonovi
obliki. Za izrac¢un vrednosti tega polinoma lahko uporabimo prilagojeni Hornerjev
postopek. Pri podatkih X = [0 1/3 2/3 1] in £X = [40 30 24 20] izracunamo
vrednosti polinoma v tockah x = 0:1e-3:1. Maksimalna absolutna razlika med
vrednostmi funkcije in polinoma p v teh tockah je 0.0990.

Naloga 7.14. Metodo iz naloge 7.13 nadgradite tako, da lahko sprejme tudi seznam
vrednosti odvodov funkcije ter izracuna vrednosti polinoma, ki interpolira tako vre-
dnosti kot odvode funkcije v interpolacijskih tockah. Prilagojeno metodo preizkusite
z interpolacijskimi podatki iz naloge 7.9, ki doloc¢ajo polinom ¢ za funkcijo f. Izra-
¢unajte

omax 1S (ao5) — @ (om0 |
in rezultat primerjajte s priblizkom za napako iz naloge 7.13.

Resitev. Metoda za izracun vrednosti polinoma, ki poleg vrednosti funkcije v inter-
polacijskih tockah interpolira tudi vrednosti njenih odvodov, mora sprejeti Se eno
dodatno vrstico dfX dolzine n + 1, v kateri so shranjene vrednosti odvodov funk-
cije v interpolacijskih tockah. Shema deljenih diferenc je v tem primeru dolzine
(2n+2) x (2n+2). V prvi stolpec F je treba na zacetku vstaviti funkcijske vrednosti
iz £X tako, da se vsaka zaporedoma pojavi dvakrat. V drugi stolpec v lihe vrstice F
postavimo vrednosti odvodov iz dfX, v sode vrstice (razen zadnje) pa vrednosti, ki
jih dobimo s pomocjo rekurzivne formule za deljene diference. Pred nadaljevanjem
razsSirimo Se seznam X tako, da vsako interpolacijsko tocko podvojimo.

F = NaN(2*xn+2) ;

F([1:2:2%n+1 2:2:2*n+2],1) = [fX fX]';

F([1:2:2%n+1 2:2:2%n],2) = [dfX diff (£fX)./diff(X)]"';
X([1:2:2%n+1 2:2:2*%xn+2]) [X X]°';

Preostanek postopka za izracun sheme deljenih diferenc je v vecji meri enak prej-
Snjemu, treba je le ustrezno prilagoditi indekse v zanki. Za¢nemo s tretjim stolpcem
in vztrajamo do stolpca 2n + 2.

Ocena za napako interpolacije vrednosti in odvodov funkcije f v tockah 0in 1 s
polinomom ¢, ki jo izra¢unamo v 1001 tockah na intervalu [0, 1], je enaka 0.4226 in
nakazuje, da se polinom ¢ slabse prilega funkciji f kot p. Z izrisom grafa f ter grafov
p in q se lahko prepricamo, da se p enakomerno prilega funkciji f vzdolz celotnega
intervala, medtem ko se ¢ s funkcijo posebej dobro ujema v okolici tock 0 in 1, slabse
pa v sredini intervala.
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8. Odvajanje in integriranje

Osnovni nacin racunanje priblizka za odvod ali integral funkcije je, da funkciji prire-
dimo interpolacijski polinom in ga odvajamo oziroma integriramo namesto funkcije.
S tem pristopom lahko izpeljemo pravila za odvode in integrale, ki temeljijo na funk-
cijskih vrednostih. Ta premislek lahko tudi obrnemo: pravilo za odvod ali integral
zapiSemo kot utezeno kombinacijo funkcijskih vrednosti in nato utezi dolo¢imo z
zahtevo, da je pravilo to¢no za polinome ¢im visjih stopenj. Temu nacinu izpeljave
pravimo metoda nedoloc¢enih koeficientov.

8.1. Pravila za odvajanje

Priblizek za vrednost odvoda funkcije f v tocki zq je smiselno osnovati na podlagi
vrednosti funkcije f v tocki z¢ in njeni okolici. V odvisnosti od stevila upora-
bljenih funkcijskih vrednosti lahko pricakujemo boljse ali slabse priblizke.

Naloga 8.1. Za dano funkcijo f bi radi izpeljali formulo za odvod funkcije f v tocki
xo oblike

F(xo) = Af(wo — 2h) + Bf(zo — h) + Cf(x0) + Df(zo + h) + Ef(x0 + 2h),

kjer je h > 0 izbran razmik. Dolocite konstante A, B, C, D in E tako, da bo
formula to¢na za vse polinome stopnje najve¢ 4. Pomagajte si s sistemom enacb, ki
ga dobite, ¢e za funkcijo f vzamete funkcije z — (z — 2¢)", i =0,1,2,3,4.

Resitev. Poljuben polinom stopnje najvec 4 lahko predstavimo v predlagani potenéni
bazi z zamikom zy. Zato bo formula zanj to¢na, ¢e konstante A, B, C, D in E
zadoscajo enacham

0=A+B+C+D+E,

1=-2hA—hB+hD+2hE,

0 =4h?A+ h?B + h*D + 4h*E,

0=—8h*A—h’B+h*D+8h’E,

0 =16h*A + h*B + h*D + 16h*E,

127
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ki jih dobimo tako, da v formuli funkcijo f po vrsti nadomestimo z baznimi funkci-
jami x — (x — 20)*, 1= 10,1,2,3,4. Od tod izra¢unamo

1 2 2 1
torej je

1
iskana formula za priblizek f’(zg).

Naloga 8.2. Predpostavite, da je funkcija f petkrat zvezno odvedljiva in za pravilo
F iz naloge 8.1 izrazite ostanek f'(z¢)—F(zo) v obliki K f®)(€), kjer je K konstanta,
odvisna od h, in & Stevilo z intervala (xg — 2h, zg + 2h).

Regitev. Pravilo F(zg) je enolicno doloceno z zahtevo, da je tofno za polinome
stopnje manjse ali enake 4. Potemtakem zaradi enoli¢nosti polinoma p stopnje najvec
4, ki interpolira vrednosti f v to¢kah x¢g — 2h, o — h, xg, o + h, Tg + 2h, ustreza
vrednosti p'(xg). Za vsak x € [zg— 2h, 2o+ 2h] obstaja Stevilo £ € (xg —2h, zg+2h),
odvisno od z, da velja

VR LU B B o o
f(z)—p(z) = = (x —20+2h) (x —xzo+ h)(x —x0) (x — 20 — h) (¥ — 2o — 2h).
Ce zgornji izraz odvajamo in izvrednotimo v o, dobimo

(5) 4
@)~ Fao) = f'(ao) — o/ tw) = L& ans = o1 e)

kar predstavlja ostanek v iskani obliki.

Naloga 8.3. S pravilom F', izpeljanim v nalogi 8.1, bi radi poiskali ¢imbolj natancen
priblizek za odvod funkcije f(z) = 1/(z + 1) v tocki 9 = 1. Napaka pri racunanju
odvoda je odvisna od h in je sestavljena iz dveh delov, napake metode, ki jo doloca
ostanek, in zaokrozitvene napake pri racunanju funkcije f. Predpostavite, da je
napaka pri izracunu vrednosti funkcije f manjsa od ¢, in dolocite h, pri katerem je
napaka pri izracunu odvoda najmanjsa.

Resitev. Napaka metode za dano funkcijo f ustreza absolutni vrednosti ostanka. Za
majhen h bo priblizno enaka
h* 5! B AN
30(1+1/2)6 36
Zaokrozitveno napako lahko na podlagi formule za odvajanje ocenimo z
% %61*§€2+%63*%84 S;—;, lei| <e, i=1,2,3,4.

Celotna napaka je torej oblike

in bo najmanjsa pri h ~ {/37/2!1e.
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8.2. Pravila za integriranje

Interpolacijska integracijska pravila za funkcijo f na intervalu [a,b] v sploSnem
predstavimo v obliki

b n
[ H@yde =3 wif@i) + R()
a 1=0

Izpeljemo jih z integracijo interpolacijskega polinoma za funkcijo f. Za tocke
g < 1 < ... < z, predpostavljamo, da so paroma razlicne; imenujemo jih
vozli integracijskega pravila. Koeficienti w;, i = 0,1,...,n, so utezi, ki jih lahko
predstavimo kot integrale \
= / lyi(z) de
a

Lagrangeevih baznih polinomov ¢, ; stopnje n, definiranih na podlagi interpola-
cijskih tock z;. Izraz R(f) oznacuje ostanek integracijskega pravila, za katerega
ob predpostavki, da je f dovoljkrat zvezno odvedljiva, velja

/ o (x) dz,

n+1)

kjer je w(x) = (z — xo)(x — x1)...(x — zp) In & € (a,b) Stevilo, odvisno od
parametra x.

Naloga 8.4. Izpeljite interpolacijsko integracijsko pravilo za integral funkcije f na
intervalu [a, b] z vozloma xzy = a in z; = b. Ob predpostavki, da je funkcija f dvakrat
zvezno odvedljiva, dokazite, da obstaja £ € (a,b), da za ostanek velja

_a)?
R(f) = - )

ter utemeljite, da je pravilo to¢no za vse linearne funkcije. Kaj geometrijsko pred-
stavlja priblizek za integral funkcije f7

Resitev. Utezi integracijskega pravila

b
/ f(x) dz = wo f(a) + wn f(a) + R(f)

sta podani z

b b

—-b b— — b—

’LUOZ/ T A — a7 w1=/ T adxz a7
o a—0 2 @

ostanek pa z

L
=5 [ Fe-a@-bdn
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Slednjega lahko poenostavimo. Ker je funkcija f” zvezna na intervalu [a,b], je
omejena, zato obstajata realni konstanti k¥ in K, da velja k < f(£;) < K za vsak
x € [a,b]. Nadalje velja

K(z —a)(x—b) < f'(&)(x —a)(z —b) < k(z —a)(z —b),

saj je parabola z — (z — a)(x — b) na intervalu [a,b] negativnega predznaka. Po
integraciji zgornjih neenacb dobimo

b b b
K/ (:cfa)(xfb)dxg/ f”({z)(xfa)(sz)dxgk/ (x —a)(xz—b)

in iz

sledi
b
k< —ﬁ/ F(E) (@ — a)(@ — b)dz < K.

Ponovno upostevamo, da je f” zvezna na intervalu [a, b], kar pomeni, da zavzame
vse vrednosti med k in K. Torej obstaja tako Stevilo & € (a,b), da je

" _ 6 b 11 _ _
116 = 5= | F'(€)e—a)a—b)

Integral funkcije f lahko torej predstavimo kot

b 3
b—a b—a
[ rwrae =230 G + 50 - Lo,
Ce je funkcija f linearna, je odvod f” enak 0 in R(f) = 0. To pomeni, da je pravilo
to¢no. Geometrijsko vrednost 252 (f(a) + f(b)) predstavlja ploi¢ino trapeza z ogliséi
(a,0), (b,0), (b, f()), (a, f(a)), zato se je pravila prijelo ime trapezno pravilo.

Poseben primer interpolacijskih pravil so Newton—Cotesova pravila, pri katerih
so vozli x; ekvidistantni (z; = x;—1 + h za h = (b—a)/n). Locimo pravila zapr-
tega tipa, pri katerih prvi in zadnji vozel ustrezata robovoma intervala (zg = a
in x,, = b) ter pravila odprtega tipa, pri katerih tocki z¢ in z,, izpustimo (prvi
in zadnji vozel sta dolo¢ena z 1 = a+h in x,—; = b—h). Slednja navadno upo-
rabljamo, kadar funkcija na robovih intervala ni omejena. Pri pravilih zaprtega
tipa za n = 1 dobimo trapezno pravilo:

/ @) do = B (flao) + fa1) — LHPFOE)
j =3 0 1 9 )

pri n = 2 pa Simpsonovo pravilo:

b
[ Fa)de = 3 (fan) + 1) + fa) - goh 10O,

Pri tem je £ € (a,b). Pravilu za n = 3 pravimo 3/8-pravilo.
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Naloga 8.5. Izpeljite Newton—Cotesovo integracijsko pravilo zaprtega tipa s Stirimi
vozli (n = 3), ki je oblike

b
/ f(2)dz = Af(w0) + Bf (1) + Cf(xa) + Df(ws) + EFD(), €€ (ah).

Konstante A, B, C in D dolocite tako, da je pravilo tocno za polinome ¢im visjih
stopenj. Pomagajte si s funkcijami z — (x —a)?, i = 0, 1,2, 3, ki sestavljajo bazo za
prostor polinomov stopnje 3. Nato na podoben nacin dolocite Se konstanti E in r
ob predpostavki, da je f dovoljkrat zvezno odvedljiva.

Resitev. Ko integracijsko pravilo uporabimo za funkcije = — (z — ), i = 0,1,2,3,
dobimo
3h=A+B+C+ D,
(3h)? = hB + 2hC + 3hD,
(3h)* = h?B + 4h*C + 9h*D,
(3h)* = h3B + 8h3C + 27h3D.

= W= N

Konstante, ki zados¢ajo zgornjemu sistemu enach, so

3 9 9 3
A=— B=- = - D = —h.
8h7 8h, C 8h, Sh

Oglejmo si $e ostanek integracijskega pravila za funkcijo x + (z — 20)*. Ker je

(32)5 = 0 8nt 4 321 + (30)*) =

jer =41in E = —3/80h°. S tem je 3/8-pravilo

_9
10

h5

b
[ @) de = § (7o) +35(@) + 35 () + faa) — g2 FO).

v celoti doloceno.

Med Newton—Cotesovi pravili odprtega tipa je najenostavnejse sredinsko pravilo
z enim vozlom (n = 2):

b
[ #@)de=2hsa) + 5050,

Pogosto se uporablja Milnovo pravilo s tremi vozli, ki ustreza izbiri n = 4.

Naloga 8.6. Izpeljite Newton—Cotesovo integracijsko pravilo odprtega tipa s tremi
vozli (n = 4), ki je oblike

b
/ F(@)dz = Af(21) + Bf(z2) + Cf(ws) + DFO(E), €€ (a,h).
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Konstante A, B in C dolocite tako, da je pravilo to¢no za polinome ¢im visjih
stopenj. Z dolocitvijo konstant D in r izrazite tudi ostanek pravila ob predpostavki,
da je funkcija f dovoljkrat zvezno odvedljiva.

Resitev. Z ustrezno izbiro treh prostih konstant lahko zagotovimo, da bo pravilo
tocno za vse parabole. To je res natanko tedaj, ko je pravilo tocno za funkcije
x— (x—a)', i=0,1,2, oziroma ko konstante A, B in C zados¢ajo zvezam

4h=A+B+C, 8h?®=hA+2hB+3hC, 64h/3 =h?A+4h>B + 9h2C.

Resitev dobljenega sistema enacb je A = 8h/3, B = —4h/3 in C' = 8h/3. Nadalje
opazimo, da je

4h

b
/ (z —a)®dz = 64n" = 5 (2n° — 8h® + 54h%)

in

b 5
1024h
/ (x—a)'de = 7é — (2h4 16n* + 162h")
a
od kjer sledi, da je pravilo tocno za polinome stopnje manjse ali enake 3, ne pa tudi
za polinome stopnje 4. To pomeni, da je r = 4. Iz druge enacbe potem sledi Se, da

je 41D = 1024h°/5 — 592h° /3 = 112h5 /15, torej je D = 14h°/45. Na ta naéin smo
izpeljali Milnovo pravilo

[ Fran = h@r) ~ e + 25 + a0

S Stirimi vozli.

Z dodajanjem vozlov (to je z veCanjem Stevila n) ne dobimo nujno pravil, ki
bi nam zagotovila boljse priblizke za integral funkcije. PrimernejSa nadgradnja
osnovnih Newton—Cotesovih pravil so tako imenovana sestavljena pravila, pri
katerih interval [a,b] razdelimo na m enako dolgih podintervalov, nato pa na
vsakem izmed njih uporabimo osnovno pravilo, doloceno z majhnim Stevilom
n.

Naloga 8.7. Naj S f oznacuje Simpsonovo pravilo na intervalu [a, ], S2f pa inte-
gracijsko pravilo, sestavljeno iz dveh Simpsonovih pravil na intervalu [a, b]. Dokazite,
da lahko Milnovo pravilo, izpeljano v nalogi 8.6, izrazimo kot kombinacijo pravil Sy f

in ng
Resitev. Integracijski pravili S1f in S f sta podani z
Sif = — (f(zo) +4f(z2) + f(z4)),
Saf = 7 (f(zo) +4f (1) + 2f(22) + 4f(23) + f(z4)),

wl > e
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kjer je h = (b—a)/4 in x; = a+1ih, ¢ = 0,1,...,4. Ker v Milnovem pravilu ne
nastopata funkcijski vrednosti v tockah zq in x4, vzamemo

% (2f(x1) — fx2) + 2f(x3)),

kar ravno ustreza formuli, izpeljani v nalogi 8.6.

Naloga 8.8. Naj bo

28 f =51 =

b_
vj=a+jh, h=-—" j=0,1,....m,
m

kjer je m izbrano sodo naravno Stevilo. Predpostavite, da za sestavljeno trapezno
pravilo

Tnf =5 (f(wo) +2f(x1) + ..+ 2f (@m—1) + f(2m))

| >

velja
b
/ f(x)dx:Thf+02h2+c4h4+..., c2,C4,... €ER,

Utemeljite, zakaj je T} f = (4T} f — Tonf)/3 boljsi priblizek za integral kot T}, f, in
ugotovite, kateremu sestavljenemu pravilu ustreza T,} f.

Resitev. Na podlagi izrazave ostanka za sestavljeno trapezno pravilo sklepamo, da

je
b
/ f(z)dz — T} f = % (deah® 4+ deah® + ... — e2(2h)? — cs(2R)* — ...) = O(h?),

kar pomeni, da je T,%f priblizek za integral, ki je za dva reda boljsi od T f. Z
upostevanjem izrazav Tj, f in Tops lahko pravilo T} f zapisemo kot

3 -
7 =0 fa) 443 P ) +2 3 Fla) + Sl |
=1 i=1

kar ustreza ravno sestavljenemu Simpsonovemu pravilu za korak h.
Naloga 8.9. Naj bo
b—a

‘=a+jh, h=
x; a-+gh, o

. j=0,1,...,2m,

kjer je m izbrano naravno stevilo. V Matlabu implementirajte sestavljeno Simpso-
novo pravilo

m m—1
h
Smf = 3 (f(xo) + 4;f($2i71) +2 ; f(z2i) + f(afzm)> -
Preizkusite ga z raunanjem integrala funkcije f(z) = e™* na intervalu [0, 3] pri
izbirah m = 3k 4+ 1, k = 0,1,2,3,4,5. Primerjajte dobljene vrednosti s to¢no
vrednostjo integrala. Kaksen je najmanjsi m, pri katerem se S, f od toc¢ne resitve
V/merf(3)/2 absolutno razlikuje za manj kot 107197
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Resitev. Funkcijo, ki izracuna priblizek po sestavljenem Simpsonovem pravilu, lahko
zasnujemo tako, da sprejme seznam fX, ki vsebuje vrednosti funkcije f v tockah iz
seznama X = a:h:b, kjer je h = (b-a)/(2*m). Priblizek za integral Sf funkcije f
na intervalu [a, b] lahko potem izra¢unamo z naslednjim ukazom.

Sf = h*(fX(1) + 4*sum(fX(2:2:end-1)) +
2%sum (fX(3:2:end-2)) + fX(end))/3;

Tabela 8.1 vsebuje napake e,, = |/merf(3)/2— S, f|, dobljene pri numeri¢nem
integriranju funkcije f(z) = e~ na intervalu [0, 3] pri razliénih izbirah m. Toéna
vrednost je izracunana s pomocjo vgrajene funkcije erf. Nadalje izracunamo, da je
m = 50 najmanjsi parameter, pri katerem je napaka sestavljenega pravila manjsa
od 10710,

m | 1 | 4 | 7 | 10 | 13 | 16
em | 1.8-1071 [ 1.7-107° [ 23-1077 | 5.9-107F | 21-10°% | 9.3-107°

TABELA 8.1: Napake pri integraciji s sestavljenim Simpsonovim pravilom v nalogi 8.9.

Naloga 8.10. V Matlabu implementirajte adaptivno Simpsonovo pravilo. Preizku-
site ga z integracijo funkcije g(z) = 1/vx + 1075 na intervalu [0, 1], ki iz zacetne
vrednosti 1000 na levem robu intervala zelo hitro pade proti 0. Priblizno dolocite
toleranco, pri kateri se rezultat po absolutni vrednosti razlikuje za manj kot 10~1°
od tocne resitve (/105 + 1 — 1)/500, in primerjajte ¢as izvajanja metode s ¢asom
izvajanja sestavljenega Simpsonovega pravila pri m = 108, ki da primerljivo dober
priblizek.

Resitev. Funkcijo za racunanje integrala po adaptivnem Simpsonovem pravilu za-
snujemo rekurzivno. Sprejme funkcijo f ter interval [a,b], na katerem jo integri-
ramo, poleg tega pa Se toleranco (tol) za absolutno napako priblizka. V funkciji
najprej izracunamo priblizek Sf1 po osnovnem Simpsonovem pravilu na intervalu
[a,b] in priblizek Sf2 po sestavljenem Simpsonovem pravilu na dveh podintervalih
intervala [a,b]. Na podlagi teh dveh vrednosti lahko napako integracije ocenimo
z abs (S£2-Sf1) /15, kar sledi iz izpeljave Richardsonove ekstrapolacije. Ce je oce-
njena napaka manjsa od tolerance, zaklju¢imo in priblizek Richardsonove integracije
pristejemo priblizku za integral, sicer pa rekurzivno nadaljujemo na levem in desnem
podintervalu intervala [a, b] z razpolovljeno toleranco ter rezultata rekurzivnih klicev
sestejemo.

function Sf = adsimpson(f,a,b,tol)
c = (a+b)/2;
d = (a+c)/2;
e = (c+b)/2;

fa = f(a);
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fc = f(c);

fb = f(b);

Sf1 = (b-a)*(fa + 4*xfc + fb)/6;

Sf2 = (b-a)*x(fa + 4xf(d) + 2xfc + 4xf(e) + fb)/12;

r = (8Sf2-Sf1)/15;

if abs(r) <= tol
Sf = Sf2 + r;

else
Sfa = adsimpson(f,a,c,to0l/2);
Sfb = adsimpson(f,c,b,t0l/2);
Sf = Sfa + Sfb;

end

end

Izkaze se, da je tak postopek izredno uéinkovit pri integraciji funkcij, ki na enem
delu intervala strmo rastejo ali padajo, na drugem pa so zelo polozne oziroma se
blago spreminjajo. V naSem primeru lahko z adaptivnim Simpsonovim pravilom
priblizek za integral, ki se od to¢ne resitve absolutno razlikuje za manj kot 10712,
izrac¢unamo priblizno 20-krat hitreje kot s sestavljenim Simpsonovim pravilom.

Poseben tip interpolacijskih pravil so Gaussova pravila, pri katerih vozle dolo-
¢imo z zahtevo, da je pravilo toc¢no za polinome najvisje mozne stopnje. Posle-
di¢no so taka pravila navadno uporabna le v primerih, ko poznamo funkcijske
vrednosti na celotnem intervalu integracije, je pa tak pristop izredno uc¢inkovit,
saj se izkaze, da lahko z n + 1 vozli dobimo pravilo, ki je to¢no za polinome
stopnje 2n + 1.

Naloga 8.11. Naj bo funkcija f definirana na intervalu [—1, 1]. Dolo¢ite utezi ap,
a1 in vozla xg, ©1 v Gaussovem pravilu

1
[ @) de = aof (o) + aa @) + KID(O. ¢ (-1,0)
-1
Dolocite tudi konstanto K, ki nastopa v ostanku pravila.

Resitev. V zastavljenem integracijskem pravilu proste parametre predstavljata utezi
ap in ag ter vozla zg in 7. Zato domnevamo, da jih lahko dolo¢imo tako, da bo
pravilo to¢no za polinome stopnje manjse ali enake 3 (vsak tak polinom ima namre¢ 4
proste parametre). Uporabimo integracijsko pravilo za funkcije z — 2%, i = 0,1, 2, 3,
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in zahtevajmo, da je za te funkcije pravilo tocno. Dobimo sistem nelinearnih enacb

2= (7)) + aq,
0 = apxo + 1271,
2 2
2/3 = apxy + 127,

3 3
0 = apzy + aqzy.

Iz teh enacb lahko hitro sklepamo, da so utezi in vozla neni¢elni. Ce drugo enacbo
mnozimo z z2 in od nje odstejemo Eetrto, dobimo

alxl(ajg — x%) =0,

torej mora biti 22 = 2%. Po prvi in tretji enacbi je potem
212 = (ap + ay)xd = 3

Brez $kode za splosnost privzamemo, da je zg < 1, torej je g = —/3/3 in
r1 = v/3/3. To tudi pomeni, da sta utezi ap in a; enaki 1. Ostanek izpeljanega
integracijskega pravila dolo¢imo s pomodjo funkcije  +— x*. Po predpostavki, da je
za splogno funkcijo f oblike K f(*)(¢), iz

1 4 4 9 9
4
d — — ) — ) = - - —=—,
/_1 z*dz ( V3/3 (\/?:/3 AT
sledi K = 1/135. Integral lahko torej zapiSemo kot

[ ra)de = £=VE/3) + 133 + 35100

Izpeljava Gaussovih interpolacijskih pravil z metodo nedolocenih koeficientov
je v splosnem tezavna, saj je za doloCitev vozlov in utezi treba resiti sistem
nelinearnih enach. K sreci se izkaze, da lahko vozle dolo¢imo neodvisno od utezi
kot nic¢le polinoma stopnje n + 1, ki je ortogonalen na vse polinome stopnje
najveé n. Pri tem je skalarni produkt (g, h) s kvadratom integrabilnih funkcij g
in h definiran s predpisom

(9, h) :/719($)h(a:) dx.

Ko dolo¢imo vozle, lahko utezi pravila izpeljemo po standardnem postopku z
metodo nedolocenih koeficientov.

Naloga 8.12. Izpeljite Gaussovo integracijsko pravilo

/_1 f(x)de = aof(xo) + a1 fla1) + asf(az) + KfO(8), €€ (~1,1),
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ki je to¢no za polinome stopnje najve¢ 5. Vozle xg, z1, x2 dolocite s pomocjo
kubi¢nega polinoma, ki je ortogonalen na vse polinome stopnje najvec 2, utezi «y,
a1, ag pa z metodo nedolocenih koeficientov. Dolocite tudi konstanto K v ostanku
pravila, izrazava katerega temelji na predpostavki, da je funkcija f Sestkrat zvezno
odvedljiva.

Resitev. Kubiéni polinom, ortogonalen na polinome stopnje manjSe ali enake 2,
lahko dolo¢imo z Gram—Schmidtovim postopkom za ortogonalizacijo baznih funkcij
x+— x', i=0,1,2,3. Skalarni produkt funkcij g in h je podan s predpisom

1
<9ah>:/ g(x)h(z) dx.

-1

Po standardnem postopku dobimo bazne polinome

x»—)%, 56'_)@% xHié(mQ—;>7 x»—>(x+£>x<x—£)

Pri tem zadnji polinom ni normiran, saj nas zanimajo le njegove nicle, ki ustre-
zajo vozlom xzg = —/3/V/5, 1 = 0, x5 = /3/v/5. Sedaj lahko utezi dolo¢imo z

reSevanjem sistema linearnih enacb

\/3 \/g 3
—Tlag Y =0, —ap+-ar=-<,
\/50 NG ? ’ ?

5 5 3
ki jih dobimo, ¢e v nastavek za integracijsko formulo po vrsti vstavimo funkcije
x+— x' i =0,1,2, za katere zahtevamo, da je pravilo to¢no. Iz tega sledi ag = 5/9,
a1 =8/9 in ag = 5/9. Izpeljano pravilo

/llf(x)dl”: é <5f <—£) +8f(0)+5f (ﬁ)) + KfO(¢)

je po konstrukeciji toéno za polinome stopnje manjse ali enake 5. Konstanto K v
ostanku pravila dolo¢imo tako, da vstavimo funkcijo z + 2. Iz

2 1/ 271 _27
S (52 452 ) 6K
7 9(5125+5125>+6

ag+ a1 +ag =2,

sledi K = 1/15750.
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9. Diferencialne enac¢be

Eden izmed klasi¢nih problemov matemati¢ne analize je resevanje navadne diferen-
cialne enacbe

y'(z) = f(z,y(@), x>0,
kjer je f dana funkcija dveh spremenljivk, y pa neznana funkcija, ki jo iS¢emo. Ob
ustreznih predpostavkah o funkciji f funkcija y v okolici zg obstaja in je enoli¢na, ce
predpiSemo zaéetni pogoj y(z¢) = yo. Temu pravimo zadetni problem ali Cauchyjeva
naloga.

9.1. Runge—Kutta metode

Pomemben razred numeri¢nih metod za resevanje zacetnih problemov so Runge—
Kutta metode. Gre za diskretne metode, pri katerih priblizek za funkcijo y
isCemo samo v dolocenih tockah desno od xg. Priblizek y, za toc¢no vrednost
y(xzy) v tocki x,, = xg + nh, h > 0, dolo¢imo na podlagi formule

S
Yn = Yn—1 + Z%’k‘i
i=1

za izbrano stopnjo s in izbrane koeficiente v;, i = 1,2, ..., s. Za slednje navadno
velja, da se sestejejo v 1, kar pomeni, da je vsota Y ;_, v;k; povprecje premikov
k;. Ti so v splosnem definirani kot

ki =hf | Tno1 + ihoyna + Y Bijk;

Jj=1

in odvisni od izbire parametrov o; in 3; ;. Parametre Runge-Kutta metode
ekonomicno podamo z Butcherjevo shemo

aq 51,1 51,2 51,5
Q2 ﬁ2,1 52,2 ﬁz,s

Qs 53,1 53,2 s 55,5
‘ 24! Y2 - s
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Ker vsaka taka metoda za izrac¢un priblizka vy, uporabi le priblizek y,_1, jih
uvrséamo med enoclenske metode.

Naloga 9.1. Utemeljite, da sta eksplicitna Eulerjeva metoda

Yn = Yn—1 + hf(xnfhynfl)v

in implicitna Eulerjeva metoda

Yn = Yn—1 + hf(xnayn)-
enostopenjski Runge-Kutta metodi in zapisite njuni Butcherjevi shemi.

Resitev. 1z formule za eksplicitno Eulerjevo metodo je razvidno, da ustreza enosto-
penjski Runge-Kutta metodi s parametri o; = 0, 1,1 = 0 in 73 = 1. Implicitno
Eulerjevo metodo pa dobimo, ¢e vzamemo a3 =1, 811 =11in y; =1, saj je

Yn = Yn—1+ hf(xnayn) =Yn—1+ hf (l"m Yn—1+ hf(xnayn)) .

Pripadajoci Butcherjevi shemi sta

0[]0 1]1
B B

Naloga 9.2. Izboljsana Eulerjeva metoda je podana z Butcherjevo shemo

0] o0 o
1/2]1/2 0.
0 1

Z razvojem funkcije y v Taylorjevo vrsto dokazite, da je lokalna napaka te metode
reda 3, to je y(z,) — yn = O(h?) ob predpostavki y,, 1 = y(z,_1).

Resitev. Oglejmo si Taylorjev razvoj
y(xn) = y(@n_1) + hy' (zn-1) + %thH(ifn—l) + O(h?)
funkcije y okoli tocke x,_1. Ker je y resitev diferencialne enacbe, velja
Y (@n-1) = f (@n-1,y(Tn-1)),
Y (@n-1) = fo (@n-1,Y(@n-1)) + fy (@n—1,y(Tn-1)) ¥ (Tn-1),
zato lahko razvoj ob predpostavki y,_1 = y(x,—1) zapiSemo kot
Y(@n) = Yn-1 + hfno1+ 3h* (fo(@n1,Yn-1) + fy(@n_1,Yn—1) fa1) + O(h*),

pri éemer smo z f,,—1 oznacili vrednost f(2,—1,yn—1). Primerjajmo to s priblizkom
Yn, ki ga dobimo z izboljsano Eulerjevo metodo. Po Butcherjevi shemi je

Yn = Yn—1+ hf (xn—l + %hvyn—l + %hfn—l)
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in iz Taylorjevega razvoja
f(xn—l + %hayn—l + %hfn—l) ~ fn—l + %hfz(xn—lvyn—l) + %hfn—lfy(xn—hyn—l)

funkcije f z napako O(h?) sledi, da je y(z,,) —y, = O(h3). Kot je posredno razvidno
iz izpeljav, je to za red bolje kot pri eksplicitni in implicitni Eulerjevi metodi.

Naloga 9.3. V Matlabu implementirajte funkcije, ki izvedejo eksplicitno, implicitno
in izboljsano Eulerjevo metodo za reSevanje zacetnega problema. Preizkusite jih z
reSevanjem enacbhe

x)

"(z) = 2zy(x) — ] , x>0,

(@) = 20y(w) - L2

pri zacetnem pogoju y(0) = 1. Poisite priblizke za vrednosti y v tockah z,, = g,
n = 1,2,...,30, ter analizirajte grafe napak (tocna reSitev zacetnega problema je

y() = e /(z+1)).

Resitev. Funkcije za izvedbe metod zasnujemo tako, da sprejmejo funkcijo £ dveh
spremenljivk, ki doloca diferencialno enacbo, seznam tock x, ki vsebuje tocke, v
katerih iS¢emo priblizek za resitev, in vrednost yO0, ki predstavlja zacetno vrednost
(v prvi tocki iz seznama x). Funkcija za izvedbo eksplicitne Eulerjeve metode je
preprosta in v vsakem koraku zanke izra¢una priblizek v naslednji tocki.

m = length(x) - 1;

h = diff(x);
y = [y0 zeros(1,m)];
for n = 2:m+1
y(n) = y(n-1) + h(n-1)*f(x(n-1),y(n-1));
end

Funkcija, ki izvede implicitno Eulerjevo metodo, v vsakem koraku metode priblizek
za resitev najprej dolo¢i po eksplicitni Eulerjevi metodi, nato pa iterativno racuna
priblizek po implicitni Eulerjevi metodi, dokler se priblizka v iteraciji absolutno ne
razlikujeta za manj od tol, ki je dodaten parameter funkcije.

m = length(x) - 1;
h = diff(x);
y = [y0 zeros(1,m)];
for n = 2:m+1
y(n) = y(n-1) + h(n-D)*f(x(n-1),y(n-1));
while true
yns = y(n);
y(n) = y(n-1) + h(n-D)*f(x(n),y(n));
if abs(yns-y(n)) < tol
break;
end
end
end



142 9. Diferencialne enacbe

Pri implementaciji izboljsane Eulerjeve metode v vsakem koraku najprej izracunamo
premika k1 in k2, nato pa Se priblizek metode.

m = length(x) - 1;

h = diff(x);

y = [y0 zeros(1l,m)];

for n = 2:m+1
k1 = f(x(n-1),y(n-1));
k2 = f(x(n-1)+h(n-1)/2, y(n-1)+h(n-1)*k1/2);
y(n) = y(n-1) + h(n-1)*k2;

end

Opisane funkcije preizkusimo z vhodnimi podatki f = @(x,y) 2*x.*y - y./(x+1),
x = linspace(0,1.5,31), yO = 1 in tol = 1le-10. Rezultate podaja slika 9.1.
Slika 9.1a prikazuje izracunane priblizke, slika 9.1b pa napake (razlike med toc¢no
vrednostjo in priblizki). Crne tocke oznacuje eksplicitno Eulerjevo metodo, sive
tocke implicitno Eulerjevo metodo, bele tocke pa izboljsano Eulerjevo metodo. Siv
pas na sliki 9.1a je graf tocne resitve zaCetnega problema Maksimalna absolutna
razlika med to¢nimi vrednostmi in priblizki v tockah iz x je pri eksplicitni Eulerjevi
metodi 0.5358, pri implicitni Eulerjevi metodi 0.6929, pri izboljSani Eulerjevi metodi
pa 0.0132. To jasno kaze, da je izboljSana Eulerjeva metoda natanénejsa od drugih
dveh, kot nakazuje rezultat v nalogi 9.2.

451
a4t
351
3l
251
2

15

1

-0.8

(a) (B)

SLIKA 9.1: Primerjava Eulerjevih metod na primeru iz naloge 9.3.

Naloga 9.4. Heunova metoda je podana z Butcherjevo shemo

0] O 0
17 1 0 .
12 12
Zapisite priblizek y, za vrednost reSitve diferencialne enacbe y'(z) = —2y(x) v

odvisnosti od zafetnega pogoja y(0) = yo in ugotovite, kako velik je lahko razmik
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h pri izvedbi metode, da se numeri¢na resitev y,, ko gre n proti neskon¢no, obnasa
kot tocna resitev, ko gre x proti neskonéno.

Resitev. Po Butcherjevi shemi je priblizek y,, pri Heunovi metodi podan z
Yn = Yn—1 + 3 (k1 + k2), ki =hf(zn-1,9n—1), k2 =hf(Tn,yn—1+ hk1).
Ce vzamemo f(z,y) = —2y, je k1 = —2hy,_1 in ko = —2y,,_1h(1—2h) ter posledi¢no
Yn = Yn—1+ 0 (=2hyn_1 — 2yp_1h(1 — 2h)) = y,_1 (1 — 2h + 2h7)..
Zato lahko y, v odvisnosti od yg izrazimo kot

Yn = Yo (1 —2h+2h2)n.

Toéna refitev enacbe ¢/ (z) = —2y(z) pri zacetnem pogoju y(0) = yo je y(z) = yoe 2*
in gre proti 0, ko posljemo x proti neskonéno. Ce Zelimo, da se tako obnaga tudi y,,,
ko posljemo n proti neskonéno, mora biti ’1 —2h+ 2h2’ < 1. Ker je 1—2h+2h% > 0

za vsak h > 0, je to ekvivalentno pogoju h(h — 1) < 0 oziroma h < 1.

Naloga 9.5. Izpeljite trapezno metodo za resevanje zacetnega problema tako, da
enacbo y'(x) = f(x,y(z)) integrirate na intervalu [z,_1,x,], integral f(x,y(z))
nadomestite s trapeznim pravilom in izrazite y(x, ). Z zapisom Butcherjeve sheme
dokazite, da gre za Runge-Kutta metodo stopnje 2. Podobno kot v nalogi 9.4
obravavajte priblizek y, za reSitev enacbe y'(z) = —2y(z) v odvisnosti od zafetnega

pogoja y(0) = yo.

Resitev. 7 integracijo leve strani diferencialne enacbe dobimo

/T y'(x)dz = y(zn) — y(Tn_1),

Tn—1

z integracijo desne strani pa ob uporabi trapeznega pravila

[ Heu@) ds = S0 y@n0) + S vla) + O0)

n—1

Ce nadomestimo y(x,_1) 2 Yn_1 in y(2n) z Y ter pozabimo na élen O(h3), pridemo
do formule

Yn = Yn—-1 + %h (f(xnflaynfl) + f(xnayn))a

ki doloca trapezno metodo. Iz izpeljave je razvidno, da je podobno kot pri izboljsani
Eulerjevi metodi (obravnavani v nalogi 9.2) tudi pri tej metodi lokalna napaka reda
3. Pripadajo¢a Butcherjeva shema je

0 0

1/2 1/2 .
12 12
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Oglejmo si e, kako se y,, izraza v odvisnosti od yo v primeru, ko je f(z,y) = —2y.
1z

1
Yn = Yn—1+ Sh(=2yn-1 = 2yn) = (L = R)yn—1 — hyn
sledi )
_1-h _(1-h\"
yn—1+hyn—1— 1+h Yo,
kar pomeni, da je lim,_,o yn = 0 neodvisno od h > 0. Zaklju¢imo lahko, da je
trapezna metoda bolj stabilna od Heunove metode (naloga 9.4), saj pri reSevanju

tega zaCetnega problema nimamo omejitve na dolzino koraka. Izkaze se, da je to
tudi v splo$nem prednost implicitnih metod pred eksplicitnimi.

9.2. Vecclenske metode

Pri numeri¢nem resevanju zacetnega problema bi lahko v rekurzivni formuli,
ki doloca priblizek ¥, za vrednost resitve y v tocki x,, poleg priblizka y,_1
uporabili tudi prejsnje priblizke (y,—2, Yn—3,...). To je osnovna ideja vec¢élenskih
metod.

Naloga 9.6. Izpeljite dvoclensko Adams—Bashforthovo metodo za resevanje zace-
tnega problema tako, da enacbo y'(z) = f(z,y(z)) integrirate na intervalu [z,_1, 2],
funkcijo z — f(z,y(x)) pa nadomestite z linearno funkcijo, ki jo interpolira v tockah
Zp—o in x,—1 (s tem dosezemo, da je metoda eksplicitna).

Resitev. Linearno funkcijo, ki interpolira funkcijo z — f(x,y(z)) v toc¢kah x,_o in
ZTn_1, lahko zapisemo kot

f(@n—1,y(@n-1)) — f (%-2,9(%—2))(

Tn—1— Tpn-2

T = f (xn—lay(xn—l)) + xr — J,'n_l).

Ce slednjo integriramo na intervalu [x,_1,z,], dobimo

(xnfla y(xnfl)) — f (xn727 y(xn72)) )

1
hf o (nor) + 02
To pomeni, da je

y(:cn) = y(l'n—l) + %h (3f (xn—lay(xn—l)) i (xn—va(xn—Q))) + O(hS)

in priblizek za y(z,) v tej metodi izra¢unamo kot

1
Yn = Yn—1+ ih(af(‘rnflvyn—l) - f($n727yn72))'
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