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I. poglavie : LOKALNO KOMPAKTNE GRUPE

1. Topoloske grupe

Vzpostavili bomo okvir, v katerem se bo dogajala harmoni¢na analiza. Povezali bomo
algebraic¢no strukturo grupe in topolosko strukturo. Oboje dobro poznamo od prej, zato
bomo veéino osnovnih pojmov in dejstev o grupah in o topoloskih prostorih privzeli. Pose-
bej bomo poudarili le nekatere splosne rezultate, ki jih bomo veckrat potrebovali in seveda
nekatere posebnosti pri topoloskih grupah.

Definicija 1. Topoloska grupa je grupa G, ki je hkrati topoloski prostor, pri ¢emer sta
grupni operaciji (z,y) +— 2y (mnoZenje) in z — =1 (invertiranje) zvezni.

V diskretni topologiji je npr. vsaka grupa topoloska. Preprosti nediskretni zgledi so
npr. kroznica T = {z € C; |z| = 1} za mnozenje kompleksnih §tevil, R za seStevanje
realnih stevil, R \ {0} za mnozenje realnih Stevil itd. Ve¢ zanimivih primerov topoloskih
grup bomo navedli v zadnjem razdelku poglavja.

Enoto v grupi G bomo oznacevali z 1. Uporabljali bomo standardne oznake mnozic,
npr. 1A = {zy; y € A}, Av = {yx; y € A} zax € G, A7l = {a71; » € A} in
AB = {xy;x € A,y € B} (v primeru B = A bomo pisali kar A? namesto AA).

NasStejmo nekaj primerov stalne uporabe:

- Rekli bomo npr., da je podmnozica A C G simetricna, e je A~! = A.

- Podmnozici A in B v G sta disjunktni, se pravi AN B = (), natanko takrat, ko 1 ¢ A~'B.
- Podmnozica H C G je podgrupa v G, ¢e je simetricna in velja H?> C H (tedaj je tudi
1€ H).

- Ce je H podgrupa v G, je za vsak z € G mnozica zH levi in mnozica Hx desni odsek po
podgrupi H. Spomnimo se, da sta dva leva odseka bodisi enaka bodisi disjunktna in da je
G = UzegxH, tako da so levi odseki ekvivalenéni razredi (glede na ekvivalen¢no relacijo v
G, definirano s predpisom z ~y <= z 'y € H ).

- Podgrupa H je podgrupa edinka (normalna podgrupa) v G, ¢e je tH = Hx za vsak
x € G oziroma, ekvivalentno, ée je tHz ™' C H za vsak z € G.

Topologija

Zveznost mnozenja pomeni, da za vsako okolico W tocke zy € G obstajata okolica
U totke x € G in okolica V tocke y € G, tako da je UV C W. Zveznost invertiranja
pa pomeni, da za vsako okolico V totke 271 € G obstaja taka okolica U tocke z, da je
U=' C V. Iz zveznosti mnozenja takoj sledi, da sta zvezni tudi preslikavi y — zy in
y — yx za vsak z € G. Hitro vidimo, da sta to homeomorfizma iz G na GG. Prav tako je
homeomorfizem iz G na G preslikava y — y~!. Preslikava y — xyz~! pa je t.i. notranji av-
tomorfizem ali konjugiranje grupe G, dolo¢en z elementom x € G (hkrati izomorfizem grup
in homeomorfizem topoloskih prostorov). Podgrupa H C G je podgrupa edinka natanko
takrat, ko je invariantna za vsak tak notranji avtomorfizem.

Omenjeni homeomorfizmi oziroma sama zveznost grupnih operacij imajo daljnosezne
posledice za strukturo topoloske grupe. Nekaj bolj preprostih je zbranih v naslednji trditvi.



Trditev 1. V wvsaki topoloski grupi G velja:
(a) Ce je x € G, U odprta in F zaprta podmnozica v G, so xU, Uz in U™ odprte, xF,
Fx in F~1 pa zaprte podmnoZice v G.
(b) Za zaprtje mnozic velja xA = xA in A1 = A zavsakz € G in ACG.
(c) Cejex € G in U okolica enote 1, sta U in Ux okolici tocke x. Bazicni sistem okolic
enote tako doloca baziéni sistem okolic vsake druge tocke x € G.
(d) Za wvsako okolico U enote 1 obstaja taka odprta simetricna okolica V' enote 1, da
velja V. .C V2 C U. Obstaja bazicni sistem okolic enote, sestavljen iz simetricnih odprtih
mmnozic.
(e) Za vsak x € G in vsako okolico U enote 1 obstaja taka okolica V enote 1, da velja
2Vae tcU.
(f) Za podmnozici A, B C G velja naslednge:
(i) Ce je vsaj ena od njiju odprta, je odprta tudi mnoZica AB.
(ii) Ce je ena od njiju zaprta, druga pa kompaktna, je zaprta tudi mnoZica AB.
(

iii) Ce sta obe kompaktni, je kompaktna tudi mnozica AB.

Dokaz. (a) Sledi iz dejstva, da je enostransko mnozenje z z in invertiranje homeomor-
fizem. Isto velja za (b), saj homeomorfizem preslika zaprtje na zaprtje.

Tocka (c) je posledica tocke (a).

(d) Zaradi zveznosti mnozenja obstajata taki okolici Vi, V5 enote, da je V1V, C U. Potem
je V=vVinVanV; NV, ! simetri¢na okolica enote z lastnostjo V2 C U.

(e) Spet sledi iz zveznosti mnozenja v G ob upostevanju tocke (d).

(f) (i) Ce je A odprta in B poljubna mnozica, pisimo AB = U{Ay; y € B}, v nasprot-
nem primeru, ¢e je A poljubna in B odprta, uporabimo zapis AB = U{zB; x € A}. (ii)
Denimo, da je mnozica A zaprta in mnozica B kompaktna. Naj bo z, = Zaya € AB
posploeno zaporedje, ki konvergira k z € G. Pokazati moramo, da je z € AB. Ker
je B kompaktna mnozica, lahko iz posploSenega zaporedja y, v B izberemo posploseno
podzaporedje yg, ki konvergira proti y € B, medtem ko zg Se vedno konvergira proti z.
Potem pa zaradi zveznosti preslikave (u,v) +— uv~! tudi posploseno zaporedje T3 = 25yﬂ_1
konvergira proti x, ki je nujno v A zaradi zaprtosti te mnozice. Torej je z = xy € AB.
(iii) Sledi takoj iz dejstva, da je zvezna slika AB kompaktne mnozice A x B kompaktna.

Opombe. 1. Iz tocke (¢) v trditvi 1 vidimo, da je v topoloski grupi G bazi¢ni sistem
okolic poljubne tocke dolo¢en z bazi¢nim sistemom okolic enote 1. Slednjemu re¢emo tudi
lokalna baza v G.

2. Produkt zaprtih podgrup ni nujno zaprta podgrupa. Pomislimo npr. na aditivno
grupo vektorskih prostorov: vsota zaprtih podprostorov v neskonéno razseznem normi-
ranem prostoru ni nujno zaprt podprostor. Drug primer je aditivna grupa realnih stevil R
z zaprto podgrupo Z. Tedaj je za vsako iracionalno stevilo a # 0 tudi mnozica aZ zaprta
podgrupa v R, mnozica Z + aZ = {m + na; m,n € Z} pa je gosta podgrupa v R, ki ni
enaka R.

3. Spomnimo se, da ima topoloski prostor separacijsko lastnost T, ¢e za x # y obstaja
bodisi okolica U, tocke z, tako da y ¢ U,, bodisi okolica Uy tocke y, tako da x ¢ U,, in
separacijsko lastnost Ty, Ce velja oboje. Slednja lastnost je ekvivalentna dejstvu, da so vse
enotockaste mnozice zaprte (zakaj?), in je nasploh mo¢nejsa od lastnosti Ty. Vendar pa
za topolosko grupo iz Ty sledi T, saj se da pokazati, da iz x ¢ {y} sledi y ¢ {z}, ¢e z # y.
Oboje je namreé¢ ekvivalentno dejstvu, da 1 ¢ @, ¢e z # 1. Torej sta za topolosko grupo
separacijski lastnosti Ty in T enakovredni.

Topoloska grupa G ni nujno Hausdorffov prostor (tj. prostor Tsg), vendar pa je to res,
¢im je G prostor Ty oziroma T;. Naslednja trditev namre¢ pove, da je topoloska grupa
G vedno regularen prostor, se pravi, da za vsak x € G in za vsako zaprto mnozico F' z
lastnostjo x ¢ F', obstajata disjunktni odprti mnozici U in V' z lastnostjo FF C U inxz € V.



Trditev 2. Naj bo G topoloska grupa. B
(a) Za vsako okolico U enote 1 obstaja taka okolica V enote 1, da je V C U.
(b) Ce je G prostor To, je tudi prostor Ts in zato Hausdorffov.

Dokaz. (a) Naj bo V simetriéna okolica enote z lastnostjo V2 C U (trditev 1d). Ce
jex € V,je (xV) NV # (). Torej obstajata taka elementa u,v € V, da je zv = u; to pa
pomeni z = uv~' € VV~! = V2 c U. Vidimo torej, da je V C U, kar pomeni regularnost
v enoti in zato tudi v vsaki drugi tocki.

(b) V primeru, da je G prostor Ty oziroma Ty, je zaradi regularnosti (tocka (a)) tudi
prostor Ts. Ker so enotockaste mnozice v prostoru Ty zaprte, je G kot regularen prostor
tudi Hausdorffov.

V resnici se da pokazati, da je vsaka T topoloska grupa popolnoma regularen topologki
prostor, se pravi, da za vsak x € G in vsako odprto okolico U tocke x obstaja taka zvezna
funkcija f : G — [0,1], da je f(x) =11in f(y) =0 za vsak y € G\ U (glej npr. [16], str.
70). Ni pa vsaka T topoloska grupa normalen prostor (glej [16], str. 74).

Definicija 2. Topoloska grupa G je lokalno kompaktna grupa, ¢e je Ty in obstaja baza
okolic enote, sestavljena iz kompaktnih mnozic (ekvivalentno: e vsaka okolica U enote
vsebuje odprto okolico V, katere zaprtje V je kompaktno). Ce je ze G kompakten prostor,
recemo, da je topoloska grupa G kompakina.

Zgled za lokalno kompaktno grupo je aditivna grupa Z ali R, ali multiplikativna grupa
R\ {0} ali T. Slednja je celo kompaktna. Aditivna grupa Q ni lokalno kompaktna.

V lokalno kompaktni grupi vedno obstaja baza okolic enote, sestavljena iz simetri¢nih
kompaktnih mnozic (zakaj?). V kompaktni grupi lahko dosezemo Se vec.

Trditev 3. V kompakini grupi G sestavljajo simetriéne okolice enote 1, ki so invari-
antne za konjugirange, lokalno bazo.

Dokaz. Naj bo U poljubna okolica enote 1, V' pa simetri¢na okolica za 1 z lastnostjo
V3 C U (zakaj tak V obstaja?). Ker je grupa G kompaktna, lahko izberemo konéno mnogo
tock x1,x9,...,x, € G, tako da je G = U?:1ij. Definirajmo W = ﬂ?zlxj_l‘/a?j. Ce je
x € G, je v € Va; za dolocen j, zato velja tudi aWa=t C ijij_lV c V3 c U. Torej
je UzeqxzWa ™! okolica enote 1 € G, ki je invariantna za konjugiranje in vsebovana v U.

V nadaljevanju bomo obravnavali le lokalno kompaktne Hausdorffove grupe. Take grupe
so vedno normalne (glej npr. [16], str. 76), imajo pa Se vrsto drugih koristnih lastnosti,
predvsem obstoj invariantne mere (glej drugi razdelek), brez katere analiza na njih ne bi
bila mogoca.

Podgrupe

Podgrupa topoloske grupe je spet topoloska grupa v inducirani topologiji. Nekaj njenih
lastnostih prinasa naslednja trditev.

Trditev 4. Naj bo G topoloska grupa. Velja: o 5
(a) Za vsako podgrupo (edinko) H C G je tudi njeno zaprtje H podgrupa (edinka) v G. Ce
ima G lastnost Ty in je H Abelova podgrupa, je tudi H Abelova podgrupa.

(b) Vsaka odprta podgrupa v G je hkrati zaprta. Povezana grupa nima pravih odprtih pod-
grup.
(c) Podgrupa H C G je diskretna natanko takrat, ko vsebuje (relativno) izolirano tocko.
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Dokaz. (a) Zvezna funkcija preslika zaprtje v zaprtje, zato velja H cHCcHin
H'=HTcH Ce je H edinka, tudi za njeno zaprtje H velja zHz~' C H za vsak
x € G. Nazadnje naj G zadosca lastnosti Ty, podgrupa H pa naj bo Abelova. Ker
je preslikava (z,y) — zyx ly~! iz G x G v G zvezna, mnozica {1} pa zaprta, je tudi
mnozica C = {(z,y) € G x G; xyz~ly~' = 1} zaprta. Zaradi H x H C C, je tudi
H x H=H x HC C in tudi podgrupa H je Abelova.

(b) Naj bo H odprta podgrupa v G. Potem so tudi vsi njeni levi odseki 2 H odprti in
G\ H =U{zH; = ¢ H} je odprta mnozica. Ce je G povezana, mora biti H = G.

(c) Vse tocke diskretne podgrupe so izolirane v relativni topologiji. Obratno, naj bo x
izolirana tocka v H v relativni topologiji. Potem obstaja taka odprta okolica U enote v G,
da je (xU)N H = {x}. Potem pa za vsak drug y € H velja (yU)NH = (yU)N (yz~ H) =
yr~'((2U) N H) = {y} in tudi y je izolirana tocka v relativni topologiji v H.

Diskretne podgrupe v T grupi G so zaprte (glej [16], Theorem 5.10). Zgled: Z C R.

Ce je G lokalno kompaktna topoloska grupa, je vsaka njena zaprta podgrupa H tudi
lokalno kompaktna. To se hitro vidi, saj je v relativni topologiji vsaka okolica v H presek
okolice v G s podgrupo H in vsaka kompaktna mnozica v H presek kompaktne mnozice v
G s podgrupo H. Zanimivo je, da velja tudi obratno.

Trditev 5. Naj bo H podgrupa v lokalno kompaktni grupi G. Ce je H lokalno kompak-
tna grupa v relativni topologiji, je H zaprta podgrupa v G.

Dokaz. Ce je H lokalno kompaktna grupa v relativni topologiji, podedovani iz G,
obstaja taka odprta okolica U enote 1 € G, da je K = U N H (zaprtje v relativni topologiji)
kompaktna podmnozica v H. Toda vsaka kompaktna podmnozica v H je kompaktna tudi
v G, saj je za vsako odprto pokritje {U;} v G tudi {U; N H} relativno odprto pokritje
v H in lahko izberemo konéno podpokritje. Torej je K kompaktna, se pravi tudi zaprta
podmnozica v G. Sledi, da je K = U N H zaprtje mnozice U N H tudi v G.

Naj bo zdaj x € H in {x,} posplogeno zaporedje elementov v H, ki konvergira proti z.
Naj bo V simetri¢na okolica enote 1 € G z lastnostjo V2 C U. Ker je tudi H podgrupa,
je tudi z7! € H; zato Va=' N H # () in lahko izberemo y € Va2~! N H. Ker obstaja tak
indeks ag, da je 2o € 2V za a > ag, je yzo € (Vo= (2V) = V2 C U za a > op. Poleg
tega je yro € H, se pravi yzro, € U N H C K za vsak tak a. Torej je tudi yr € K C H.
Potem pa je x = y~!(yx) € H, tako da je podgrupa H zaprta.

Trditev 6. Naj bo G topoloska grupa, V okolica enote v G in H = U2 V™",
(a) Ce je V odprta simetricéna okolica enote v G, je H hkrati odprta in zaprta podgrupa v
grupi G.
(b) Ce je V kompaktna simetricna okolica enote v G, je H hkrati odprta in zaprta o-
kompaktna podgrupa v G.
Ce je grupa G povezana, je H = G.

Dokaz. (a) Ker je V"V™ = V™" za m,n € Z in so vse V" odprte simetri¢ne mnozice,
je njihova unija odprta podgrupa. Po trditvi 4b je hkrati zaprta, kar pa je mogoce le v
nepovezanih grupah.

(b) Iz istega razloga kot v tocki (a) je H podgrupa v G. Poleg tega je za vsak n mnozica
Vntl = V7V okolica mnozice V™ in lezi v H. Ker pa vsak element z € H pripada neki
mnozici V7", je V1! okolica tudi tocke z, se pravi, da je H odprta podgrupa. Po trditvi
4b je tudi zaprta. Ker je hkrati vsak V™ kompaktna mnozica, je H o-kompaktna podgrupa.

Posledica. Vsaka lokalno kompakina grupa G vsebuje podgrupo H, ki je odprta, zaprta
in o-kompaktna. Ce je grupa G povezana, je o-kompakina.
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Opomba. Da bi se izognili tezavam pri kasnejsi uporabi nekaterih izrekov teorije mere
(Fubini, Radon-Nikodym), za katere je potrebna o-konénost ustreznih mer, bomo odslej
privzeli, da je vsaka lokalno kompaktna grupa o-kompaktna. (V resnici se da pri lokalno
kompaktnih grupah tej zahtevi izogniti, glej [11], str. 43-46).

Kvocientni prostor

Naj bo H podgrupa v topoloski grupi G. V faktorsko mnozico G/H = {xH; = € H}
uvedemo topologijo na naslednji nac¢in. Ce je ¢: G — G /H preslikava, ki vsakemu ele-
mentu x € G priredi ustrezni levi odsek xH, re¢emo, da je podmnozica U C G/H odprta,
¢e je ¢ 1(U) odprta mnozica v G. Topologki prostor G/H, opremljen s to topologijo,
imenujemo kvocientni prostor, preslikavo q pa kvocientno preslikavo. To je najmocnejSa
topologija v G/H, v kateri je q zvezna preslikava. Kvocientna preslikava je odprta, ker je
za vsako odprto mnozico U C G tudi mnozica ¢(U) odprta v G/H, saj je ¢ (q(U)) =
{y € G; q(y) € q(U)} ={y € G; obstaja x € U, day € xH} = UH. Na sploh kvocientna
preslikava ni zaprta. Zgled: mnozica A = {n + 1/n; n € N} je zaprta v R, medtem ko
q(A) ni zaprta v R/Z = T. Za kompaktno podgrupo H C G pa je kvocientna preslikava
tudi zaprta (glej [16], Theorem 5.18).

Znano je, da nasploh faktorska mnozica G/H ni grupa. To se zgodi, ¢e je H podgrupa
edinka v G. Kadar je grupa, imenujemo kvocientni prostor G/H kvocientna ali faktorska
grupa, kvocientno preslikavo pa naravni ali kvocientni homomorfizem. To je res homomor-
fizem grup (preslika produkt v produkt in enoto v enoto).

Trditev 7. Naj bo H podgrupa topoloske grupe G.
(a) Kvocientni prostor G/H je Hausdorffov natanko takrat, ko je podgrupa H zaprta.
(b) Kvocientni prostor G/H je diskreten natanko takrat, ko je podgrupa H odprta.
(c) Ce je G lokalno kompaktna (kompaktna) grupa, je G/H lokalno kompakten (kompakten)
topoloski prostor.
(d) Ce je H (zaprta) podgrupa edinka topoloske grupe G, je kvocientni prostor G/H (Haus-
dorffova) topoloska grupa.

Dokaz. (a) Naj bo podgrupa H zaprta. Pokazati moramo le, da je G/H Hausdorffov
topoloski prostor. Naj bosta q(x) # q(y) razliéni tocki v G/H. Zaradi zaprtosti podgrupe
H, je tudi zHy~! zaprta podmnozica v G; poleg tega 1 ¢ xHy ™!, sicer bi imeli zH = yH
oziroma q(x) = q(y). Torej obstaja simetri¢na okolica V enote 1 z lastnostjo VZNaHy ! =
0. Sledi 1 ¢ VaH(VyH) ! = (VaH)(VyH)~! oziroma VzH N VyH = §. To pomeni
q(Vz) Nqg(Vy) = 0, pri cemer je q(Vzx) okolica tocke g(x) in ¢(Vy) okolica tocke ¢(y).
Obratno, ¢e je G/H Hausdorffov topoloski prostor, je tudi T; in enotockasta mnozica
{q(1)} je zaprta v G/H. Potem pa je H zaprta v G.

(b) Ce je H odprta podgrupa v G, so vsi levi odseki H odprti v G, torej vse enotockaste
mnozice {¢(z)} odprte v G/H, ki je tako diskreten topoloski prostor. Obratno, ¢e je {q(1)}
odprta v G/H, je H odprta v G.

(c) Ce je U kompaktna okolica enote v G, je Uz kompaktna okolica tocke z € G in
q(Uz) kompaktna okolica tocke ¢(x) v G/H.

(d) Kadar je H podgrupa edinka v G, vemo, da je tudi G/H grupa in ¢ homomor-
fizem grup. Pokazati moramo, da sta grupni operaciji zvezni. Naj bo W okolica za
q(7)q(y) = q(zy) € G/H. Potem je ¢~ (W) okolica za zy € G in obstajata taki okolici U
za z in V za y, da je UV C ¢ Y(W). Sledi ¢(U)q(V) = q(UV) C W in mnozenje v G/H
je zvezno. Enako je za vsako okolico V tocke ¢(z~1) € G/H mnozica ¢~ (V) okolica za
z7! € G. Ce je U taka okolica za x, da je U™! € ¢~ (V), velja ¢(U) ' = ¢(U™") € V in
tudi invertiranje je zvezno. Hausdorffova lastnost za G/H sledi iz zaprtosti podgrupe H
po tocki (a).



Opomba. Od prej vemo, da je v primeru T; (= Ty) topoloske grupe G, ta celo Haus-
dorffova. Ce pa G ni Ty prostor, lahko v zgornji tocki (d) za podgrupo edinko izberemo
H = m (najmanjsa zaprta podgrupa v G) in dobimo, da je potem kvocientna grupa
G /m Hausdorffova. S prehodom na faktorsko grupo lahko torej vedno privzamemo, da
je topoloska grupa G, ki jo prouc¢ujemo, Hausdorffova. To bomo odslej tudi vedno privzeli.

Spomnimo se, da je topoloski prostor popolnoma nepovezan, ¢e so edine povezane kom-
ponente enotockaste mnozice.

Trditev 8. Naj bo G topoloska grupa in C povezana komponenta enote 1 v G. Potem
je C zaprta podgrupa edinka v G, faktorska grupa G/C pa popolnoma nepovezana.

Dokaz. Ker je zaradi homeomorfizma z — 2! tudi C~! povezana mnozica, ki vsebuje
enoto, je C~1 C C. Podobno je za vsak z € C odsek 2C povezana mnozica, ki zaradi
prejénje ugotovitve vsebuje enoto, torej velja zC C C. Sledi C? C C in C je podgrupa v
G. Za vsak x € G je xCz~! povezana mnozica, ki vsebuje enoto, torej spet 2Caz~!t C C
in C je podgrupa edinka. Kot vska povezana komponenta je C' zaprta mnozica.

Glede faktorske grupe G/C je dovolj videti, da je vsaka mnozica {zC; = € X}, ki strogo
vsebuje {C}, nepovezana v G/C. Mnozica XC potem vsebuje C' kot pravo podmnozico,
zato je nepovezana: obstajata neprazni odprti mnozici U, V' z lastnostjo XC = (UN(XC))U
(VN(XC))in (UN(XC)N((VN(XC))=0. Torej je {zC; x € X} = (q(U)N{zC; z €
XPHU(@V)n{zC; z € X}). Zavsak x € X je 2C = (UN (zC)) U (VN (zC)) in zaradi
povezanosti mora veljati xC' C UN(XC) ali zC C VN (XC). Torej sta mnozici UN(XC)
in VN (XC) uniji odsekov po podgrupi C in imata zato disjunktni sliki s kvocientno pre-
slikavo. To pomeni, da je (¢(U)N{zC; x € X})U (¢(V)N{zC; x € X}) =0, se pravi, da
je mnozica {xC; = € X} nepovezana.

Translacija

Topologki prostor X je homogen, Ce za vsak par tock x,y obstaja tak homeomorfizem
¢: X — X, daje ¢(x) = y. Vsaka topoloska grupa G je npr. homogen prostor, saj je
x +— ax za vsak a € G homeomorfizem grupe G. Drug primer nudi naslednja trditev.

Trditev 9. Naj bo G topoloska grupa in H njena podgrupa. Za vsak a € G naj bo
o G/H — G/H preslikava, definirana z (¢(xH) = (ax)H za vsak xH € G/H. Potem
je o homeomorfizem topoloskega prostora G/H in G/H je homogen prostor.

Dokaz. Preslikava ,¢ je bijekcija na G/H in velja (,6)~! = ,-1¢. Pokazimo, da je ,¢
odprta preslikava. Naj bo {uH; u € U} odprta mnozica v G/H, kjer je U odprta v G.
Potem je ¢({uH; ue U}) ={auH; ue U} = {vH; v € aU} = q(aU) odprta mnozica
v G/H, ker je aU odprta v G in je ¢ odprta preslikava. Tudi (,¢)~! = ,-1¢ je po istem
premisleku odprta, zato je ¢ homeomorfizem.

Nad topolosko grupo G pogosto opazujemo ta ali oni funkcijski prostor, npr. prostor vseh
omejenih zveznih funkcij C(G) ali prostor vseh zveznih funkecij s kompaktnim nosilcem
C.(G), opremljen s supremum normo | f|lec = max{|f(z)|; z € G} za ustrezno funkcijo
f. Enostransko mnozenje na grupi inducira levi oziroma desni premik na ustreznem funk-
cijskem prostoru. Levi ali desni premik na grupi ali na ustreznem funkcijskem prostoru
imenujemo tudi leva ali desna translacija.

Definicija 3. Naj bo f: G — C poljubna funkcija in y € G poljubna tocka. Levi
premik Ly je definiran s predpisom (L, f)(z) = f(y 'z) za vsak x € G, desni premik R,
pa s predpisom (R f)(z) = f(zy) za vsak z € G.
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Ker sta za vsak y € G preslikavi z — y~ 'z in z — zy homeomorfizma topoloske grupe

G, brez tezav vidimo, da sta hkrati z f tudi L,f in Ryf zvezni funkciji na G. Ce je
[ € Cy(G), sta ocitno tudi Ly f, Ryf € Cy(G). Prav tako sta L,f, R, f € C.(G), ce je
f € C.(G). Pri tem je supp L, f = y(supp f) in supp Ry f = (supp f)y~'. Retemo, da sta
Cy(G) in C.(G) invariantna funkcijska podprostora na G.

Prav tako se lahko neposredno prepricamo, da sta preslikavi L : y +— L, in R: y+— R,
homomorfizma grupe G v grupo vseh obrnljivih linearnih preslikav na ustreznem funkcij-
skem prostoru, da torej za vsak par y,z € G velja L, = L, L, in Ry, = RyR..

Naslednja trditev pove, da sta L in R krepko zvezni preslikavi na C.(G) (ker sta homo-
morfizma grup je to dovolj preveriti pri enoti).

Trditev 10. Naj bo G lokalno kompaktna grupa in f € C.(G) funkcija s kompaktnim
nosilcem. Tedaj velja |[Lyf — flloo = 0 (y = 1) in ||Ryf — flloo = 0 (y — 1).

Dokaz. Dokazimo npr. ||Ryf — fllec — 0 (y — 1). Naj bo f € C.(G), € > 0 in
K = supp f, nosilec funkcije f. Za vsak x € K obstaja taka okolica U, enote 1, da
zaradi zveznosti funkcije f velja |f(zy) — f(z)| < €¢/2 za y € U,. Potem obstaja po
trditvi 1 taka odprta simetri¢na okolica V. enote 1, da je V2 C U,. Odprte mnozice 2V,
(x € K) pokrivajo kompaktno mnozico K, zato obstajajo tocke z1,z2,...,z, € K, tako
da je K C U7_ z;Vy,. Definirajmo V' = N7_,V,,. Pokazali bomo, da je [[Ryf — flloc <€
oziroma |f(xy) — f(z)| < ezavsakzx € Giny € V. Najboy e V.

Ce je z € K, obstaja tak j, da je z € z;V,; oziroma acj_lsv € Vy;. Torej imamo
Ty = asj(a:jflx)y €z;Viy CxjVy,V C ijij C zjUy;. Potem je |f(zxy) — f(2)] < |f(zy) —

Fapl+1f () = F@)] = (55 wy)) — F27)| + |f (25) = flaj (25 21)] < e/2+e¢/2=e.
Ce je zy € K, imamo podobno |f(zy) — f(z)| = |f(zyy~!) — f(zy)| < e saj je tudi
yleV.Cepaz ¢ Kinayé¢ K, je f(x) = f(zy) =0, zato je spet |f(xy) — f(2)| < e.

V dokazu smo potrebovali kompaktnost nosilca supp f, zato trditev za funkcije f €
Cy(G) nasploh ne velja. Samo nekatere med njimi imajo to lastnost.

Definicija 4. Recemo, da je funkcija f € Cy(G) levo enakomerno zvezna, ¢e velja
|Lyf — flloo = 0 (y — 1) in desno enakomerno zvezna, e velja [|[Ryf — flloco — 0 (y — 1).
Funkcija je enakomerno zvezna, ¢e velja oboje.

Za mnozico levo oziroma desno enakomerno zveznih omejenih funkcij na grupi G bomo
uporabljali oznake Cj,(G) oziroma C,,(G), za mnozico enakomerno zveznih omejenih
funkcij pa C,(G). Torej je Cu(G) = Ci(G) N Cry(G). Tem prostorom retemo véasih
standardni funkcijski prostori.

Trditev 11. Mnozice Cy,(G), Cru(G) in Cu(G) so zaprti invariantni linearni podpro-
stori (celo C*-podalgebre) v Cy(G) in vsebujejo podprostor C.(G) (in C*-podalgebro Cy).

Dokaz. Linearnost je ocitna. Zaprtost prostora Cj,(G) sledi iz ocene ||Lyf — flloo <
||Lyf - Lyfn”oo + ||Lyfn - fn”oo + ||fn - f”oo = 2||fn - f”oo + HLyfn - anoov kjer naj—
prej izberemo tako velik n, da je prvi ¢len poljubno majhen, nato pa pri izbranem n
Se tak y, da je tudi drugi ¢len dovolj majhen. Podobno dobimo za C,,(G) in Cyu(G).
Da so podprostori zaprti za produkt, vidimo iz relacije L,(fg) = (Lyf)(Lyg) in ocene
1Ly fg = follo < I(Lyf = f)Lyglloo + If(Lyg — g)llco ter podobno za R,. Zaprtost
za kompleksno konjugiranje je jasna. Leva invariantnost za Cp,(G) pa sledi iz enakosti
HLy(sz) - sz”oo = ”Lz_lLysz — flloo = Hszlyzf — flloo in dejstva, da Z_lyz — 1, ce
y — 1, desna pa iz dejstva, da premika L, in R, komutirata, in enakosti | Ly R, f—R. f|cc =

[R=(Lyf = Pllco = ILyf = flloo-
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Standardne prostore bomo kasneje opisali Se drugace. Uporabili jih bomo pri karakteri-
zaciji amenabilnosti v razdelku II1.4.

2. Haarova mera

V klasi¢ni Fourierovi analizi na R oziroma na T je eno najpomembnejsih orodij Lebesguov
integral. Brez njega npr. ne bi mogli definirati Fourierove transformacije (oz. Fourierovih
koeficientov). Nekaj podobnega potrebujemo na splosni lokalno kompaktni grupi. V tem
razdelku bomo pokazali, da na vsaki lokalno kompaktni grupi obstaja netrivialna pozitivna
regularna Borelova (translacijsko) levo invariantna mera, ki je do multiplikativne konstante
natanc¢no dolo¢ena. To mero imenujemo leva Haarova mera.

Eksistenca

Odslej bo G vedno poljubna netrivialna lokalno kompaktna Hausdorffova grupa. V tem
primeru lahko za vsako odprto mnozico V' in vsako kompaktno mnozico K C V najdemo
zvezno funkcijo f s kompaktnim nosilcem, vsebovanim v V', tako da je f =1 na K.

Trditev 1. Naj bosta f,g € CH(G) in g # 0, se pravi nenegativni zvezni funkciji na
G s kompaktnim nosilcem. Potem obstajajo take konstante c; > 0 in taki elementi x; € G
(1=1,2,...,n), da za vsak z € G velja

) < ZCZQ x; :C Z ¢iLg,g(x).
=1

Dokaz. Ker je g zvezna funkcua, je za vsak € > 0 mnozica U, = {z € G; (1 —¢€)|g]lco <
(2)} neprazna in odprta. Ce je zg € Uy, je 1 € 53U, in = € zay U, za vsak x € G. Torej
odprte mnozice yU, pokrivajo G, se pravi tudi kompaktno mnozico supp f. Zato obstaja
konéno mnogo elementov i, xo,...,x, € G, tako da je vsak x € supp f vsebovan v neki
mnozici oblike 2;U.. Potem je x; 'z € U, in zato g(x; 'x) > (1 — €)||g|/oo- Torej velja tudi

. £l
1= ol ’<1euguooizg

Definicija 1. Ce sta f,g € CH(G), g # 0, uvedemo oznako

f@) < flle <

(f:9) = inf{z ¢i; obstajajo x1, o, ...,xz, € G, tako da f < ZCiinQ}-
i=1 i=1

Trditev 2. Za kolicino (f : g) veljajo naslednje lastnosti:

f: g) = 0 natanko takrat, ko je f = 0.

:9) = (Lyf:9) zavsaky € G,

fi +f2 9) < (fi:g9)+(f2:9),

fig9)=c(f:g) za vsak ¢ > 0,

1:9) < (f2:9), ¢ fi < fo,

(1) (
(2) (f
(3) (
(4) (c
(5) (f1:

(6) (f :9) = [[flloc/lIglloo;

() (f:9) <(f:h)(h:g) za vsak 0 # h € CF(G).

Dokaz. (1) Ce je f = 0, lahko vzamemo ¢; = 0 za vsak i; torej je tudi (f : g) = 0.
Obratno sledi iz ocene || fllo < (3, ¢i)llglloo- (2) Neenakost f < Y% | ¢;Lg,g je ekviva-
lentna neenakosti Ly f < > 7 | ¢;Lyz,g za vsak y € G, zato sta oba infimuma enaka. (3) Za
vsak € > 0 naj bodo ¢; > 0, z; € G (i = 1,2,...,m) izbrani tako, da je fi <> /", ¢iLg,g
in hkrati Y ;" ¢; < (f1 : g) + €. Podobno, naj bodo d; > 0, y; € G (j = 1,2,...,n)
taki, da je fo < 377 d;jLy,g in hkrati Y77 ;d; < (f2 : g) + e Potem je fi + fo <
>ty CiLa,g+3 77 djLy;ginzato (fi+fa:g) < 350 it 00 dj < (fi:g)+(f2: g)+2e
To velja za vsak €, kar nam da iskano neenakost. Tocki (4) in (5) vidimo podobno. Tocko
(6) spoznamo iz dejstva, da iz neenakosti f < Y ¢;Lg, g sledi [[flloo < Doiq cillglloo-
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Tocka (7) pa velja zaradi dejstva, da iz f < 37", ¢iLyh in h < 370 djLy g sledi
<> Z?:l cidjLg,y,g in zato (f : g) < > i Z?:l cidj = (2212 Ci)(Z?:l dj).

Definicija 2. Naj bo 0 # g € CH(G). Fiksirajmo se 0 # fo € CH(G) in za vsak
f € C(G) definirajmo Iy(f) = (f : 9)/(fo : 9)-

Definicija je smiselna, saj iz fo # 0 po trditvi 2(1) sledi (fy : g) # 0. Iz trditve 2
vidimo, da je I, levo invarianten, subaditiven, homogen, monoton funkcional na CI(G),
dobljen iz (f : g) z normalizacijo. Ce v tocki (7) zgornje trditve izberemo h = fy, dobimo
oceno I4(f) < (f : fo); Ce pa izberemo f = fy in h = f, najdemo za f # 0 Se oceno
1/(fo: f) <Iy(f). Za0# f € CH(G) torej vedno velja

1
(1)
(fo:f)
Na Zalost I, na sploh ni linearen funkcional, kar bi si Zeleli. Naslednja lema pa pove, da
je v primeru funkcije g € CF(G) z majhnim nosilcem to skoraj res.

< Iy(f) < (f : fo).

Lema 1. Bodita fi1, fo € CF(G) in € > 0. Potem obstaja taka okolica V enote 1 € G,
da v primeru supp g C V wvelja I4(f1) + I4(f2) < I(f1 + f2) + e

Dokaz. Izberimo tak f € Cf(G), da je f = 1 na supp (f1 + f2), in poljuben (kasneje
dovolj majhen) 6 > 0. Nadalje naj bo h = fi1 + fa+0f # 01in h; = fi/h (Ce je fi =0, je
h; = 0) za i = 1,2. Potem sta hy,hs € C(G) in zaradi zveznosti obstaja taka okolica V
enote 1, da je |h;(z) —hi(y)| < §zai = 1,2, ey~ 'z € V. Izberimo g € CJ(G) z lastnostjo
suppg C V in naj bo h < 3. ¢iLy,g. Tedaj je fi(x) = h(z)hi(z) < 3, cigx; ' x)hi(2).
Na desni so morda od 0 razli¢ni le tisti ¢leni, pri katerih je a?i_lw € suppg. Za tak ¢ pa je
|h1(zi) — ha ()| < 3, zato imamo f1(z) < 3, cig(z; ') (ha(x;) + ). Za funkcijo fo dobimo
podobno fo(x) < 3, cig(x; 'x)(ha(x;) + §). Odtod najdemo (f1 : g) < 3, ci(hi(zi) + )
in (f2:9) <> ci(ha(zi) +0) in zaradi by +he < 1 tudi (f1:9) + (f2:9) <D, ei(1+26)
oziroma (f1 : g) + (f2 : g) < (h:g)(1+ 20). Delimo obe strani z (fy : g) > 0, upostevajmo
subaditivnost in homogenost, pa dobimo

Ig(f1) + Ig(f2) < (L+20)1g(h) < (14 26)(Ly(f1 + fa) + 61g(f))-

Izberimo zdaj ¢ tako majhen, da je 26(f1 + f2 : fo) + 0(1 + 20)(f : fo) < e. Potem je
lema dokazana, saj je zaradi (1) tudi

(1+28)(Iy(f1 + f2) + 014(f)) < Iy(f1+ f2) + 261,(f1+ f2) +0(1 + 28)I,(f) <

I(fi+ f2) £25(f1 + f2 2 fo) + 0(L+26)(f : fo) < Ig(fr + f2) + €.
Zdaj imamo vse pripravljeno za dokaz glavnega eksisten¢nega izreka o Haarovi meri.

Izrek 1. Na lokalno kompaktni grupi G obstaja pozitivna levo invariantna Haarova
mera.

Dokaz. Za vsak f € CJ(G) oznacimo Xy = [(fo : f)7(f ¢ fo)] in definirajmo
X = erCj(G)X ¢ karteziéni produkt zaprtih intervalov. Po aksiomu izbire je X # 0,
po izreku Tihonova je X kompakten Hausdorffov topoloski prostor. Zaradi (1) za vsak
fr9 € CH(G), g # 0, velja I4(f) € Xy, torej I, € X. Za vsako okolico V enote 1 € G
naj bo Ky = {Iy; suppg C V}~ (zaprtje v produktni topologiji), torej je Ky kompaktna
mnozica. Za vsak kon¢en nabor okolic Vi, ..., V,, je Kv,n.. v, C Ky, N...NKy;,, kar pomeni,
da je vsak koncen presek neprazen. Potem pa je zaradi kompaktnosti tudi presek po vseh
okolicah V' mneprazen, Ny Ky # (), torej obstaja I € Ny Ky. Od tod sledi, da lahko za
vsako, Se tako majhno, okolico enote V funkcijo I € X poljubno natan¢no aproksimiramo
v produktni topologiji v X s funkcijo I, z lastnostjo suppg C V. To pomeni, da za vsak
€ > 0, za vsak kon¢en nabor fi, ..., f, € CH(G) in za vsako okolico V enote 1 € G obstaja
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g€ CHG), g#0, suppg CV zlastnostjo |I(f;) — I,(fi)| < ezai=1,2,...,n. Odtod za
vsak y € G, vsak ¢ > 0 in f, f1, fo € CH(QG) sledi

[I(Ly ) = I(F)] < H(Ly f) = Ig(Ly /)] + [ 1g(f) = I(f)] < 2e,
[L(cf) = el ()] < [(cf) = Lg(cf)l + |ely(f) — cI(F)] < (1 +c)e

I(f1+ f2) = 1(f1) = I(f)| <

(L1t f2) = To(frtF2) [+ g (fit fo) = Ig (1) = Ig (fo) [+ [ Lo (f1) = I(f1) [+ g (f2) = I(fo)| < 4e

(drugi ¢len je pod € po lemi 1). Ker je bil € > 0 poljuben, odtod takoj sledi, da je funkcional
I na C(G) levo invarianten, homogen in aditiven.

Funkcional I moramo razsiriti na C.(G). Realno funkcijo f € C.(G) zapisemo kot raz-
liko dveh nenegativnih funkcij, f = g—h, g,h € C(G), in definiramo I(f) := I(g) — I(h).
Brez tezav se lahko prepricamo, da je tako razsirjeni funkcional dobro definiran na realnih
funkcijah iz C.(G), netrivialen, aditiven in realno homogen. V naslednjem koraku razsirimo
I se na kompleksne funkcije f = g + ith € C.(G), kjer sta g, h realni funkciji, s predpisom
I(f) = I(g) + il(h). Spet lahko preverimo zgornje lastnosti in kompleksno homogenost.
Tako razsirjeni I je torej netrivialen pozitiven funkcional na C.(G). Zdaj lahko uporabimo
Rieszov izrek, ki zagotavlja obstoj take pozitivne Borelove mere A, da velja I(f) = [ fdA
za vsak f € C.(G). Pokazimo, da je mera A levo invariantna, t.j. A(yE) = A(F) za
vsako Borelovo podmnozico E C G. Oznacimo (LyA)(E) = A(yE) za vsak y € G to je
neka nova Borelova mera. Ker je Lyxg(z) = xg(y~'z) = 1 za x € yE in 0 sicer, torej
Lyxe = Xyp, velja tudi [, xpd(Ly\) = (LyA)(E) = MyE) = [oxyed\ = [5 LyxedA
za vsako Borelovo mnozico . Potem pa najprej za vsako enostavno funkcijo (linearno
kombinacijo karakteristi¢cnih funkcij) in nato z aproksimacijo tudi za vsak f € C.(G) velja
Jo fA(LyA) = [o LyfdX\ = I(Lyf) = I(f) = [, fdX\. Odtod sledi LyA = X za vsak y € G.

Mera A je torej levo invariantna in zato Haarova.

Mero na lokalno kompaktnem prostoru, ki je pozitivna, Borelova, kon¢na na kompak-
tnih mnozicah, zunanje regularna na vseh Borelovih mnozicah in notranje regularna na
vseh odprtih mnozicah imenujemo Radonova mera. Torej lahko na kratko recemo, da je
leva Haarova mera na lokalno kompaktni grupi G levo invariantna Radonova mera na G.

Trditev 3. Ce je \ leva Haarova mera na lokalno kompaktni grupi G, je AU) >0 za
vsako meprazno odprto mnozico U # () in fG fd\ >0 za vsak 0 # f € CF(G).

Dokaz. Naj bo U # () odprta mnozica in denimo, da je A(U) = 0. Zaradi leve in-
variantnosti mere A sledi A(zU) = 0 za vsak z € G. Toda vsako kompaktno mnozico
K C G lahko pokrijemo s konéno mnogo mnozicami take oblike, zato velja tudi \(K) = 0.
Ker je G odprta mnozica, mera, dobljena po Rieszovem izreku, pa je na takih mnozicah
notranje regularna, imamo tudi \(G) = 0, kar je v nasprotju z netrivialnostjo mere A.
Najbose f #0in f € CHG) in U = {z € G; f(x) > |[fle/2}. Tedaj je tudi
[ fdN > [ faX > AU fllan/2 > 0.

Enoli¢nost

Izrek 2. Ce sta \, i levi Haarovi meri na lokalno kompaktni grupi G, obstaja konstanta
c> 0 da je p=cA.

Dokaz. Ce je = c), je [, fdu = c [, fd\ zavsak f € CF(G), torej [, fdu/ [, fdX =
c za vsak f € CH(G), f # 0. Seveda je res tudi obratno: za u = c) je dovolj dokazati
konstantno razmerje obeh integralov. Bodita 0 # f,g € CF(G). Izberimo simetri¢no
kompaktno okolico Vj enote 1 € G in definirajmo kompaktni mnozici A = (supp f)Vp U
Vo(supp f) in B = (supp g)Vo U Vio(supp g). Ce je y € Vp, sta preslikavi z — f(zy) — f(yz)
in z — g(zy) — g(yx) v Cc(G), njuna nosilca pa sta v A oziroma v B.
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Izberimo poljuben € > 0. Potem obstaja taka simetri¢na okolica V' C V| enote 1, da je
|f(zy) — f(yx)| < e in |g(zy) — g(yx)| < € za vsak z € G, ¢e je y € V. Izberimo Se tako
funkcijo h € CF(G), ki je simetricna (h(z) = h(z~!) za vsak x) in ima nosilec supph C V.
Tedaj je (upostevaje levo invariantnost mere \)

/ hdy - / fdx = / / / / fyz)dA(z)dp(y)

in zaradi simetri¢nosti funkcije h, leve invariantnosti mer A in p ter Fubinijevega izreka,
ki opravicuje zamenjavo vrstnega reda integriranja (upostevamo, da ima f kompakten
nosilec)

/hdA-/fdu://h(x)f(y) // (y~1a) F(y)dA (@) dp(y) =
//h(wly)f(y) // f(zy)duly // f(zy)d\(x)du(y).

Ker je supph C V, je dovolj, da integriramo po y € V, zato dobimo

[ hax [ an= [ nau [ raxi=1 [ [n)se) - fom)an@anw)] < exa) [ nd
O han [t [ [ x8) [

Ce delimo prvo neenakost z [ hdu [ fdu in drugo z [ hdp [ gdu, najdemo

[ rax/ [ = [ iz [ gan < excay [ i
| [ hax/ [ hau= [ gan/ [ gdul < exB)/ [ gd

Po trikotniski neenakosti je torej

[ g5/ [ gan= [gan/ [ gdul < )/ [ s xB)/ [ gdn)

Ker je bil € > 0 poljuben, je [ fd\/ [ fdu = [gd)\/ [ gdu oziroma [ fdu/ [ fd\ = ¢
(konstanta) za vsak f € Cif(G). Dokaz je koncan.

in

Trditev 4. Lokalno kompaktna grupa G s Haarovo mero A je kompaktna natanko takrat,
ko je A(G) < oo.

Dokaz. Ce je G kompaktna grupa, je (konstantna funkcija) 1 € C.(G) in zato (z oz-
nakami iz konstrukcije Haarove mere) A\(G) = I(1) < oo. Ce G ni kompaktna grupa in
je U odprta okolica enote s kompaktnim zaprtjem, G ne moremo pokriti s konéno mnogo
mnozicami oblike U, z € G, zato obstaja neskonéno zaporedje tock (x,), tako da za vsak
n > 2 velja x, ¢ U?:_llin. Naj bo V odprta simetri¢na okolica enote z lastnostjo V2 C U.
Potem so odprte mnozice ,V paroma disjunktne. Ce bi namreé veljalo z,,V Nz, V # 0
za m > n, bi imeli z,, € x,V? C x,U, kar bi bilo v nasprotju s konstrukcijo zaporedja
(). Toda tedaj je A(x, V) = A(V) za vsak n in torej velja A(G) = oo.

Opombe. 1. Kadar je grupa G kompaktna, Haarovo mero A obi¢ajno normaliziramo
tako, da je A(G) = 1. V tem primeru je tudi /(1) = 1 in lahko brez tezav vidimo, da
je za kompaktno grupo I zvezen (omejen) linearen funkcional na C(G). Iz neenakosti
0 < I[((f — I(F)(F — I(F))) mamre sledi |I(£)[2 < I(|f?) < ||

2. Podobno kot smo na lokalno kompaktni grupi G konstruirali levo invariantno Haarovo
mero, bi lahko konstruirali tudi desno invariantno Haarovo mero. Gre pa Se bolj pre-
prosto: ¢e je A leva Haarova mera na G, je s predpisom p(E) = A\(E~!) za vsako Borelovo
mnozico F ocitno podana na G desno invariantna Haarova mera. To lahko zapiéemo
drugace, v obliki integrala: [, xp(z)dp(z) = [, xp-1(z)d\ (@) = [, xE(z)dA\(z~1). Odtod
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vidimo, da za vsako funkcijo f € C.(G) velja [, f(x)dp(z) = [ f(z)dX(z™1), se pravi
dp(x) = d\(z71).

3. Modularna funkcija

Levi premik funkcije pusti seveda njen integral po vsej lokalno kompaktni grupi pri miru.
V tem razdelku bomo spoznali, kako vpliva na invarianten integral desni premik.

Definicija in lastnosti

Naj bo A leva Haarova mera na lokalno kompaktni grupi G. Za vsak x € GG definirajmo
pozitivno Borelovo mero A, s predpisom (E Borelova mnozica)

Az(E) = AMEx).
Hitro vidimo, da je to res mera, celo Radonova mera na G. Zaradi
Ao (YE) = ANyFEz) = N Ez) = \(E)
je spet levo invariantna, torej Haarova mera na G. Po izreku o enoli¢nosti (izrek 2.2)
obstaja (pozitivha konstanta) A(zx) > 0, tako da velja \; = A(x)\ oziroma A(EFz) =
A(x)A(E) za vsako Borelovo mnozico E C G. Prepricajmo se, da je vrednost A(x) neod-
visna od izbire Haarove mere A.

Pa naj bo p druga leva Haarova mera na (G. Potem vemo, da obstaja taka pozitivna
konstanta ¢ > 0, da je u = ¢\. Naj bo spet u,(E) = pu(Fx) za vsako Borelovo mnozico
E C G. Torej je py = Aq(x)p. Po drugi strani pa iz p = c sledi, da velja tudi p, = cA,.
Dobimo torej Aj(z)p = py = cAy = cA(x)\ = A(x)u, se pravi, Aj(x) = A(z) za vsak
xeQqG.

Definicija 1. Funkcija A : G — R™, definirana zgoraj, se imenuje modularna funkcija
na lokalno kompaktni grupi G.

Videli smo, da je funkcija A na grupi dobro definirana (neodvisna od izbire Haarove
mere). Ocitno velja A(1) = 1.

Trditev 1. Funkcija A je zvezen unitalni homomorfizem grupe G v multiplikativno
grupo RY. Za vsak f € LY()\) in vsak y € G velja

(1) /GRyfd)\:A(y_l)/Gfd)\.

Dokaz. Za x,y € G in Borelovo mnozico £ C G izra¢unajmo
A(zy)ME) = Aay(E) = M Ezy) = Ay (Ex) = A(y)AM(Ex) = A(y) A (E) = A(y) A(z)ME).
Odtod dobimo A(zy) = A(x)A(y) za vsak par z,y € G in A je homomorfizem iz G v

R\ {0}. Ceje f = xg, je za vsak z,y € G res R, f(z) = f(zy) = xp(vy) = Xgy-1(z) in
zato

/G R, fdA = /G Xg1dA = A(Ey~1) = Ay IAE) = Ay™) /G xedh = Ay /G oy

To velja za vsako karakteristicno funkcijo, torej tudi za vsako enostavno funkcijo. Vsaka
zvezna funkcija f € C.(G) se da aproksimirati z enostavnimi funkcijami v normi || - ||oc-
Torej velja [ Ryfd\ = A(y™!) [, fdX za vsak f € C¢(G) in potem tudi za vsak f € L'()),
ker je znano, da je C.(G) gost podprostor v L'()\). Pokazati moramo §e zveznost modu-
larne funkcije A. Vemo, da je y — R, f zvezna preslikava iz G v C.(G) (trditev 1.10), zato
jey— fG R, fd\ zvezna preslikava iz G v C. Naj bo fG fdX\ > 0. Potem je seveda zvezna
tudi preslikava y — A(y™) = [, Ry fd)\/ [ fdA, tore] je zvezna tudi funkcija A.
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Opomba. Definicijo modularne funkcije oziroma enakost (1) lahko razumemo tudi tako,
da se faktor s funkcijo A pojavi pri zamenjavi integracijske spremenljivke. Ce namreé¢ v
integral [, f(zy~')dA(z) uvedemo substitucijo  — zy, dobimo fG f(x)d\(zy). Toda
prvotni integral je bil po (1) enak fG -1 fd)\ = f o ), zato imamo za vsak
f € L*(G) enakost [ f(x)d\(zy) y) Jo f( , ki JO bomo na kratko pisali tudi
v diferencialni obliki

(2) dA\(zy) = A(y)dA(z).
Unimodularnost

Pri desnem premiku se torej pri integriranju po (levi) Haarovi meri pojavi faktor v zvezi
z modularno funkcijo, na kar moramo biti Se posebej pozorni. V posebnih primerih grup
pa tega faktorja ni.

Definicija 2. Ce je A(z) = 1 za vsak z € G, recemo, da je grupa G unimodularna.

Za unimodularno grupo torej velja A\; = A oziroma A(Ex) = A\(E) za vsak z € G in za
vsako Borelovo mnozico E. Torej je tedaj leva Haarova mera A tudi desno invariantna.

Zgled. Vsaka Abelova grupa je unimodularna, saj ni razlike med levimi in desnimi
premiki. Prav tako je unimodularna vsaka diskretna grupa. Vsaka leva Haarova mera na
njej je namre¢ proporcionalna meri, ki steje tocke (glej razdelek 4), zato imajo levi in desni
premiki dane mnozice isto mero. Tudi vsaka kompaktna grupa je unimodularna. Zaradi
zveznosti modulske funkcije je namre¢ tedaj A(G) kompaktna podgrupa v R, edina kom-
paktna podgrupa v multiplikativni grupi R™ pa je trivialna grupa {1} (zakaj?).

Zadnji sklep lahko nekoliko posplosimo.

Trditev 2. Naj bo |G, G| komutatorska podgrupa v G, tj. podgrupa edinka, dolocena z
(G,G] = {zyz~ 'y~ z,y € G}. Ce je faktorska grupa G/|G,G] kompaktna, je grupa G
unimodularna.

Dokaz. Naj bo ¢ kanoni¢ni homomorfizem (naravna preslikava) iz G na G/[G, G]. Ker
je A homomorfizem in A(zyz~—ly™!) = A(x)A(y)A(z) A1) =1, je [G,G] C kerA,
zato po osnovnem izreku o grupah obstaja zvezen homomorfizem A : G/[G, G] — R*, tako
da je A = Aq. Ce je V odprta mnozica v R, je A~(V) = ¢ Y (A~1(V)) zaradi zveznosti
modulske funkcije A odprta mnozica v G. Ker pa je g odprta surjekcija na G/[G, G], je
A=Y (V) = q(¢g7 " (A~1(V))) odprta mnozica v [G,G]. To pomeni, da je A zvezen homo-
morfizem. Ce je torej faktorska grupa G/[G,G] kompaktna, je A(G/[G,G]) kompaktna
podgrupa v R, torej A(G/[G, G]) = {1}. Se pravi, da je v tem primeru tudi A(G) = {1}.

Zveza z desno Haarovo mero
Potrebujemo naslednjo definicijo.

Definicija 3. Radonovi meri g in v na lokalno kompaktnem Hausdorffovem prostoru
X sta krepko ekvivalentni, ¢e obstaja taka zvezna funkcija g : X — (0,00), da za vsak

feCuX) velja [y fdv = [y fgdp.

V tem primeru sta torej obe meri vzajemno absolutno zvezni druga na drugo. Kot
pove naslednja trditev, sta primer krepko ekvivalentnih mer leva Haarova mera na G in
pripadajoca desna Haarova mera na G (glej opombo 2 na koncu prejsnjega razdelka).
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Trditev 3. Naj bo A leva Haarova mera na G in p desna Haarova mera na G, definirana
za vsako Borelovo mnoZico E C G s predpisom p(E) = A(E~'). Potem sta meri X\ in p
krepko ekvivalentni in za vsak x € G velja

(3) dp(z) = Az 1) d\(x).

Dokaz. Za poljuben f € C.(G) in z € G naj bo g(z) = f(z)A(z™'). Potem je,
upostevajoé (1),

/G Ry f(x)A(x~")dA(x) / F () Al(ay) )N (z) = Ady) /G o(zy)dA(z) =

AG) [ Rg@ir@ = [ o@ine) = [ f@aeae).

To pomeni, da dolo¢a u(E) = [, A(z71)d\(x) spet desno Haarovo mero na G, torej obstaja
konstanta ¢ > 0, tako da je u = cp. Pokazimo, da je ¢ = 1.

Ce bi bila vrednost ¢ # 1, bi obstajala taka simetri¢na okolica U enote 1 € G, da bi
veljalo |A(x71) — 1] < |c — 1|/2 za vsak x € U. Zaradi simetri¢nosti okolice U bi potem
imeli enakost p(U) = AM(U~1) = A(U). Zato bi veljalo

=1V = o)A = | [ (A)=Dar@) < [ 18T =1a@) < Zle-1AD).

To bi bilo protislovje, zato mora veljati ¢ =1 in . = p. V skladu z definicijo mere p torej
velja dp(z) = A(z~ ) d\(z).

Dobljeno identiteto med merami lahko izrazimo tudi drugace, z zamenjavo spremenljivk
v integral po levo invariantni meri A ali desno invariantni meri p (glej opombo 2 na koncu
prejdnjega razdelka):

(4) d\(z™!) = Az (z) , dp(a™") = A(z)dp(z).

Na unimodularni grupi je Haarova mera levo in desno invariantna. Integral po njej je
neobcutljiv tako za leve kot za desne premike, pa tudi za invertiranje.

4. Klasi¢ne grupe

Pregledali bomo primere preprostih standardnih topoloskih grup. Pri vsaki bomo ugo-
tavljali njihove znacilnosti in medsebojne relacije (lokalno kompaktnost, kompaktnost,
povezanost, strukturo podgrup in faktorskih grup, Haarovo mero).

1. Diskretne grupe

Poljubno grupo lahko opremimo z diskretno topologijo (vsaka podmnozica je odprta)
in dobimo topolosko grupo, ki je lokalno kompaktna (kompaktne so natanko vse koné¢ne
podmnozice).

Haarova mera. Ker je {z} odprta mnozica, je A({z}) > 0 za vsak z € X. Zaradi leve
invariantnosti mere, za poljuben par tock z,y € G velja A({z}) = A{(zy1)y}) = A\{y}),
torej lahko za A izberemo mero, ki steje tocke. Zaradi A(y)A({z}) = A{zy}) = A\({z})
za vsak z,y € G, je A(y) = 1 za vsak y. Torej je vsaka diskretna grupa G unimodularna.
Leva in desna Haarova mera sovpadata.

Grupa je kompaktna natanko tedaj, ko je kon¢na. Naj ima n razli¢nih tock x1, x2, ..., Ty
V tem primeru normalizacija mere pove, da je za vsak x € G mera enotockaste mnozice
{z} enaka A({z}) = 1/n. Invarianten integral je zdaj povprecje na grupi:

1 n
—/GfdA—n;ﬂm.
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Zgled. Poseben primer konéne grupe z n elementi je cikliéna grupa {1, a,a?,...,a" "'},
generirana z elementom a kon¢nega reda n, se pravi " = 1. Ta grupa je izomorfna
aditivni grupi Z,, = Z/nZ ostankov po moduli n ali multiplikativni grupi n-tih korenov
enote {¢*; k=0,1,2,...,n — 1}, kjer je ( = 2™/, Ta grupa je seveda Abelova.

Vsaka kon¢na Abelova grupa je izomorfna konénemu produktu Z,,, X Zy,, X ... X Zy,,
ciklviénih grup oblike Z,,, kjer za m; lahko izberemo potenco prastevila (glej [21] ali [10]).

Ce ima element a, ki generira cikli¢no grupo, neskoné¢en red, je grupa seveda (Stevno)
neskoné¢na in tudi Abelova. Retemo ji tudi prosta grupa Fy z enim generatorjem. Prosta
grupa Fy z dvema generatorjema a,b pa ni ve¢ Abelova. Sestavljena je iz vseh konénih
besed oblike ' z5*...2}", kjer je r € N, nj € Z in so z; € {a,b}. Vedno lahko vzamemo,
da je beseda reducirana, se pravi, da je x; # 41 za j = 1,2,...,r — 1 in nj,nj41 # 0.

Opombe. 1. Ce je G nediskretna lokalno kompaktna grupa z levo Haarovo mero \, je
A(E) = 0 za vsako §tevno mnozico E. To sledi iz dejstva, da je A({z}) = 0 za vsak z € G.
Res, vsaka neprazna odprta mnozica ima pozitivno mero. Zaradi lokalne kompaktnosti pa
obstaja taka odprta mnozica U, da je 0 < A\(U) < oo (¢e je U kompaktna mnozica, ima
U konéno mero). Ker je grupa nediskretna, nima nobene izolirane tocke in vsaka odprta
okolica enote, s tem pa tudi vsaka odprta mnozica ima neskonéno mnogo elementov. Ce
bi bilo A({z}) # 0, bi zato imeli tudi A(U) = oo (vse enotockaste mnozice imajo namreé¢
isto mero A\({z})).

2. Pri diskretni grupi je vsaka mera p na G popolnoma nezvezna v smislu, da je
skoncentrirana samo na Stevni mnozici E (in obratno, grupa je diskretna, ¢e je to res),
glej [16], (19.15). Pri tem se prostor vseh mer M(G) ujema z LY(G) = I1(E). Zgled za
neskoncno diskretno grupo je npr. aditivna grupa celih stevil G = Z.

3. Nasprotni ekstrem diskretnega prostora je indiskreten prostor, ko sta edini odprti
mnozici prazna mnozica in ves prostor. Grupa z indiskretno topologijo je kompaktna, ni
pa Hausdorffova, ¢e premore vsaj dve tocki.

2. Aditivna grupa realnih stevil R

To je Abelova lokalno kompaktna grupa, vse podgrupe so edinke. Ker je povezana,
nima odprtih podgrup. Zaprta podgupa je npr. Z, saj je diskretna, ali aZ, kjer o € R.
Grupa Z + oZ pa ni ve¢ zaprta v R, ¢e o ¢ Q (glej opombo 1 za trditvijo 1.1). Podgrupa
Q prav tako ni zaprta, ampak gosta v R. Ta podgrupa ni lokalno kompaktna, kot hitro
vidimo. Zaradi gostosti podgrupe Q je faktorska podgrupa R/Q opremljena z indiskretno
topologijo, zato ni Hausdorffova. Je pa seveda kompaktna.

Na splosno veljajo za aditivno grupo R naslednje trditve (glej [23], str. 27,28): Vsaka
nediskretna podgrupa je gosta. Vsaka prava zaprta podgrupa je diskretna. Vsaka zaprta
podgrupa G je bodisi trivialna ({0}), enaka R, ali pa je diskretna, oblike 2Z za = > 0.
Podgrupa v R, generirana z dvema elementoma a, b, je zaprta natanko takrat, ko sta ele-
menta racionalno odvisna.

Haarova mera. Lebesguova mera je invariantna za premike, regularna in Borelova, torej
Haarova mera na R. Vsaka druga Haarova mera ji je proporcionalna. Na sploh ni enoli¢ne
normalizacije Haarove mere na R, vcasih je udobno izbrati kar Lebesguvo mero dt, véasih

dt/2m, véasih pa dt//2m.
3. Grupa kroznice T

Po definiciji je T = {z € C; |z| = 1} = {€?™®;2 € R} 2 R/Z. To je povezana kompak-
tna Abelova grupa za mnozenje kompleksnih Stevil. Vse podgrupe so edinke. Vsaka prava
zaprta podgrupa je konéna. Vsaka prava Hausdorffova kvocientna grupa R/ H je topolosko
izomorfna grupi T ([23], str. 28).
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Haarova mera. Pois¢imo invarianten integral na tej grupi. Zvezne funkcije na T' lahko
(preko zveze t — f(e) identificiramo z zveznimi periodi¢nimi funkcijami na R s periodo
27. Naj bo I poljuben invarianten integral na T. Za zvezno odvedljivo periodi¢no funkcijo

f velja
L. f—

lim Laf = =—f

a—0 a
enakomerno na [0, 27], kar najlazje vidimo v integralski obliki. Zaradi zveznosti in zaradi
invariantnosti integrala I na kompaktni grupi (glej opombo na koncu razdelka 2), imamo
torej

I(Lof) —1

a—0 a

Ce sta h, ho poljubni zvezni periodiéni funkeiji, pri ¢emer je fozﬂ ho(t)dt = 1, definirajmo

21 T
g=h—hy /0 WOt in f(z) = /O o(t)dt.

Potem je f zvezno odvedljiva periodi¢na funkcija, za katero je f' = g in zato I(g) = 0.

Torej imamo
2m

2
10) = 1(0w) [ bty = /O h(t)dt.

Na kompaktni grupi je I obi¢ajno normiran. Ce je I(1) = 1, mora bit ¢ = 1/27 in zato
(za vsako zvezno periodi¢no funkcijo h)
1 2m
I(h) = — / h(#)dt.
2 0

Ta integral je zaradi perido¢nosti funkcije h res invarianten za premike. Videli smo, da
je vsak invarianten integral take oblike. Normalizirana Haarova mera na T je torej enaka
normalizirani Lebesguovi meri dt/2m oziroma normalizirani lo¢ni meri na kroznici (tako
da je mera kroznice T enaka 1).

4. Multiplikativna grupa R\ {0}

Znano je, da je to grupa za mnozenje, saj je R obseg. Topologija je obic¢ajna (relativna)
topologija realne osi, zato grupa ni povezana. Je pa Abelova in lokalno kompaktna. Odprta
in hkrati zaprta podgrupa je RT, povezana komponenta enote, zato je R/RT = {1, —1}.
Edina zaprta podgrupa v R je trivialna podgrupa {1}.

Haarova mera. Neposredno se lahko prepricamo, da je invariantni integral na tej grupi

podan s predpisom
1= [ A
R\{0} 2]

kjer je dx Lebesguova mera na R. Res, za a € R\ {0} namrec¢ velja

1La) = [H (GREDPRI B (G
|z 120 t]
Zaradi komutativnosti, je to tudi desno invarianten integral na tej unimodularni grupi.

Haarova mera na grupi je torej dt/|t|.

Podobno bi na unimodularni multiplikativni grupi C\ {0} nasli invarianten integral

B f(z,y)
1= [, ey

in Haarovo mero dxdy/(x? + y?).
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5. Grupa afinih transformacij realne osi

Afina transformacija realne osi je oblike x — ax + b, a # 0, b € R. Take transformacije
tvorijo (nekomutativno) grupo G, ki jo lahko enag¢imo z grupo R? \ {(0,b);b € R} za
mnozenje, definirano s predpisom (a,b)-(a',b') = (ad’,b+ab’) ali z matrikami (in matri¢nim
0 ll) , kjer jea#0in b e R.

Topologija je relativna topologija iz ravnine R2. V njej je to lokalno kompaktna topoloska
grupa z enoto (1,0). Povezana komponenta enote je C' = {(a,b); a > 0,b € R} (zaprta
edinka v grupi G). Druga edinka je podgrupa translacij  — z+b oziroma N = {(1,b); b €
R}, tako v G kot v C. Levi odseki so navpi¢ne premice v ravnini razen ordinatne osi, desni
tudi (Geprav je parametrizacija na njih drugaéna). Podgrupa N je Abelova in jo lahko
ena¢imo z aditivno grupo R (izomorfizem je b — (1,b)). Abelova podgrupa, ki ni edinka,
pa je npr. podgrupa raztegov x — ax oziroma H = {(a,0); a # 0}. Izomorfna je multip-
likativni grupi R\ {0}. Ni se tezko prepricati, da je NN H = {(1,0)} in G = NH. Poleg
tega je G/N = H, saj ima homomorfizem (a,b) — (a,0) iz G v H za jedro ravno podgrupo
edinko N.

V resnici je G semidirekten produkt podgrup N in H, dolo¢en s homorfizmom a — 7,
ki preslika H v grupo avtomorfizmov za N s predpisom 7,(z) = axa™!.

mnozenjem) oblike

Haarova mera. Neposredno se lahko prepriéamo, da je levo invarianten integral na
grupi G podan z dvojnim integralom I;(f) = ffx?éo x,y)dzdy/x?, f € C.(G). Za vsak
poljuben par (a,b), a # 0, namre¢ velja (po zamenjavi spremenljivk)

//fa:mzy—a%dd = [ [ it = s,

Desno invarianten integral pa je drugacen: I.(f) = ffx#) (z,y)xdzdy/|x|, f € C(G),

saj velja
n=[ [He = [ [ e = 1)

Kot vidimo, sta integrala razlicna, zato sta tudi leva in desna Haarova mera razli¢ni.
Ocitno je modularna funkcija enaka A(a,b) = 1/|al.

6. Grupa zgornje trikotnih matrik reda 2

Ce se omejimo na matrike drugega reda, je to matri¢na grupa

G:{[g Z] z,y,2 €R, x,y # 0}

Podobno kot v prejsnjem primeru se lahko z ra¢unom prepri¢camo, da je levo invarianten

integral enak
0= [ [ [ ey 2dedydz/)
z,y#0

desno invarianten integral pa

=[] [ teyizdyds o)
z,y#0

Modularna funkcija je A(z,y, z) = |y/x|.

Podgrupa edinka v njej je H = {[ g xil ] ; ,z € R, x # 0}, sestavljena iz tistih

zgornje trikotnih matrik, ki imajo determinanto 1. Tu je levo invarianten integral enak

= / f(z,2)dxdz )z,
z#0
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desno invarianten pa

= / f(z, z)dzdz.
x#0

Modularna funkcija je A(x,z) = 1/22. Druga podgrupa edinka v G pa je grupa matrik iz
tocke 5, ki jo ze poznamo.

7. Heisenbergova grupa

Heisenbergova grupa je grupa realnih zgornje trikotnih matrik reda 3 z enkami po diag-
onali, torej grupa

H= ; a,b,ceR

S O =
o~ Q
— o0

Lahko jo identificiramo s prostorom R?, v katerega uvedemo mnozenje s predpisom
(a,b,c)(x,y,z) = (a+$ab+y)c+z+ay)'

Enota je seveda trojica (0,0,0), inverz k (a,b,c) pa (—a,—b,ab — ¢). Hitro se lahko

prepricamo, da je center grupe H enak Z(H) = {(0,0,2); z € R}. Center je seveda

zaprta podgrupa edinka in H/Z(H) = R? (jedro homomorfizma (y, x, z) — (z,y) je ravno

Z(H)). To tudi pomeni, da je Heisenbergova grupa resljiva.

Haarova mera. Levo in hkrati desno invarianten funkcional na H je v tem primeru kar
trojni Lebesguov integral I(f ffff (x,y, z)dzdydz, f € C.(H). Za vsak levi premik
(in podobno tudi za desni premlk namrec velja

(Lapeyf) = ///f a,—b,ab — c)(z,vy, 2))dxdydz =
///f(x—a,y—b,z—c+ab)dxdy://(/f(x—a,y—b,z—c—i—ab)dz)dxdy:
//(/f(x—a,y—b,z)dz)dxdy:///f(x,y,z)dwdydz.

Heisenbergova grupa je torej unimodularna, ¢eprav ni niti diskretna niti kompaktna niti
Abelova.

8. Grupa GL(2,R)

To je splosna linearna grupa, se pravi grupa vseh obrnljivih matrik reda dve z realnimi
koeficienti: [ Z z , kjer so z,y,u,v € R in je zv — yu # 0. Grupa je unimodularna, saj

sta levo in desno invariantna integrala enaka

/// H@y,uv) = drdydudv,
(zv — yu)?

kjer tecCe integracija po vseh ¢etverkah x,y, u, v z lastnostjo xv — yu # 0.

Zaprti podgrupi v GL(2,R) sta npr. specialna ortogonalna grupa SO(2), ki je izomorfna
unitarni grupi U(1) (kroznici), in ortogonalna grupa O(2), izomorfna disjunktni uniji dveh
kroznic. Ti dve podgrupi sta kompaktni. Podgrupa v GL(2,R) je tudi specialna linearna
grupa SL(2,R), ki ni kompaktna in jo je tezje obravnavati.

Klasi¢ni kompleksni matriéni kompaktni grupi U(2) in SU(2), ter kompaktno ortogo-
nalno grupo O(3) bomo spoznali v 4. poglavju v zvezi z njihovimi upodobitvami.
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II. poglavje : GRUPNE ALGEBRE IN MODULI

1. Konvolucija mer in funkcij

Vpeljali bomo konvolucijo mer in funkcij, definirali grupno algebro in raziskali njene
osnovne lastnosti.

Naj bo G lokalno kompaktna grupa in enkrat za vselej fiksirajmo na njej levo Haarovo
mero. Oznako zanjo bomo izpustili, mero mnozice E bomo oznaéili z |E|, integriranje po
njej pa bomo zabelezili kar z dz, npr. [ fdz, ¢e je f € C.(G) (integriranje brez oznacenega
integracijskega obmocja naj vedno pomeni integriranje po celotni grupi). Dve pomembni
formuli za uvedbo novih spremenljivk, formuli (2) in (4) iz razdelka 1.3, bomo npr. na
kratko zapisali v diferencialni obliki takole:

(1) d(zy) = A(y)dx
(2) dz™t = A(z7)dx.

V nadaljevanju jih bomo veckrat s pridom uporabili.
Algebra mer

Potrebovali bomo prostor M (G) vseh kompleksnih Radonovih mer, ki so omejeni line-
arni funkcionali na Cy(G) = C.(G).

Definicija 1. Konvolucija mer u,v € M(G) je kompleksna Radonova mera p * v, ki je
za vsak ¢ € Cp(G) podana s formulo

[ ot = [ [otanv).

Opomba. Z desno stranjo I(¢) = [ [ ¢(zy)du(z)dv(y) je za vsak ¢ € Cy(G) definiran
na Cy(G) omejen linearen funkcional I z lastnostjo [1(#)] < ||¢]lcolle]||¥|l, kjer sta na desni
variacijski normi obeh mer, tj. ||u]] = [u|(G) in ||v|| = |v|(G). Po Rieszovem izreku potem
obstaja mera, oznacena z v, tako da je I(¢) = [ ¢d(u*v) in ||pxv| < ||u||||v]. Ker sta
meri konéni in je ¢ omejena funkcija, vrstni red integriranja ni pomemben, saj lahko upora-
bimo Fubinijev izrek (spomnimo se predpostavke, da je G o-kompaktna grupa). Pomebno
pa je, da je v argumentu za ¢ produkt integracijskih spremenljivk zapisan v pravem vrst-
nem redu, prva spremenljivka se nanasa na integriranje po meri p, druga po meri v. Razlog
je ta, da grupa G v splosnem ni komutativna. Potem tudi konvolucija mer v splosnem ni
komutativna.

Posebno vrsto (pozitivne) Radonove mere predstavlja t.i. Diracova mera ¢, za tocko z,
ki je definirana s predpisom 6,(E) =1, e x € E,in 0, ¢e x ¢ E.

Trditev 1. V wvsaki lokalno kompaktni grupi G velja:
(a) Konvolucija je asociativna.
(b) Konvolucija je komutativna natanko takrat, ko je grupa G Abelova.
(¢c) Za vsak p € M(G) je %51 = 01 * p = pu.
(d) Za vsak 1, € M(G) velja || v < [lu] ]|
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Dokaz. (a) Naj bodo A\, u,v € M(G) in ¢ € C.(G). Potem je (z uporabo definicij in
Fubinijevega izreka)

/qbd)\* ok v)) //¢xydA d(p x v)( //d)xyd)\ d(p o v)(y) =
///¢xysz Ydp(y)dv(z ///¢>xyzdy YdA(z)dp(y) =
([ otwravendon ) -

//(;Syz (A ) (y)dv (2 /¢d (% 1) * ).

(b) Ce je G Abelova grupa, je ¢(zy) = ¢(yx) za vsak ¢ € Co(G) in poljubna z,y € G,
zato iz (1) takoj sledi p * v = v * u. Obratno, naj bo konvolucija komutativna, za p in v
pa izberimo Diracovi meri v tockah z in y. Tedaj je za vsak ¢ € Cp(G)

/qu, (6, % 6,) //gb uv) S, (u)ds, ( /gb 20)ds, (v) = (ay) :/qﬁdémy.

Torej je 05 %, = 0zy. Podobno dobimo 4, *d, = dy,. Ker je konvolucija zdaj komutativna,
velja 03y = 0y in zato tudi zy = yz.

(c) Za vsak p € M(G) je [¢d(pu= 1) = [ [ ¢(xy)du(z)ddi(y) = [ ¢(z) in torej
velja p % 01 = p. Enako dobimo za d1 * u.
(d) Sledi iz naslednje ocene, veljavne za vsak ¢ € Cy(G),

!/¢d(u*V)! S//|¢(xy)|d|ul(x)dIV|(y) < || lloo llHl1l-

Definicija 2. Involucijo mer uvedemo za p € M(G) in Borelovo mnozico E C G s
predpisom
pr(E) = p(E-1).

Definicijo lahko povemo ge drugace. Ce je i(E) = u(E) oziroma [ ¢dfi = [ ddu za vsak
¢ € Cy(G), lahko zapisemo tudi z integralom

ot = [o6
oziroma v diferencialni obliki du*(x) = du(z~1).
Trditev 2. Involucija mer ima vse potrebne lastnosti: za p,v € M(G) in ¢ € C velja
(W) =p (p+v) =p" + 07, (ep)" =cp”, (pxv)" =v**p*. Poleg tega je [|u*|| = [|u

za vsak p.

Dokaz. Prve tri identitete so o¢itne. Dokazimo povezavo med involucijo in konvolucijo.
Za vsak ¢ € Cy(G) je

[otwsvy = [ otz amevie) = [ [ ot e dnta)avty) -
([ oty ta amtw)in(y) - / ([ ot )dnta))av*(5) =
//¢yxdu )dv*( /gbdi/*,u

Zadnji stavek pa velja, saj je za vsako Borelovo mnozico F
(B —Sup{zw i)l B = Uz 1E}—Sup{z (BT BT = UZ B = |l (BT

in zato ||p*[| = |M (&) = |pl(@) = [ull.

Y
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Izrek 1. Prostor M(G) je involutivna Banachova algebra za konvolucijo in involucijo
mer. Ta algebra ima enoto, podano z Diracovo mero 1.

Dokaz. Znano je, da je M(G) kot prostor omejenih linearnih funkcionalov na Cy(G)
poln, torej Banachov. Ostale lastnosti za involutivno Banachovo algebro z enoto sledijo iz
trditev 1 in 2.

Grupna algebra

Poleg konvolucije mer vpeljimo Se konvolucijo integrabilnih funkcij. Te so seveda povezane
z elementi naslednjega prostora.

Definicija 3. L'(G) = {[f]; f: G — C merljiva, [ |f(z)|dz < oo}

Se pravi, da je L!(G) mnozica ekvivalenénih razredov (med seboj skoraj povsod enakih)
merljivih kompleksnih funkcij na grupi G, ki so integrabilne po levi Haarovi meri. Ker na
integrabilne funkcije f lahko gledamo kot na mere fdz, ki so absolutno zvezne glede na
levo Haarovo mero (po Radon-Nikodymovem izreku), je L'(G) € M(G). LY(G) je seveda
vektorski prostor; lahko ga opremimo z normo ||f|1 = [ |f|dz, podobno kot je prostor
mer M(G) opremljen z variacijsko normo, in seveda se variacijska norma za mero fdz
ujema z normo || - [|1.

Definicija 4. Konvolucijo integrabilnih funkcij uvedemo s predpisom (f,g € LY(G),

z e q)
(f * o)z /f

Z uporabo Fubinijevega izreka lahko neposredno preverimo, da integral na desni ab-
solutno konvergira in da velja [|f * g|l1 < [[f]l1]lg]l1. Prav tako se lahko prepricamo, da
se ta definicija ujema z definicijo konvolucije pri merah (glej definicijo 1). Ce je namreé
du(y) = f(y)dy in dv(z) = g(x)dz, imamo za vsak ¢ € Cy(x) zaradi leve invariantnosti
Haarove mere in Fubinijevega izreka

/gf)d,u*y //gby:zdu Ydu(z //¢yx (2)dydz =
[ 1) [ stmg@iinay = [ 1) [ @ty n)dndy = [ o) /f gy~ 2)dy)dz.

Opomba. Upostevajo¢ definicijo konvolucije, modularne funkcije in razli¢cne formule za
zamenjavo integracijskih spremenljivk, lahko konvolucijo funkcij f in g zapiSemo v razli¢nih
oblikah:

(f*g)(= /f 9(y 1HC)dy—/J“'(a?y)g(y1)dy—

/f dy—/f 2y g(y)A(y~dy.

Kadar je G unimodularna grupa, v zadnjih dveh integralih seveda odpade faktor z modu-
larno funkcijo. Konvolucijo lahko podamo tudi z uporabo operatorjev premika:

(f*g)(x /f Lyg(x dy—/ (y "Ry f(x)dy
oziroma na kratko
(3) frg= /f(y)Lygdy: /g(y‘l)Ryfdy

Tu moramo integrala razumeti kot integrala vektorskih funkcij y — f(y)Lyg in y —
g(y YR, f v Lebesgue-Bochnerjevem smislu (glej dodatek D).
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Zaradi zadnjega zapisa in zaradi komutiranja levega in desnega premika lahko za vsak
z € G ugotovimo tudi naslednje:

(4) Lo(f#g) = / oy )L.Ryfdy = / oy YRy Lo fdy = (L.f) * g,
(5) Ru(f +g) = / f(y) R Lygdy = / )Ly Regdy = f * (R.g)
in podobno Se

(6) Rofvg=AGE")(f#Losg), f#Log=AG"Y)(Roif #g).

Definicija 5. Involucija je na L'(G) podana s predpisom (f € L'(G), v € G)
fH(@) = fla=HAE™).

Hitro vidimo, da je ta involucija zozitev involucije za mere (glej definicijo 2), saj je po
formuli (4) iz razdelka 1.3 za mero du(x) = f(z)dz res du*(x) = dup(x~1) = f(z~Dd(z™1) =
flx=H Az )du.

Lahko se prepricamo, da tudi za involucijo funkcij veljajo lastnosti: (f*)* = f, (f+g)* =
fr+g%, (cf)" =cf"in (f*g)" = g" = f*. Poleg tega je || f*|ls = [|f]l1, saj po definiciji 5
in po formuli (2) velja

I1#71 = [ [FelaE e = [ [FeDla = 7]
Videli smo, da se konvolucija mer (iz definicije 1) na L'(G) ujema s konvolucijo funkcij
(iz definicije 4). Pa definirajmo Se konvolucijo mere in funkcije. Pri tem moramo paziti na
vrstni red faktorjev, zato je potrebna dvojna definicija.

Definicija 6. Za u € M(G) in f € L'(G) naj bo za vsak v € G

(nx f)(x /fy Yo)du(y) in (f p)(a /fxy DAY du(y).

Na kratko lahko z uporabo operatorjev premika konvoluciji zapiSemo tudi z Lebesgue-
Bochnerjevim integralom: g f = [ Ly fdu(y) in f*p= [ Ry—1 fA(y)du(y).

Zgled. Najbo f € L'(G) in 2 € G. Potem je 6, x f = L.f in f+8, = A(z"HR,1 f.

Ce sta u in v Borelovi meri na G in dv(x) = f(z)dx, f € L*(G), izra¢unajmo njuno
konvolucijo. Za vsak ¢ € Cp(G) imamo

/Cf)du*u //gbymdu Ydv(x //¢yxdy 2))duly) =
//qbyz z)dx)dp(y //¢ )y~ ) da)du(y) /¢ /fy L)y

torej je d(pxv)(z) = ([ f(y~*o)du(y))dx = (u* f)(z)dz. Podobno je

/¢dy*u //¢mydu e //¢xy z)dz)du(y) =
K / <Z>(fv)f(xy‘1> andu(y) = [ @) [ fay™ )G dnt)as

torej d(v * p)(z) = ([ f(zy Ay~ )du(y)). Ker sta p+ v in v * u kot kompleksni meri
konéni, v1d1mo odtod da sta konvoluciji px fin fxpv LYG).
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Izrek 2. L'(G) je involutivna Banachova algebra za konvolucijo, zaprta involutivna
podalgebra in celo zaprt dvostranski ideal v M(QG).

Dokaz. Vsaka funkcija iz L!(G) doloéa mero v M(G) (absolutno zvezno glede na levo
Haarovo mero), zato lahko vzamemo, da je L'(G) C M(G). Iz splogne teorije mere je
znano, da je L'(G) poln prostor v ustrezni normi, ki se ujema z variacijsko normo, pode-
dovano iz M(G), torej zaprt podprostor v M(G). Da se konvoluciji in involuciji v na
skupnem prostoru ujemata, smo ze videli. Norma je algebrai¢na, L'(G) Banachova alge-
bra. Da je dvostranski ideal pa sledi iz prejsnjega racuna.

Trditev 3. Banachova algebra L'(G) ima enoto natanko takrat, ko je G diskretna grupa.

Dokaz. Ce je G diskretna grupa, so enotockaste mnozice odprte in vse imajo enako
pozitivno mero. Z normiranjem lahko dosezemo, da je |[{x}| = 1; Haarova mera je torej
mera, ki §teje tocke. Potem je f integrabilna funkcija, torej f € L'(G) natanko takrat,
ko je f(x) = 0 za vsak z razen za Stevno mnozico {x,; n € N}, ko je Y |f(zp)| < oo.
Enota v grupni algebri je karakteristicna funkcija enotockaste mnozice, ki vsebuje 1, se
pravi e = x{1}.

Obratno, naj ima algebra L'(G) enoto e. Najprej bomo pokazali, da obstaja pozitivna
spodnja meja a > 0 za mero vsake neprazne odprte mnozice v G. Pa denimo, da to ni res,
tj. da obstaja okolica enote 1 € GG s poljubno majhno mero. Potem za vsak € > 0 obstaja
taka odprta okolica U enote 1 € G, da je fU y)|dy < €. Izberimo simetri¢no odprto
okolico V enote 1, da je V2 C U, in deﬁnlrajmo f= XV Potem za vsak x € V velja
f(x) = (ex f)(x) = fe(y)f(y_l:p)dy = [y e)dy < [, ]e(y)|dy < e, kar je v nasprotju z
dejstvom, da je f(x) = xv(x) = 1.

Torej obstaja a > 0, tako da je |U| > a za vsako odprto podmnozico U C G. Ce je U
taka, da je U kompaktna, je |U| < co. V tem primeru mora U vsebovati le konéno mnogo
razliénih tock, sicer bi lahko nasli poljubno mnogo paroma disjunktnih odprtih podmnozic
v U in bi veljalo |[U| > na za vsak n € N, kar ni mogoce. Odtod sledi, da je vsaka
enotockasta mnozica {x} v U odprta. Mnozica {z}¢ N U namre¢ vsebuje samo konéno
mnogo tock in je zato zaprta. Potem pa je zaprta tudi mnozica {z}¢ = ({z}°NU)U U,
se pravi, da je {z} odprta mnozica in topologija v G je diskretna.

Definicija 7. Algebro L'(G) imenujemo grupna algebra lokalno kompaktne grupe G.
Oglejmo si nekaj preprostih primerov.

Zgledi. 1. Ce je G = Z, je grupna algebra enaka L'(G) = M(G) = I'(Z), konvolucija
je dana z (f * g)n = > pcz fe9n—k, involucija z (f*), = f_, za vsak n € Z. Grupa je
diskretna, enota v njej je Diracova funkcija § (6o = 1 in 0, = 0 za n # 0).

2. Za aditivno grupo realnih Stevil G R, je grupna algebra enaka L'(G) = L'(R), s
konvolucijo, dano z integralom (f*g)(x f f(t)g(x—t)dt ter involucijo f*(x) = f(—x).

3. V primeru kroznice T, ki je kompaktna grupa podamo konvolucijo s predpisom
(f*9)(z) = 5 0% f(t)g(x—1t)dt, saj je tudi Haarova mera obicajno normirana. Involucija
je ista kot preJ

4. Ce je G konéna grupa vseh n-tih korenov enote, je konvolucija seveda povprecje

(f*9)(C™) = 5 Xher F(CF)g(¢™™F) in involucija f*(¢™) = f((™™) za vsak m = 1,2,...,n

. Ideali in moduli

Konvolucijo bomo razsirili e na druge funkcije, take ki niso nujno v L'(G). Najprej pa
definirajmo standardne prostore funkcij z integrabilnimi potencami.
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Prostori LP(G)

Podobno kot v primeru p = 1 definirajmo za 1 < p < oo prostor ekvivalenénih razredov
skoraj povsod enakih funkcij, ki imajo integrabilno p-to potenco.

Definicija 1. L?(G) = {[f]; f: G — C merljiva, [, |f(z)[Pdz < co}.

Znano je, da je to Banachov prostor v normi | f|, = (/, |f(z)[Pdz) /P, ki vsebuje
C.(G) kot gost podprostor. Njegov dual lahko identificiramo s prostorom L%(G), kjer
je1/p+1/q=1. V primeru p = oo definiramo ustrezni prostor nekoliko drugace.

Definicija 2. L*(G) = {[f]; f: G — C merljiva, esssup{|f(z)|; z € G} < oo}.

Tudi to je Banachov prostor, to pot v normi || f||ec = esssup{|f(z)|; = € G}, in celo
C*—algebra. Kot zaprto podalgebro vsebuje vse omejene zvezne funkcije Cy(G), zato tudi
prostor C.(G), ki zdaj ni gost v L*>(G).

Tako kot smo lahko smiselno definirali konvolucijo dane mere in funkcije iz L'(G), lahko
uvedemo tudi konvolucijo mere in funkcije iz LP(G), 1 < p < oo.

Definicija 3. Za € M(G) in g € LP(G), 1 < p < oo, pri poljubnem z € G definirajmo

(hxg)(z) = /g(y‘lx)du(y) (na kratko pxg = /Lygdu(y)),

(g% p)(z) = /g(xyl)Al/p(yl)du(y) (na kratko g p = /RylgAl/p(yl)du(y)).

Preslikavi y — Ly,g in y — RyflgAl/p(y’l) sta merljivi funkciji z vrednostmi v LP(G),
integrala njunih norm pa konéna, zato iz vektorske oblike zaradi lastnosti Lebesgue-
Bochnerjevega integrala (glej dodatek D) sledi px f € LP(G), f*p € LP(G) in [|jp* f|, <
el £ 1l ozivoma || f % ully < || o]l (upostevajmo, da je [[Ry-1fllp = A(y)'/P| f,)-

Opomba. Definicija obeh konvolucij @ * g in g * u se v primeru p = 1 ujema s tisto iz
definicije 1.6. V primeru p = oo pa se prva ujema z obic¢ajno definicijo, druga pa se od
nje razlikuje, zato moramo biti zelo pozorni, s kaksno funkcijo delamo konvolucijo dane
mere. Tezava nastopi, kadar je npr. g € L'(G) N LP(G) za 1 < p < oo. Ce npr. gledamo
g € LY(G) N L>(G) kot funkcijo iz L' (G), je g p = [ Ry-1gA(y~')du(y) (definicija 1.6);
¢e jo vidimo kot funkcijo iz L*°(G), pa je g * u = fRy_lgd,u(y) (definicija 3).

Naslednja trditev povzema pomemben primer definicije 3, ko je mera p absolutno zvezna
glede na levo Haarovo mero, tj. du(y) = f(y)dy in f € L'(G). V tem primeru delamo le s
funkcijami, ne pa z merami.

Trditev 1. Naj bo 1 <p < oo, f € LY(G), g € LP(GQ). Tedaj velja:
() Obe Konwoluciji f g in g+ f sta v LP(G) in velja ||f * glip llg * fllp < /1 g1l
(b) V primeru p = oo velja celo veé: fxg € Cp(Q) (levo enakomerno zvezna funkcija) in
g* f € Cryq) (desno enakomerno zvezna funkcija).

Dokaz. (a) Ocena |f gll, = || [ f(y)Lygdylly < [ IfW)IIILygllpdy = [[fll1llglly < o0
pove, da je fx g € LP(G). Zaradi g * f = ff(y)Ry_lgAl/p(y_l)dy je tudi g x f € LY(G),
saj velja

||g*f||p</|f(y)|||Ry19HpA1/”(y_1)dy=/\f(y)\HglpdyZ £ llllgllp < oo
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(b) Naj bop = 0o in f € C.(G) in x € G. Tedaj je funkcija f * g levo enakomerno
zvezna zaradi leve enakomerne zveznosti funkcije f (primerjaj trditev 1.1.11). Za vsak
€ > 0 namrec obstaja taka simetri¢cna kompaktna okolica V enote 1 € G, da iz z € V sledi
1f(y) — f(zy)| < € za vsak y € G. Naj bo K = V(supp f). Ce y ¢ K, potem zy ¢ supp f,
cejez € V,in tudi y ¢ supp f, ker je supp f C K. Torej zados¢a v naslednjem racunu
integrirati le po kompaktni mnozici K, tako da za = € G in z € V dobimo

(f * 9)(@) — (f % g) zx|—|/ u)g(y " x)dy| <
/ @) — Few)llgly™2)ldy < e / 90y~ )ldy < ellgllool K]

To najprej pove, da je f * g zvezna funkcija na G, in nato da je celo levo enakomerno
zvezna na G, saj velja [[fx g — L.(f * g)llco = 0 (2 — 1).

Naj bo zdaj f € L'(G). Ker je C.(G) gost podprostor v L'(G), za vsak € > 0 obstaja
funkcija h € Cc(G), tako da je |[f — |1 < e. Potem imamo za z € V

(fx9) (@) = (f+g)(z2)] < [((f =h)xg) ()| +[(h*g)(x) = (hxg)(zx)[ +|((h = f)xg)(22)] <

2| f = hllllglloo + [(h+ g)(2) = (hx g)(2)] < 2¢llglloo + ¢,

kar spet pomeni, da je tudi zdaj f % g (levo enakomerno) zvezna funkcija na G.
Podobno dobimo desno enakomerno zveznost konvolucije g * f iz desne enakomerne
zveznosti funkcije f, ¢e je f € C.(G). Zdaj namre¢ imamo

(g*f)(x)—(g*f)(m)=/(f(y)—f( 2)A(2))g(wy ™) dy =

/(f(y)—f(yZ))g( Ndy +(1-A /fyz glzy™)
G

/(f(y)f(yZ))g( Ndy + (A(z71) - 1) /f g(zzy™)
G

Spet zadoSc¢a integrirati le po kompaktni mnozici. Zdaj izberemo K = (supp f)V, kjer je
V taka simetri¢na kompaktna okolica V enote 1 € G, da iz z € V sledi |f(y) — f(yz)| < €
za vsak y € G in |A(z71) — 1| < e. Za z € V dobimo

(1) (@)~ (g ) (2)| < / F@)—Fy2)lg(ay™)dy+A ) —1] / F@)lg(ezyY)dy <

6/ Ig(:cy‘l)ldere/ |FW)llg(zzy™dy < ellglloo (K] + | £ll1)-
K K

Torej je g x f desno enakomerno zvezna funkcija, ¢e je f € C.(G). Enako kot prej potem
dokazemo desno enakomerno zveznost konvolucije g * f tudi za vsak f € L'(G).

Posledica. Ce je f € LY(G) in g € Co(G), velja tudi f x g, g+ f € Co(G) in
1S * glloos 19 * flloo < [1f11]lg]loo-

Dokaz. Ce sta f,g € C.(G), sta tudi f * g,g x f € C.(Q), ker velja supp(f * g) C
(supp f)(suppg), zaradi trditve 1(b) pa sta obe konvoluciji zvezni funkciji na G. Za
f € LYG) in g € Cy(G) dobimo rezultat z ustrezno aproksimacijo s funkcijami iz C.(G).

Trditev 2. Naj bo G unimodularna grupa, 1 < p,q < oo in 1/p+1/q = 1. Ce je
f € LP(G) in g € LU(G), je [+ g € Co(G) in velja || f * glloo < [[fllpllglle-

Dokaz. Z uporabo Holderjeve neenakosti dobimo za vsak x € G naslednjo oceno:

( * 9) ()] < / F@)lg(y2)ldy < ( / F@)Pdy) 7 / gy~ )| 9dy) e =

( / F@)Pdy) / 19(0)|%dp)Y1 = | Fl N9l
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Ce sta f,g € C.(G), takoj sledi f * g € C.(G). Zveznost vidimo enako kot prej, nosilec
konvolucije fx*g pa je tudi kompakten, vsebovan v (supp f)(supp g). Prostor zveznih funkcij
s kompaktnim nosilcem je gost tako v LP(G) kot v L4(G). Denimo, da so fy,gn € Ce(G)
funkcije z lastnostjo || f — fullp — 0in |[g—gnllq — 0 (n — 00). Tedaj je (zaradi || fp||, < M
za konstanto M in vsak n)

159 = Fnxgnlloo < N(f = fn) #Glloo +1fnx (9= gn)llco < I = Fullpllglla+[1fnllpllg = gnllg

1f = fallpllgllg + Mllg — gullq — 0.
Torej dobimo f,, * g, — f * g v prostoru Co(G) in ||f * gllec = limp—oo |[fn * gnlloo
limp o0 [ frllpllgnlle = 1 flIpllgllq-

IN

IN

Ce je f € LP(G), 1 < p < oo, je | Lyflly = I fllp < o0 in [Ryfllp = Aly) " P(Ifllp < oo
za vsak y € G. Torej so ti prostori invariantni tako za leve kot za desne premike. Isto
velja za prostor L>°(G). Naslednja trditev pove, da sta v primeru 1 < p < oo pri vsakem
f preslikavi y — L, f in y — R, f celo zvezni v ustrezni normi.

Trditev 3. Najbol < p < oo, f € LP(G). Potem pri pogojuy — 1 velja || Lyf—f|l, — 0
in ||Ryf = fllp — 0.

Dokaz. Naj bo V simetri¢na kompaktna okolica enote 1. Ce je g € C.(G), naj bo
K = (suppg)V UV (supp g), torej kompaktna mnozica. Premaknjeni funkciji L,g in R,g
imata nosilca v K, ¢e je le y € V.. Torej velja || Lyg—gllp < |K|P||Lyg—glloo — 0 (y — 1).
Podobno vidimo, da ||Ryg — gl — 0 (y — 1).

Ceje f € L7(G), jo ILyflly = Ifllp in [IByflp = AGw) Y2 fl, < Clfl, za neko
konstanto C' > 0 in vsak y € V' (upostevali smo, da je A kot zvezna funkcija omejena n
kompaktni mnozici V). Ce je € > 0 poljuben, obstaja tak g € C.(G), da je ||f — gll, < e.
Potem za y dovolj blizu 1, tako da je [|[Ryg — g|l, < €, velja

IRy f = fllp < 1Ry (f = 9llp + 1 Ryg — gllp + llg = fllp < (C+ De+ [[Ryg — gllp < (C+2)e.

Podobno, ¢e je ||Lyg — g, < €, imamo

1Ly f = fllp < 1 Ly(f = 9)llp + [1Lyg = gllp + lg = Fllp < 2€+ [ Lyg — gllp < 3e.

Za p = oo zgornja trditev ne velja, je pa res po definiciji ||[Lyf — fllcc — 0, Ce je
f € C(G), in |Ryf = flloo — 0, Ce je f € Cru(G).

Banachovi moduli

Videli smo, da je L' (G) Banachova algebra za konvolucijo. Za prostor LP(G),1 < p < oo,
tega ne moremo reci, konvolucija f * g ni definirana za vse f,g € LP(G), pa¢ pa lahko to
storimo, ¢e je npr. f € L'(G). V tem primeru je konvolucija t.i. levo modulsko mnozenje:
(f,g9) — f*g, f € LY(G), g € LP(G). 1z definicije konvolucije se lahko hitro prepri¢amo,
da za c1,c0 € C, fi1, f2, f € LY(G), g1, 92,9 € LP(G) velja
(i) (erfr +eaf2) x g = c1(f1x g) + ca(fo * g),

(if) f * (c191 + c2 % g2) = c1(f x g1) + ca(f * g2),
(ili) (f1* f2) xg = f1*(f2*9),
(iv) 01 % g = g, ce je 1 € LY(G).

Retemo, da je LP(G) levi modul nad grupno algebro L'(G). Ker velja tudi || f * g||, <
I £ll1llgllps je LP(G) levi Banachov modul nad L*(G).

Prav tako smo za f € L'(G) definirali konvolucijo g * f, ki pomeni desno modulsko
mnoZenje, in LP(G) je tudi desni Banachov modul nad algebro L'(G). Ker v tem primeru
velja celo (f1*g)* fo = f1*(g* f2) za f1, f» € L}(G), g € LP(G), govorimo o Banachovem
bimodulu nad grupno algebro L'(G).
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Zgledi. Primeri drugih levih Banachovih modulov nad grupno algebro L'(G) so se
npr. L*>°(G) in njegovi podprostori Cy(G), Ci,(G) in Co(G). Po trditvi 1(b) je namreé¢
LY(G) x L%®(G) C C1u(G), od koder sledi LY(G) * Cyp(G) C C(G) C Cy(G) in LYG) *
Cu(G) C Cu(G), po posledici trditve 1 pa tudi L'(G) * Co(G) C Co(G). Na enak nacin
vidimo, da so prostori L>(G), Cy(G), Cru(G) in Cy(G) desni Banachovi moduli nad L*(G).
Med njimi so L*(G), Cp(G), Cu(G) in Cy(G) celo Banachovi bimoduli.

Priblizna enota

Naj bo U lokalna baza simetri¢nih odprtih okolic enote 1 € G. Zaradi lokalne kompakt-
nosti grupe G lahko predpostavimo, da so vse okolice U € U vsebovane v dani kompaktni
simetri¢ni okolici V enote 1 € G. Ce druzino U uredimo z inkluzijo, postane usmerjena
mnozica (jemljemo ¢edalje manjse okolice U € U, na kratko U — 1), zato lahko z njenimi
elementi indeksiramo poljubno druzino funkcij in dobimo posploSeno zaporedje.

Trditev 4. Za vsak U € U naj bo Yy normirana pozitivna simetricna funkcija s kom-
paktnim nosilcem, vsebovanim v U, torej taka funkcija, da je vy > 0, vy(x™1) = Yy(z)
za vsak x € G, suppyy C U in [Yyde = 1.

() Ce je 1 < p < o0 in f € LP(G), velja [ + f — fllp — 0 in |f 50 — Fllp — 0.
(b) Ce je f z leve enakomerno zvezna funkcija, velja ||y * f — flloo — 0.
(c) Ce je f z desne enakomerno zvezna funkcija, velja || f * Yy — flloo — 0.

Dokaz. (a) Zaradi [+¢ydx =1 lahko zapiSemo

Gorf—f= / L, fou(y)dy — f / Yu(y)dy = /U (Lyf — Db (y)dy,

low * f - fl, < /U L0 = Tlobo )y < suplLLyf = £l
Y

Torej po trditvi 3 velja ||y * f — f||, — 0 (U — 1). Po drugi strani je zaradi simetri¢nosti
funkcije ¥y in suppyy C U

Froy = / Ry f () APy )dy = / Ry fvu () AYP () dy,
U
Fety—f— / (RyfAYP 1 (y) — P (y)dy =
U
/ (Ryf — AP () (v)dy + f / (AYP1(y) — Dy (y)dy
U U

in zato
If * v = fllp < /U 1Ry f = Flp AP (y)du (y)dy + IIpr/U (AP (y) — by () dy.
Naj bo C = sup,¢cy AYP=1(y). Zaradi U C V dobimo
If % b0 = fllp < Csup [Ryf = fllp + | fllpsup |AYP (y) = 1] — 0 (U — {1}).
yeU yeU
V primeru p = oo pri levi enakomerni zveznosti funkcije f velja
v 41 = Flloe < [ 1LyF = flactv(@dy < sup][Lyf = flloe =0 (5 = 1),
U yelU
pri desni enakomerni zveznosti funkcije f pa
100 = Flloe < [ IRy = st )dy < sup [ Ry-sf = Fllo =0 (5= 1).
ye

Torej imamo ||y * f = flloo = 0 (U — 1) za f € Cu(G) in ||f 5 Yy = flloo = 0 (U — 1)
za [ € Cpy(Q), tako da veljata tudi tocki (b) in (c).
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Definicija 4. Druzino funkcij {¢y} z lastnostmi iz trditve 4 (v primeru p = 1) imenu-
jemo omejena dvostranska priblizna (aproksimativna) enota v algebri L'(G).

Priblizna enota seveda ni enoli¢no dolocena, odvisna je od izbire lokalne baze v enoti
in izbire funkcij v¥y. Tako npr. lahko izberemo za U simetricne kompaktne okolice ter
Yy = xv/|U|. Lahko pa npr. dosezemo, da so funkcije ¥y zvezne.

Priblizna enota je koristno nadomestilo prave enote, kadar le-te grupna algebra ne pre-
more, se pravi, kadar grupa ni diskretna. Pomaga nam v razli¢nih primerih, ki jih bomo
obravnavali do konca razdelka.

Priblizna enota {1y} ima dodatne lepe lastnosti, saj veljajo tudi tocke (a) (zap > 1), (b)
in (c). Recemo, da je priblizna enota tudi za Banachove bimodule L”(G), C,(G) in Cy(G)
ter za levi Banachov modul Cy,(G) in desni Banachov modul C,u)(G) nad LY(G). Odtod
sledi, da je npr. L}(G)LP(G) gosta podmnozica v LP(G) za 1 < p < oo, ali L}(G)*Cy,(G)
gosta podmnozica v Cj,(G), Cry(G) * L(G) gosta podmnozica v Cyy,(G) in podobno.
Ker je priblizna enota {1y} omejena, se da z uporabo Cohenovega faktorizacijskega
izreka (glej dodatek C) pokazati, da veljajo celo enakosti: L!'(G) * LP(G) = LP(QG),
LY G) % C1y(G) = Clu(G), Cru(G) * LYG) = Cru(G), LY(G) * Cu(G) * LY(G) = Cu(G)
in Ll(G) * C()(G) * Ll(G> = C()(G)

Naslednjo trditev o modulih Cy,(G), Cry(G) in C,(G) bomo Se potrebovali v razdelku 4.

Trditev 5. Za lokalno kompaktno grupo G velja:
(a) Cu(G) = {f x¢; [ e LY(G), ¢ € L®(G)},
(b) Cru(G) ={o* f; f e L(G), ¢ € L=(G)},
(¢) Cu(G) ={f1* ¢ f2; f1,f2 € LY(G), ¢ € L(G)}.

Dokaz. Ker ima po trditvi 4 grupna algebra L'(G) omejeno levo priblizno enoto, ki
je leva priblizna enota tudi za levi Banachov modul Cy,(G) nad L*(G), je po Cohenovem
izreku (glej dodatek C) Cj,(G) = LY(G) * Cy,(G). Po eni strani je torej Ci,(G) = LY(G) *
Ci(G) C LY(G) x L=(G), po drugi strani pa je po trditvi 1(b) LY(G) * L®(G) C Cp,(G).
Tocki (b) in (¢) dokazemo podobno.

Posledica Cohenovega faktorizacijskega izreka je tudi naslednja trditev.

Trditev 6. Za vsak h € LY(G) obstajata taka f,g € L*(G), da velja h = f *g. Se
veé, ée je (hy) zaporedje elementov iz L*(G) z lastnostjo h, — 0 (n — 00), obstajajo taki
elementi f,g, € LY(G), gn — 0 (n — o0), da je hy, = f * g, za vsak n.

Dokaz. Algebra L'(G) je levi Banachov modul nad sabo in premore omejeno (levo)
priblizno enoto. Rezultat sledi iz Cohenovega izreka. Tudi mnozica vseh zaporedij iz
LY(G), ki konvergirajo po normi proti 0, je levi Banachov modul nad L!(G) z modulskim
mnozenjem (f, (gn)) — (f * gn). Da se pokazati, da je omejena priblizna enota za L'(G)
hkrati priblizna enota za ta modul, tako da lahko spet uporabimo Cohenov izrek.

Opazimo lahko, da je prvi stavek v trditvi v resnici posledica drugega, ¢e pac izberemo
zaporedje (gn), kjer je g1 =g in g, =0 zan > 1.

Multiplikatorji in ideali

Oglejmo si se nekaj dejstev o tako imenovanih multiplikatorjih grupne algebre. Najprej
definirajmo pojem levega oziroma desnega multiplikatorja algebre L'(G).
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Definicija 5. Linearen operator L : L'(G) — L'(G) z lastnostjo L(f * g) = (Lf) * g
za vsak f,g € L'(G) imenujemo levi multiplikator na L'(G). Podobno je linearen ope-
rator R : L'(G) — LY(G) desni multiplikator na L'(G), ¢e za vsak f,g € L'(G) velja
R(f*g) = = (Rg).

Zgled za levi multiplikator je levo mnozenje (konvolucija) z mero u € M(G), definirano
s predpisom L,g = p* g, g € L'(G) (glej definicijo 3). Podobno je zgled za desni multi-
plikator desno mnozenje (konvolucija) z mero v, definirano z R, f = f*v, f € L*(G) (glej
definicijo 3). Ta dva operatorja sta omejena. Zanimivo je, da sta to v bistvu edina zgleda
multiplikatorjev, kot povesta naslednja trditev in naslednji izrek.

Trditev 7. Vsak levi (desni) multiplikator na algebri L'(G) je zvezen.

Dokaz. Dokazimo zveznost levega multiplikatorja L. Naj bo (h,) zaporedje v L!(G)
z lastnostjo h, — 0 (n — oo). Po trditvi 6 obstaja f € L'(G) in zaporedje elementov
gn € LY(G), tako da g, — 0 (n — o0) in da velja h,, = f * g,, za vsak n. Torej velja tudi
L(hy) = L(f * gn) = L(f) * gn — 0 (n — 00), kar dokazuje zveznost linearnega operatorja
L. Zveznost desnega multiplikatorja R dokazemo z analogno trditvijo 6 za desne module.

Izrek 1 (Wendel). Za vsak levi multiplikator L na grupni algebri L'(G) obstaja taka
enoli¢no dolocena mera u € M(G), da je Lg = p* g za vsak g € LY(G) in ||u|| = ||L||. Za
vsak desni multiplikator R na L*(G) obstaja taka enoliéno dolocena mera v € M(G), da
je Rf = f*v za vsak f € LY(G) in |v| = | R]|.

Dokaz. Naj bo {¢y} priblizna enota v L'(G). Potem zaradi omejenosti linearnega
operatorja L po trditvi 4 za vsak g € LY(G) velja Lyy x g = L(yy x g) — Lg (U — 1)
po normi v L'(G). Oznacimo puy = Ly € LY(G), kar je zaradi ||uy|| < ||L|| omejeno
posploseno zaporedje (absolutno zveznih) mer v krogli s polmerom | L|. Ta krogla je
po Banach-Alaoglujevem izreku sibko—s kompaktna v M(G) = Cy(G)* (dual prostora
Co(G)). Po Rieszovem izreku so mere namre¢ omejeni linearni funkcionali na Cy(G).
Obstaja podzaporedje po = py,, ki v 8ibki—* topologiji konvergira proti neki meri p iz
iste krogle, torej (¢, ia) = [ ¢dua — [ ¢du = (¢, p) za vsak ¢ € Co(G). Potem pa za
vsak g € LY(G) velja tudi pq * g — p* g v §ibki—* topologiji. Za vsak ¢ € Cy(G) namreé
velja

(@, o * g) = /qﬁdua*g //qﬁwy Y)dpta(z dy—//(ﬁwy y)dy)dua(z) =

/ () dpa(z) = (b, o) — (1),

kjer je s predpisom ¢ (x) = [ ¢(zy)g(y)dy definirana funkcija ¢ v Cy(z). Na podoben na¢in
vidimo, da je (¢, u) = (qﬁ, uxg)y. Ker od prej vemo, da paxg = Ly, xg = L(vy, *g) — Lg,
mora veljati Lg = pu* g. Torej je L = L, in ||LH < ||]]. Po drugi strani iz |(¢, ta)| <
IIL||||#]|co za vsak ¢ € Co(G) in vsak « sledi |(¢, u)| < ||L]|]|#]|co za vsak ¢ € Co(G), torej
|l < ||L]|. Dobimo enakost in preslikava p +— L, je izometrija iz prostora mer v prostor
multiplikatorjev. Odtod tudi sledi, da je mera p z multiplikatorjem L natanko dolocena.

Podobno bi lahko ugotovili, da za vsak desni multiplikator R obstaja taka mera v, da je
R =R, in||R|| = ||v|. Lahko pa si pomagamo tudi z levim multiplikatorjem in z involucijo.
Za vsak g € L'(G) namre¢ definirajmo Lg = (Rg*)*. Potem je L levi multiplikator, saj za
f,9 € LI(G) velja L(f + g) = (R(f * g)")" = (R(g" * F))" = (9" * Rf*)" = (Rf*) g =
(Lf) * g. Poleg tega je || Lg|li = ||[(Rg*)*|l1 = ||[Rg*|l1 za vsak g € L'(G), od koder takoj
sledi || L|| = ||R||. Zato obstaja taka mera p € M(G), da je Lg = p* g za vsak g € L*(G)
in [|p]| = ||L||. Potem je v = p* taka mera, da je Rf = (Lf*)" = (ux f*)" = f+p* = fxv
in v = [l = llull = L] = |RI|
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Za konec razdelka si oglejmo Se karakterizacijo zaprtih idealov v grupni algebri.

Izrek 2. Naj bo I zaprt podprostor v LY(G). Tedaj je I levi (desni) ideal v L*(G)
natanko takrat, ko je zaprt za leve (desne) translacige.

Dokaz. Naj bo I levi ideal v L}(G), g € I, z € G in {¢y} priblizna enota v L'(G).
Potem je L,(¢vy * g) = (Lyvy) * g € I, se pravi tudi Lyg = limy_1 Ly (Yy x g) € 1.
Obratno, naj bo podprostor I zaprt za leve translacije, g € I in f € C.(G). Tedaj je
f*g=[f(y)Lygdy € I, ker je Lebesgue-Bochnerjev integral zvezne vektorske funkcije
y — f(y)Lyg z vrednostmi v I tudi sam v I. Ce pa je f € LY(@), lahko f v normi
|| |1 aproksimiramo s funkcijami iz C.(G) in (spet zaradi zaprtosti podprostora I) dobimo
f*g € I. Podoben dokaz velja tudi za desne ideale.

3. Homogeni prostori

Na kratko si bomo ogledali delovanje lokalno kompaktne grupe na topoloskih prostorih,
definirali homogene prostore in obravnavali eksistenco invariantne in kvazi invariantne
mere na takih prostorih.

Delovanje grupe

Definicija 1. Naj bo G lokalno kompaktna grupa in S lokalno kompakten Hausdorf-
fov topoloski prostor. Levo delovanje grupe G na prostoru S je taka zvezna preslikava
(z,s) —xs (x € G,s € 5), daje:

(i) s — xs homeomorfizem prostora S za vsak x € G,
(i) z(ys) = (xy)s za vsak par xz,y € G in za vsak s € S.

Zaradi (i) je preslikava s — xs injektivna, zato iz (ii) pri y = 1 sledi 1s = s. Delovanje
grupe G na prostoru S je tranzitivno, ¢e za s,t € S obstaja tak x € G, da je zs = t.
Prostoru S s (tranzitivno) delujoco grupo G re¢emo (tranzitiven) G-prostor.

Zgled 1. Ce je H zaprta podgrupa v G, je za vsak © € G ter s = yH € G/H s
predpisom xs = (zy)H definirano levo delovanje grupe G na kvocientnem prostoru G/H
in kvocientni prostor S = G/H tako postane G-prostor. To je celo tranzitiven prostor,
saj za poljubna s = yH int = zH v S = G/H velja t = zH = (2y ') (yH) = ws, kjer
jex = zy~! € G. V posebnem primeru H = {1} je S = G in tudi grupa G sama je
tranzitiven G-prostor za levo mnozenje z elementi iz G.

Pokazimo, da je v bistvu vsak tranzitiven G-prostor S take oblike. Izberimo poljuben
sp € S in definirajmo preslikavo ¢ : G — S s predpisom ¢(z) = xsg. Tudi ta preslikava
je zvezna in zaradi tranzitivnosti levega delovanja grupe G na S tudi surjektivna. Naj
bo H = {z € G; xsy = so}. Brez tezav vidimo, da je to zaprta podgrupa v G (t.i.
stabilizatorska podgrupa tocke sg). Ocitno je preslikava ¢ konstantna na levih odsekih po
tej podgrupi (zaradi ¢(zh) = zhsy = xzsp = ¢(x) za h € H). Torej obstaja inducirana
preslikava ® : G/H — S, tako da je ® o ¢ = ¢, ki je seveda zvezna surjekcija. Poleg
tega iz ®(xH) = ®(yH) sledi ¢(x) = ¢(y) oziroma xsy = yso, torej y~lzsg = s oziroma
y~lz € H, se pravi H = yH. Torej je ® zvezna bijekcija iz G/H na S. Ce bi bila tudi
inverzna preslikava ®~! zvezna, bi bil ® homeomorfizem.

Zgled 2. Inverzna preslikava ® ! ni vedno zvezna. Vzemimo G = Ry, to je adiditvno
grupo realnih Stevil, opremljeno z diskretno topologijo, in S = R z obicajno topologijo.
Delovanje grupe na S pa naj bo dano z (z,s) — = +s. Ce je ¢(z) =  + s in 59 # 0, je
stabilizatorska podgrupa enaka H = {0}, torej ® = ¢, preslikava ¢! : S — G, dana z
¢~ 1(s) = s — 50 pa ni zvezna.
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Trditev 1. Ce je G o-kompaktna grupa, je preslikava ® homeomorfizem topoloskih
prostorov G/H in S.

Dokaz. Dovolj je pokazati, da ¢ preslika odprte mnozice v G na odprte mnozice v
S. Naj bo U odprta podmnozica v G in g € U. Obstaja taka simetricna kompaktna
okolica V enote 1 € G, da je 29V? C U. Ker je G o-kompaktna grupa, obstaja taka stevna
podmnozica {y,} C G, da je G = Upy,V. Potem je S = U,é(y, V). Vse mnozice ¢(y,V)
so homeomorfne mnozici ¢(V'). Za vsak n je namreé preslikava f,, : ¢(V) — o(y, V), ki je
dana s predpisom f,(vsg) = y,vSp, zvezna bijekcija iz kompaktne mnozice ¢(V') na Haus-
dorffov topoloski prostor ¢(y,V), torej homeomorfizem. Po Baireovem izreku za lokalno
kompaktne Hausdorffove prostore (glej [28], str. 43) mora imeti vsaj ena od zaprtih mnozic
d(ynV), torej tudi mnozica ¢(V') neprazno notranjost. Toda ¢e je ¢(z1), 1 € V, notranja
tocka v ¢(V), je ¢(xp) notranja tocka v qﬁ(a:oa:l_lV). Ker pa je xoxl_lV C xV?2 CU,je
¢(z0) notranja tocka v ¢(U) in ¢(U) je odprta mnozica.

Definicija 2. Tranzitiven G-prostor S, ki je homeomorfen G/H (s homeomorfizmom
®), kjer je H zaprta podgrupa v GG, imenujemo homogeni prostor.

Vsak homogeni prostor bomo odslej identificirali s kvocientnim prostorom. Identifikacija
je odvisna od izbire tocke s € S, za katero je H stabilizatorska podgrupa. Ce je s, = xoso
neka druga tocka v S, je H' = {x € G; xsj = s} = {x € G; zxoso = xoso} = {z €
G; xalxxoso =sp} = {xoyacal € G; yso = sof = onxO_l. Preslikava y +— xoyxal in-
ducira homeomorfizem med G/H in G/H'.

Invariantna mera

Kadar podgrupa H ni podgrupa edinka v G, homogeni prostor G/H seveda ni faktorska
grupa, ¢eprav je lokalno kompakten Hausdorffov prostor, zato na njem ne obstaja vedno
(netrivialna) levo invariantna Radonova mera.

Zgled 3. Naj bo npr. G grupa afinih transformacij z — ax + b, a # 0, b € R, ki deluje
na realni osi R (glej tocko 5 v razdelku 1.4). Delovanje je o¢itno tranzitivno. Za prostor S
lahko vzamemo R in na njem tocko sp = 0. Potem je ¢(a,b) = b odprta zvezna surjekcija
iz G na R. Stabilizatorska podgrupa je H = {(a,b) € G; b = 0}, torej podgrupa raztegov
x — azx, ki ni edinka. Ker je preslikava ® : G/H — R, definirana z ®((a,b)H) = b,
homeomorfizem (o tem se lahko hitro prepricamo) je R = G/H homogeni prostor. Na
njem pa ne obstaja nobena netrivialna levo invariantna Radonova mera. Vsaka taka mera
mora biti namre¢ invariantna tudi za vse translacije x — x+b, to pa je edinole Lebesguova
mera. Vendar pa Lebesguova mera ni invariantna za raztege x — az, ¢e a # 1, —1.

Naj bo G lokalno kompaktna grupa, H zaprta podgrupa, dz leva Haarova mera na G
in d¢ leva Haarova mera na podgrupi H (ki je tudi lokalno kompaktna). Poleg tega naj
bo ¢: G — G/H kvocientna preslikava (¢(z) = xH), Ag in Ay modularni funkciji na G
oziroma na H. Za vsak z € G in f € C.(G) definirajmo

1) Pf(eH) = /H f(x)de

Leva stran je dobro definirana; ¢e je namre¢ tudi yH = xH, torej y = znzan € H,
imamo [ f(y&)d§ = [, f(ang)de = [, f(x€)dE zaradi leve invariantnosti Haarove mere
dé na H. Prav tako vidimo, da P komutira z delovanjem grupe G na homogenem
prostoru G/H, tj. za vsak y € G in vsak f € C.(G) velja LyPf = P(Lyf). Res:
LyPf(zH) = Pf(y~ aH) = [, [y~ w€)ds = [, L, f(a€)dE = P(L,f)(«H).
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Trditev 2. Za vsak f € C.(G) je Pf zvezna funkcija s kompaktnim nosilcem supp Pf C
q(supp f) na G/H. Poleg tega za vsak ¢ € C(G/H) velja P((poq)-f)=¢-Pf.

Dokaz. Za vsak € > 0 obstaja taka simetricna kompaktna okolica V enote 1 € G, da
za v € V po trditvi 1.1.10 velja || Ly, f — f||co < €. Fiksirajmo x € G in naj bo q(y) € q(Vz)
oziroma y € Ve H. Potem je y = van zav € V in n € H in zato (za ustrezno konstanto
M, > 0)

P(xH) — Pf(yH) = /H f () de — /H F(y€)de = /H f(x)de — /H floang)de =

/H f () de — /H f(va€)de = /H (F(a) — f(vt))de

oziroma |Pf(xH) — Pf(yH)| < / | Ly f — fllood€ < Mye.
= Wsupp f
To pomeni, da je Pf zvezna funkcija na G/H. Ker je q(z€) = q(z) za vsak = € G
in £ € H, velja ¢(z) = 0 natanko takrat, ko je q(z§) = 0 za vsak £ € H. Tedaj pa iz
f(x€) = 0 za vsak § € H sledi Pf(xH) = [, f(x€)d¢ = 0 in zato supp Pf C q(supp f).
Zadnji stavek je posledica definicije funkcije Pf. Za vsak x € G namre¢ velja

P((¢OQ)f)(93H):/H¢(Q($§))f(w§)d£=/qu(Q(m))f(mf)dé:¢(Q(w))Pf($H)-

Trditev pove, da je Pf € C.(G/H), ¢e je f € C.(G). Hitro se vidi, da je preslikava
P : C.(G) — C.(G/H) linearna. Pokazali bomo, da je surjektivna, za kar pa potrebujemo
dve splosni lemi.

Lema 1. Ce je E kompaktna podmnozica v G /H, obstaja taka kompaktna podmnoZica
K C G, dajeq(K)=FE.

Dokaz. Naj bo V odprta okolica enote v G s kompaktnim zaprtjem V. Ker je ¢
odprta preslikava, je druzina mnozic ¢(zV'), x € G, odprto pokritje za E. Zaradi kompak-
tnosti te mnozice obstaja kon¢no podpokritje {¢(z;V’), j = 1,2,...,n}. Potem pa zaradi
E cUl_q(x;V) = q(Uj_ z;V) velja E = q(K), kjer je K = T E)N Uj_yz;V. To pa je
oc¢itno kompaktna podmnozica v G.

Lema 2. Ce je F kompaktna podmnoZica v G/H, obstaja taka funkcija g € Co(G), da
jeg>01im Pg=1nakF.

Dokaz. Ce je E kompaktna okolica za F v G/H, obstaja po lemi 1 taka kompaktna
mnozica K C G, da je ¢(K) = E. Potem pa obstaja taka funkcija h € C.(G), da je h > 0
in h > 0 na K. Naj bo ¢ € C.(G/H) funkcija z lastnostjo ¢ > 0, supp¢ C E in ¢ =1
na F. Potem je g = (¢ o q)h/(Ph o q) dobro definirana zvezna funkcija na G (kadar je
Ph(q(z)) = 0, je h(z€) = 0 za vsak £ € H, torej h(xz) = 0). Za funkcijo g velja g > 0,
suppg C supph in Pg = (¢ - Ph)/Ph = ¢. Torej je Pg =1 na F.

Trditev 3. Ce je ¢ € C.(G/H) poljubna funkcija, obstaja f € C.(G) z lastnostjo
Pf=¢, q(supp f) = suppo in f 20, ée ¢ = 0.

Dokaz. Za funkcijo ¢ obstaja po lemi 2 funkcija ¢ > 0 na C.(G), tako da je Pg =1
na supp ¢. Naj bo f = (¢ 0 q)g. Tedaj velja Pf = ¢- Pg = ¢. Ce je f(z) # 0, mora biti
tudi ¢(q(x)) # 0 in zato q(supp f) C supp ¢. Obratno, ¢e je ¢(q(z)) # 0, je Pg(q(x)) # 0.
To pomeni, da obstaja tak £ € H, da je g(x€) # 0. Torej je f(x&) = ¢(q(x))g(x€) # 0, se
pravi q(x) = q(z€) € q(supp f) in zato tudi supp ¢ C q(supp f). Da iz ¢ > 0 sledi f > 0 je
jasno.
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Trditev med drugim pove, da je preslikava f — Pf surjekcija iz C.(G) na C.(G/H).
Naslednji izrek pa pri dolocenih pogojih zagotavlja obstoj invariantne Radonove mere na
homogenem prostoru G/H tudi v primeru, ko le-ta ni lokalno kompaktna grupa. Pravza-
prav celo karakterizira, kdaj invariantna mera obstaja.

Izrek 2. Na prostoru G/H obstaja invariantna Radonova mera p natanko takrat, ko
je Aglg = Ap. V tem primeru je invariantna mera p do konstantnega faktorja natanéno
doloc¢ena. Ce ta faktor primerno izberemo, velja za f € C.(G) t.i. Weilova formula

) | rayas = [ Pt duteit) = | y | s)iintam),

Dokaz. Denimo, da obstaja invariantna mera g na G/H. Potem je preslikava f —
Ja mPf (xH)dp(zH) levo invarianten pozitiven linearen funkcional na C.(G) in torej
doloca levo Haarovo mero na . Taka mera je proporcionalna prvotni, zato obstaja ¢ > 0,
tako da je fG/H Pf(zH)dpu(zH) = ¢ [ f(x)dz. S to formulo je mera p na G/H povsem

doloc¢ena, saj je vsak ¢ € C.(G/H) po trd1tv1 3 oblike ¢ = Pf. Izberimo ¢ = 1, se pravi, da
po potrebi zamenjamo mero p z mero p/c. Tedaj je Ag|g = Ap, sa je za vsak f € C.(G)
in vsak n € H res

= zn Ndx = —1f(x x =
n) /G f()dz = /G flan ) /G PR S H )G

B - x x =

Ap(n)Pf(eH)dp(eH) = A (n) / f(x)da
G/H

Obratno, naj bo Ag|g = Ag. Pokazimo, da za f € C.(G) iz Pf = 0 sledi fG x)dx =
0. Po lemi 2 obstaja tak g € CC(G), g > 0 da je Pg=1na q(suppf) Tedaj je za x € G

0=Pf(zH) = [, f(x€)d¢ = [, f(a& A (E 1) dE = [ f(2& 1) Aq(E71)dE in zato

0_/ / dedr = / / Ag(E")ded =
/H/Gg(xf)f(x)dxdfz/G/Hg(xé)dgf(x)dz:/Gpg(xﬂ)f(x)dx:/c;f(x)dx

Upostevajo¢ trditev 3 je preslikava I : Pf — [ f(x)dx dobro definiran invarianten
pozitiven linearen funkcional na C.(G/H). Za vsak y € G namrec¢ velja I(L,Pf) =
I(P(Lyf)) = [Lyf(z)dz = [ f(x)dx = I(Pf). Po Rieszovem izreku doloca I pozitivno
Radonovo mero na G/H, ki je levo invariantna. Enakost (2) smo spotoma ze spoznali (pri
primerno izbrani meri u) in izrek je dokazan.

Tudi iz izreka 2 sledi, da grupa afinih transformacij na realni osi (glej zgled 3 ali tocko
5 v razdelku 1.4) nima invariantne mere. V tem primeru je namre¢ Ay = 1 zaradi komu-
tativnosti podgrupe H, medtem ko je Ag(a,b) = 1/|a| in zato Ag|yg # Ag.

Kvazi invariantna mera

Vcasih seveda na homogenih prostorih invariantne mere nimamo. Tedaj lahko vpeljemo
koristen nadomestek.

Definicija 3. Naj bo p Radonova mera na G/H in pu,(E) = p(zFE) za vsak = € G in
vsako Borelovo podmnozico F C G/H. Re¢emo, da je mera u kvazi invariantna, ¢e so vse
mere f, ¢ € G, ekvivalentne (tj. vzajemno absolutno zvezne).
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Zahtevamo Se nekoliko ve¢, da obstaja zvezna funkcija A : G x (G/H) — (0,00),
tako da je duy(p) = Aa,p)du(p). Torej zahtevamo, da je Radon-Nikodymov odvod
Mz, p) = dpy/du(p) zvezen v obeh spremenljivkah, z in s. Kvazi invariantne mere s
tako dodatno lastnostjo imenujemo krepko kvazi invariantne mere. Za dokaz eksistence
takih mer potrebujemo nekaj pomoznih rezultatov in novo definicijo.

Lema 3. Naj bo V' simetricna relativno kompaktna odprta okolica enote 1 € G. Obstaja
podmnozica A C G z lastnostmi:
(i) za vsak x € G obstaja tak a € A, da je xtHNVa # 0,
(ii) za vsako kompaktno podmnozico K C G je mnoZica {a € A; KHNVa # 0} konéna.

Dokaz. Lahko predpostavimo, da je V' # {1} ali H # {1}. V nasprotnem primeru sta
namre¢ obe tocki trivialno izpolnjeni, ¢e izberemo A = G (upostevajmo, da je grupa zdaj
diskretna in vsaka kompaktna podmnozica v njej konéna). Se vedno imamo dve moznosti:

1. Za vsak a,b € G je a € VbH. Tedaj za vsak a,b € G obstajata v € V, h € H, tako
da je a = vbh oziroma v~'a = bh in zato bHNVa # 0. Za A lahko zdaj vzamemo poljubno
konéno podmnozico A C G, npr. A = {a}, za poljuben a € G.

2. Obstajata a,b € G z lastnostjo a ¢ VbH. Tedaj je nujno a # b. Oglejmo si druzino
podmnozic M = {M C G; z,y € M,z # y = z ¢ VyH} (opazimo, da je zaradi
V =V~lin H = H ! relacija x ¢ VyH simetri¢na, istocasno velja tudi y ¢ Vo H). Po
predpostavki je ta druzina neprazna in vsebuje vsaj neprazno mnozico {a,b}. Poleg tega
G ¢ M, saj za vsak y € G in vsak x # y dovolj blizu y velja x € VyH, ker je VyH
odprta okolica tocke y. Druzino M delno uredimo z inkluzijo. Hitro vidimo, da je za vsako
verigo v M tudi njena unija v M in po Zornovi lemi obstaja maksimalni element A € M.
Zagotovo je A # G. Tocka (i) je zdaj jasna: ¢e je x € A, vzamemo a = x; ¢e pa x ¢ A tudi
mora biti xH N Va # () pri nekem a € A, sicer bi veljalo z ¢ VaH v nasprotju z maksi-
malnostjo mnozice A. Dokazimo $e tocko (ii). Denimo, da je K C G kompaktna mnozica
z lastnostjo KH N Va # () za neskonéno mnogo a € A. Potem lahko najdemo neskonéno
mnogo razlicnih elementov ag,as,... € A in hy, ho, ... € H, tako da je ajh; € VK za vsak
j. Ker je mnozica VK kompaktna (glej trditev 1.1(f)(iii)), ima zaporedje a;h; stekalisée
y € VK. Ce je U simetri¢na okolica enote 1 € G z lastnostjo U? C V, lahko najdemo taka
razlitna indeksa j in k, da je hkrati a;h; € Uy in aghy, € Uy (oziroma y € Uaghy). Torej je
ajh; € U?aghy, C Vaghy. Tedaj paje aj € VaiH, kar je v nasprotju z definicijo mnozice A.

Lema 4. Obstaja zvezna funkcija f: G — [0,00) z lastnostmi:
) {yeG; fly)>0}NnzH #0 za vsak x € G,
(ii) Presek (supp f) N KH je kompakten za vsako kompaktno mnozico K C G.

Dokaz. Izberimo poljubno simetri¢no funkcijo g € C.f (G) z lastnostjo g(1) > 0. Potem
je V. ={z € G; g(x) > 0} simetri¢na okolica enote 1. Izberimo mnozico A kot v lemi
3 in definirajmo f(z) = Y ,c49(za™t). Po lemi 3(ii) je za vsak z iz katerekoli kompak-
tne mnozice kve¢jemu koncéno mnogo ¢lenov te vsote razlicnih od ni¢, zato je funkcija f
dobro definirana in zvezna. Ker je supp f = UgeaVa C UgeaVa je za vsako kompaktno
podmnozico K C G presek (supp f) N K H vsebovan v konéni uniji kompaktnih mnozic Va,
torej tudi sam kompakten. Nazadnje po lemi 3(i) mnozica {y € G; f(y) > 0} = UgeaVa
preseka vsak levi odsek zH.

Definicija 4. Zvezna funkcija p : G — (0, 00) se imenuje kvazi invariantna ali relativno
invariantna funkcija za par (G, H), ¢e za vsak © € G in § € H velja

plat) = 324 o(o).
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Ce G/H premore G-invariantno Radonovo mero, je seveda p(z€) = p(z) za vsak z € G
in £ € H, se pravi, funkcija p konstantna na levih odsekih po podgrupi G.

Trditev 4. Za vsako lokalno kompaktno grupo G in vsako zaprto podgrupo H obstaja
kvazi invariantna funkcija za par (G, H).

Dokaz. Naj bo f funkcija iz leme 4. Za vsak x € G definirajmo
Ac(n)
plz) = f(xn)dn.
(=) 7 Au(n) (@)

Lastnosti funkcije f zagotavljajo obstoj, pozitivnost in zveznost funkcije p. Pleg tega je
za vsak x € G in £ € H res

Ac(n) [ Aq(Ey) e\ = .
i Ay T = /H Rr(e Ty 1 = 5 (6P

Lema 5. Ce je f € C.(G) in Pf = 0, velja Jo f(@)p(x)dz = 0 za vsako kvazi invari-
antno funkcijo p.

Dokaz. Po lemi 2 obstaja v C.(G) funkcija ¢ > 0 z lastnostjo P¢ = 1 na q(supp f).
Potem iz

_ _ —1 —1
Oiéﬁ@%—éﬂﬁ)&& )

dobimo z integracijo

0=L/mmmmx> “astr = [ [ oot @A (e s =
/ / (z)dédz = /G p(x) f(x)Po(q(z))dz = /G p(z) f(z)dz.

Izrek 3. Za wvsako kvazi invariantno funkcijo p obstaja taka krepko kvazi invariantna
mera v na G/H, da za vsak f € C.(G) velja

3) PH@)n(p) = [ f@)p(a)ds
G/H G
Poleg tega mera p zadoScéa pri vsakem paru x,y € G enakosti
dpa p(zy)
4 —(yH) = .
@ du( ) p(y)

Dokaz. Po trditvi 3 in lemi 5 je preslikava Pf — [ f(z)p(x)dz dobro definiran pozi-
tiven linearen funkcional na C.(G/H ), zato definira Radonovo mero pna G/H. Po defniciji
4 je funkcija y — p(xy)/p(y) konstantna na levih odsekih po podgrupi H, zato definira
zvezno funkcijo A : G x (G/H) — (0,00) s predpisom \(x,q(y)) = p(zy)/p(y). Za vsak
z € Gin f € C.(G) imamo po definiciji mere p in funkcije A

LMRMMM@ZLWPNEPM /fxy w@:Lﬂmmwwz

|t atotds = [ P aN@dum) = [ PO pdur)
G/H G/H
Pri zadnji enakosti smo upostevali, da za p = q(y) = yH zaradi (1) velja
PlfA(z,q(- / WOz, q(y€))dE = / Fy&)deN(x, q(y)) =

Pf(qw)A(z,q(y)) = Pf(p)A(z,p).
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Trditev 5. Ce je pu kvazi invariantna mera na G/H, je u(U) > 0 za vsako neprazno
odprto mnozico U.

Dokaz. Je enak kot dokaz trditve 1.2.3.

Izrek 4. Vsaka krepko kvazi invariantna mera na G/H izhaja iz kvazi invariantne
funkcije kot v izreku 3; vse take mere so krepko ekvivalentne.

Dokaz. Naj bo p krepko kvazi invariantna mera, tako da je du,/du(p) = Az, p), kjer
je A pozitivna in zvezna na G x (G/H). Ker je pizy = (tz)y za vsak z,y € G ter imamo za
vsak f € C.(G/H)

FONaey @) = | f@dun®) = | f@)d / P dpap) =

G/H G/H G/H

™ 'p)A(w, p)dp(p) = f()A(z, yp)duy(p) = F()A (=, yp) Ay, p)du(p),
G/H G/H G/H

velja (ne le skoraj povsod, ampak zaradi zveznosti funkcije A in trditve 5 povsod) verizno
pravilo za Radon-Nykodimove odvode (z,y € G,p € G/H)

(5) Azy, p) = M, yp) My, p)-
Upostevaje to pravilo, dobimo za vsak f € C.(G) in vsak y € G enakost

1 9 B N i » L
/| y [ 1 e 1) deduten) = [ y [ 1o e, ) i o)

/ / F )N (yae, H) Ny, wH)dedp(xH) = / / )N, H) " dédpu(aH).
G/H JH G/H JH

Torej je preslikva f — fG/H [y f@OXN (&, H) " dédp(zH) levo invarianten pozitiven line-
aren funkcional na C.(G), tako da je proporcionalen Haarovi meri, tj. obstaja ¢ > 0, tako
da je

-1 o
0 L ) fnee m danarm = ¢ | jyas
Naj bo p(x) = c\(z,H) za vsak * € G. Nadomestimo v (6) funkcijo f s funkcijo

(-, H), pa dobimo
/G/H /H Fla€)dgdp(H) = /G f(@)p(x)da

To je formula (3) iz izreka 3. Se ve¢, za n € H in f € C.(G), je
[ r@ptamds = aci™ [ e pws = st [ peerdedue) -
G/H

Ac(n) ™ A (n) /G y /H F(aE)dedu(zH) = Ag(n)Ap(n) /G f(@)p(x)da

Torej imamo p(xn) = Ag(n) 1A (n)p(x). Ker je poleg tega p zvezna in pozitivna funkcija,
je kvazi invariantna.

Denimo $e, da sta pu in p' dve krepko kvazi invariantni meri s pripadajocima kvazi
invariantnima funkcijama p in p’. Po definiciji takih funkcij je kvocient p'(y)/p(y) odvisen
le od levega odseka, v katerem je y. Torej definira pozitivno zvezno funkcijo ¢ na G/H.
Za vsak f € C.(G) je zato P(fp'/p) = (Pf)¢ in zato du'/du = ¢, saj velja

/G DI ) / f(@) (@)dz = /G (F(@)p ()/p(x))p(z)dz =

| preo)dutah).
G/H
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4. Amenabilne grupe

Poleg Haarove mere na lokalno kompaktni grupi GG je za analizo zelo koristno sredstvo
tudi invariantna sredina na algebri L>°(G) in z njo povezana amenabilnost grup.

Sredine

Definicija 1. Naj bo G lokalno kompaktna grupa in E C L*(G) linearen podprostor,
ki vsebuje konstantne funkcije na G. Sredina na E je omejen linearen funkcional m € E*
z lastnostjo (1,m) = [|m|| = 1.

Hitro vidimo, da je mnozica S vseh sredin na F Sibko—# zaprta, torej Sibko—* kom-
paktna konveksna podmnozica v E*. Sredino lahko opredelimo tudi drugace. Recemo,
da je linearen podprostor £ C L°°(G) simetricen, ¢e je zaprt za konjugiranje, linearen
funkcional m na E pa pozitiven, e je (¢, m) > 0 za vsak ¢ € E, ¢ > 0.

Trditev 1. Naj bo G lokalno kompaktna grupa in E C L°°(G) linearen podprostor,
ki vsebuje konstantne funkcije. Ce je E simetricen, je linearen funkcional m z lastnostjo
(1,m) =1 sredina na E natanko takrat, ko je pozitiven.

Dokaz. Naj bo m sredina na E, tj. naj poleg (1,m) = 1 velja Se ||m|| = 1. Pokazimo
najprej, da je (¢p,m) € R za vsako realno funkcijo ¢ € E. Lahko privzamemo, da je
¢l = 1. Naj bo (¢, m) = a+ i3, a, 3 € R. Potem imamo za vsak t € R oceno

(B+1)? <la+i(B+ 1) = [(¢+it,m)]” < || +iatll5, <1+,

se pravi 26t < 1 — 2. Torej mora biti 3 = 0. Zdaj naj bo 0 < ¢ < 1, tako da je ||¢]c < 1
za realno funkcijo ¢ = 2¢ — 1. Ker je |[(¢,m)| < ||¢|loc < 1, velja

(p,m) = %<1 + 1, m) = %(1 + (4, m)) > 0.

Obratno, naj bom > 0in ¢ € F zaenkrat realna funkcija. Potem je ¢ = ||@||oo-1—¢ > 0
in zato (¢, m) > 0. Sledi (¢,m) € R in celo (¢, m) < ||¢]|eo. Ce isto storimo s funkcijo
—¢, dobimo 8e — (¢, m) < ||¢|/, tako da imamo |(¢, m)| < ||¢]lcc. Splosno, za poljubno
funkcijo ¢ € E izberemo a € C, |a| = 1, tako da je (a¢p, m) = |[(¢, m)|. Po predpostavki
obstajata ¢1,p2 € F, da je agp = ¢1 + iga. Torej je (¢1,m) + i{pa,m) = (agp,m) > 0,
zato sta tudi (¢1,m), (¢2,m) € R in (¢, m) = 0. Ce upostevamo, da velja po prejsnji
ugotovitvi neenakost (¢1, m) < ||¢1]loo za realno funkcijo ¢y, imamo torej

(¢, m)| = (ad,m) = (¢1,m) < [|d1]lec < [|adllcc = [|loo-

Definicija 2. Naj bo G lokalno kompaktna grupa in E simetri¢ni podprostor v L*°(G),
ki vsebuje konstante. Potem je
(a) podprostor E levo invarianten, ¢e je Ly¢ € E za vsak ¢ € F in x € G}
(b) sredina m na levo invariantnem podprostoru E levo invariantna, ¢e je (Lyp,m) =
(¢,m) za vsak ¢ € E in z € G.

Ker je L,¢ = d,%¢, lahko levo invariantnost sredine povemo tudi z enakostjo (d, %@, m) =
(¢,m) za vsak ¢ € E in x € G.

Simetriéni podprostori v L>°(G), ki vsebujejo konstante, so npr. poleg prostora L (G)
se podprostori Cy(G) (vse omejene zvezne funkcije na G), Cj,(G) (vse levo enakomerno
zvezne funkcije na G), Cy,,(G) (vse desno enakomerno zvezne funkcije na G) in C,,(G) (vse
enakomerno zvezne funkcije na G). Vsi ti standardni podprostori so levo invariantni in

vsebujejo Cp(G).
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Amenabilnost
Zdaj lahko definiramo osnovni pojem tega razdelka.

Definicija 3. Lokalno kompaktna grupa G je amenabilna, ¢e obstaja na L*°(G) levo
invariantna sredina.

Trditev 2. Vsaka kompaktna grupa G je amenabilna.

Dokaz. Levo invariantna sredina na kompaktni grupi G je definirana s predpisom (kjer
je dx normalizirana Haarova mera na G in ¢ € L>®(G))

/¢> )dz.

V posebnem primeru je vsaka konéna grupa (z diskretno topologijo) amenabilna.
Trditev 3. Vsaka lokalno kompaktna Abelova grupa G je amenabilna.

Dokaz. Mnozica S vseh sredin na L°°(G) je neprazna (glej definicijo 4 spodaj), Sibko—x
kompaktna in konveksna. Za vsak x € G naj bo L}, adjungirani operator k levemu premiku
L, na L*°(G). Potem je L% sibko—sx zvezen in ohranja S, saj je (1, Lim) = (Ly1,m) =
(I,m) =1 = ||m]|| = ||Lim| za vsako sredino m. Zaradi komutativnosti grupe G velja
LyLy, = (LyLy)* = Lj, = Ly, = (LzLy)* = L;L} za z,y € G. Zato lahko uporabimo
izrek Markov-Kakutani za komutativno grupo operatorjev L}, ki ohranjajo kompaktno
konveksno mnozico S (glej dodatek C), da si zagotovimo eksistenco negibne tocke m € S.
Velja torej Lim = m za vsak € G, kar pa Ze pomeni, da je m levo invariantna sredina

na G.

V konkretnih primerih lahko pois¢emo levo invariantno sredino neposredno, brez sklice-
vanja na splosne izreke.

Zgled. Naj bo G = Z, aditivna grupa celih stevil. Ker je diskretna, je L>®(G) =
L®(Z) = 1°(Z). Za vsak n = 1,2, ... definirajmo m(™ € [®(Z)* s predpisom

n

1
(n) — . e}
(9, m™) = 5 — 1jZ_n¢<y> . (0 €1(2)).
Ocitno je m(™ > 0 in (1,m™) = 1. Torej je m™ po trditvi 1 sredina na I°°(Z) in
|[m™]|| =1 za vsak n. Za vsak k € Z in ¢ € 1°°(Z) je
1« .
(Ligp, m(n)) = > o(—k) = Z (j
2n+1 .
j=—n ]——n k
in za vsak n > |k| velja
2|k|

— L (] <

Ker je mnozica S vseh sredin sibko—# kompaktna, obstaja podzaporedje (m(™)), ki
sibko—x* konvergira proti nekemu elementu m € S. Torej mora biti (¢ — Lrp, m) = 0 za
vsak k € Z. Se pravi, da je m levo invariantna sredina na Z.

[@lloc = 0 (n — 00).

Obstajajo tudi lokalno kompaktne grupe, ki niso amenabilne. Tak primer bomo spoznali
ob koncu razdelka.
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Topoloska invariantnost

Oznacimo S1(G) = {f € LY(G); f >0, ||fll1 = 1}. Hitro vidimo, da je to neprazna
zaprta podmnozica enotske krogle v L!(G). S kanonsko vlozitvijo v drugi dual L'(G)**
L>*(G)* lahko imamo S;(G) za podmnozico v S = S(G), mnozici vseh sredin na L>®(G).

Lema 1. Si(G) je sibko—x gosta podmnozica v mnoZici vseh sredin S(G) na L*=°(G).

Dokaz Vsak element f € S1(G) definira omejen linearen funkcional, ki je zaradi
= | f(x)dz = | f|li = 1 sredina na L>®(G). Ker je enotska krogla v L'(G), kot
podmnomca v LOO(G) po Goldstineovem izreku (glej dodatek C) sibko—x* gosta v enotski
krogli v L*>°(G)* in je vsak pozitiven element v L*°(G)* sibka—sx* limita pozitivnih funkcij
iz L'(Q), je S1(G) sibko—* gosta podmnozica v mnozici vseh sredin na L>®(G).

Definicija 4. Naj bo E eden od standardnih levo invariantnih podprostorov v L*°(G).
Recemo, da je sredina m € E* topolosko levo invariantna, ¢e za vsak ¢ € E in f € S1(G)
velja

(f x ¢,m) = (¢, m).

Trditev 4. Naj bo G lokalno kompaktna grupa. Potem velja:

(a) Ce je E eden od standardnih invariantnih podprostorov v L>®(G), je vsaka topolosko
levo invariantna sredina na E levo invariantna.
(b) Ce je m € Cu(G)* levo invariantna sredina, je m topolosko levo invariantna sredina.

Dokaz. (a) Naj bo 6, Diracova mera v tocki z € G. Potem je za vsak f € S1(G) tudi
[ * 65 € S1(G), saj po definiciji 2.3 velja f * 6, = [ R,-1 fA(y~1doa(y) = Az )Ry f
in zato f*6; > 0in || f*6.)l1 = A(x™ Y[Ry flli = ||fll1 =1. Zavsak ¢ € Eje dpxp € E

in zato

(Lep,m) = (6z * ¢, m) = (f ¥ (0x % @), m) = ((f * 0z) * ¢, m) = (p,m).

(b) Zdaj imamo za vsak ¢ € Cy(G) in f € LY(G) enakost (L. (f * ¢),m) = (f * ¢, m).
Ker je za vsak ¢ € Cy(G) preslikava f— ( fo* ¢, > zvezen linearen funkcional na L'(G),
obstaja ¢ € L*°(G), tako da je (f * ¢, m fG y)dy. Zaradi prejsnje enakosti pa je

/ F@)b)dy = (F % é,m) = (Lo(f * 6),m) = (Lo f % §,m) = /G Lo f (y)(y)dy =

/ )b (y)dy = / F )b (y)dy = / F () L1 (y)dy
G G G

Odtod dobimo L,-1¢ = 9 za Vsak ac 6 G, torej je funkcija ¢ konstantna. Ker je odvisna
od ¢, lahko zapisemo (f * ¢, m) = c(¢ fG y)dy. Za f € S1(G) pa velja (f * ¢, m) = ¢(¢)
za vsak ¢ € Cy(G). Po trditvi 2 4 obstaja prlbhzna enota {u,} za L'(G), ki je normirana
in pozitivna, torej vsebovana v S1(G). Hkrati je {us} tudi leva priblizna enota za levi
Banachov modul C,(G) nad grupno algebro L'(G) (glej trditev 2.4(b)). Zato je za vsak
f€81(G) in ¢ € Cy(G) res

(5 6,m) = () = limn{uq * 6, m) = (6,m).

To pomeni, da je sredina m tudi topolosko levo invariantna.

Izrek 1. Za lokalno kompaktno grupo G so ekvivalentne naslednje trditve:
(i) Grupa G je amenabilna.
(ii) Obstaja levo invariantna sredina na Cy(G).
(iii) Obstaja levo invariantna sredina na C,(G).
(iv) Obstaga levo invariantna sredina na Cry(G).
(v) Obstaja levo invariantna sredina na Cy(G).
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Dokaz. Zozitev levo invariantne sredina na podalgebro je tam spet levo invariantna
sredina. Zaradi inkluzij Cy(G) C Cu(G), Cru(G) C Cp(G) C L*°(G) zadosca pokazati
eksistenco levo invariantne sredine na L*°(G), ¢e taka obstaja na Cy(G).

Naj bo torej m levo invariantna sredina na Cy,(G). Po trditvi 4(b) je tudi topolosko levo
invariantna. Naj bo {u,} omejena priblizna enota za algebro L'(G), ki pripada mnozici
S1(G) in je hkrati priblizna enota za bimodul C,(G) (trditev 2.4). Potem je uq * ¢ *x uy €
Cu(G) zavsak ¢ € L>(G) (glej trditev 2.5), zato lahko definiramo (¢, mq) = (uq*@p*uq, m)
za vsak ¢ € L°(G). Tu je (mg) z normo 1 omejeno pozitivno zaporedje v L (G)*, zato
obstaja sibko—x* konvergentno podzaporedje v (m,) (obdrzimo iste oznake), ki v §ibki—sx
topologiji konvergira k elementu m € L (G)*, za katerega tudi velja m > 0. Zaradi ocene

(e * 1k ug —1,m)| < [((ug x 1 — 1) xug, m)| + [(1 *uq — 1,m)| <
Jua * 1 = 1o [uallt + (11 % tuq = 1fjcc — 0
imamo tudi (1,m) = lim,(uq * 1 % uq,m) = (1,m) = 1, tako da je po trditvi 1 tudi m

sredina na L°(G). Zaradi (uq * f — f * uq) * ¢ % uq — 0 in topoloske leve invariantnosti
sredine m na C,(G) dobimo za vsak f € S1(G)

(f xo,m) :1i£n<f*¢,ma> :1i£n<ua x f* dkug,m) = ligl(f*ua*qﬁ*umm} =
Hm(ug * @ * ug, m) = im(p, mq) = (¢, m).

Vidimo, da je tudi m topolosko levo invariantna sredina na L°°(G). Trditvi 4(a) je potem
m levo invariantna sredina.

Posledica. Naj bo G lokalno kompaktna grupa in Gy ista grupa, opremljena z diskretno
topologijo. Ce je grupa G4 amenabilna, je amenabilna tudi grupa G.

Dokaz. Za diskretno grupo G4 je L>(G4) = [°(G). Ker je Cy(G) C I*°(G), je za vsako
levo invariantno sredino m na [°°(G) zozitev m|c, () levo invariantna sredina na Cy(G).
Torej je po izreku 1 grupa G amenabilna.

Kasneje bomo videli, da obratno nasploh ne velja.
Desna amenabilnost

Amenabilnost grupe smo definirali s pomocjo levo invariantne sredine na L>°(G). Podobno
bi lahko definirali desno (ali obojestransko) amenabilnost z desno invariantno ali (obojes-
transko) invariantno sredino. K sreci vse te razli¢ice amenabilnosti med seboj sovpadajo,
kot bomo videli v izreku 2. Prej potrebujemo Se eno karakterizacijo amenabilnsoti.

Trditev 5. Lokalno kompaktna grupa G je amenabilna natanko takrat, ko v S1(G) ob-
staja posploSeno zaporedje (fy), tako da je limy ||Lyfo — folli =0 2a vsak z € G.

Dokaz. Ce je m levo invariantna sredina, jo lahko po lemi 1 v &ibki—x topologiji
aproksimiramo s funkcijami iz S1(G). Potem za vsak ¢ € L*°(G) in vsak x € G velja

0= (0= Lot m) = tinfov~ L) =1 ( [ faltu)d — [ Fatw)otas)ay) =

i ([ fatw)otds — [ falanotan) =tim [(fa = Lo f) oty =
hm<fo¢_ —1fa7¢

Torej je 0 v Sibkem zaprtju mnozice {f — L,-1f; f € S1(G)}. Ker je ta mnozica konveksna
in ker se §ibko zaprtje konveksne mnozice ujema z zaprtjem po normi, obstaja posploseno
zaporedje fo € S1G) tudi limy, ||fo — Ly—1fa|l1 = 0 oziroma lim,, || L, fo — fall1 = 0 za vsak
x € G. Obratno lahko sklepamo Se lazje in dokaz je koncan.
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Izrek 2. Za lokalno kompaktno grupo G je ekvivalentno:
(i) Grupa G je amenabilna.
(ii) Na L*>°(G) obstaja desno invariantna sredina.
(iii) Na L*°(G) obstaja invariantna sredina.

Dokaz. Tocki (i) in (ii) sta ekvivalentni. Ce je namre¢ m levo invariantna sredina
na L®(G), je s predpisom (¢, 1) = (¢, m), kjer je d(z) = ¢p(z~1) za vsak ¢ € L®(G) in
z € G, dolotena na L*°(G) desno invariantna sredina, in obratno. Iz (iii) sledi (i) trivialno.
Dokazimo $e obratno implikacijo (i) = (iii).

Naj bo (fa) posploseno zaporedje iz trditve 5. Ker je L,fo = d; * fa, velja enakost
limg, ||0z * fo — fall1 = 0 in zato tudi

lim 15 % 6, = F3ll = i (8 = fo = fa)*ll1 =0

za vsak x € G. Potem je zaradi

2
o £20) = [ Falem o)Ay =0 . an f2lh = ( [ Fuliiy) =1

tudi go = fo * [ € S1(G) za vsak « in za vsak = € G velja

h;n ||5ac *Ja — 9aH1 = ligén ||(5x * fo — fa) * f;”l =0
in

licryn |90 * 62 — gall1 = horln [ fo x (fa * 6z — fa)ll1 = 0.
Naj bo m sibko—x stekalisée (limita) posplosenega zaporedja g, v L (G)*. Zaradi zgornjih
limit je m invariantna sredina na L*°(G), saj za vsak € G in vsak ¢ € L*°(G) velja

(Lo, m) = lim(Ly¢, ga) = lim / ¢(27"y)ga(y)dy = lim / ¢(y)ga(ry)dy =

1i£11<(]5, Oz-1 % ga) = li£n<¢, ga) = (&, m)
in
(B¢, m) = lim(Ry¢, go) = lim / $(yz)ga(y)dy = lim / 6(y)ga(yr™ A )dy =

lig1<¢, Jo * 590) = hgl<¢v ga> = <¢)7 m)

Ogledali si bomo Se vprasanje, ali se amenabilnost ohranja pri prehodu na zaprto pod-
grupo ali na kvocientno grupo.

Amenabilnost faktorskih grup

Izrek 3. Naj bo G amenabilna lokalno kompakina grupa, H druga lokalno kompaktna
grupa in 0 : G — H zvezen homomorfizem grup z gosto zalogo vrednosti. Potem je tudi
H amenabilna grupa.

Dokaz. Definirajmo zvezen homomorfizem 6* : Cy(H) — Cy(G) s predpisom 6" (¢) =
pofzade Cy(H). Ceje celo ¢ € Cp(H), je 0*(¢) € Cp(G). To vidimo iz definicije leve
enakomerne zveznosti (glej definicijo 1.1.4). Iz x, — x v G namrec sledi (enakomerno po
y €G)

Ly 0% (0)(y) = 0°(9) (x5 y) = (025 )) = ¢(B(wa)'6(y))
(Lo(za)®)(0(y) = 07 (Lo(za) @) (y) = 0" (Lo@)9)(y) = .. = L0 () (y)-

Naj bo m levo invariantna sredina na Cj,(G). Definirajmo m € Cj,(H)* s predpisom
(p,m) = (6*(¢),m) za vsak ¢ € Cj,(H). Takoj vidimo, da je m sredina na Cy,(H).
Nadalje je za vsak = € G res

(2) (Lo(zy®, ) = (0" (Lo(zy®), m) = (Lot (0),m) = (0°(¢), m) = (&, ).
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Ce je € € H poljuben element, obstaja zaradi gostosti zaloge vrednosti homomorfizma
0 tako zaporedje elementov z, € G, da velja 0(z,) — & Za ¢ € Cp(H) je potem
limy Lg(y, ¢ = Le¢ in iz (2) dobimo (Leg, m) = lima(Lg(s, )¢, M) = (¢, ), tako da je m
levo invariantna sredina na Cj, (H).

Posledica. Naj bo G amenabilna lokalno kompakina grupa in N zaprta podgrupa edinka
v G. Potem je faktorska grupa G/N amenabilna.

Dokaz. Kvocientna preslikava je zvezen homomorfizem iz G na G/N.

Trditev 6. Naj bo G lokalno kompaktna grupa in (H,) z inkluzijo usmerjeno zaporedje
zaprtih amenabilnih podgrup v G, katerih unija UyH, je gosta v G. Potem je tudi grupa
G amenabilna.

Dokaz. Za vsak « naj bo m, levo invariantna sredina na Cy(H,). Za vsak « naj bo
funkcional m, € Cp(G)* definiran s predpisom (¢ € Cyp(G))

(0, Ma) = (Pl Has Ma)-

Naj bo m sibko—x stekalis¢e posplosenega zaporedja (1) v Cy(G)*. Potem je m sredina
na Cy(G). Izberimo x € U,H,; ta element pripada neki podgrupi Hg in vsaki poznejsi
podgrupi, zato v tem primeru za vsak ¢ € Cp(G) velja

<Lx¢’m> = 1i£H<Lx¢7ma> = h0r}1<Lz¢|Ha>moz> = 11;11((;5’1{&, ma> = li(gn(gb, moa> = <¢a m>

Kot v dokazu izreka 3 dobimo, da velja (L,¢,m) = (¢,m) za vsak x € G in vsak
¢ € Ci,(G). Torej je m|Cyy,(G) levo invariantna sredina na Cj, (G).

Grupa G je lokalno koné¢na, ¢e vsaka konéna mnozica elementov v G generira konéno
podgrupo v G. Naj bo F druzina vseh kon¢nih podmnozic v G, za vsak F' € F pa oznac¢imo
z (F) podgrupo v G, generirano z F.

Posledica. Vsaka lokalno koncna grupa je amenabilna.

Dokaz. Za lokalno konéno grupo G je ((F)) peg z inkluzijo usmerjena druzina podgrup
v G z lastnostjo Upeg(F) = G. Ker so kon¢ne grupe kompaktne v diskretni topologiji, so
amenabilne. Po trditvi 6 je potem tudi grupa G amenabilna.

Amenabilnost zaprtih podgrup

Za amenabilnost zaprte podgrupe H C G potrebujemo tako imenovane Bruhatove
funkcije za H.

Definicija 5. Naj bo G lokalno kompaktna grupa in H njena zaprta podgrupa. Bruha-
tova funkcija za H je taka zvezna pozitivna funkcija 3 na grupi G, da je nosilec supp(8|x )

kompakten za vsako kompaktno podmnozico K C G indaje [, f(x€)dé = 1 zavsak x € G.

V posebnem primeru je nosilec zozitve funkcije 8 na vsak levi odsek po podgrupi H
kompakten. Eksistenco Bruhatove funkcije zagotavlja naslednja lema.

Lema 2. Za vsako zaprto podgrupo H lokalno kompaktne grupe G obstaja na G Bruha-
tova funkcija.

Dokaz. Naj bo f funkcija iz leme 3.4. Definirajmo novo funkcijo @ na G s predpisom

o(z) = /H f(at)de.
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Po lemi 3.4(ii) je za vsak & € G integrand na podgrupi H integrabilen, zato je funkcija «
dobro definirana in zvezna. Zaradi leve invariantnosti Haarove mere na H je o konstantna
na vsakem levem odseku po podgrupi H. Po lemi 3.4(i) je celo a(x) > 0 za vsak x € G.
Zdaj za (3 lahko vzamemo normirano funkcijo f, tj. f = f/a. Potem je tudi [ pozitivna
zvezna funkcija na G. Zaradi leme 3.4(ii) je supp(B|xm) kompakten za vsako kompaktno
mnozico K. Poleg tega je 0 res Bruhatova funkcija, saj velja

/H B(at)de = /H F(2) o) de = /H f(x€)de Ja(z) =

Izrek 4. Naj bo G amenabilna lokalno kompaktna grupa in H zaprta podgrupa v G.
Potem je tudi podgrupa H amenabilna.

Dokaz. Naj bo 8 Bruhatova funkcija za podgrupo H. Definirajmo linearno preslikavo
T: Cy(H) — Cy(G) s predpisom (z € G)

/<z> \LoB(€)dE = /¢ Bla€)de.

Zaradi kompaktnega nosilca funkcije §|,-1y je oL, € C.(H), zato integral obstaja. Ker
je tudi supp(fB|xm) kompakten za vsako kompaktno podmnozico K C G in je C.(G) C
C1u (@), hitro vidimo, da je T'¢ € Cy(G). Torej je operator T' dobro definiran, omejen in
celo kontrakcija. Poleg tega zaradi druge lastnosti Bruhatove funkcije velja T'1 = 1.

Naj bo m levo invariantna sredina na Cy(G) in m = T*m. Potem je oc¢itno m sredina
na Cy(H). Je pa tudi levo invariantna, saj za vsak x € G, n € H in ¢ € Cy(H) velja

w)—/ ¢(n‘1€)ﬁ($_1§)d€—/ $(&)B(x~n€)de = (T9)(n™'x) = (LyT)(x)
H H

in zato

(Ly@,m) = (T (Ly¢),m) = (Ly(T9), m) = (T¢,m) = (¢, 1)

Amenabilnost resljivih grup

Izreka 3 in 4 skupaj povesta, da sta za amenabilno lokalno kompaktno grupo GG amenabilni
zaprta podgrupa edinka N in faktorska grupa G/N. Velja pa tudi obratno.

Izrek 5. Naj bo G lokalno kompaktna grupa in N taka zaprta podgrupa edinka v G, da
sta tako N kot G/N amenabilni. Potem je tudi grupa G amenabilna.

Dokaz. Naj bo m levo invariantna sredina na Cy(N), ki obstaja zaradi amenabilnosti
podgrupe N. Za ¢ € Cj,(G) pa definirajmo funkcijo T'¢ na grupi G s predpisom (x € G)
(T'¢)(z) = (Lad|n, m).

Zaradi ¢ € Cp,(G) je To omejena zvezna funkcija na G, torej T¢ € Cy(G). Poleg tega
jeTl =1in T¢ > 0 za ¢ > 0. Prav tako hitro vidimo, da je T : Cp,(G) — Cy(G)
omejena linearna preslikava. Ce elementa x,y € G pripadata istemu odseku po podgrupi
N, obstaja tak £ € N, da je x = £y in zato

(T'9)(x) = (Lag|n,m) = (Le(Lyd|n), m) = (Ly¢|n,m) = (T¢)(y).
Funkcija T'¢ je torej konstantna na odsekih, zato definira omejeno zvezno funkcijo na G/N.
To pomeni, da 7" inducira omejeno linearno preslikavo 7' : Cp,(G) — Cp(G/N). Ocitno

je T1=11in TqS > 0 za ¢ > 0. Poleg tega se lahko prepricamo, da za vsak x € G velja
T(Ly¢) = RynT¢. Za z,y € G namre¢ imamo

T(Lm¢)(yN) = T(Lx(é)(y) = <Ly(L$¢>|N7 ﬁ‘b> = <Lyx¢|N7 ﬁl> =
(T¢)(yx) = (T)(yzN) = (To)(yNzN) = (RonT¢)(yN).
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Naj bo zdaj m, desno invariantna sredina na Cy(G/N), ki obstaja zaradi amenabilnosti
faktorske grupe G/N. Definirajmo m € Cy,(G)* s predpisom (¢ € Cp,(G))

<¢a m> = <T¢, mr>-
Sledi (1,m) = 1 in (¢,m) > 0 za ¢ > 0. Torej je m po trditvi 1 sredina na Cj,(G), celo
levo invariantna, saj za vsak z € G, ¢ € Ci,(G) velja

(Lo, m) = (T(Ly®), my) = (RunTp,my) = (T, my) = (¢, m).

Z uporaba izreka 5 lahko dokazemo amenabilnost resljivih grup. Ponovimo definicijo.

Definicija 6. Grupa G je redljiva, ¢e obstaja taka kon¢na veriga podgrup edink
{1} = Ngp € Ny C ... C N, = G, da so faktorske grupe N;/N;_; Abelove za vsak
ji=1,2,..n.

Posledica. Vsaka resljiva lokalno kompaktna grupa je amenabilna.

Dokaz. Po trditvi 3 je zaradi komutativnosti vsaka faktorska grupa N; /N;_; amenabilna.
Pri predpostavki, da je IN;_; amenabilna, je potem po izreku 5 amenabilna tudi podgrupa
Nj;. Preprost induktivni argument pove, da je potem tudi resljiva grupa G, opremljena
z diskretno topologijo, amenabilna. Resljivost pa ni odvisna od topologije. Ce je torej
lokalno kompaktna grupa G resljiva, je grupa G4 amenabilna. Po posledici izreka 1 je
potem amenabilna tudi grupa G.

Zgledi. 1. Videli smo, da je grupa G vseh afinih transformacij realne osi (glej zgled
1.4.5) enaka (semidirektnem) produktu dveh zaprtih Abelovih podgrup, namreé¢ podgrupe
edinke translacij N in podgrupe raztegov H, torej G = NH. Ker je G/N = H in sta
obe podgrupi, N in H, Abelovi, je grupa G resljiva in zato amenabilna. To je primer
nekompaktne nekomutativne amenabilne grupe.

2. Drug primer take grupe je Heisenbergova grupa H (glej zgled 1.4.7), ki je izomorfna
grupi R? z mnozenjem (a,b,¢) - (z,y,2) = (a + 2,b +y,c + z + ay). Ker je center ZH te
grupe izomorfen aditivni grupi R, faktorska grupa po centru H/ZH pa aditivni grupi R?
(homomorfizem (z,y, z) — (z,y) ima jedro enako ZH), je Heisenbergova grupa H resljiva
in zato amenabilna.

Neamenabilne grupe
Tipi¢en primer grupe, ki ni amenabilna, je naslednji.
Trditev 7. Prosta grupa Fo z dvema generatorjema ni amenabilna.

Dokaz. Bodita a, b generatorja proste grupe Fo. Denimo, da obstaja invariantna sredina
m na tej grupi. Ker je grupa neskonéna, mora biti (x(,),m) = 0 za vsak x € Fa, sicer bi
lahko za vsak n nasli mnozico E = {1, z9, ...,z } z n elementi, tako da bi veljajo

n n
<XE7m> = <Z X{xj}7m> = Z(X{xj}a m> = n<X{x1}7m>
Jj=1 Jj=1
Ta izraz pa ne bi bil omejen, ¢e (x{z,},m) # 0.

Grupo 9 lahko razkosamo na paroma disjunktne podmnozice na naslednji nacin. Za
vsak z € {a,a"t,b,b~'} naj bo F(x) podmnozica vseh reduciranih besed v Fa, ki se
zacenjajo s simbolom z. Potem je Fy = {1} U F(a) U F(a~!)U F(b) U F(b~!). Torej lahko
konstantno funkcijo 1 zapisemo v obliki 1 = x(1} + Xr(a) + XF(a-1) T XF@®) + XF@-1), 0d
koder je

(1) (XF(a)> M) + (XF@-1),m) + (XFE),m) + (Xpe-1),m) = (1,m) = 1.
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Toda F(a) = a(F2 \ F(a™!)) in zaradi leve invariantnosti sredine m velja
(XF(a), M) = (LaXFo\F(a—1)s M) = (XFo\F(a-1)s ™) = 1 = (XF(a-1), M)

Zato je (Xp(a), M) + (X F(a-1y,m) = 1 in podobno (x g, m) + (xpp-1),m) = 1, kar je oboje
skupaj v nasprotju z enakostjo (1).

Posledica. Ce lokalno kompaktna grupa G vsebuje zaprto podgrupo, ki je izomorfna
prosti grupt Fo z dvema generatorjema, ni amenabilna.

Zgled. Ker je grupa SO(3) kompaktna, je amenabilna. V 4. poglavju bomo videli,
da vsebuje podgrupo izomorfno grupi Fy, torej grupa SO(3)4 z diskretno topologijo ni
amenabilna. To je primer amenabilne lokalno kompaktne grupe G, za katero diskretna
grupa G4 ni amenabilna. (Obratno je vedno res po posledici izreka 1.) Podobno velja za
vsako grupo SO(n), n > 3.

Da se tudi pokazati, da vsebuje grupa PSL(2,R) = SL(2,R)/{I,—1} zaprto pod-
grupo, ki je izomorfna prosti grupi Fo, tako da PSL(2,R) in potem tudi SL(2,R) ni
amenabilna (glej [30], str. 28-29). Odtod potem lahko sklepamo, da nobena od grup
SL(n,R), GL(n,R), SL(n,C) in GL(n,C) ni amenabilna. To so primeri nekompaktnih
polenostavnih Liejevih grup, ki nikoli niso amenabilne (glej [26], razdelek 8.7).

Nekaj ¢asa so mislili, da mora biti grupa amenabilna, ¢e ne vsebuje zaprte podgrupe,
ki bi bila izomorfna prosti grupi z dvema generatorjema. Vendar je Olsanski leta 1980
konstruiral grupo, ki ni amenabilna, vsaka njena prava podgrupa pa je cikliéna (glej [24]).
Taka grupa ne more vsebovati zaprte podgrupe, izomorfne prosti grupi Fs.

5. Odvajanja grupne algebre

Videli bomo, da je amenabilnost lokalno kompaktne grupe tesno povezana z odvajanji
iz njene grupne algebre v bimodule. Spoznali bomo dve novi karakterizaciji amenabilnih
grup in nekaj odprtih problemov v zvezi z odvajanji grupne algebre. Najprej potrebujemo
nekaj splosnih definicij.

Splosno o bimodulih

Spomnimo se, da je Banachov bimodul nad Banachovo algebro A Banachov prostor F,
ki je hkrati levi in desni modul nad A, levo modulsko mnozenje (a,§) — a-£ pa je z desnim
modulskim mnozenjem (b, §) +— £-b povezano z asociativnostnim zakonom (a-§)-b = a-(£-b)
za vsak a,b € A in vsak £ € E.

Naslednja trditev pove, kako danemu levemu ali desnemu modulu, oziroma bimodulu,
na naraven nacin tudi njegov dual napravimo za modul oziroma bimodul.

Trditev 1. Naj bo A poljubna Banachova algebra.
(a) Ce je E levi Banachov modul nad A, je njegov dual E* desni Banachov modul nad A
z desnim modulskim mnoZenjem, definiranim s predpisom (a € A, £ € E, ¢ € E¥)

(£ ¢-a)=(a-& ¢).
(b) Ce je E desni Banachov modul nad A, je njegov dual E* levi Banachov modul nad A
z desnim modulskim mnoZenjem, definiranim s predpisom (a € A, £ € E, ¢ € E¥)

(§;a-¢) =(£-a,9).
(¢) Ce je E Banachov bimodul nad A, je njegov dual E* Banachov bimodul nad A z levim
in desnim modulskim mnoZenjem, definiranim v toc¢kah (a) in (b).

Dokaz. Hitro se lahko prepricamo, da imata tudi levo in desno mnozenje na dual-
nem prostoru, definirani v tockah (a) in (b) vse potrebne lastnosti modulskega mnozenja.
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Pokazimo le njuno asociativnost v primeru tocke (c): za vsak a,b € A, { € Fin ¢ € E*
velja

(€ (a-0)-b)=(b-&a-9) =((b-&)-a,¢)=(b-(§-a),d) =({-a,¢-b)=(a-(¢-D)).

Definicija 1. Dualnemu prostoru E* danega Banachovega (levega, desnega, bi-) modula
E nad Banachovo algebro A, opremljenega z (desnim, levim, obojestranskim) mnozenjem
kot trditvi 1, re¢emo dualni Banachov (desni, levi, bi-) modul.

Zgled. Grupna algebra L!(G) je Banachov bimodul nad algebro mer M (G) s konvolu-
cijo kot levim in desnim modulskim mnozenjem, ker je dvostranski ideal v M (G). Dual
prostora L'(G) je L°°(G) in ga lahko po trditvi 1 napravimo za Banachov bimodul nad
M (G). Naslednja trditev identificira levo in desno dualno modulsko mnozenje.

Trditev 2. Naj bo G lokalno kompaktna grupa. Za vsak p € M(G) naj bo dji(x) =
dp(z=1). Potem za vsak p € M(G) in vsak ¢ € L=(G) velja

ped=dfi= /R - djily /Ry¢du

m

6on=piro= [ Lodidy) = [ L,oduty)
G G
Dokaz. Po definiciji dualnega mnozenja in po formulah iz razdelka 2 najdemo
(- 8) = (f 10} = [6@)(F < n)(a
Joto [ st s = [ ( fose )A -
/(/ </>(wy)f(x)daf> antw) = [ 1) ( / S(an)d )
Torej je

pep= / Jbdu(y / J16dia(y) = 6+ i
Podobno imamo

(o) = (u* £.6) /d> (s f)(o

Je [ s aanma= [ ([ sre )
[ ([ stwors@e) antw) = | st (/ Hlya)d )

6 = [ Lyroauts) = | Lyodits) = o,

torej

Posebni primer. Naj bo dus(z) = f(z)dr za vsak z € G in [ € LY(G). Ker se hitro

vidi, da je tedaj d(fif)(z) = f(x)dz, kjer je f(z) = f(z ) A(z™") za vsak x € G, imamo
v tem primeru za vsak ¢ € L*°(G)

prod=9¢xf in ¢-pp=rfxo.
Torej je L*°(G) dualni bimodul nad L1(~G) z levim modulskim mnozenjem f-¢ = ¢ * f in

desnim modulskim mnozenjem ¢ - f = f * ¢.

Potrebovali bomo tudi pojem psevdo unitalnega bimodula.
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Definicija 2. Recemo, da je Banachov bimodul E nad Banachovo algebro A levo
(desno) psevdo unitalen, ¢e je E={a-& a€ A, E€ E} (E={£-b; be A, £€ E}). Ce
je hkrati levo in desno psevdo unitalen, re¢emo, da je E psevdo unitalen. V tem primeru

jeE={a-£-b; a,be A, £ € E}.

Kadar ima algebra A enoto, je seveda vsak bimodul nad njo psevdo unitalen. Denimo,
da ima A le omejeno priblizno (obojestransko) enoto (u,). Tedaj je bimodul E psevdo
unitalen natanko takrat, ko je (uq) priblizna enota tudi za modul E. O¢itno je ta pogoj
potreben, zadostnost pa sledi iz Cohenovega faktorizacijskega izreka.

Ker v L'(G) obstaja omejena dvostranska priblizna enota, ki je tudi priblizna enota za
Cu(G), je to zgled psevdo unitalnega bimodula nad grupno algebro. Prostora Cp,(G) in
Cru(G) pa sta zgleda levo oziroma desno psevdo unitalnega bimodula. Brez tezav se lahko
tudi prepricamo, da je dualni Banachov bimodul E* (levo, desno) psevdo unitalen, ¢e je
tak osnovni Banachov modul E.

Pojem levo (desno) psevdo unitalnosti bi lahko definirali samo za leve (desne) Bana-
chove module.

Splosno o odvajanjih

Definicija 3. Naj bo A Banachova algebra in £ Banachov bimodul nad A. Linearen
operator D : A — FE se imenuje odvajanje, ¢e za vsak a,b € A velja

D(ab) =a- Db+ Da - b.

Poseben primer bimodula nad A je kar algebra A sama. Tedaj je odvajanje D preslikava
iz A v A. Pomemben zgled odvajanj so t.i. notranja odvajanja.

Definicija 4. Naj bo E Banachov bimodul nad Banachovo algebro A. Za vsak £ € E
je notranje odvajanje definirano s predpisom (a € A)

D¢(a) =a-£—€-a.

Lahko se prepricamo, da je to res odvajanje. Zaradi asociativnosti modulskih mnozenj
namrec za vsak a,b € A velja

De¢(ab) = ab-(—&-ab=a-(b-§)—(§-a)-b=a-(b-£—&-b)+(a-§—E&-a)-b=a-D¢b+ Dea-b.

V posebnem primeru je notranje odvajanje iz A v A pri poljubnem b € A dano s predpisom
Dy(a) = ab—ba (a € A).

Opombe. V definiciji 3 nismo zahtevali, da je odvajanje D omejen operator. Zveznost

odvajanja je v¢asih avtomati¢no izpolnjena:

(1) Notranje odvajanje je vedno zvezno in za njegovo normo velja || De| < 2[£]|.

(2) Ce je A polenostavna komutativna Banachova algebra, je edino odvajanje D : A — A
trivialno (ni¢elno), torej gotovo zvezno (glej npr. [1], str. 95).

(3) Ce je A C*-algebra, je vsako odvajanje iz A v poljuben bimodul E zvezno (glej [36],
str. 121, in tamkajsnje reference).

Zveznost odvajanj so dokazali Se v mnogih drugih primerih, ni pa to splosna zakonitost.
Obstajajo tudi primeri Banachovih algeber in Banachovih bimodulov, na katerih obsta-
jajo nezvezna odvajanja, npr. iz algebre A(ID) vseh zveznih funkcij na enotskem disku D,
analiti¢nih v notranjosti, v dolo¢ene bimodule (glej [5], str. 57). Glej tudi [4], str. 756.

V nadaljevanju bomo seveda pozornost posvetili odvajanjem na grupni algebri. NaSa
Banachova algebra bo torej A = L'(G), bimoduli nad njo pa bodo lahko $e zelo razliéni.
Kar takoj povejmo, da ostaja Se vedno nereseno naslednje osnovno vprasanje:
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Ali je vsako odvajanje iz L'(G) v poljuben Banachov bimodul nad L'(G) zvezno?

To ni znano niti v primeru amenabilnih grup niti v primeru diskretnih grup. Pri do-
datnih pogojih na grupo (ali na bimodul) pa je seveda marsikdaj znano, da je vsako
odvajanje zvezno. To je npr. res, kadar je lokalno kompaktna grupa G Abelova, kom-
paktna ali povezana ([36], Prop. 12.3.1), prav tako, kadar je grupa G resljiva ali lokalno
konéna ([36], str. 126). Glede pogoja na bimodule, lahko navedemo rezultat, da je npr.
vsako odvajanje iz L!(G) v simetriéni (komutativni) Banachov bimodul nad L*(G) zvezno
(glej [4], str. 760). (Bimodul E je simetric¢en ali komutativen, ¢e za vsak element algebre
ain vsak £ € E veljaa-§=¢-a).

Odslej se bomo za zvezna odvajanja na grupni algebri sprasevali, kdaj so notranja. Nekaj
pozitivnih rezultatov imamo (glej [4], str. 736-749):
(1) Ce je grupa Abelova, je vsako odvajanje iz L'(G) v poljuben Banachov bimodul nad
LY(G) trivialno.
(2) Vsako zvezno odvajanje iz L'(G) v bimodul LP(G) (glej razdelek 2) je notranje pri
pogoju 1 < p < oo.
(3) Vsako zvezno odvajanje iz L'(G) v bimodul L>(G) = L'(G)* je notranje.

Zgledi. 1. Ker pri grupi G, ki ni Abelova, grupna algebra L!(G) ni komutativna,
obstaja tak g € L'(G), ki ne komutira z vsemi elementi iz algebre, zato Dyf =fxg—gxf,
f € LY(Q), definira netrivialno notranje odvajanje v L!(G).

2. Algebro mer M(G) lahko imamo za Banachov bimodul nad L'(G) za konvolu-
cijo. Ker je L'(G) dvostranski ideal v M(G), je namreé konvolucija funkcije in mere
vedno v LY(G) C M(G). Za vsak u € M(G) je operator D,, definiran s predpisom
Duf = f*p—px*f (f € LY(G)) odvajanje na algebri L'(G), ki ni nujno notranje (t;.
doloc¢eno z absolutno zvezno mero p). Seveda pa je to odvajanje notranje, ¢e ga gledamo
kot operator iz L'(G) v M(G). Po drugi strani ima vsako odvajanje D iz L'(G) v M(G)
zalogo vrednosti v LY(G). Ker je namre¢ L'(G) = LY(G) * L' (G) (po Cohenovem faktori-
zacijskem izreku), lahko za vsak h € L'(G) zapisemo h = f * g, kjer sta f,g € L}(G), in
zato Dh= D(f*g) = f* Dg+ Df x g € L'(G).

Odprt pa je Se vedno naslednji problem:

Ali je vsako zvezno odvajanje iz L'(G) v bimodul M(G) notrange?

Oziroma, ekvivalentno:

Ali je vsako zvezno odvajanje na L'(G) dano z mero u, torej Df = D,f=fxp—px*f?

Ce je G amenabilna grupa, je to res, kot bomo videli ob koncu tega razdelka, ko bomo
pokazali, da je v tem primeru vsako zvezno odvajanje iz L' (G) v poljuben dualni Banachov
bimodul nad L!(G) notranje.

Odvajanja v dualne bimodule

Trditev 3. Ce je E Banachov bimodul nad grupno algebro L'(G) s trivialnim levim
modulskim mnoZenjem (f - & = 0 za vsak f € LY(G) in vsak &€ € E), je vsako odvajanje
D: LYG) — E* notranje.

Dokaz. Po definiciji dualnega modulskega mnozenja je pri zgornjih pogojih ¢- f = 0 za
vsak f € LY(G) in vsak ¢ € E*. Torej je za f,g € L*(G) za vsako odvajanje D : L'(G) —

E* res D(f*g) = f-Dg. S trditvijo 2.6, ki je posledica Cohenovega izreka o faktorizaciji,
lahko na podoben nac¢in kot v dokazu trditve 2.7 odtod dokazemo, da je odvajanje D



51

zvezno. Naj bo zdaj (u,) omejena priblizna enota v L(G) (glej trditev 2.4) in ¢ §ibko—x
stekalisce (omejenega) zaporedja (Du,) v E*. Lahko kar privzamemo, da je ¢ = lim, Du,
v §ibki—x* topologiji. Potem za vsak f € L'(Q) velja Df = lim,, D(f*uy) = lim,, f-Dug =
f - @, saj imamo za vsak x € E konvergenco

(& f+Dua) =(§ f,Dua) = (- [, ) =(& - 9).
Ker je ¢ - f =0, je odvajanje D notranje.

Trditev 4. Naj bo G lokalno kompaktna grupa. Ekvivalentno je:
(i) Za vsak Banachov bimodul E nad L'(G) je vsako zvezno odvajanje iz L'(G) v E* no-
tranje.
(ii) Za vsak levo psevdo unitalni Banachov bimodul E nad L'(G) je vsako zvezno odvajanje
iz LY(G) v E* notranje.
(iii) Za vsak desno psevdo unitalni Banachov bimodul E nad L*(G) je vsako zvezno odva-
janje iz LY (G) v E* notranje.
(iv) Za vsak psevdo unitalni Banachov bimodul E nad L'(G) je vsako zvezno odvajanje iz
LY(G) v E* notrange.

Dokaz. Implikacije (i) = (ii) = (iv) in (i) = (iii) == (iv) so trivialne. Dokazali
bomo implikacijo (ii) == (i), implikacija (iii) = (i) je samo njena ”desna’varianta. Prav
tako dobimo implikacijo (iv) == (ii) z uporabo ”desne” variante na poljubnem levo psevdo
unitalnem modulu in implikacijo (iv) = (iii) z uporabo "leve”variante na poljubnem
desno psevdo unitalnem modulu.

Naj bo torej E poljuben Banachov bimodul nad L!(G) in D zvezno odvajanje iz L!(G)
v E*. Definirajmo Ey = {h - & h € LY(G), £ € E}. Potem je Ey levo psevdo unitalen
Banachov bimodul nad L'(G). Ker ima algebra L'(G) omejeno priblizno enoto, je namreé
po Cohenovem izreku Ey = span Ey. Naj bo r: E* — Ej zozitvena funkcija, tj. 7(¢) =
B|g, za ¢ € E*. Zaradi za vsak f,g,h € LY(G), £ € E in ¢ € E* veljavne enakosti

(h-&r(f-0-9))=(h-&f-¢-9)=(g-(h-&)-f,0) =(g-(h-&)- f,7(¢)) = (h-& [-r()-g)
je r bimodulski homomorfizem. Torej je tudi r o D zvezno odvajanje iz L'(G) v Ej in zato
po predpostavki notranje. Obstaja ¢g € Ef, tako da je r(Dh) = h - ¢o — ¢o - h za vsak
h € L'(G). Izberimo tak ¢ € E*, da je ¢po = r(¢), in definirajmo D = D — Dy. Ker je
razlika odvajanj odvajanje, je D odvajanje iz LY(G) v E*. Za vsak h € L'(G) o¢itno velja
r(¢

Dh|g, = 7(Dh) =h-¢o—¢o-h=h-r(¢) =r(¢)-h=r(h-¢—¢-h) = Dsh|g,

Torej je Dh € Eg = (E/Ey)* za vsak h € L'(G) in D lahko imamo za odvajanje v
dualni Banachov bimodul (E/Ey)*. Po definiciji bimodula Ey je levo modulsko mnozenje
na Banachovem bimodulu E/Ej trivialno, zato je po trditvi 3 odvajanje D notranje. Torej
obstaja tak ¢ € g, da je D = Dy. Sledi D = Dy + D = Dy + Dy, = Dy .

Krepka in Sibka operatorska topologija na M (G)

Na algebri B(L'(G)) omejenih linearnih operatorjev na L!'(G) imamo tako krepko kot
sibko operatorsko topologijo. Videli smo, da deluje vsak p € M(G) z levim ali desnim kon-
volucijskim mnozenjem kot levi ali desni multiplikator, torej kot omejen linearen operator,
na algebri L'(G). Zato lahko topologijo iz B(L'(G)) prenesemo na M(G).

Definicija 5. Rekli bomo, da konvergira zaporedje mer p, proti meri p krepko ($ibko)
operatorsko, ¢e L,, — L, in R, — R, v krepki (sibki) operatorski topologiji.

Pri krepki operatorski konvergenci mer torej za vsak f € L'(G) velja pio * f — p* f in
f * tto, — f * p, pri sibki operatorski topologiji pa za vsak f € L'(G) in vsak ¢ € L=(G)
velja (o * f, @) = (ux f, ) in (f * pia, @) — (f * 1, ¢).
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Naslednja lema povzema nekaj dejstev o krepki in §ibki operatorski topologiji na M (G),
ki nam bodo koristila pri glavnih rezultatih tega razdelka.

Lema 1. Naj bo G lokalno kompakina grupa. Potem velja:
(a) Ce zq — x v G, velja 6y, — §; krepko operatorsko v M(G).
(b) Linearna ovojnica span{dz; x € G} je krepko operatorsko gosta v M(G).

Dokaz. (a) Zeljeno konvergenco dobimo po trditvi 2.3, ker je pri pogoju o —

Héxa * f - 5;r * f”l = ”Lzaf - L:Ele = HL$<LI*1xO¢f - f)Hl = HLacflacaf - le —0
(glej zgled za definicijo 1.6) in

1f % 0ao = f#dollt = [A(@G )R,z f = Al@™ ) Re-1 fll =
Al )Ry (Alzag )R, f = Nl = [A(wag )R, f = fll1 <

I(Azgh) = DR, flln + Ryt f = fll =11 = Alzaz ) flls + Ryt f = fll — 0.

To obenem pomeni, da sta za vsak f € L! preslikavi y — dyxfiny— fxd,izGv LY(G)
zvezni.

(b) Za vsako mero i € M(G) je s predpisom (f, u) = [ f( z) (f € Cp(Q)) definiran
omejen linearen funkcional na Cy(G). Torej lahko imamo M (G) za podprostor v Cp(G)*.
Vsako funkcijo f € Cp(G) lahko v supremum normi poljubno natanéno aproksimiramo z
enostavnimi funkcijami oblike Z?:l f(z;)xE,, zj € G zavsak j, njen integral po meri y pa
s konénimi vsotami Z;L:1 cif(x;), kjer je ¢; = u(E;) za vsak j. Zaloga vrednosti funkcije
[ je namre¢ totalno omejena, se pravi, da za vsak € > 0 obstajajo tocke z1, 22, ...,x, € G,
tako da je f(G) C UL, {z € C; |2 — f(a;)| < ¢}. Ceje V; = {y € G: |f(y) - [(x;)| < e},
je G = UiVj 0z1roma G =Un L1 Ej, kjer so E; paroma disjunktne mnozice, dobljene
iz mnozic V. Potem za f = Z;n 1fXE in s = > f(zj)xe; velia [f(y) — s(y)| <
> | f(y) = f(z5)xE; (y) < € za vsak y € G in zato tudi

| / £ (v)duty / s(@)du(y)| < /G F@) - s@)ldll(w) < [ul(G)e.

Toda [, s(y)du(y) = ijl cif(z;) = (f, Z?Zl cjdy,;), kar pomeni, da je linearna ovojnica
span{dy; = € G} sibko—x gosta v M(G). Za vsak pu € M(G) torej obstaja zaporedje
Lo € spani{d,; x € G}, tako da p, — p v Sibki—x topologiji na Cy(G)*.

Za vsak ¢ € L°(G) in vsak f € L'(G) imamo

(s f,0) = / o) (u * f) () = /G o(z) /G F (g~ ) dpy)de =

L[ o@s e)indutn) = [ (2,5 ¢)auty) - /G (6 * 1, B)du(y)

) /(b (f * 1) dw—/¢ /fxy DA dpu(y)dz =
/(/ o(z) f(wy™ ") A(y ) da)du(y) —/<A(y1)Ry1f, o)dp(y) —/<f*5y7¢>du(y)-
G JG G G

Ker sta za vsak y € G funkciji 0, * f in f *d, v L1(G), v tocki (a) pa smo videli, da sta
preslikavi y — dy * f in y — f * 6, zvezni, sta funkciji y — (§y * f, @) in y — (f * 6y, ¢) v
Cy(@). Po prejsnji ugotovitvi torej velja o, — w1 v $ibki operatorski topologiji na M(G)
in span {d,; x € G} je §ibko operatorsko gosta mnozica v M (G). Toda sibko operatorsko
zaprtje podprostora (ali konveksne mnozice) se ujema s krepkim operatorskim zaprtjem
(glej dodatek C), tako da je linearna ovojnica span {0,; x € G} tudi krepko operatorsko
gosta v M(G).
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Razsiritev odvajanja na M(G)

Trditev 5. Naj bo G lokalno kompakina grupa in E psevdo unitalen Banachov bimodul
nad LY(G). Potem je E Banachov bimodul tudi nad M(G) in vsako zvezno odvajanje D :
LY(G) — E* lahko na en sam naéin razsirimo do omejenega odvajanja D : M(G) — E*,
ki je zvezno glede na krepko operatorsko topologijo na M(G) in §ibko—x* topologijo na E*.
Odvajanje D je enolicno doloceno s svojimi vrednostmi na mnozici {64; = € G}.

Dokaz. Najprej moramo napraviti £ za bimodul nad M(G). Naj bo { € E. Zaradi
psevdounitalnosti bimodula E obstaja f € L'(G) in n € E z lastnostjo & = f - 7. Za vsak
p € M(G) definirajmo

po&=(uxf)n.

Pokazimo, da je levo mnozenje z p na bimodulu E dobro definirano, tj. neodvisno od
zapisa ¢ = f-n. Panajbose & =g-(, g€ LY (G), ¢ € E. Izberimo omejeno priblizno
enoto (uq) v L*(G). Potem je za u € M(G)

(n*g)-¢=lim(pxua+g)-¢=lim(uxua)-(g-¢) =
(g ua) - (f -n) = Mo g * f) -0 = (px f) -1,

S tem postane F levi Banachov modul nad M(G). Na podoben nacin definiramo tudi
desno modulsko mnozenje, tako da je kontno M (G) Banachov bimodul nad M (G).
Odvajanje D razsirimo do odvajanja D s predpisom ({ € E, u € M(G))

(€, Dp) = lim (€, D(p % ua) — pt - Dug).

Spet se moramo prepricati, da je D dobro definirana preslikava iz M (G) v E*, tj. da limita
na desni obstaja. Ce zapiSemo & = f -7 - g, kjer je f,g € L'(G) in n € E, dobimo
(& D(p*ua) = p- Dua) = (f 1,9 D(p*ua) — (g p) - Dua) =
(f -1, D(g* px ua) = Dg - (p* ua) — D(g* pux ua) + D(g * 1) - ua) =
((ua * f) -1, D(g  p)) — (- (ua x f) -0, Dg).
Desna stran konvergira, zato dobimo v limiti
(1) (&, Du) = (f -1, D(g % p)) = (% f) - 1, Dg).
Ocitno je tako razsirjena preslikava D linearna in omejena. Iz (1) sledi tudi njena
ustrezna zveznost, saj pri pogoju u, — p (krepko operatorsko) v M(G) velja

(€, Dpa) = (f -1, D(g*pa)) = (naxf)-n, Dg) — (f-n, D(g*pu)) = {((ux f)-n, Dg) = (€, Dp).
Poleg tega imamo za f € L'(G) in ¢ € E enakost

(&, D) = lm(&, D(f *ua) — f - Dug) = im(€, Df - ua) = (€, D).

Torej je D razsiritev odvajanja D.
Pokazimo nazadnje, da je D res odvajanje. Ker je v krepki operatorski topologiji p =
limg (p * uq) in v = limg(v * ug), dobimo v sibki—* topologiji

D(p*xv)= limlién D((p* uq) * (v*ug)) =
(6%
lim lién((,u *Uq) - D(vxug) + D(p*uq) - (v*xug)) =p-Dv+ Dy -v.
o)
Ker je razdiritev D linearna in zvezna v krepki operatorski topologiji na M (G) in je

po lemi 1 linearna ovojnica span {0,; * € G} krepko operatorsko gosta v M (G), vidimo
odtod, da je res dolo¢ena s svojimi vrednostmi na mnozici {d,; = € G}.

Karakterizacija amenabilnih grup

Za konec razdelka bomo navedli e dve karakterizaciji amenabilnih grup. Prva povezuje
amenabilnost z eksistenco negibne tocke, ki jo premore delovanje grupe na vsaki kompaktni
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konveksni invariantni podmnozici lokalno konveksnega prostora. Druga pa je povezana z
odvajanji iz grupne algebre v poljuben dualni bimodul.

Lema 2. Konveksna ovojnica co{d,;x € G} je $ibko—x* gosta v mnoZici S vseh sredin
na prostoru Cy(G).

Dokaz. Ker je §; > 0 in (1,0,) = 1 je po trditvi 4.1 Diracova mera J, sredina na
Cy(G) za vsak x € G. Ce mnozica co{d,;x € G} ne bi bila sibko—# gosta v S, bi za vsako
sredino m € S, ki ne pripada sibko—x zaprtju mnozice co{d,;z € G} (kar je Sibko—sx
kompaktna konveksna podmnozica v Cy(G)*) po Hahn-Banachovem izreku obstajala taka
realna funkcija ¢ € Cy(G) (tj. realen sibko—sx zvezen linearen funkcional na Cy(G)*), da
bi veljalo (¢, m) > sup{($,0z); = € G}. Toda zaradi ocene sup{¢(z); = € G} — ¢ > 0,
lastnosti (1,m) = 1 in pozitivnosti sredine m dobimo odtod protislovje

(9, m) > sup{o(x); © € G} = (¢, m).

Izrek 1 (Day). Za lokalno kompaktno grupo G sta ekvivalentni naslednji trditvi:
(i) Grupa G je amenabilna.
(ii) Ce deluje grupa G afino na kompaktni konveksni podmmoZici K lokalno konveksnega
vektorskega prostora E, tj. ¢e za vsak x € G, £,n € K int € [0, 1] velja

- (tE+(1—=t)n) =tx- &+ (1 —1t)(x-n),

in je pri tem preslikava (x,&) — x - & € K zvezna v prvi in v drugi spremenljivki, obstaja
tak element € € K, da velja x - £ =& za vsak x € G.

Dokaz. (i) = (ii). Izberimo § € K. Naj bo A(K) mnozica vseh zveznih afinih
kompleksnih funkcij na K. Seveda je {¢|x; ¢ € E*} C A(K). Za vsak f € A(K)
definirajmo funkcijo ¢ : G — C s predpisom (z € G)

¢p(x) = flz - &)
Ta funkcija je zvezna na G zaradi zveznosti preslikave x — x - £y in zveznosti funkcije f.
Zaradi zveznosti funkcije f je tudi omejena, saj pripada x - §g kompaktni mnozici K za
vsak z € G. Torej je ¢5 € Cy(G).

Po predpostavki obstaja na Cy(G) levo invariantna sredina m. Po lemi 2 lahko sredino
m zapisemo kot sibko—x limito posplosenega zaporedja sredin m,, € co {d,;x € G}. Zaradi

(Bf,ma) = Zt (¢r,6 xj :th¢f($] thwj o) = Zt z; - o)
j=1

obstaja taka tocka §a € K,daje (¢pr,mqa) = f(&a) zavsak f € A(K). Zaradi kompaktnosti
mnozice K lahko predpostavimo, da zaporedje (£,) konvergira proti nekemu elementu
¢ € K. Potem je za vsak f € A(K) res

£€) = lim f(6a) = lim{o7,ma) = (67, m).

Izberimo zdaj poljubno tocko x € G in poljuben funkcional ¢ € E* ter definirajmo
funkcijo f;.4: K — C s predpisom (1 € K)

feo(n) = (-1, 9).

Ta funkcija je spet v A(K), saj je o¢itno zvezna in afina. Pripada ji funkcija ¢y, , € Cy(G),
za katero za vsak y € G velja

Pfes(Y) = fuo(y - €0) = (2~ (y - &), 0) = ((2y) - €0, 9) = fr,6((2y) - &0) = 1y, (2y)-
Torej je ¢f, , = Ly—1¢y, ,. Zato imamo
<.7} : £7¢> = fx,qﬁ(‘f) = <¢fx,¢7m> = <L:p*1¢f1,¢am> = <¢f1,¢>m> = fl@(é) = <£7 ¢>

Odtod sledi x - £ = € za vsak x € G in £ € K je negibna tocka za delovanje grupe G na
kompaktni konveksni mnozici K.
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(il) = (i). Za K izberimo mnozico vseh sredin £ na prostoru Cp,(G). Od prej vemo,
da je to kompaktna konveksna mnozica v Sibki—x* topologiji lokalno konveksnega prostora
Ciu(G)*. Delovanje grupe G na Ci,(G)*, definirajmo s predpisom (z,§) — L7 _;&, kjer je
(¢, LEE) = (Ly, &) za vsak x € G, ¢ € Cp,(GQ) in € € Cpp(G)*. Ocitno je delovanje grupe
afino in je zvezno v vsaki spremenljivki posebej. Prav tako ohranja mnozico vseh sredin
K. Po predpostavki obstaja negibna tocka m za delovanje grupe, tj. tak m € K, da je
Lim = m za vsak © € G oziroma (Ly¢,m) = (¢, m) za vsak z € G in ¢ € Cj,(G). Torej
je m levo invariantna sredina na Cj,(G) in grupa G je amenabilna.

Nazadnje je pred nami glavni izrek, ki zdruzuje osnovni temi tega in prejSnjega razdelka,
odvajanja iz grupne algebre v (dualne) bimodule in amenabilnost ustrezne lokalno kom-
paktne grupe.

Izrek 2 (Johnson). Lokalno kompaktna grupa G je amenabilna natanko takrat, ko je
vsako zvezno odvajanje iz L'(G) v dualni bimodul E* poljubnega Banachovega bimodula E
nad L'(G) notranje.

Dokaz. Naj bo najprej grupa G amenabilna, E poljuben Banachov bimodul nad L!(G)
in D: L'(G) — E* poljubno zvezno odvajanje. Po trditvi 4 lahko predpostavimo, da je
bimodul E psevdo unitalen. Naj bo D : M(G) — E* razsiritev odvajanja D iz trditve 5.

7 uporabo Dayevega izreka o negibni tocki (izrek 1) bomo pokazali, da je odvajanje D
notranje. Naj bo K §ibko—s zaprta konveksna ovojnica mnozice {(Dd,) - 6,-1; = € G}.
Ker je mnozica {d,; = € G} omejena, je omejena tudi mnozica K. Torej je K §ibko—sx
kompaktna in konveksna.

Definirajmo x - ¢ za x € G in ¢ € E* s predpisom

T-¢p=04 ¢ 0y 4 (D) 0,1

in se prepricajmo, da gre za delovanje grupe G na dualnem bimodulu E*. Za z,y € G in
¢ € E* res dobimo

Ty - QS == 51‘y . gb . (S(Iy)—l + (D5acy) . 6(asy)—1 =

Op - (0y - - 0y—1) - 0p1 + (0 - Doy + Dby - 6y) - (91 % 6,-1) =

Oz - (5y yoR 5y*1 + Dé, - 5y71) g1+ Dby - dp-1) =z (y- ).
Ocitno je to delovanje grupe afino. Prav tako hitro vidimo, da je §ibko—x* zvezno v drugi
spremenljivki. Ker iz konvergence na G sledi po lemi 1(a) krepka operatorska konvergenca
na mnozici {8,; * € G} € M(G) in je D zvezna preslikava iz te topologije v Sibko—x
topologijo na E*, vidimo, da je delovanje grupe zvezno tudi v prvi spremenljivki. Poleg
tega delovanje grupe ohranja mnozico K.

Izpolnjeni so torej pogoji izreka 1, zato obstaja tak ¢ € K, dajex-¢ = ¢ zavsak x € G

oziroma, da za vsak x € G velja

Oy - ¢ 0yt 4 (D) - 01 = .

Dobimo D§, = ¢ 0y — 0y - ¢ za vsak x € G. Ker je z vrednostmi na mnozici {0,; = € G}
preslikava D natanéno dolocena, velja tudi Dy = ¢ - — pu - ¢ za vsak p € M(G), kar
pomeni, da je odvajanje D in s tem tudi odvajanje D notranje.

Obratno, naj bo zdaj vsako zvezno odvajanje iz L'(G) v E* notranje. Pokazati moramo,
da je v tem primeru grupa G amenabilna, se pravi, najti levo invariantno sredino na L (G).
Napravimo L*>(G) za Banachov bimodul nad L'(G) na poseben nacin, tako da postavimo
fo=fxopin¢-f=([;f(x)dx) ¢ za vsak f € L'(G) in ¢ € L°(G).

Izberimo n € L*°(G)* z lastnostjo (1,n) = 1 in definirajmo notranje odvajanje D iz
LY(G) v L>®(G)* s predpisom Df = f-n—n-f, f € L}(G). Kerje f+1 = (fG f(a:)da:) 1
za vsak f € LY(G) velja zanj

(1,Df) = <</Gf(x)dx> 1—f>|<1,n> _o.
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Ker je tudi C1 podbimodul nad L!(G), lahko naravno definiramo faktorski bimodul E =
L>®(G)/C1. Zaradi (1,Df) = 0 je D(L'(G)) C (C1)* = E*, zato lahko imamo D za
odvajanje iz L'(G) v E*. Ker je po predpostavki vsako tako odvajanje notranje, obstaja
i € (C1)*+ c L™®(G)*, tako da je Df = f -7 — @ - f. Definirajmo m = n — f. Potem je
(1,7) = 1 in za vsak f € L'(G) zaradi dvojnega zapisa za Df dobimo f-m = m - f. Za
vsak ¢ € L°(G) in vsak f € S1(G) (glej definicijo pred lemo 4.1) torej imamo

To spominja na definicijo 4.4 topolosko levo invariantne sredine, le da je zdaj m kompleksen

linearen funkciona. Kljub temu dobimo odtod za vsak x € G in ¢ € L*°(G), podobno kot
v dokazu trditve 4.4(a),

(L, m) = (0z * ¢, ) = (f * 6z % @, 1) = ((f * 62) * ¢, ) = (}, 1),
saj je tudi f*J, € S1(G). Vidimo, da je funkcional m levo invarianten.

Nazadnje opazimo, da dolo¢a m kot omejen linearen funkcional na komutativni C*-
algebri A = L*°(G), ki je izometri¢no izomorfna algebri vseh zveznih funkcij C(o(A))
na kompaktnem Hausdorffovem prostoru o(A), spektru algebre A, po Rieszovem izreku
kompleksno Radonovo mero m na o(A). Pri tem za vsak ¢ € A velja (¢, m) = fU(A) pdin.

Na kompaktnem prostoru o(A) vseh netrivialnih multiplikativnih funkcionalov 7 na A
definiramo levo delovanje grupe G s predpisom y -n =no L,-1, y € G. Hitro se namrec
prepricamo, da spet dobimo multiplikativen funkcional na A in da za z,y € Ginn € o(A)
velja zy - n = x - (y - ). Pokazimo, da je mera m levo invariantna. Iz $(y 1) =n(Ly19)
vidimo, da velja (Lycg)(n) = fy\gb(n) zavsak y € G, p € Ainn € o(A). Torej je

[ ngdn = [ Egpdn = (z,o0m) = (6.0 = [ Gam

o(A) a(A) o(A)

in kompleksna mera m je levo invariantna. Potem pa je njena totalna variacija |m/| levo
invariantna pozitivna mera na o(A) z lastnostjo |m|(c(A)) # 0. Torej lahko s predpisom
(p,m) = fa( A) $d|ﬁ1] /|m|(c(A)) definiramo na L*°(G) levo invariantno sredino in grupa G
je amenabilna.

Posledica. Ce je lokalno kompaktna grupa G amenabilna, je vsako zvezno odvajanje na
grupni algebri LY (G) oblike Df = f* u— p* f, kjer je u € M(G).

Dokaz. Prostor mer M(G) je bimodul nad grupno algebro L'(G) s konvolucijo kot
modulskim mnozenjem, saj za vsak f € LY(G) in u € M(G) velja f * u,u* f € LY(G) C
M (G). Po drugi strani je M (G) dualni prostor k podprostoru Co(G) C L>®(G). Se veé, kot
konvolucijski bimodul nad L'(G) je dualen k bimodulu Cy(G) nad L!(G), ée v slednjega
vpeljemo modulski mnozenji s predpisom f-¢ = ¢ f, - f = f+¢ (f € LY(Q), ¢ € Co(G)),
kjer je f(a:) = f(z HA(x™!) za vsak * € G. Z nekaj truda se lahko prepricamo, da
so vse bimodulske lastnosti za Cy(G) izpolnjene in da sta dualni modulski operaciji na
M(G) = Co(G)* ravno konvoluciji.

Vsako odvajanje D : LY(G) — LY(G) imamo lahko za odvajanje iz L'(G) v dualni
modul M (G). Ce je G amenabilna grupa, odvajanje D pa zvezno, obstaja po izreku 2 tak
€ M(G), da velja Df = f*p— ux f za vsak f € LY(Q).

Brez pogoja amenabilnosti ni znano, ali je vsako odvajanje na L'(G) zgornje oblike.

Opomba. Johnsonov izrek omogoca, da pojem amenabilnosti razsirimo z lokalno kom-
paktnih grup na poljubne Banachove algebre. Retemo, da je poljubna Banachova algebra
A amenabilna, ¢e je vsako zvezno odvajanje iz A v dual E* poljubnega Banachovega bi-
modula E nad A notranje. Teorija amenabilnih Banachovih algeber je danes zelo izdelano
in raziskovalno aktivno podrocje funkcionalne analize.
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ITI. poglavje : ANALIZA NA ABELOVIH GRUPAH

Abelove lokalno kompaktne grupe so unimodularne, zato se v marsikaterem pogledu
obnasajo precej lepSe kot splosne lokalno kompaktne grupe. Marsikatera formula, ki
smo jo spoznali v prejsnjem poglaviju je bolj preprosta. Tako je npr. f(z) = f(z~1)
in f*(z) = f(z~1) za vsak x € G in f € LY(G), pa tudi zamenajva integracijskih spre-
menljivk y — yx in y — 3y~ ! se zelo poenostavi, ker ni treba pisati modularne funkcije.

1. Dualna grupa

V tem razdelku bomo Abelovi grupi priredili t.i. dualno grupo, ki omogoca izvajati na
njej Fourierovo analizo podobno kot v klasi¢nih primerih na T in R.

Karakterji

Pomembno vlogo v analizi na Abelovi grupi G igrajo zvezne preslikave iz G v grupo
kroznice T, ki so hkrati homomorfizmi grup. Damo jim posebno ime.

Definicija 1. Zvezen homomorfizem iz G v T imenujemo karakter grupe G.

Mnozico vseh karakterjev grupe G bomo oznacevali z é, vrednost karakterja £ na ele-
mentu x pa raje zapisali v obliki £(z) = (x,£). Za vsak karakter £ torej velja (zy,§) =

(x, ) (y, &) (z,y € G), poleg tega pa e (1,£) = 1in (71, &) = (x,&) zaz € G.

Izrek 1. Spekter grupne algebre L'(G) lahko identificiramo z mnoZico G.

Dokaz. Grupna algebra Abelove grupe je komutativna, njen spekter je mnozica netriv-
ialnih linearnih multiplikativnih funkcionalov, opremljena s Sibko—x* topologijo iz dualnega
prostora (Gelfandov prostor).

Za vsak £ € G in [ € LY(G) definirajmo ®¢(f = [o(x, &) f(x)dx. Hitro vidimo, da je
®¢ netrivialen linearen funkcional na L'(G), ki je poleg tega multlphkatlven zaradi

Be(fxg) = / (2,)(f * 9)(x)da = / / (2.€) f (zy~ V) g ) dydz =

/ (. 6)( / (ay™, €) f(y™)d) g (y)dy = / (0, €) () (y)dy = Be(f)e(g).

Upostevali smo, da je zaradi komutativnosti grupa unimodularna oziroma Haarova mera
tudi desno invariantna ter dejstvo, da je & karakter (homomorfizem grup).

Obratno, vsak od ni¢ razlicen multiplikativen funkcional ® na L!(G) je dan s takim
integralom. Res, ker je @ omejen linearen funkcional na L'(G), je dan s funkcijo ¢ €
L>®(G), torej ®(g9) = [ ¢(y)g(y)dy. Ker je @ # 0, obstaja tak f € L}(G), da je ®(f) # 0.
Potem sledi

3(f) / S(1)g()dy = D(1)D(g) = &(f * g) = / / )9 () dy) () ds =

/ ( / o) f (™) dn)g(y)dy = / (L, g (y)dy
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Odtod dobimo ¢(y) = ®(Ly f)/P(f) skoraj za vsak y € G (oziroma za vsak y, ¢e ¢ ustrezno
popravimo). Tako popravljen ¢ je zvezna funkcija, torej v C(G), saj sta tako y — L, f kot
® zvezni funkciji. Poleg tega velja ¢(xy)®(f) = ®(Layf) = P(LoLyf) = o(x)d(y)P(f)
za vsak x,y € G, torej ¢(zy) = o(x)p(y) za vsak z,y € G. V posebnem primeru je
o) = ¢(x)" za vsak € G in vsak n € Z. Ker je ¢ omejena funkcija, mora biti zato
|¢(z)| = 1 in ¢p(271) = ¢(x). Torej je ¢ : G — T karakter na G in & = .

Zadnji premislek je povedal, da je preslikava & — ®¢ surjektivna. Ocitno je tudi injek-
tivna, tako da imamo bijekcijo iz G na spekter grupne algebre L'(G). Na obeh prostorih
vzamemo relativno sibko—x* topologijo, podedovano iz L>(G), ki je dual za L'(G). Po eni
strani je GcC L>(@G), po drugi strani pa je tudi spekter algebre L!(G) vsebovan v L>®(G).
Bijekcija £ — ®¢ je zvezna in odprta preslikava. Torej lahko spekter grupne algebre (v

algebrai¢nem in topoloskem smislu) kar identificiramo z G.

Mnozico G vseh karakterjev na Abelovi grupi G smo torej z uporabo izreka 1 opremili
s ibko—* topologijo, podedovano iz L>°(G) = L'(G)*. Lahko pa ravnamo tudi drugace.

Trditev 1. Topologija v G se ujema s topologijo enakomerne konvergence na kompaktnih
podmnozicah v G. Baziéna okolica tocke &y € G je pri vsakem € > 0 in vsaki kompaktni
mnozici K C G podana z

N(&p; K, €) = {¢ € G; |(z,€) — (z,&)| < € za vsak z € K}.

Dokaz. Vsako funkcijo lahko poljubno natan¢no aproksimiramo z zveznimi funkcijami
s kompaktnim nosilcem. Za f € L'(G) in vsak ¢ > 0 torej obstaja g € C.(G), tako
da velja ||f — gl < €/4. Naj bodo f; € L'(G), i = 1,2,...,n poljubne funkcije in g;,

i = 1,2,...,n njihove ustrezne aproksimacije pri danem e > 0. Oznac¢imo K = U}, supp g;.

Ce uporabimo oznake iz izreka 1, lahko za &, & € é, £ € N(&;K,e/2)invsaki=1,2,...,n
ocenimo

@Am—@@mn§lya@—@gmmuwm§
/rwg»—@@muxm—gmwux+/ﬁagw—m@wwmme<
G G

wﬁ—wh+éyaa—@@mmwwm<a

tako da pripada ®; ustrezni Sibki—= okolici multiplikativnega funkcionala ®¢;. Torej iz
enakomerne konvergence karakterjev na kompaktnih mnozicah v G sledi njihova Sibka—x
konvergenca.

Obratno, v dokazu izreka 1 smo videli, da za vsak y € G velja (y,§) = ®¢(Lyf)/Pe(f),
ce je le ®¢(f) # 0. Pri danem € > 0, dani funkciji f € L'(G) in kompaktni podmnozici
K C G obstaja taka okolica V' enote 1 € GG in konéno mnogo elementov y; € G, tako da je
||Ly;1yf — fll1 <ezavsaky € K in yi_ly € V. Potem je tudi

| Pe(Lyf) = Pe(Ly, )] < I Lyf = Ly, fllv = 1 Ly-1, f = flli <€
za vsak £ € CAJ, y € Kin yi_ly € V. Ker lahko zapisemo

(U,6) = (Pe(Lyf) — Pe(Ly; )/ Pe(f) + Pe(Ly, [)/Pe(f)

in ker velja ®¢(f) — g (f), Pe(Ly, f) = Peo(Ly, f), Ce & — &o (zaradi sibke—* konver-
gence & — P ), odtod hitro vidimo, da je (y,&) — (y,&o) enakomerno za vsak y € K.

V mnozico G vpeljemo operacijo mnozenja po tockah. Za z € G in £, € G naj bo

(z,&n) = (2,&)(x,n).
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Enota za mnozenje je funkcija £ = 1 (identi¢no enaka 1), inverz dobimo z

(@, 1) = (27,6) = (z,€).

Torej je tudi G Abelova grupa. S podedovano Sibko—x* topologijo ali ekvivalentno
topologijo enakomerne konvergence na kompaktnih mnozicah v G postane topoloska grupa.
V resnici je tudi lokalno kompaktna Abelova grupa. Mnozica GU {0} vseh zveznih mul-
tiplikativnih funkcionalov na L'(G) je namreé¢ §ibko—# zaprta podmnozica enotske krogle
v L*°(G), torej po Banach-Alaogluju sibko—# kompaktna mnozica. Brez tocke {0} pa je
potem G lokalno kompakten topoloski prostor.

Definicija 2. Mnozico G vseh karakterjev na G imenujemo dualna grupa lokalno kom-
paktne Abelove grupe G.

Dualna grupa je za dano lokalno kompaktno grupo zelo pomemben objekt in bo v nasled-
njih razdelkih igrala odloc¢ilno vlogo pri definiciji Fourierove transformacije in tudi sicer.

Posebni primeri

Naj bo G lokalno kompaktna Abelova grupa. Videli smo, da je GcC L®(G). Ce pa je
G celo kompaktna Abelova grupa, velja tudi L>°(G) C LP(G) C L'(G) za vsak p > 1.

Trditev 2. Ce je G kompaktna grupa in Haarova mera na G normalizirana (tj. |G| = 1),
je G ortonormirana mnozica v L*(G).

Dokaz. Ker je |(2 =17za ¢ € G in je Haarova mera na G normalizirana, je 1€]l2 = 1.
Ce je € # 1, je én~1 # 1, zato obstaja tak x¢ € G, da (xo,&n~ 1) # 1. Tedaj je

/ £(@)(a)de = / (. €Y = (w0, €0~ V), €0~ Y) / (2, V) =

(wo.gr™) [tag e 6o = osé™) [0y = (o) [ e(omta)da,
od koder dobimo [ &(x)7(z)dz = 0 oziroma L.

Trditev 3. Ce je G diskretna grupa, je G kompaktna grupa. Ce je G kompaktna grupa,
je G diskretna grupa.

Dokaz. Za diskretno grupo G obstaja v grupni algebri L!(G) enota §. (Spomnimo se,
daje 6(xr) =1zax=1in6(z) =0zax # 1.) Ce pa ima Banachova algebra L'(G) enoto,
je njen spekter kompakten. Torej je po izreku 1 tudi G kompaktna grupa.

Naj bo G kompaktna grupa. Potem je konstantna funkcija 1 v L!(G) in zato mnozica
{¢ € L>°(Q); | [ ¢(x)dz| > 1/2} sibko—x* odprta. Po trditvi 2 velja [&(z)dx = 1, ¢e je
€=1,in [&(x)dz =0, ¢e & # 1. Torej je {1} = {¢ € G, | [ &(x)dz| > 1/2} relativno
odprta mnozica v G v &ibki—* topologiji. To pomeni, da je vsaka tocka v G odprta in G
je diskretna grupa.

Izrek 2. Dualne grupe klasicnih grup R, T, Z in Zy., k € N, so spet klasicne, karakterji
so dani s spodnjimi izrazi:

~

(a) R=R, (x,&) = ™%z ¢ € R;
(b)'ﬁ‘%Z, (ayn) =a", a €T, neZ;
(c)zg'ﬂ‘, (nya) =a",ne€Z,ac T,

(d) Zk > Zk, (m,n) = e2mimn/k e 7.

Dokaz. (a) Naj bo ¢ zvezen homomorfizem iz aditivne grupe R v T, se pravi ¢ : R —
T zvezna, ¢(z +y) = ¢(x)p(y) za z,y € R, |p(z)] =1 za vsak x € R in ¢(0) = 1. Potem
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obstaja tak a > 0, da je A = [’ ¢(x)dz # 0 in iz

a a a+x
Adta) = ota) [ ottt = [ "ot nar= [ oar
za vsak x vidimo, da je ¢ odvedljiva in da velja

¢'(z) = A7 (dla+z) - ¢(x)) = A7 (6(a) — 1)¢(z) = c¢(2)

“ za vsak x € R in da mora (zaradi

za vsak x. Odtod takoj najdemo, da je ¢(x) = e
drugih zahtev) biti ¢ = 27i&, kjer je £ € R.

(b) Ker je T =R/Z, so karakterji na T tisti karakterji na R, ki so periodi¢ni s periodo
1. Torej mora biti v prejénjem primeru £ = n € Z in ¢(x) = > = ", kjer je o = 2@
(x — « je kvocientna preslikava iz R na T).

(c) Cejegﬁeiinje #(1) =a €T, je ¢p(n) = a™ za vsak n € Z.

(d) Ce je ¢ € ik, mora biti ¢ € Z in hkrati periodi¢na s periodo k, tj. ¢(m) =1, e je
m = nk. Torej je af =1 in zato o = €*™/* oziroma ¢(m) = a™ = e>mn/k,

Trditev 4. Naj bodo G1,Go, ..., Gy lokalno kompaktne Abelove grupe. Potem je
(Gl X G2 X ..o X Gn)A = él X ég X ..o X @n

Dokaz. Vektor £ = (§1,&2,...,&n) € alxazx...x@n doloca karakter na G xGo X...x Gy,
¢e definiramo (z, &) = [[}_;(z;,&;). Obratno, vsak karakter { na G x G x ... x G, definira
karakterje &; na posameznih komponentah s predpisom (&;,z;) = ((1,...,2j,...,1),§) (re-
strikcija na G;). Potem je & = (&1, &2, ..., &n).

Posledica. Za produktne grupe velja (R")™ = R", (T")~ = Z", (Z")" 2 T" in G = G,
ée je G koncéna Abelova grupa G.

Dokaz. Izomorfizmi sledijo iz trditve 4. V zadnjem primeru je potrebno upostevati
strukturni izrek o kon¢nih Abelovih grupah (glej npr. [16]).

Trditev 4 lahko v primeru kompaktnih grup nekoliko posplosimo.

Trditev 5. Naj bodo G, kompaktne grupe in G = [[, Go. Potem je G =~ D, G, =
{(z4a); 2o =1 razen za konéno mnogo a}.

Dokaz. Vsako zaporedje (&4) € €D, G, definira karakter na 1., Ga s predpisom (z,&) =
[I.(za,&a) (koncen produkt). Obratno, tako kot prej z restrikcijami vsakemu karakterju &
na G pripada zaporedje (§,) karakterjev na posameznih komponentah. Pokazati je treba
edinole, da je £, = 1 razen za konéno mnogo «.

Zaradi zveznosti karakterja { obstaja okolica V enote 1 € G, da je [(z,&) — 1| < 1
za vsak © € V. V okolici V' obstaja bazi¢na okolica produktne topologije [], Va, kjer
je Vo = G4 razen za kontno mnogo «. Izberimo « tak, da je V, = G,. Potem je
€a(Go) = £a(Vy) C &(V). Torej je £a(Go) kot homomorfna slika grupe podgrupa v T,
vsebovana v £(V), slednja pa lezi v {a € T; |a — 1| < 1}. Torej je {0 (Go) = {1} oziroma
€0 = 1.

Mere na dualni grupi in Bochnerjev izrek

Videli smo, da je dualna grupa G tudi lokalno kompaktna grupa. Naj bo M (é) mnozica
vseh kompleksnih Borelovih na G.

~

Definicija 3. Za vsak € M(G) in z € G definirajmo ¢, (x) = [5(z, E)du(E).

Ocitno je ¢, omejena zvezna funkcija na G.
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Trditev 6. Preslikava pi — ¢, je kontrakcija (v enakomerni normi) in linearna injek-
cija iz M(G) v prostor omejenih zveznih funkcij Cy(QG).

Dokaz. Zveznost preslikave p — ¢, je oCitna, kontrakcija v enakomerni normi sledi
iz ocene |¢p,(x)| < ||u|l1 za vsak x € G. Linearnost je tudi jasna, injektivnost pa vidimo
takole. Ce je ¢, = 0, imamo za vsak f € L}(G)

0= [([wgauens@as= [ [ f@)e.dedn(e) = [ aclane)

kjer smo uporabili oznako @, za multiplikativni funkcional na L'(G) iz dokaza izreka 1.
Preslikava & — ®¢(f) je Gelfandova transformiranka funkcije f € L'(G). Ker je mnozica

vseh Gelfandovih transformirank gosta podalgebra v C’o(@) (glej dodatek C), iz zgornje
enakosti sledi tudi enakost [ ¢(£)du(§) = 0 in odtod p = 0.

Za formulacijo Bochnerjevega izreka potrebujemo pojem funkcije pozitivnega tipa, ki jih
bomo podrobno in bolj splosno obravnavali v ¢etrtem poglavju. Zdaj navedimo le definicijo.

Definicija 4. Funkcija pozitivnega tipa na lokalno kompaktni grupi G je funkcija ¢ €
L>®(@), za katero velja za vsak f € L'(G) neenakost

/qb (x)dx >0
//qbylx ) f(y)dxdy > 0.

Enakovrednost obeh neenakosti hitro spoznamo iz ra¢una:

/<Z5 )= ) dﬂﬁ—//d) FNHfy~ xdydx—//¢ flyz)dyde =
//qﬁylw )f(y)dzdy.

Mnozico zveznih funkcij pozitivnega tipa na G oznacimo z P(G), torej je P(G) C Cp(G).
Zgled za (zvezno) funkcijo pozitivnega tipa je npr. konstantna funkcija 1, saj je vedno

J(f* = f)(x)dz = |ff(:z:)dx|2 >0 za vsak f € L'(G).

oziroma ekvivalentno

Ce so U okolice enote 1 € G in je (1)) normirana pozitivna priblizna enota v L'(G)
(glej definicijo 11.2.4), tako da je suppyy C U, lahko za poljubno funkcijo ¢ € P(G) pri
pogoju z,y € U piSemo

| / (@) (W % Yu) (2)dz — S(1)] =

[ [ ot otz - o) [ [ vo@vtsd

< [ [ 167~ ou)1v @i (wdzdy.

To pomeni, da imamo konvergenco [ ¢(z)(vf; * Yy )(z)dz — ¢(1) (U — 1). Med drugim
odtod vidimo, da je ¢(1) > 0 za vsako funkcijo ¢ € P(G).

Nekoliko manj trivialen zgled funkcij iz P(G) je zajet v naslednji trditvi.

Trditev 7. Za vsak h € C.(G) je funkcija ¢ = h* x h € P(G).
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Dokaz. Po eni strani je seveda ¢ zvezna funkcija s kompaktnim nosilcem, po drugi
strani pa hltro vidimo, da zaradi (h* * h)(y~'z) = = [h*(2)h(z ~ly~1l2)dz za vsako funkcijo
f € LY(G) velja

//f B % h) xdxdy—//f / VF(yz V) deh(y ) dady —

[ PPy = o.
Posledica 1. Za vsak f € L*(G) je f* x f € P(G).

Dokaz. Funkcijo f € L?(G) lahko poljubno natanéno aproksimiramo s funkcijo h €
C.(G) v normi || -2, torej tudi funkcijo f* x f s funkcijo h* xh v normi || - ||oo. Ker je P(G)
zaprta podmnozica v L*°(G), je tudi f* x f € P(G).

Posledica 2. Linearna ovojnica span P(G) vsebuje vse funkcije oblike f x g, f,g €
C.(Q).

Dokaz. Uporabimo t.i. polarizacijo za funkciji f, g € C.(G):
Aftxg=(g+ 1) *(g+ )= (g=F)=(g—f)+ilg+if)" = (g+if) —i(g —if)" = (g —if).

Ker so na desni strani po trditvi 7 vsi ¢leni v C.(G), je v Co(G) tudi leva stran. Ce za-
menjamo f z f*, dobimo f g € C.(G).

Trditev 8. Za u € M(G) je ¢, € P(G) natanko takrat, ko je p > 0. V tem primeru
velja [|fpulloe = ll1ll-

Dokaz. Veljavnost trditve spoznamo iz naslednjega racuna, veljavnega za vsak f €
LYG),

W [ [Tt sy = [ [ [ @@ 6w du(e)dody -
JRLIGRG

Ce je i1 > 0, je oc¢itno desna stran nenegativna, torej funkcija ¢ pozitivnega tipa. Ker je
zvezna, je v P(G). Obratno pa iz dejstva fG e (f)|?dp(€) > 0 za vsak f € LY(G) zaradi

gostosti Gelfandovih transformirank v Co(G) sledi Ja 10(©)Pdu(€) > 0 za vsak ) € Co(G)
oziroma [z ¢ (§)du(§) > 0 za vsako nenegativno funkcijo ¢’ € Co(G). To pa e pove, da
doloca integral pozitiven funkcional na CO(CA}), zato mora biti ustrezna mera pozitivna.
Poleg tega je tedaj ocitno [[@ulloo < [l in [l = (@) = $u(1) < [|dplloc-

Zgled. Ce npr. izberemo p = & za £ € G, je du(x) = (x,€) za vsak = € G, torej ¢,

karakter na G. Karakterji so torej funkcije pozitivnega tipa, njihova norma je enaka 1.
Kot bomo takoj spoznali, za vsako funkcijo ¢ € P(G) velja ||¢]o0 = ¢(1).

Obrat trditve 8 je znameniti Bochnerjev izrek.

Izrek 3 (Bochner). Ce je ¢ € P(G), obstaja ena sama pozitivna Radonova mera
p € M(G), tako da je ¢ = ¢ in [|P|loc = |||

Dokaz. Da je p ena sama, sledi iz trditve 6 (injektivnost preslikave p — ¢,). Navedli
bomo dva dokaza za eksistenco ustrezne mere pu.

(A) Dovolj je vzeti poljuben ¢ € P z lastnostjo ||¢]|cc < 1. Naj bo
My ={peMG); n>0, p(G) < 1}.
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Potem je M sibko—x zaprta konveksna podmnozica enotske krogle v M (@), torej Sibko—x
kompaktna mnozica. CeJe Yo € Mg in e — p v Sibki—x* topologiji, potem ob upostevanju,
da je funkcija £ — ®¢(f) v Co(@) za vsak f € LY(G) velja

| r@ontars = [ [ e dualeris = [weridnate) ~ [ welridnce
[ [ r@e (et - /G F (@) (x)da

Torej velja ¢, — ¢, v sibki—* topologiji na podmnozici
Po={v € P(G); [Vl <1} C L(G).

To pomeni, da je preslikava p — ¢, iz My v Py zvezna (obakrat v sibki—* topologiji).
Njena zaloga vrednosti je zato kompaktna konveksna podmnozica P, C Py. Toda P

vsebuje vse karakterje £ € G (izberemo p = 6¢ € Mp) in tudi mero 0. To pa so ravno
ekstremne tocke mnozice Py. Po Krein-Milmanovem izreku je

Py = co(Ext(Py)) = co(G U {0}) C P} C P,.
Torej je {¢u; 1 € Mo} = Pl = Po. Iz trditve 8 vemo, da se normi mere in ustrezne funkcije

ujemata.

(B) Dovolj je izrek dokazati za primer, ko je ¢(1) = 1. Ce je ¢ € P(G), je po definiciji
mnozice P(G) res [ ¢(x)(f* * f)(z)dx > 0 za f € LY(G). Zato lahko uporabimo Cauchy-
Schwarzovo neenakost za pozmvno sesquilinearno formo (f, )y = [ ¢(z)(g* * f)(z)dx in
dobimo za f,g € L*(G)

2) | / b (g" * f)(@)dal? < / () (f* % 1) (a)da / o(2)(g" * g)()d.

Naj bo (¢y) normirana pozitivna priblizna enota v L!'(G) kot prej. Potem je tudi j;
priblizna enota in za vsak f € L'(G) velja

(3) / (@) (W * ) (@)dz — / o(2) f (z)dz

Poleg tega smo prej ugotovili tudi konvergenco [ ¢(z) (v *¢y)(x)dz — ¢(1) =1 (U — 1).
Ce v (2) vzamemo g = 1)y, dobimo v limiti

| [ o s@dsP < [ ota)(s ).

Oznacimo h = f* «x f, tako da je | [ ¢(x) f(z)dz|* < [ ¢(z)h(x)dz. Poleg tega je h* = h in
za h?) = hx h velja isto: | [ ¢(x)h( dm|2 < [ o(x)h®)( )d:c 1td. V splosnem dobimo za
vsak n

| [ o@iria)dal <1 [ ot dx|1/2</¢ O (@)da] < . <

| / ¢(x z)da |V

oziroma
| / o(a) f(x)dz| < [l L2 IR
V limiti, ko n — oo, dobimo odtod
| [ o) f(a)dal < r(w)'2 = sup{|@c ()] € € G2 = sup{[8e(1); € < C.

Torej je [ ¢(x)f(x)dz vrednost zveznega linearnega funkcionala na algebri Gelfandovih
transformirank funkcij iz L' (G) z normo pod 1. Ker je to gosta podalgebra v Cy(G), lahko
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funkcional po zveznosti razsirimo na ves prostor C’O(CAJ). Po Rieszovem izreku torej obstaja
taka mera pu € M(G) z normo ||u|| < 1, da je za vsak f € L}(G)

d = Pe(f)d .
/¢ xr = /A 5( ) M(ﬁ)
Potem imamo

[ e@i@r= | / 2.8 1@)zdu©) = [ ([ (@ du©)s(a)da.

Iz te enakosti vidimo, da mora biti ¢ fG x,&)du(§), torej ¢ = ¢,. Trditev 8 potem
pove, da je > 0 in [[¢]lo0 = ]l

Opomba. Funkcije pozitivnega tipa se ujemajo s t.i. pozitivno definitnimi funkcijami
(glej definicijo IV.4.2 in trditev IV.4.9). Bochner je pokazal, da so pozitivno definitne
funkcije na realni osi Fourier-Stieltjesove transformiranke pozitivnih mer (od tod poimen-
ovanje izreka 3). V naslednjem razdelku bomo videli tesno zvezo med temi transformi-
rankami in funkcijami oblike ¢, iz definicije 3. V primeru diskretne grupe Z je ustrezna
analogija znana kot Herglotzov izrek (glej npr. [19], str. 38).

2. Fourierova transformacija

Definirali bomo Fourierovo transformacijo funkcij in mer, slednje povezali s funkcijami
pozitivnega tipa, poiskali inverz Fourierove transformacije in dokazali Plancherelov izrek.

Spomnimo se, da lahko v primeru Abelove lokalno kompaktne grupe G konvolucijo
poljubnih dveh elementov f, g njene grupne algebre L!(G) zapisemo tudi v naslednji obliki

(fxg)(x) =[5 f( (y)dy za x € G.

Definicija 1. Fourierova transformiranka funkcije f € L'(G) je kompleksna funkcija
f : G — C, definirana za vsak ¢ € G s predpisom

fe) = /G (0.8 f (x)dz

Preslikavo ¥ : f — f imenujemo Fourierova transformacija. Vidimo, da je v resnici

£(6) = D1 (f).
Osnovne lastnosti

Vse osnovne lastnosti Fourierove transformacije sledijo iz zadnje ugotovitve, vendar jih
zaradi pomembnosti Se enkrat dokazimo.

Trditev 1. Fourierova transfromacija F je kontraktivni x—homomorfizem iz grupne
algebre L'G) v prostor Co(G) z gosto zalogo vrednosti.

Dokaz. Izracunajmo za £ € G in f,g € LYG)

(f * g7 () = / 8)(f * g)()da = / / @8 f ey )g(y)dyde =

/ W 09(y)dy / @8 f(@)de = FE)F(€)
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Torej Fourierova transformacija preslika konvolucijo v produkt in ohranja involucijo. Poleg
tega za vsak f € LY(Q) velja

1Fle =sup F©)| < [ 1f@)ldz = 1711
{EG
V izreku 1.1. smo identificirali G z Gelfandovim 5pektrom algebre L'(G). Kerje & — &1
homeomorfizem dualne grupe in f (5) D1 (f), je tudi f v bistvu Gelfandova transformi-

ranka za f na spektru algebre L'(G) in zato fe CO(@), kot je znano iz Gelfandove teorije.
Mnozica vseh Fourierovih transformirank FL!(G) je involutivna (simetri¢na) podalge-

bra v OQ(@). Za vsak & € G obstaja f € L'(G) z lastnostjo f(f) # 0. Ker za £ # 1 velja
tudi f(§) # f(n), algebra loci tocke. Po verziji Stone-Weierstrassovega izreka za lokalno
kompaktne prostore (glej dodatek C) je algebra FL!(G) gosta v Co(G).

~

Posledica. Za vsak f € LY(G) je (f* = )" = |f]2.

~ — =~

Dokaz. Za vsak £ € G je (f * g) (&) = f(O)F(E) in f*(€) = E (glej dokaz trditve 1).

Trditev 2. Zay € G, f € LY G) in &,n € G velja:
(a) (Lyf) (&) = (y,£)f(£),
(b) (nf) (&) = (Lnf)(E)-

Dokaz. (a) Izracunajmo (L, f) (&) = [ (z, &) f(y~'a)dx = (y, )A(f). ~
(b) Zdaj je (nf) (&) = [ (x,&)(x,n) f(x)dx = [(z,&n~1) f(x)dx = f(n~"€) = (Lnf)(E).

Razsiritev na mere

Spomnimo se, da so kompleksne Radonove mere kompleksne Borelove mere, ki so konéne
na vseh kompaktnih mnozicah, zunanje regularne na vseh Borelovih mnozicah in no-
tranje regularne na vseh odprtih mnozicah v G. Ker smo predpostavili o-kompaktnost
grupe G, je vsaka Radonova mera o-konéna in zato regularna. Prostor vseh kompleksnih
Radonovih mer smo oznacili z M (G). To je involutivna Banachova algebra za konvolu-
cijo, dano z [ ¢d(pu xv) = [ [ ¢(zy)du(z)dv(y) za vsak ¢ € Cy(G), in involucijo, dano z
p*(E) = u(E~1) za vsako Borelovo mnozico F (glej definiciji I1.1.1 in I1.1.2).

Definicija 2. Fourierova transformiranka mere p € M(G) je kompleksna funkcija
it : G — C, definirana za vsak £ € G s predpisom

) = /G T &du(z).

Tudi preslikavo F : p — i imenujemo Fourierova (ali Fourier-Stieltjesova) transformacija.
Trditev 3. Za & € G in p,v € M(G) velja (v (€) = (€D (E).

Dokaz. Izra¢unajmo

(40710 = [ @) = [ [Ty Gautarivty) -
| | @8 gdu@vty) =)o)

Tu smo pri drugem enacaju upostevali, da lahko p in v aproksimiramo z merami s kom-
paktnim nosilcem, sicer bi enakost po definiciji konvolucije veljala le za funkcije iz Cy(G),
ne pa za omejene zvezne funkcije.
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Trditev 3 pomeni, da doloca £ (netrivialen) multiplikativen funkcional na merah, tako
da je G podmnozica spektra algebre M (G) in pi zozitev Gelfandove transformiranke mere
p na spektru algebre M (G) na podmnozico G. Spekter algebre M (G) je sicer precej vecji.

Inverzna Fourierova transformacija
Z uporabo kompleksnih Radonovih mer lahko definiramo nove funkcijske prostore.

Definicija 4. Za lokalno kompaktno Abelovo grupo G z dualno grupo G naj bo
B(G) = {¢; n € M(G)}

inzal<p<ooSe

BP(G) = B(G) N LP(G).

Po Bochnerjevem izreku (glej izrek 1.2), je {¢; n € M(G), > 0} = P(G). Ker
je vsaka mera p linearna kombinacija pozitivnih mer, je v skladu z zgornjo definicijo
B(G) = spanP(G). Od prej, iz posledice trditve 5, vemo, da ta linearna ovojnica vsebuje
mnozico {f*g; f,g € Ce(G)}. Ker lahko za g vzamemo elemente priblizne enote v L'(G),
vidimo, da je ta mnozica gosta v C¢(G) v supremum normi in v LP(G) (1 < p < o0) v
normi || - ||,. Torej je podprostor B(G) N Ce(G) gost v Cc(G) in podprostor BP(G) gost v
LP(G).

Pred izrekom o inverzni Fourierovi transformaciji potrebujemo dve pomozni lemi.

Lema 1. Naj bo K C G neprazna kompaktna mnoZica. Potem obstaja taka funkcija
f€C.(G)NP(G), dajef>0naGmf>OnaK

Dokaz. Izberimo h € C,(G) z lastnostjo h(1 = [, h(z)dz =1 in definirajmo g = h**h.

Potem je g = |ﬁ]2 > 0in g(1) = 1. Torej obstaja taka okohca V enote 1 € @, dajeg >0
na V. Kompaktno mnozico K lahko pokrijemo s kon¢no mnogo premaknjenimi okolicami
oblike &;V/, torej K C Ui &V za neko naravno Stevilo n. Postavimo f = (Z" 1&5)g, kar

je zvezna funkcija na G. Zanjo velja f(f) = ijl(éjg) &) = Z] 19(5 1¢) > 0 za vsak
¢e@G. Cepaije € € K, velja f(f) > 0, ker obstaja tak indeks j, da velja £ € &;V oziroma
5715 € V. Seveda je g € fP(G), saj je oblike g = h* x h. Potem pa je tudi f € P(G). Po
deﬁmcm elementov iz P(G) namrec velja

/f (a**a) dw—Z/ 2)&(x)(a* *a) dw—Z/ *x(&a))(x)dr >0

za vsak a € L'(G) zaradi naslednjega izracuna (x € G, a € L'(Q))

&(x)(a" * a) / &(e y)dy = / & (ey~Y)a* (2™ )E; (y)aly)dy =

/(ﬁja)*(wy_l)(ﬁja)(y)dy = ((§a)" * (§a))(x).

Ocitno je preslikava p — ¢, bijekcija z M(@) na B(G). Surjektivna je namrec¢ po defini-
ciji, injektivnost pa smo videli v trditvi 4. Inverzno sliko te preslikave pri dani funkciji
¢ € B(G) oznacimo z puy. Torej je za vsak ¢ € B(G) inverzna slika g, mera z lastnostjo

¢H¢ = Qs
Lema 2. Ce je f,g € BY(G), in sta Wy, g ustrezni meri, je

J?d,ug = gduy.
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Dokaz. Pokazati moramo, da za vsak ¢ € Cy( ) velja

/¢ )iy € /¢ €)dus ().

Pa naj bo h € LY(G). Tedaj je

L) = [ [ wendnauy(©) = [ nw) [ (o edus)ie -

/ W) f (@ V)dz = (h* £)(1).
G

Zamenjajmo h z h * g, nato pa Se f in g (kar lahko storimo zaradi komutativnosti), pa
dobimo

~

/@ﬁ@)a@)dw(s) — (hxg)* D) = (hx ) #g)(1) = /éﬁ(ﬁ)f(«f)dug(f)-

Imamo torej [ hgduf = /5 hfdpg za vsak h € FL(G). Ker pa je ta mnozica gosta v
Co(G), velja Gdpy = fdpg.

Kasneje bomo spoznali e drugo verzijo naslednjega pomembnega izreka.

Izrek 1 (Inverzna Fourierova transformacija, I). I f € BY(G) sledi f € L(G).

Ce je Haarova mera d§ na G primerno normalizirana glede na Haarovo mero dxr na G,
velja dps(§) = f({)d&, torej za vsak x € G

1) f@) = [ ofie)
Dokaz. Poiskali bomo ustrezen pozitiven invarianten funkcional na prostoru CC(CA?).

Naj bo ¢ € C’C(CA;). Potem po lemi 1 obstaja taka funkcija f € L'(G) N P(G), da je F>0
na supp . Definirajmo

¥(E)
I
() = 50 115 (€)-
Ce je g druga funkcija z isto lastnostjo, velja po lemi 2
VO o [ O [ O w6
Lo e tr© = [ 21 @an© = [ S8 Feug(e) = [ T

Torej je funkcional I neodvisen od izbire funkcije f, ampak le od funkcije . O¢itno je
linearen. Prav tako se hitro vidi, da je I(¢)) > 0 za ¢ > 0 (ker je hkrati fz 0 in potem
pg > 0). Torej je I pozitiven linearen funkcional na C’C(@). Ali se lahko zgodi, da je
I(v)) = 0 za vsak ¢ € C’c(@)? To ni mogoce. Ce je namre¢ g € B'(G), g # 0, je tudi
pg # 0, ker je g — pgy bijekcija iz B(G) na M(@) Tedaj pa obstaja 1) € C’C(@), tako da
je fG@ZJ )dpg(§) # 0. Potem pa velja (z uporabo leme 2) tudi

) G w(e) B
@ 1= [ 7 / 1y (€) = /éw@)dug(é)aéo

Torej je I # 0, se pravi netrivialen pozitiven linearen funkcional na CC(@).
Poleg tega za vsak n € G velja

JRECTCE [<x,n-1§>duf<s> — (o) [ (2. dus(©) = (2. (@) = (1))
(€] G (€]

tj. dus(né) = dugs(§) za §,n € G zaradi enoliéne izrazave funkcije 77f z integralom. Prav
tako velja za vsak £,n € G

@) = /G @ () f(x)de = /G @ & f (x)de = F(ne).
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Ce izberemo f tako, da je .]?> 0 na supp v U supp L), imamo

e e NG
) = /éﬂ o nrt€) = /G s /@m S das(©)

Zadnji integral pa je zaradi neodvisnosti od izbire funkcije f spet enak [I(v ( ). Torej je I
invarianten integral funkcional na G, zato ga lahko zapisemo v obliki I(y)) = fG W(&)dE,

kjer je d¢ neka Haarova mera na G. R
Naj bo ge f € B'(G) poljubna funkcija in ¢ € C.(G). Potem je, tako kot v (2),

/w €)dg = 1(6F) = /w )

Sledi f({)dﬁ = duyg(§). Torej je f Radon-Nikodymov odvod mere py po Haarovi meri.
Ker je variacija mere us konéna, je f € L'(G). Poleg tega velja Jalz, &) f(§)de =
Jalz,&)dus () = f(x) in izrek je dokazan.

Posledica. Ce je f € LY(G) N P(G), je f>o.

Dokaz. Ker je po Bochnerjevem izreku v tem primeru gy > 0 in f(ﬁ)dﬁ = duy(§), je
tudi f > 0.

Definicija 5. Haarovo mero d¢ na dualni grupi @, za katero velja formula (1), imenu-
jemo dualna Haarova mera k Haarovi meri dz na grupi G.

Denimo, da na grupi G izberemo drugo Haarovo mero cdz (vsaka j je proporcionalna pr-
votni). Potem se Fourierova transformiranka funkcije f spremeni v ¢ f Ce hocemo, da bo
Se vedno veljala formula (1) moramo za dualno Haarovo mero izbrati ¢~ d¢. V Fourierovi
analizi na konkretnih grupah je zelo pomembno, kako so Haarove mere normalizirane.
Zaradi izreka 1 je smiselno, da na dualni grupi vedno izberemo dualno Haarovo mero.

Zgled 1. Dualno grupo R aditivne grupe R smo v izreku 1.2(a) identificirali z R preko
dualnosti (z, &) = €2™#¢ 2, ¢ € R. Pokazimo, da je v tem primeru dualna Haarova mera k
Lebesguovi meri na R spet Lebesguova mera na R.

Fourierova transformiranka funkcije g(z) = e~ jeg(é) = ffooo e~ 2miet—72® 4o Tzragu-
namo jo z odvajanjem na parameter in integracijo po delih. Najprej je

g (&) = —2mi /OO g~ e 2miat gy —2mEg(§)
in - -
3(0) = /_Oo e ™ dy = ;%/o e Pdt =T(1/2)/v/7 = 1.

Torej je g(&) = e~ ™" se pravi g = g. Toda to je soda funkcija, zato velja
o0
gla) =g(-a) = [ e
—0o0

Dualna Haarova mera je torej tudi d¢ (Lebesguova mera), za vsak f € BY(Q), = € G,
¢ € G velja
/ f 727T’L£L‘£dx in f / f 27Tlm£d§

Ce bi uporabili dualnost (z,&) = €*¢, bi bila dualna mera k Lebesguovi enaka d¢ /2.
V tem primeru bi namreé¢ pri isti funkciji g kot prej dobili §'(§) = —&£g(&)/2m, g(&) =
=€/ = g(¢/2m) in

g(z) =g(—z) = g(—2mzx) = /00 egmméefﬂgzdg _
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V klasi¢ni Fourierovi analizi na realni osi je taka izbira obi¢ajna. Dualna mera k Haarovi
meri dx /v/27 pa bi bila pri isti dualnosti enaka d¢/v/2m, ker tudi véasih uporabljamo, torej

~

fie) = o= / Fla)e™ s, f(@) = —= / Fle)et=ede.

Trditev 4. Ce je Abelova grupa G kompaktna in je Haarova mera normalizirana tako,
da je |G| =1, je k njej dualna Haarova mera na (diskretni grupi) G mera, ki $teje tocke.
Obratno, ce je grupa G diskretna in je Haarova mera enaka meri, ki steje tocke, je dualna
Haarova mera na (kompaktni grupi) G taka, da je \@| =1.

Dokaz. Naj bo G kompaktna Abelova grupa. Izberimo na G funkcijo g, ki je identi¢no
enaka 1. Potem je za vsak £ € G

76 = [ w8a@r = [ wear = [ €10 = xle)
Za vsak x € G lahko zapisemo
D (@, 6§(¢) = (w,1) = 1 = g(a).
¢ed

Torej je dualna mera ravno mera, ki Steje tocke. Ce je G diskretna Abelova grupa,
izberimo g = xy13. Potem je g(§) = > . (7, €)g(z) = (1,€) = 1 za vsak § € G, torej
g=1na G. Za vsak z € G lahko zapiSemo

/ (85 de = [ (0, €)dE = xquy (@) = 9(o).
£eG e

Dualna mera k meri, ki Steje tocke, je Haarova mera z lastnostjo \(A?\ =1

Zgled 2. Grupi T in Z sta si dualni (izrek 1.2(b,c)). Haarova mera na kompaktni grupi
T je normalizirana Lebesguova (lotna) mera dz/27. Potem je na Z dualna tista mera, ki

Steje tocke. Veﬂja f(n) =5 027r f(z)e~™®dz za n € Z (klasiéni Fourierovi koeficienti) ter
f(x) =3,cz f(n)e™* za x € [0,27) (klasicna Fourierova vrsta).

Zgled 3. Zdaj vzemimo za G ciklitno grupo Zj ostankov po modulu k, ki je du-
alna sama sebi (glej izrek 1.2(d)). Imejmo na Zj za Haarovo mero tako mero, ki Steje
tocke. Potem je g(m) = ZZ %)9( )e —2mimn/k za vsak m = 0,1,....,k — 1. Ce je g = X{0}>
torej 9(0) = 1in g(n) = 0 za n # 1, velja g(m) = 1 za vsak m. Ker pa je tedaj tudi
k Zk ! o G(m)e?rimn/k — X{o3(n) = g(n) za vsak n, je dualna Haarova mera povprecje na
grupi Zk (tj. normalizirana mera, ki Steje tocke).

Plancherelov izrek

Izrek 2 (Plancherel). Fourierovo transformacijo F : f +— ]? lahko iz skupnega prosto-
ra L'(G) N L3(G) enoliéno razsirimo do izometricnega izomorfizma iz L*(G) na L*(G).

Dokaz. Naj bo f € LY (G) N L?(G). Ker je f € L?(G), je tudi f* € L*(G), zato
je f*x f € LY(G). Poleg tega vemo, da je za f € L?*(G) konvolucija f* * f zvezna
funkcija pozitivnega tipa, torej f* x f € P(G) (glej posledico 1 trditve 1.7), in da velja
(f*= () = |f(§)|2 (glej posledico trditve 1). Torej je po izreku 1

L@z = [ @i = s po = o0« o= [ ek
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Torej je f — f izometrija v normi | - [|2, definirana na podprostoru LY(G) N L?(G), ki je

gost v L2(@G), saj je celo Co(G) gost v L?(G) (in v LY(G)). Zato jo lahko enoli¢no razsirimo,

do izometrije iz L?(G) v LZ(G). Pokazimo, da je tako razsirjena izometrija surjektivna.
Naj bo funkcija 1 € L2(G) pravokotna na vsak f, f € L'(G) N L2(G). Potem za vsak

x € G velja

0= /éw@)(for(s)dé — /é<x,€>w(£)f(£)d§.

Toda ¢f € L}(G), ker je v € L%(G) in f € L2(G), zato je ¢¥(€)F(&) € M(G). Zaradi
enoli¢nosti preslikave p — ¢, (glej trditev 1.6), mora biti ta mera enaka ni¢. Torej velja
Wf = 0s.p. zavsak f € L'(G) N L*G). Ker pa obstajajo funkcije f € C.(G) N P(G),
katerih Fourierove transformiranke so strogo pozitivne na poljubni vnaprej izbrani kom-
paktni podmnozici (glej lemo 1), mora biti ¢ = 0 s.p. Torej je samo funkcija 1) = 0 pra-
vokotna na vse funkcije fA‘, f € LY(G)NL?(G) in razdirjena izometrija f fje surjektivna.

Posledica. Ce je G kompaktna Abelova grupa in |G| = 1, je G kompletna ortonormi-
rana mnoZica funkcij na G, se pravi ortonormirana baza za L*(G).

Dokaz. Vemo 7e, da je G ortonormirana mnozica (trditev 1.1). Ce je f € L*(G)
funkcija, ki je pravokotna na vsak element iz G, je 0 = Jo f@)é(z)dx = [, (2,&) f(z)dx =
F(€) za vsak £ € G. Po Plancherelovem izreku (izrek 2) je potem tudi f = 0 s.p. na G
oziroma f = 0.

3. Pontrjaginova dualnost

Elementi dualne grupe G so karakterji na lokalno kompaktni Abelovi grupi G. Toda z
enako pravico lahko gledamo na elemente grupe G kot na karakterje na G. Za vsak z € G
naj bo namre¢ ®(x) karakter na G, definiran s predpisom

(&, ®(x)) = (2,8).
Hitro se lahko prepricamo, da je ®(z) res karakter na G. Prav tako je o€itno preslikava

® : G — G grupni homomorfizem. Pokazali bomo, da je v resnici izomorfizem.

Lema 1. Za vsako okolico U tocke x € G, obstajata taki funkciji ¢, € C.(G), da velja
(p*1)(z) # 0 in supp(¢p* ) C U.

Dokaz. Okolici U toctke x pois¢imo tako simetriéno okolico V enote 1 € G, da je
(xV)V C U. Izberimo poljubno od ni¢ razliéno funkcijo ¢ € C.(G) z nosilcem supptyp C V
in definirajmo ¢(y) = Y(xzy~!) za y € G. Potem je tudi ¢ € C.(G) z nosilcem supp ¢ C
zV. Torej je (¢ * ¥)(x) = [oo(zy )d(y)dy = [51b(y)IPdy > 0 in supp(d * 9) C
(supp ¢)(suppyp) C (zV)V C U.

Posledica. Preslikava ® : G — G je injektivna.

Dokaz. Bodita z,y € G, x #y,in U = G \ {y}. Potem je U okolica tocke z in po lemi
1 obstaja taka funkcija f = ¢ x ¢ iz BY(G), da je f(x) # 0 in supp f C U, torej f(y) = 0.
Ce bi veljalo ®(x) = ®(y), bi bilo (x,£) = (y,€) res za vsak £ € G. Potem pa bi bi po
izreku 2.1 imeli f(z) = [a(z, &) f(§)dE = [5(y, &) f(€)dE = f(y), kar ni res.

Lema 2. Za poljubni funkciji ¢,v € CC(CA;) obstaja taka funkcija h € BY(G), da je

¢ *1p = h. V posebnem primeru je algebra FB'(G) N LP(G) gosta v prostoru LP(G) za
1<p<oo.
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Dokaz Za vsak x € G definirajmo f(x fG x,§)o(£)dE, g fG x,E)P(§)dE
in h(z) = fG x § (¢ * )(&)dE. Vse tri funkcue f,g in h SO dobro definirane, saJ S0
¢,¢,¢ v € LYG ), in zato f,g,h € B(G). Pokazali bomo, da je celo h € B(G) in
uporabili izrek o inverzni Fourierovi transformaciji.

Naj bo k € L'(G) N L?(G) poljubna funkcija. Potem je po Cauchy-Schwarzovi oceni in
Plancherelovem izreku

|Aﬂwmww4éé@@wa mw|y/¢ £)de| < [6alIE ]z = 6]l

Odtod vidimo, da funkcija f dolo¢a omejen linearen funkcional k — [, f(z)k(z)dz na
L?(@), torej je (po Rieszovem izreku) sama v L?(G). Podobno vidimo, da je g € L?(G).
Poleg tega je

:ﬁ[@wwy (Mg//x@ (n)dédn = f(x)g(x).

Znano je, da Je produkt dveh funkcij iz L?(G) v L'(G) (Cauchy-Schwarzova neenakost).
Torej je h € L' (G) se pravi h 6 BY(G). Po prvi verziji inverzne Fourierove transformacije

(izrek 2.1) je h(x fG x,§)h(£)dE. Primerjajmo to z definicijo funkcije h, pa spoznamo,

da je zaradi enohcne izrazave (gleJ trditev 1.6) h= o * ).

Naslednja lema pove, da je preslikava ® homeomorfizem iz G na svojo sliko ®(G) v G.

Lema 3. Naj bo x € G in {xy} posploSeno zaporedje v G. Naslednje trditve so ekviva-
lentne:
(i) xo — x v G,
(i) f(za) — f(fv) za vsak f € Bl(G)
(i) [z(za,&)f(€)dE — fG x, &) f(€)dE za vsak f € BYQ),
(

iv) ®(za) — ()UG

Dokaz. Implikacija (i) = (ii) je trivialna, ker je funkcija f zvezna. Denimo, da (i) ne
velja, se pravi z, /4 x. Potem obstaja taka okolica U tocke x, da za vsak [y obstaja G > (g
z lastnostjo 2 ¢ U. Poleg tega obstaja po lemi 1 v B!(G) taka funkcija f = ¢ x 1, da je
f(z) # 0 in supp f C U. Ce bi veljalo f(zq) — f(x), bi obstajal By, tako da bi za vsak
B > By veljalo f(xzg) # 0, vemo pa da obstaja tak 5 > (3, da je f(xz) = 0. Protislovje
dokazuje, da f(xq) 7 f(x) in tocki (i) in (ii) sta ekvivalentni.

Tocka (iii) je le drugace zapisana tocka (ii) (glej izrek 2.1). Ce velja (iii), velja po
definiciji preslikave ® v resnici

L eaef ot - [ o

za vsak ]?E FBY(G). Ker je topologija na G inducirana s §ibko—x topologijo iz LOO(CAT’),
algebra FBY(G) pa je gosta v L}(G) (lema 2), iz (iii) sledi (iv) in obratno.

Vse skupaj pomeni, da so tocke (i),(ii),(iii) in (iv) iz leme 3 med seboj enakovredne.
Med drugim je tocka (i) ekvivalentna tocki (iv), kar pomeni, da je ® kot bijekcija iz G na
svojo zalogo vrednosti ®(G) v obe strani zvezna preskikava, torej homeomorfizem iz G na

o(G).
Izrek 1 (Pontrjagin). Preslikava ® : G — G je izomorfizem topoloskih grup.

Dokaz. Pokazati moramo samo Se surjektivnost za ®, se pravi, da je ®(G) = G. Po
lemi 3 je tako kot G tudi ®(G) lokalno kompaktna grupa in sicer podgrupa v lokalno

kompaktni grupi G. Po trditvi L1.5 je potem ®(G) zaprta podgrupa v G.
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Ce je z € G\ ®(G) in U odprta okolica tocke z z lastnostjo U N ®(G) = 0, lahko po
lemi 1 izberimo taki funkeiji ¢, € Cc(@), da je ¢ x 1) # 0 in supp (¢ ) C U. Po lemi 2
potem obstaja taka funkcija h € BY(G), da je ¢ * 1 = h. Toda za vsak y € G je

[<y,5>h<5>df - /A<s7 B(y))h(€)de = / € D(y )h(e)de = h(@(y™Y) = 0,
G G G

saj je nosilec funkcije h= ¢ *1) vsebovan v U, ta mnozica pa je disjunktna s ®(G). Zaradi
enoli¢nosti (glej trditev 1.6) je potem h = 0 in zato ¢ x ¢ = h = 0, kar je v nasprotju z
izbiro funkcij ¢ in 1. Torej mora biti ®(G) = G.

Odslej bomo identificirali G in G ter izpustili zapis izomorfizma ®. Tako bomo namesto
(&, ®(x)) pisali preprosto (£, z) za € G in £ € G. Za nas bo odslej torej veljala enakost

(z,8) = (§,2).
Zdaj lahko navedemo nekatere zanimive posledice Pontrjaginove dualnosti.
Posledice izreka o dualnosti
Najprej dajmo inverzni Fourierovi transformaciji drugo, bolj znano obliko.

Izrek 2 (Inverzna Fourierova transformacija, I1). Ce je f € LYG) in f € LY(G)
velja f(x) = ]/“\(xfl) oziroma f(x) = [z(x, &) f(§)dE skoraj za vsak x € G. Ce je funkcija
f zvezna, velja ta enakost za vsak z e G.

Dokaz. Po definiciji Fourierove transformiranke funkcije f dobimo z zamenjavo spre-
menljivke za vsak & € G enakost

fe) = /G (08 f(a)de = /G (1,6 f (x)de = /G (2. €) fa)da

Ker je f € L'(G) in fe Ll(CA}'), ta enakost pomeni, da je f € Bl(@) in duf(m) = f(z7Ydx.
Po prvi Y\erziji inXerzne Fourierove transformacije (izrek 2.1), uporabljeni za grupi G in

5 =Gije fe LY(G) = LY(G) (enakost velja zaradi izreka 1) in f = Jo (@, ) f

torej }A(x) if(:v_l) skoraj za vsak x € G zaradi enoli¢nosti. Torej je skoraJ za vsak v € G

res f(x) = f(m‘l), se pravi (po definiciji Fourierove transformiranke na grupi CAJ)

fa) = [ @TaRd = [ =07

Formuliramo lahko izrek o enoli¢nosti Fourierove oz. Fourier-Stieltjesove transformacije.

~

Izrek 3. Ce sta AZLAS M(G) in je p = U, velja p = v. V posebnem primeru, e sta

f,9 € LNG) in je f =G, velja f = g.
Dokaz. Ce je i = 7, imamo za vsak & € G po definiciji funkcij ¢, in ¢,

0u(€) = /G (. €)du(z) = /G @ € Nydp(z) = A(eY) = p(e ) =
/ [ & T)dv(z) = / (0, €)di(z) = Do ().
G G

Vemo, da je funkcija ¢, z mero p € M(G) natanko dolocena, zato odtod sledi pu = v.

Posledica. M(G) in LY(G) sta polenostavni Banachovi algebri.
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Dokaz. Po izreku 3 sta Fourierovi transformaciji p — i oziroma f +— f injektivni.
Toda [z je zozitev Gelfandove transformiranke mere y € M(G) na G, medtem ko je f kar
enaka Gelfandovi transformiranki funkcije f € L'(G). Torej sta tudi Gelfandovi transfor-
maciji algebre M(G) oziroma L'(G) injektivni in obe algebri sta polenostavni.

Trditev 1. Ce je grupa G kompaktna, je grupa G diskretna. Ce je G diskretna, je G
kompaktna.

Dokaz. Uporabimo trditev 1.3 in upostevamo Pontrjaginovo dualnost.

~

Trditev 2. Ce sta f,g € L*(G), je (fg)" = f * 3.

Dokaz. Najprej predpostavimo, da sta f,g € L*(G) N ?BI(CA;). Torej sta f in g
Fourierovi transformiranki funkcij iz B!(G), ki sta (po Plancherelu) hkrati v L?(G). Ob-
stajata torej ¢, € L%(G) N BY(G), tako da je f(x) = ¢(z™1) in g(z) = ¥(z™1) (tu

smo namesto z raje vzeli 7!, zato da imamo preprostejso zvezo f(z) = [(z,&)¢(£)d¢ in
g(z) = [(x,)9(£)dE. Potem je, kot smo ze videli v dokazu leme 1,

(G )zt = /@<x,§>(¢*w)(£)d€— / [<x,s>¢<sn1>w<n>dnd§—

L. [eenavimisin= [ (z.00(60ds [ (z.mpotndn = fwito)

Prvo verzijo inverzne Fourierove transformacije (izrek 2.1) lahko uporabimo na funkeiji
¢ in v, pa dobimo za vsak £ € G

o(6) = /G (2, €)B(a)dz = /G 6 f (e de = /G (@8 f(@)dz = (&)

in podobno (§) = g(&). Poleg tega je ¢ x ¢ € Ll(@)7 ker sta ¢, € LQ(@). Prav tako je
fg € LY(G), ker sta oba faktorja f,g € L?(G). Torej lahko uporabimo drugi izrek o inverzni
Fourierovi transformaciji (izrek 2) za funkcijo ¢ * v, saj je zaradi (¢ * ) (z) = f(z~}!) za
vsak z € G tudi (¢ x ¥)” € LY(Q). Za vsak £ velja

(F*9)(©) = (6 #w)(€) = / (2, 6) (6 * V) (&) = /G @ & (f9)()dz = (f)(E).

Doslej smo predpostavljali, da sta f,g € L*(G) N &"Bl(@). Zdaj pa se znebimo pogoja
FBY(G). Naj bosta f,g € L2(G) poljubni funkciji. Ker je FB(G) gosta podmnozica v
L?(G) po lemi 1, obstajata zaporedji funkcij f,, g, € L*(G) N ?Bl(@), tako da f,, — f in
gn — g v L*(G). Torej velja fngn — fg v LY(@G) in zato (fngn) (fg)Av Loo(é). Poleg
tega so po Plancherelovem izreku tudi fn, Gn € L? (G) enako f g€ LQ(G) Nadalje velja

tudi f,, % Gp — f *g v L>®(G). Iz Cauchy-Schwarzove ocene |[h * koo < |[h]2]|%|2 namreé
dobimo pri pogoju n — oo

fn*/g\n_f*/g\: (fn_f)*</g\n_/g\)+f*</g\n_/g\)+<fn_f)*/g\_>
Torej sledi f *§ = (fg)" v L=(G).
Dualnost med podgrupami in kvocientnimi grupami

Naj bo H zaprta podgrupa v lokalno kompaktni Abelovi grupi G. Anihilator podgrupe
H definiramo s predpisom

L—{¢eG; (#,¢) =1zavsak x € H}.

Hitro vidimo, da je tudi H+ zaprta podgrupa v G.
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Trditev 3. Za vsako zaprto podgrupo H C G wvelja (H-)+ = H.

Dokaz. Ocitno je H C (H+)*. Naj bo q: G — G/H kanoni¢na kvocientna preslikava.
Ce xg ¢ H, obstaja tak karakter n kvocientne grupe G/H, da je n(q(z0)) # 1 = n(q(1)).
V nasprotnem primeru bi zaradi Pontrjaginove dualnosti moralo veljati ¢(xg) = ¢(1), saj
je tudi g(x) karakter na dualni grupi. Toda 7 o g je potem karakter na grupi G, velja pa
(noq)(xz) =n(1) =1zax € H, saj je g(x) tedaj enota v G/H. Torej je noq € H*. Ker
(noq)(xg) # 1, torej zo ¢ (H)*L.

Naslednji izrek, ki je eden temeljnih strukturnih rezultatov o dualnosti, pove, kako lahko
dualno grupo zaprte podgrupe H C G in dualno grupo faktorske grupe G/H opisemo z
dualno grupo G in anihilatorsko podgrupo H+.

Izrek 4. Najbo H zaprta podgrupa v lokalno kompaktni Abelovi grupi G in® : (G/H)™ —
H+, V: G/H*+ — H preslikavi, definirani s predpisoma

®(n)=noq, V(EH)=¢ln
za € € @, n € (G/H)". Potem sta ® in ¥ izomorfizma topoloskih grup.

Dokaz. Iz dokaza trditve 3 vemo, da je nog € H' in da je nog = 1 natanko takrat, ko
je n = 1. Preslikava ® je torej injektivna. Surjektivna je, ker za vsak £ € Gz lastnostjo
&(x) = (x,&) = 1 za vsak € H po osnovnem algebrai¢nem izreku o grupah (glej dodatek
A) obstaja natanko en homomorfizem n : G/H € C, tako da je n(xH) = £(x) za vsak
x € G oziroma noq = £. Hitro tudi vidimo, da je ® homomorfizem. Torej je ¢ algebrai¢ni
izomorfizem med grupama (G/H) in H+. Pokazimo $e, da je homeomorfizem topologkih
prostorov.

Naj velja n, — n v (G/H) in naj bo K C G poljubna kompaktna podmnozica. Potem
je q(K) kompaktna podmnozica v G/H in po definiciji topologije v (G/H)~ (primerjaj
trditev 1.1) konvergenca 7, — 71 enakomerna na ¢(K), konvergenca 71, 0 ¢ — 1o q pa
enakomerna na K, torej v topologiji dualne grupe G. Obratno, naj velja no,0oq — nogq
v G in naj bo F' C G/H poljubna kompaktna podmnozica. Potem po lemi I1.3.1 obstaja
taka kompaktna podmnozica K C G, da je q(K) = F. Torej ponovno po trditvi 1.1 velja
Mo ©q — Moq enakomerno na K, se pravi 7, — 1 enakomerno na F' = q(K), torej 1, — n v
topologiji dualne grupe (G/H)". To pomem da je ® homeomorfizem topoloskih prostorov.

Zamenjajmo zdaj grupo G z grupo G in podgrupo H C G s podgrupo H+ C G. po
prvem delu dokaza imamo (G/Hl) (Hl)L toda slednje je po trditvi 3 enako H. Ce je
torej © € H, je ustrezni karakter 7, € (G/HL) za katerega je ®(n,) = x, dan s predpisom

(12 0)(§) = (1) (§) = z(£)
za vsak € € G (glej dokaz surjektivnosti preslikave (G/H)™ — H™) oziroma s predpisom
(%) (s, €H) = (2,€).

Pontrjaginova dualnost zdaj zagotavlja izomorfizem grup G JH+ = (@ /H J-)x% H , ki je
zaradi zgornje relacije (*) dolocen s predpisom ¢H+ +— £|g. Ta preslikava pa je ravno W
in dokaz je koncan.

Posledica. Ce je H zaprta podgrupa v lokalno kompaktni Abelovi grupi G, lahko vsak
karakter na podgrupi H razsirimo do karakterja na grupi G.

Dokaz. To je res zaradi surjektivnosti preslikave U: ce je n € H , obstaja & € @, tako
da je n =¢|g.
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Poissonova sumacijska formula

Naj bo H zaprta podgrupa v G. Z ustrezno normalizirano Haarovo mero na G/H, ki
je v primeru Abelove lokalno kompaktne grupe G tudi sama lokalno kompaktna Abelova
grupa, imamo za vsak f € C.(G) znano Weilovo formulo (glej formulo (2) v izreku I1.3.2)

(1) /G f(2)ds = /G y /H F(ey)dyd(z H).

Izrek 5. Naj bo H zaprta podgrupa v G in f € C.(G). Za vsak x € G definirajmo
funkcijo F € Co(G/H) s predpisom F(xH) = [, f(xy)dy. Potem je F= f|H¢, ée iden-

tificiramo (G/HY = H* z izomorfizmom ® iz izreka 4. Ce je poleg tega f|H¢ € L'(HY),
za ustrezno normalizirani Haarovi meri na H in H* velja za vsak x € G

@) |ty = [ (.6 fede

Dokaz. Ceje ¢ € H*, velja (xy, &) = (x,&){(y, &) = (x,&) za vsak 2 € G, y € H oziroma
(xH,&) = (x,§) za vsak x € G. Torej je upostevaje (1)

) = /G IR

fxy)dyd(xH) =
G/H JH

~ ~

/G/H/H<~’Cya£>f(ﬂfy)dyd(xﬂ)=/G<x,§>f(x)da;:f(§): L (6).

Ce je se ﬂ gL € LY(H'), lahko uporabimo drugi izrek o inverzni Fourierovi transformaciji
(izrek 2) za funkcijo F' in dobimo

| ey = Plat) - /(G/H)@:Hg gac= [ @ofien

Opomba. Izrek se da posplogiti tako, da predpostavke oSibimo in zahtevamo le f €
LY(G), ne pa f € C.(G). Funkcija F je tudi tedaj skoraj povsod dobro definirana in je v
LY(G/H). Ker se da pokazati, da je Weilova formula (1) veljavna tudi za f € L*(G) in ne

le za f € C.(G) (primerjaj opombe v [11], str. 64), prav tako velja F' = f|;1. Ce pa je
f|HJ_ € L'(H"'), velja skoraj za vsak € G tudi formula (2).

Izrek 5 oziroma formula (2) pomeni splosno obliko t.i. Poissonove sumacijske formule.

Zgled. Klasicni primer dobimo, ¢e za G in H izberemo klasi¢ni aditivni grupi, G = R
in H = Z. Tedaj je H- = 7Z, saj je e¥™* = 1 za vsak n € Z natanko takrat, ko je
x=m € Z. Torej za f € L'(R) in vsak = € R velja

(3) Y fl@+n) =" fm)e .

neZ neL

V posebnem primeru pri z = 0 npr. dobimo ) ., f(n) = Z;GZ f(n)

V zgledu 2.1 smo npr. videli, da je za funkcijo f(x) = e™™" Fourierova transformiranka
ista: f(§) = e~ ™. Za vsak t > 0 naj bo fi(x) = e/t g primerno substitucijo brez
tezav ugotovimo, da je fi(§) = Ve ™t Potem se Poissonova formula v tocki 0 glasi

Zefﬂn Jt \[Ze n?
nez ne”

Ce oznacimo 9(t) = 3, e~ velja torej 9(1/t) = VEd(t). To je t.i. Jacobijeva
identiteta za funkcijo ¥.
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7Z dualnostjo (z,&) = €™, pa bi se Poissonova sumacijska formula (3) za funkcijo g,
definirano z g(t) = f(t/2n) za vsak t € R, glasila 27y, g(t + 27n) = >, ., g(n)e"™.

Bohrova kompaktifikacija

Naj bo zdaJ G nekompaktna lokalno kompaktna Abelova grupa. Potem po trditvi 1 du-
alna grupa G ni diskretna. Oznagimo z Gd njeno diskretizacijo, tj. opremimo jo z diskretno
topologijo. Na ta nacin dobimo novo, diskretno, lokalno kompaktno Abelovo grupo, katere
dualna grupa (éd)A je zdaj kompaktna. Dali ji bomo novo oznako bG.

Definicija 1. Grupa bG = (@d)/\ se imenuje Bohrova kompaktifikacija grupe G.

Zaradi Pontrjaginove dualnosti lahko imamo grupo G za mnozico vseh zveznih grupnih
homomorfizmov iz G v T. Potem pa lahko njeno Bohrovo kompaktifikacijo bG gledamo
kot mnozico vseh grupnih homomorfizmov iz Gv T, tudi nezveznih. Na naraven nacin je
torej G C bG in ocitno je G podgrupa v bG. Velja pa Se vec.

Trditev 4. Grupa G je gosta v svoji Bohrovi kompaktifikaciji bG.

Dokaz. Ce je G zaprtje grupe G v bG, je to zaprta podgrupa v bG, njen anihilator pa
je enak

L:{qﬁe (G (r,¢) =1lzavsak z € G} ={p € G; (x,¢) =1 za vsak z € G} =

{p€G; (x,0) =1zavsak v € G} = {1}.

Upostevali smo, da je (bG)" = (G4~ = G4 = G (kot mnozica), torej je vsak ¢ € (bG)
karakter na G, torej zvezen homomorfizem iz G v T.

Ker po izreku 4 velja G~ = (bG)’\/é = (bG)", velja tudi G = G~ "= (bG) "= bG.

Topologija na G je (po dualnosti) enaka topologiji enakomerne konvergence na kom-
paktnih podmnozicah v G (glej trditev 1.1 in dokaz izreka 4), medtem ko je topologlja na
bG enaka topologiji konvergence po tockah v G saj so kompaktne mnozice v Gd konéne
mnozice. Torej je slednja topologija Sibkejsa, zato je inkluzija G C bG zvezna. Ni pa ta
inkluzija homeomorfizem (iz G na sliko v bG). Ce bi bilo to res, bi bila po trditvi I.1.5 G
zaprta podgrupa v bG, torej kompaktna, kar pa po predpostavki ni res.

V tem smislu Bohrova kompaktifikacija ni prava kompaktifikacija topoloSkega prostora
(kot npr. kompaktifikacija lokalno kompaktnega prostora z eno tocko). Je pa G — bG
funktor iz kategorije lokalno kompaktnih Abelovih grup v kategorijo kompaktnih Abelovih
grup. Ta funktor ima naslednjo univerzalno lastnost.

Trditev 5. Ce je K poljubna kompaktna grupa in p : G — K poljuben zvezen homo-
morfizem, lahko p razsirimo do zveznega homomorfizma p iz bG v K.

Dokaz. Brez skode lahko predpostavimo, da je K Abelova kompaktna grupa, sicer bi
namesto nje vzeli zaprto Abelovo podgrupo p(G).
Homomorfizem p inducira zvezen homomorfizem p dualnih grup, dan s predpisom p(n) =

nop za vsak n € K. O¢itno je namreé j(n ) karakter na G in velja (z, p(n)) = (p(z),n) za
vsak z € G. Ce pozabimo na topologijo v G lahko p vidimo tudi kot homomorﬁzem med
K in Gd. Ta homomorfizem pa na enak naéin inducira zvezen homomorfizem p med (Gd)

in I?, se pravi med bG in K. Kerzaz € G C bG inn € K velja zaradi dualnosti

(p(x),m) = (., p(n)) = (p(x),n),

dobimo p(z) = p(x) za vsak x € G, torej je p res razdiritev homomorfizma p na bG.
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Kompaktifikacija grupe G iz definicije 1 nosi ime po H. Bohru, ki je studiral skoraj peri-
odi¢ne funkcije. V resnici lahko to kompaktifikacijo povezemo s teorijo skoraj periodi¢nih
funkcij.

Skoraj periodiéne funkcije
Najprej potrebujemo splosno lemo o izometrijah metricnega prostora.

Lema 4. Naj bo M kompakten metricni prostor z metriko d. Potem je:
(a) Enakomerna limita (surjektivnih) izometrij spet (surjektivna) izometrija.
(b) Grupa Iso(M) vseh surjektivnih izometrij iz M na M kompaktna v supremum normi.

Dokaz. Preslikava f : M — M je surjektivna izometrija, e je bijekcija z lastnostjo

A(F (@), F(y)) = d(z,y) 72 2,y € M.

() T2 |d(F(2), F()) — d(Fue), fu@)] < A (@), Ful@)) + d(faly), F()) sledi enakost
d(f(z), fy)) = limp—oo d(fn(x), fn(y)) za vsak z,y € M. Torej je limita izometrij spet
izometrija. Naj bo zdaj f enakomerna limita surjektivnih izometrij f,. Njena zaloga
vrednosti je kompaktna mnozica, saj je enakomerna limita zveznih funkcij zvezna funkcija,
zvezna slika kompakta pa kompakt. Za vsak y € M, ki ga zaradi surjektivnosti funkcije
fn za vsak n lahko zapisemo v obliki y = f,(zy), z, € M, dobimo za vsak € > 0 oceno
A(F@n),y) < Af (@), fal@n)) + dfu(wn),y) = A (20), falwn)) < € G je n dovolj ve-
lik. Ker je bil y € M poljuben, je zaloga vrednosti preslikave f gosta v M. Skupaj s
kompaktnostjo to pomeni, da je f surjekcija.

(b) Pravkar smo videli, da je I'so(M) zaprta podmnozica v metri¢nem prostoru C(M, M)
vseh zveznih funkeij iz M v M, opremljenem s supremum metriko. Se veé¢, Iso(M) je
enakozvezna in enako omejena druzina funkcij iz C(M, M). Za vsak € > 0 iz d(z,y) < €
namrec¢ sledi d(f(z), f(y)) = d(z,y) < € za vsak x,y € M in vsak f € Iso(M), poleg tega
pa je pri vsakem z € M res tudi d(f(z),z) = d(f(x)f(yr)) = d(z,yr) < diam(M) < oo za
vsak € M in vsak f € Iso(M), pri cemer je z = f(yr) zayy € M. Po Arzeld-Ascolijevem
izreku (glej dodatek B) je potem Iso(M) relativho kompaktna podmnozica v C(M, M).
Ker pa je po tocki (a) zaprta, je celo kompaktna podmnozica v C(M, M).

Definicija 2. Omejena funkcija f na lokalno kompaktni Abelovi grupi G je enakomerno
skoraj periodicna, Ge je mnozica vseh premikov {R,f; = € G} totalno omejena, se pravi
relativno kompaktna, v supremum normi na G.

Spomnimo se, da totalna omejenost pomeni, da za vsak ¢ > 0 obstajajo take tocke
T1,%2, ..., Ty, € G, da lahko za vsak z € G najdemo x; z lastnostjo ||Ryf — Ry, flleo < €
oziroma [|[R -1, f — fllec <€

J

Opomba. Opravi¢imo naziv take funkcije. Naj bo K kompaktna podmnozica v nekom-
paktni grupi G. Potem lahko izberemo tak x € G, da xj_lzv ¢ Kzaj=12,..,n
V nasprotnem primeru bi bil vsak x € G vsebovan v kompaktni mnozici U7_;z; K. To
-1
J
za katere velja || Ry, f — f|l < €. Torej je funkcija f res skoraj periodiéna s periodo y;.

pomeni, da zunaj poljubne kompaktne mnozice K C G obstajajo za vsak € tocke y; = . "z,

Sledi prej omenjena povezava Bohrove kompaktifikacije in skoraj periodi¢nih funkcij.

Izrek 6. Naj bo f omejena zvezna funkcija na nekompaktni lokalno kompaktni Abelovi
grupi G. Potem je ekvivalentno:
(i) Funkcija f je zozitev na G zvezne funkcije, definirane na bG.
(ii) Funkcija f je enakomerna limita linearnih kombinacij karakterjev na G.
(iii) Funkcija f je enakomerno skoraj periodicna.
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Dokaz. (i) = (ii). Linearna ovojnica L karakterjev na bG je po Stone-Weierstrasso-
vem izreku gosta v algebri C'(bG) vseh zveznih funkcija na bG v enakomerni normi, saj L (v
resnici ze mnozica karakterjev) loci tocke, vsebuje konstante (1 je karakter) in je simetri¢na
(hkrati z F je v £ tudi F). Torej je vsaka funkcija F' € C'(bG) enakomerna limita funkcij
iz L, njena zozitev f = F|g na G zato enakomerna limita linearnih kombinacij karakterjev
na G.

Obratna implikacija (ii) == (i) sledi iz dejstva, da je enakomerna limita enakomerno
zveznih funkcij f, spet enakomerno zvezna funkcija f. Karakterje na G lahko namre¢
razsirimo do karakterjev na bG, zato so enakomerno zvezni na G v relativni topologiji iz
bG. Isto velja za njihove linearne kombinacije. Ce je torej f enakomerna limita linearnih
kombinacij karakterjev na G, je f enakomerno zvezna funkcija v relativni topologiji iz bG,
zato jo lahko po zveznosti razsirimo do (enakomerno) zvezne funkcije na G = bG in velja
(1).

(i) = (iii). Naj bo f = F|q, kjer je F' € C(bG). Ker je x — R, F zvezna preslikava iz
bG v C(bG), je mnozica {R,F; x € bG} kompaktna v C'(bG). Restrikcija r : F — Flg
je celo izometrija v enakomerni normi na C'(bG), ker je G gosta podmnozica v bG. Potem
je {(RxF)|g; © € bG} = r({R,F; x € bG}) kompaktna podmnozica v Cy(G), ki vsebuje
{Ryf; = € G}. Torej je ta mnozica totalno omejena, se pravi f enakomerno skoraj
periodi¢na funkcija.

(iii) = (i). Naj bo f enakomerno skoraj periodi¢na funkcija na G. Enakomerno zaprtje
mnozice vseh premikov funkcije f v C'(G) ozna¢imo z M, torej M = {R, f; © € G}~. Torej
je M kompakten metri¢ni prostor. Prepricajmo se, da je funkcija f enakomerno zvezna na
(. V nasprotnem primeru obstaja posploseno zaporedje tock x, € G z lastnostjo xo — 1,
vendar R, f ne konvergira enakomerno proti f. Po drugi strani pa zaradi kompaktnosti
mnozice M obstaja podzaporedje v Ry, f, ki konvergira proti neki funkciji ¢g. Zaradi
konvergence R, f — f po tockah mora biti g = f, kar pa je prostislovje.

Zaradi enakomerne zveznosti funkcije f je preslikava x — R, f zvezen grupni homomor-
fizem iz G v Iso(M), ki je po lemi 4 kompaktna grupa. Po trditvi 5 lahko ta homomorfizem
razsirimo do zveznega homomorfizma iz bG v Iso(M). Toda potem lahko tudi funkcijo f
razsirimo na bG. Njena razsiritev ® je dana s predpisom ®(x) = (R, f)(1) za vsak x € bG.
Ce je namre¢ = € G, je (Ro.f)(1) = f(1-2) = f(x).

4. Zaprti ideali v L}(G)

Vzpostavili bomo korespondenco med zaprtimi ideali v grupni algebri L' (G) in zaprtimi

podmnozicami v dualni grupi G. Ta korespondenca ne bo vedno idealna, izkazala pa se
bo za zelo koristno orodje pri proucevanju idealske strukture grupne algebre .

Operatorja h in k£ v grupni algebri

V vsaki komutativni Banachovi algebri A s spektrom o(A) uvedemo standardna ope-
ratorja h in k, s katerima skuSamo vzpostaviti zvezo med zaprtimi ideali v A in zaprtimi
podmnozicami v o(A). Gelfandovo transformiranko elementa f € A ozna¢imo z f.

Definicija 1. Za vsak zaprti ideal I C A je njegov ovoj

~

WI) = Nger{d € o(A); f(9) =0} = {¢ € o(A); [(¢)=0zavsak f € I}.
Za vsako zaprto podmnozico S C o(A) je njeno jedro
k(S)={f € A; fls=0}={f €A; f(¢)=0rzavsak ¢ € S}.

Ocitno je h(I) zaprta podmnozica v o(A) in k(S) zaprt ideal v A. Iz I} C Iy sledi
h(I3) C h(ly), iz S1 C Sy pa k(S2) C k(Sy). Poleg tega je za zaprt ideal I vedno res
I C k(h(I)), za zaprto podmnozico S pa S C h(k(S)) (pisali bomo krajse: kh(I) namesto
k(h(I)) in hk(S) namesto h(k(S)).
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Za zgled si poglejmo poseben primer algebre zveznih funkcij.

Trditev 1. Naj bo X lokalno kompakten Hausdorffov topoloski prostor in A = Cp(X)
algebra vseh zveznih funkcij na X, ki so v neskonénosti enake ni¢. Tedaj lahko spekter
o(A) identificiramo z X. Za vsako zaprto podmnozico S C X welja S = hk(S), za vsak
zaprt ideal I C Co(X) pa I = kh(I).

Dokaz. Da je 0(A) = X, je dobro znano. Naj bo S C X zaprta podmnozica in = ¢ S.
Po Urysohnovem izreku (glej dodatek B) obstaja zvezna funkcija f € k(S) z lastnostjo
f(z) = 1, torej x ¢ hk(S). Dokazali smo, da je hk(S) C S, v drugo smer pa inkluzijo
poznamo ze od prej.

Naj bo zdaj I zaprt ideal v Cy(X). Za poljubni tocki z,y € X z lastnostjo = # y in
x,y ¢ h(I) obstaja najprej taka funkcija f € I, da f(x) # 0, nato pa po Urysohnu tudi
taka funkcija g € C.(X), da je g(x) = 1in g = 0 na h(I) U {y}. Tedaj je fg € I in
(fg)(x) # 0 = (fg)(y). Torej ideal I lo¢i tocke na mnozici X \ h(I). Ker je za vsako
zaprto podmnozico S C X komplement X \ S lokalno kompakten Hausdorffov prostor, za
katerega je Co(X \ S) = {f|x\s; [ € k(5)} = k(5)|x\s, Je I|x\nr) C Co(X \ h(I)) zaprta
simetri¢na podalgebra, ki lo¢i tocke na X \ (/) in nima nobene skupne nicle v X \ h(I).
Po Stone-Weierstrassovem izreku za lokalno kompkatne prostore (glej dodatek C) je potem
I|X\h(]) = C()(X \ h(I)) = kh([)b{\h([), torej tudi I = k‘h([)

Ce je G lokalno kompaktna Abelova grupa, je njena grupna algebra A = L'(G) komuta-
tivna Banachova algebra s spektrom o(A) = G (izrek 1.1). Potrebujemo dve pomozni lemi.

Lema 1. Ce je K C G kompaktna podmnoZica in W okolica mnoZice K, obstaja taka
okolica U enote 1 € G, da je UK C W.

Dokaz. Za vsak x € K obstaja taka okolica U, enote 1 € G, da je U2z C W. Ker je
K kompaktna mnozica, obstaja konéno mnogo elementov x1,xo,...,z, € G, tako da vse
mnozice Uy, x; skupaj pokrivajo K. Naj bo U = N Uy,. Ce je x € K, obstaja tak indeks
i, da je x € Uy, x;, torej tudi Uz C UUy,z; C W. Se pravi, da velja UK C W.

Lema 2. Ce je K C G kompaktna podmnozzca in W okolica mnoZice K, obstaja taka
funkcija f € LY(G), da je f =1 na K in suppf cW.

Dokaz. Ker je tudi dualna grupa G lokalno kompaktna in Abelova, obstaja po lemi 1
taka kompaktna simetri¢na okolica U enote 1 € CAT’, da je U?K Cc W. Ker sta tako U kot
UK kompaktni mnozici, sta xu, Xux € LQ(@) Po Plancherelovem izreku (glej izrek 2.2)
obstajata taki funkciji g, h € L?(G), da je g = Xu in h=xUK. Naj bo f = gh/|U|. Potem
je f € LY(G) in po trditvi 3.2 velja f (g * h)/]U\ Torej je f(ﬁ) |U\ Jo xur(n ~1¢)dn
zavsakfeG Iz§¢Wsledln 1£§EUK zatOJef(g):()za§¢W. Cepajeé €K,
velja 7 1¢ € UK in zato f(f)

Ovoj ideala in jedro mnozice definiramo pri grupni algebri enako kot pri splosni komu-
tativni Banachovi algebri, le da namesto Gelfandove uporabljamo kar Fourierovo trans-
formiranko f funkcije f € LY(G).

Izrek 1. Za vsako zaprto podmnoZico S C G velja hk(S) = S.

Dokaz Vemo, da je S C hk(S5). Ce ¢ ¢ S, izberimo v lemi 2 kompaktno mnozico
= {f} in njeno okolico W = G \ S. Po lemi 2 potem obstaja taka funkcija f € L'(Q),
da je f({) =1in suppf cG \ S. Taka funkcija je v k(S), zato £ ¢ hk(S).
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Kadar je G kompaktna grupa, velja analogna enakost tudi za ideale. Za dokaz tega
potrebujemo naslednjo splosno lemo, v kateri upostevajmo, da je konvolucija funkcije iz
LY(G) in funkcije iz L>®(G) (zvezna) funkcija iz L°(G) (glej trditev 11.2.1(b)).

Lema 3. Naj bo G lokalno kompaktna Abelova grupa. Ce je f € L' (G) in & € G, je
f=&=f(&E

Dokaz. To sledi iz racuna

(f *€)(x) = /G F)Ey 2y = /G (ay™ ) f(y)dy =

(.€) /G W0/ (w)dy = (2, 6) () = F(E)e(@).

Izrek 2. Naj bo G kompaktna Abelova grupa. Za vsak zaprt ideal I C LY(G) velja
kh(I)=1.

Dokaz. Vemo, da je I C kh(I). Naj bo zdaj f € kh(I). Ce f(f) # 0, potem & ¢ h(I);
torej obstaja tak g € I, da je (&) = 1, se pravi £ = g * £ po lemi 3. Torej je & € I. Ce pa
je f(f) =0, velja f *£ = 0. V obeh primerih je f £ € I, torej tudi f xg € I za vsak g €
Span(CA}'). Toda po trditvi 1.1 je pri kompaktni Abelovi grupi G mnozica G ortonormirana
baza za L2(G), zato je mnozica span(G) gosta v L%(G). To velja tudi v §ibkejsi normi iz
LY(G). Torej je fxg € I za vsak g € L*(G), saj je ideal I zaprt v L'(G). Ker obstaja
priblizna enota {g,} za L'(G), katere elementi pripadajo prostoru L?(G), dobimo od tod
v limiti f € I.

Protiprimer

Za nekompaktne lokalno kompaktne Abelove grupe je vprasanje enakosti kh(I) = I
mnogo bolj delikatno. Odgovor je véasih negativen. Klasic¢en protiprimer na aditivni grupi
G = R" bomo spoznali v naslednjem izreku, za katerega pa prej potrebujemo pomozen
rezultat.

Lema 4. Naj bo p taka mera na R™, n > 3, da je pls povrsinska mera na sferi S.
Potem obstaja taka pozitivna konstanta C > 0, da za vsak x velja |fi(z)| < C/(1 + |z|).

Dokaz. Ker je i1 zvezna funkcija in enotska krogla kompaktna, velja |fi(z)| < M za
|z| <1 in neko konstanto M > 0. Naj bo zdaj |x| > 1. Mera p je skoncentrirana na sferi,
zato lahko pri izrac¢unu njene Fourierove transformiranke integriramo le po sferi. Uporabili
bomo sferi¢ne koordinate. Ce je 6 kot med vektorjema x in & € S, torej cos @ = (- €)/|z|,
je del sfere S pri konstantnem @ ravno sfera v R"~! s polmerom sin . Njena povrsina je
torej ¢, sin” 20, kjer smo s ¢, oznadili povrsino enotske sfere v R"~!. Povrsinski element
na enotski sferi S je torej du(¢) = ¢, sin" 2 df, zato imamo

i(z) = / e ML dN(E) = ¢y / e 2™ E gin" =2 9de.
S 0

Integrirajmo ta izraz po delih (to lahko storimo le pri pogoju n > 3). Dobimo

) = 5o

T
|:€27Tl|x| cos 6 Sinn73 9’3 o (77, o 3) / 6727r1\x| cos 0 sin”74 6 cosBdb | .
0

B 27| z|
Izraz v oglatem oklepaju ostane omejen, zato imamo za |x| > 1 oceno |fi(z)| < C1/|x|. Naj
bo Cy = max{M,C1}. Potem je M < Cy <2Cy/(1+ |z|) za |z| < 1in C1/|z| < Cy/|z| <
205/ (1+|x|) za |z| > 1. torej velja tudi |u(x)| < 2Cy/(1+4|z|) < C/(1+|z|) za vsak = € R".
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Izrek 3. Naj bo S enotska sfera v R™, n > 3. Obstaja zaprt ideal I C L'(R™), tako da
velja h(I) =S in I # k(S).

Dokaz. Vemo, da je dualna grupa k R™ spet R". Oznacimo z = (1,22, ..., Tpn), & =
(€1,860,...,&) € R™ ter 21 f = o1 f(21, 29, ..., 7). Ce sta f,x1f € L'(R"), velja

) e—27ri$~§ n
i 1) = [(2mime ) fapts = [ X2 e - (gg) ).

V zadnji enakosti smo zamenjali integracijo in parcialno odvajanje, kar smemo storiti, ker
je funkcija f € L'(R™), eksponentna funkcija pa omejena. Hkrati vidimo, da je (g—gl)
zvezna, funkcija.

Naj bo I) = {f € L'(R™); z1f € L'(R"), fls = 0, (g%) ls=0VinI =T, Za vsak

y € R™ je (Lyf)(€) = e 2w, Ceje f € LY(R™), je tudi L,f € L'(R"). Isto velja za
Ly(z1f)(z) = (x1 + 1) f(x +y). Poleg tega iz f|g = 0 sledi (Lyf)]s =0 in

8Lf 0 —omiy-E T o . —2miy-€ 7 e~ 2mi 8f
<a€yl >(€):a&(e 2 F(e)) = —2migne T E(g) 4 ¢ "5 © =0

za & € S, Ce je hkrati f|g =0in af |s = 0. Torej je I translacijsko invarianten podprostor,
I pa translacijsko invarianten zaprt podprostor, torej po izreku I1.2.2 zaprt ideal v L' (R™).

Mnozica I = {f, f € I} vsebuje vse neskonénokrat odvedljive funkcije s kompaktnim
nosilcem ¢, za katere je supp¢p NS = (. Znano je namre¢, da je vsaka taka funkcija
Fourierova transformiranka gi) f, kjer je f hitro padajoca funkcija (glej Rudin), torej v
L'(R™). Podobno velja za W Zaradi f\s =0 in (g—gl) |s = 0 je potem tak ¢ € I C I.

Zato mnozica h(I) ne more biti ve¢ja od S. Ker je po konstrukeiji S C h(I), mora veljati
enakost h(I) = S. Pokazimo, da I # k().

Definirajmo funkcijo g(z) = —2miz11(z), kjer je p povrsinska mera na sferi S. Potem
je g zvezna funkcija v L (R™). Zveznost je jasna omejenost pa sledi iz ocene |g(z)| <
2rClz1]/(1 + |z]) iz leme 4. Naj bo ®(f) = [z f(2)g(z)dz za vsak f € L'(R™). Torej je

® omejen linearen funkcional na Ll(R") Po deﬁnlcul funkcue g imamo

~ [ #@)g(a)de = ~2mi / / xle*Zﬂm-ﬁf(mdu(f)dx -
2 [ = [ g

Odtod vidimo, naslednje: ¢e je f € Iy, je g—g‘l(g) = 0 za vsak & € S, torej mera p
skoncentrirana na S, se pravi ®(f) = 0. Zaradi zveznosti funkcionala ® velja tudi ®(f) =0
tudi za vsak f € I.

Po drugi strani naj bo f inverzna Fourierova transformiranka neskonénokrat odvedljive
funkcije ¢ s kompaktnim nosilcem in z lastnostjo ¢(&) = & (|€]* — 1) za |¢] < 2. Taka
funkcua ¢ obstaja, funkcijo f € L'(R") z lastnostjo ¢ = f pa tudi lahko najdemo. Potem
je f({) =¢(§) =02za || =1, torej za £ € S (to pomeni f € k(S5)). Poleg tega je

Of oy _ 00 v 1o 2 _ e

87&(5)_87&(5)_‘5‘ — 1428 =28
za £ € S, se pravi, da je tudi

o= [ P () =2 [ tdu(e) >

35
Torej f ¢ I. Pokazali smo, da k(S) ¢ I, se pravi k(S) # 1.
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Pozitivni rezultati

Trditev 2. Najbo f € L'(G), & € G, f(ﬁo) = 0ine > 0. Potem obstaja tak h € L'(G),
da je h =1 v okolici tocke & in || f = h||1 < e.

Dokaz. Lahko predpostavimo, da je & 1, sicer bi namesto f vzeli funkcijo & f in

namesto h funkeijo &h. Tmeli bi (&0f)(€) = f(£€), (€h) (&) = h(&€) in &of * Eoh =
So(f * h) ter zato [|§of  Sohlly = ||.f * |1
Naj bo § = €/(3 + 3||f]|1). Zapored bomo na poseben na¢in izbrali tri kompaktne

podmnozice: F C G,V C G, K C G.

(i) Ker je G o-kompaktna grupain [ | f(z)|dz < oo, obstaja taka kompaktna podmnozica
FCG,daje fG\F |f(z)|dz < 0.

(ii) Nadalje je [(z,1)—1| = 0 < ¢ za vsak x € F. Zaradi zveznosti funkcije (z,§) — (x, 1)
obstajata za vsak € F taka okolica U, tocke = in taka okolica V. enote 1 € @’, da je
|(y, &) — 1| < ¢ za vsak y € U, in vsak £ € V. Unija vseh okolic U, pokrije kompaktno
mnozico F zato obstaja kon¢no mnogo tock x1, s, ..., 2y, tako da je F' C Ul U,. Naj
bo Vo =N V,,. Potem za vsak £ € Vj in vsak x € F velJa |{(x, &) —1] < 4. Izberimo tako

kompaktno simetri¢no okolico V enote 1 € G da je V2 C Vp. Tedaj velja |[(z,&) —1| <6
za vsak x € F in vsak £ € V.

(iii) Ker je Haarova mera od zunaj regularna, lahko po tej meri mnozico V' od zunaj
aproksimiramo z odprto mnozico W O V, tako da je |[W \ V| < |V].

Po lemi 1 obstaja za kompaktno mnozico V. C W taka kompaktna okolica K enote
1e @, da je KV c W. Ce po potrebi presekamo K in V, lahko celo dosezemo, da je
K C V. Poleg tega velja |[KV| < |[W| < |V|+ |[W\ V| < 2|V].

Naj bosta ¢, ¢ inverzni Fourierovi (Plancherelovi) transformiranki za funkeiji xy in x v
in naj bo h = ¢10/|V|]. Po Cauchy-Schwarzu in Plancherelu imamo

1
1]l < |V|||cf>|| 2l[¢ll2 = v |HXV||2HXKV||2 |V|!V|1/2\KV!1/2 <V2.

Po posledici Pontrjaginovega izreka (trditev 3.2) je h = (xv * xxv)/|V]. Toda za ¢ € K
je h(€) = 1, saj je V simetri¢na okolica in je én~t € KV hkratizn € V. Torejje h=1v
okolici K enote 1 € G. Ocenimo $e normo | f * hlli. Kerje [, f(x)de = f(l) =0, je

_ / F@)(h(y~a) — h))dy = / F@)(Lyh — h)(@)dy,
G G
zato je

1+ hlly S/Flf(y)lllLyh—hHlder/G\F!f(y)!HLyh—h\lldy.

Drugi ¢len je omejen z 2||h||1 fG\F |f(y)|dy < 2v/25 < 35. Prvi ¢len pa je omejen z izrazom
[ fll1supyep [[ILyh — hl1. Pokazimo, da je [|[Lyh — hlly < 3§ za vsak y € F. Zapisimo
Lyh —h = ((Ly¢)(Ly¥) — o) /[V ] in (Ly@)(Lyt) — ¢ = (Ly@)(Lyt) — ¥) + (Ly¢ — ¢)¢.

Ker za y € F' po Plancherelu dobimo

ILyo — 6113 = [l7¢ — olI3 = /é|<y,5>—1|2||$<5>||2d5= /V (y, &) — 1]d¢ < 8|V/|

in podobno 1L, — ]2 = /K € — 1P < UKV

imamo konéno

[Lyh = hljr < \V\ (ILy@ll2l| Lyt = Pll2 + [ Ly¢ — Sll2lle]l2) <

v (\Vl”2 S| KVV2 4 v |KV|1/2) < 2V/26 < 36.
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Potem pa je

1+ Ally < [fllysup [ Lyh = Ry + 2th1/ [f(y)ldy < 38[| fllx + 36 = e.
yer G\F

Trditev 3. Najbo f € LY(G), & € G, f(&) =0 ine > 0. Potem obstaja taku € LY(G),
da je w =0 v okolici tocke & in || f — f*ulj1 <e.

Dokaz. Izberimo tak element priblizne enote uy, da je ||f — f * usl|1 < €/2. Ker je

(f *ua) (&) = f({g)ua(go) = 0, obstaja po trditvi 2 tak element h € L'(G), da je h=1v
okolici tocke & in || f * uq * h||1 < €/2. Potem je u = u, — uq * h tak, da je u = 0 v okolici
tocke §o in [[f — frully <|If = frualli + [ f xuaxhl]i <e/2+€/2=e

Trditev 4. Naj bo f € LY(Q), & € G in e > 0. Potem obstaja tak v € LY(G), da je
vl < ein f4+0= f(&) v okolici tocke &.

Dokaz. Po lemi 2 obstaja tak go € L'(G), da je go = 1 v okolici tocke &. Potem za
= f(&)go velja g = f(&) v okolici tocke &. Po trditvi 2 obstaja tak h € L'(G), da je

h =1 v okolici tocke & in ||(g — f) * h||1 < €. Izberimo v = (g — f) * h in imamo ||v|[; < €
ter v = (g — f)h = f(&) — f v okolici tocke &.

Naslednja trditev pove, da lahko vsako funkcijo f € L'(G) aproksimiramo s funkcijami,
katerih Fourierova transformiranka ima kompakten nosilec.

Trditev 5. Naj bo f € L'(G) in € > 0. Potem obstaja tak w € L*(G), da je nosilec
suppw kompakten in je || f — f*w|1 < e.

Dokaz. Lahko predpostavimo, da je f # 0, sicer je trditev trivialna. Najprej izberemo
tak element priblizne enote uy > 0, da je ||ugll1 = 1 in || f — f *uqll1 < €/2. Naj bo v, =
Via. Torej ||[Va]l2 = [|vall2 = HuaH} > = 1. Ce pomnozimo 7, s karakteristiéno funkcijo
dovolj velike kompaktne mnozice v G in izraéunamo inverzno Fourierovo transformacijo,
dobimo funkcijo v € L?(G), tako da je nosilec supp® vsebovan v kompaktni mnozici,
[vll2 < 1in [lva — vlla < e/4]/f]1.

Naj bo zdaj w = v?, torej @ = U * 0. Zato je supp® C (supp?)(supp?) kompaktna
mnozica in velja

A

If = Fxwll < [If = fxually + I flllua —wll <

€/2 4 [lfll([va(va = V)l + [[(va = v)vll1) < €/2 4 2¢/4 = €.

Wienerjev izrek

Na$§ naslednji cilj je dokaz enega imed prvih globljih izrekov harmoni¢ne analize za
(nekompaktne) lokalno kompaktne Abelove grupe. Prej potrebujemo pojem lokalne pri-
padnosti in dve trditvi, povezani s tem pojmom.

Definicija 2. Ce je I € L'(G) poljuben ideal, f € L'(G) in & € @, recemo, da pripada
f lokalno idealu I v tocki &y, ¢e obstaja tak g € I, da je f =g v okolici tocke &g.

Veéasih lokalno pripadnost funkcije f idealu I v tocki §y oznacimo z f €¢, I.

Trditev 6. Naj bo I zaprt ideal v L*(G) in & & h(I). Potem je vsak f € L'(G) lokalno
v I v tocki &.
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Dokaz. Izberimo funkcijo g € I z lastnostjo g(&y) = 1. Po trditvi 4 obstaja taka funkcija
ve LY G),daje|lvi <1/2inv+g=1v okolici tocke &. Naj bo v, =vxvx..xv (n
faktorjev). Potem je ||Un|lcc < [lvnll1 <277 Ce je torej f € LY(G), vrsta f+ > .00, f x v,

konvergira po normi v L}(G) k neki funkciji h, za katero velja
h= f+van—Zf = J/1-7).

Toda 1 — v = g blizu &, tako da je f = h(l —0) = hg = (g h) blizu &. Ker jegxh €I,
funkcija f pripada idealu I lokalno v tocki &.

Trditev 7. Naj bo I zaprt ideal v L' (G) in f € LY(G). Ce ima funkcija ]? kompakten
nosilec in ¢e pripada f lokalno idealu I v vsaki tocki & € G, je f € 1.

Dokaz. Za vsak £ € G obstaja odprta mnoZzica Ug tocke & in funkcija g¢ € I, tako da je
f— ge na Ug. Druzina {U¢} je odprto pokritje kompaktne mnozice suppf, zato obstaja
konéno podpokritje {Ul, Us,...,Up} in konéno mnogo elementov g1, g2, ..., gn € I, tako da
Jef—gj na Uj 1nsupprUj 1U;j.

Vsak £ € U;Nsupp f ima kompaktno okolico, vsebovano v U;. Spet preidimo na konc¢no
podpokritje za supp f, pa dobimo kompaktne mnozice K1, Ko, ..., K, z lastnostjo K; C U;
za vsak j in suppf C U}_,K;. Po lemi 2 obstajajo take funkcije h1,ho, ..., hy € LY(@),
tako da je 7Lj =1na K; in suppiALj C Uj. Potem je [T7_;(1 - BJ) = 0 na supp f, saj je
vsak & € supp f v neki mnozici K. Torej je f= f(l =T (1 - /ﬁ]))

Zmnozimo vse oklepaje, enka se pokrajsa, vsak ¢len dobljene vsote je produkt razliénih
ﬁj, torej tudi sam Fourierova transformiranka konvolucij razli¢nih funkcij h;. Zdruzujoc
clene, ki vsebujejo najprej 1, nato ostale, ki vsebujejo ho itd., lahko zapisemo f =3, f =
H;, kjer H; € L*(G) in suppffj C Uj za vsak j. Toda (f+H;) = fﬁlj = §jﬁj = (g;*H;),
se pravi, da velja f «x H; = g; « H; € I. Torej velja tudi f € I.

Izrek 4 (Wiener). Ce je I zaprt ideal v LY(G) in h(I) = 0, je I = L'(G).

Dokaz. Po trditvi 5 je mnozica X = {f € L'(G); suppfkompakten} gosta v L(G).
Po trditvi 6 pripada vsak f € L'(G) lokalno idealu I v vsaki tocki & € é, torej velja isto
za vsak f € K. Po trditv 7 je tedaj tak f v I, se pravi X C I. Ker pa je I zaprt ideal,
velja tudi LY(G) =K C I.

Kadar je grupa G kompaktna, Wienerjev izrek takoj sledi iz izreka 2, ki ga je relativno
lahko dokazati, saj je k() = L'(G). Tudi v primeru diskretne grupe G je Wienerjev izrek
trivialen. Tedaj ima namre¢ njena grupna algebra L'(G) enoto, zato je vsak pravi ideal v
njej vsebovan v maksimalnem idealu, ki je nujno oblike k({&}) = {f € L}(G); f(&)) =0}
za neko tocko &y € G. Odtod takoj sledi rezultat izreka 4 za diskretne grupe.

Pravzaprav lahko Wienerjev izrek preformuliramo v ekvivalentno obliko, ki je analogija
(za nediskretne grupe) zadnjega rezultata.

Izrek 4'. Vsak pravi zaprti ideal v grupni algebri L*(G) je vsebovan v enem od maksi-
malnih idealov k({&o}) za & € G.

Brez zaprtosti ta rezultat ne velja nujno za nediskretne grupe. Npr. mnozica vseh
funkcij f € L'(G), katerih Fourierova transformiranka f ima kompakten nosilec, je pravi
ideal v L'(@), ki pa ni vsebovan v nobenem idealu oblike k({&}), & € G. Wienerjev izrek
lahko povemo tudi na naslednji nacin.
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Posledica. Naj bo f € L'(G). Potem je span{L.f; v € G} = L'(G) natanko takrat,
ko je f(&) #0 za vse £ € G.

Dokaz. Zaprta linearna ovojnica vseh premikov funkcije f je ocitno translacijsko in-
varianten zaprt podprostor v L'(G), torej po izreku I1.2.2 zaprt ideal I v L'(G). Ce je
f({o) = 0 za neko tocko & € G, je I C E({&}) # LY(G). Ce pa je J?(f) #0zavse £ € G,
je h(I) = 0 in zato I = L'(G) po Wienerjevem izreku.

Pocasi oscilirajoce funkcije

Naj bo ¢ omejena funkcija na grupi G in a € C. Retemo, da ¢(x) — a, ko z — oo,
¢e za vsak € > 0 obstaja kompaktna mnozica K C G, tako daza z ¢ K velja |p(z) —a| < e.

Definicija 3. Omejena funkcija ¢ na lokalno kompaktni Abelovi grupi G je pocasi
oscilirajoca funkcija, ¢e za vsak € > 0 obstaja kompaktna mnozica K C G in okolica V
enote 1 € G, tako da za vsak x ¢ K in vsak y € V velja |¢(x) — d(y~1z)| < e.

Vsaka funkcija ¢, ki je enakomerno zvezna na G, je pocasi oscilirajoca. Za kompaktno
mnozico K lahko izberemo kar prazno mnozico.

Izrek 5 (Wiener-Pitt). Naj bo G lokalno kompaktna Abelova grupa, ¢ € L*°(G),
feLNG), [5f(x)de =1, f(§) #0 za vse { € G in (¢ * f)(x) — a, ko x — oo. Tedaj
velja:

(a) (¢ *g)(z) — ang(y)dy, ko y — oo, za vsak g € LY(G).
(b) Ce je funkcija ¢ pocasi oscilirajoca, je ¢p(x) — a, ko x — oco.

Dokaz. (a) Naj bo £ mnozica vseh funkcij ¢ € LY(G) z lastnostjo (¢ * g)(z) —
a [ 9(y)dy, ko y — oo. To je oéitno linearen podprostor v L*(G), zaprt, ker iz g, — g v
LY(G) po eni strani sledi ¢ * g, — ¢ * g enakomerno na G (glej trditev I11.2.1(b)), po drugi
strani pa [, gn(z)dr — [, g(z)dz. Poleg tega je L invarianten za premike, saj za vsak
y € G velja

(6% (Lyg)(@) = Ly(6 % ) () — a /G o(t)dt = a /G (Lyg) (1),

ko x — o00. Po predpostavki vsebuje podprostor L funkcijo f, za katero je vedno ]?;é 0.
Po posledici 2 je potem L = L}(G).

(b) Naj bo zdaj funkcija ¢ pocasi oscilirajoca. Za vsak € > 0 izberimo kompaktno
mnozico K in okolico V enote 1 € G tako, da bo |¢(x) — p(y~'z)| <eczaz ¢ Kiny e V.
Lahko predpostavimo, da je |[V| < co. Ce je g = xv//|V|, imamo ¢(x) — (¢ * g)(z) =

w7 Sy (6(2) — ¢y~ x))dy in zato |p(x) — (¢+ g)(z)| < ezaz ¢ K. Ker (¢ *g)(z) — a, ko
x — 00, in je € poljuben, sledi ¢(z) — a, ko z — oo.

5. Spektralna sinteza

V tem razdelku bomo dopolnili dosedanje rezultate glede zaprtih idealov v L'(G) in
definirali analogen pojem koideala v dualnem prostoru L*°(G). Za funkcije in koideale v
L*>°(G) bomo raziskali moznost sibke—= aproksimacije s karakterji.

Perfektne podmnozice v G

Vpeljimo naslednjo definicijo.

Definicija 1. Za poljubno podmnozico E C L!(G) naj bo
WE)={¢€@; f(€) =0zavsak f € E}.
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To je posplositev mnozice h(I) z zacetka prejSnjega razdelka, ki je pomenila ovoj ideala
I. V posebnem primeru za vsako funkcijo f € L'(G) predstavlja h(f) = {¢ € G; f({) =0}
mnozico nic¢el Fourierove transformiranke f Cejel r={fxg; g € LY (G)}~ zaprt ideal
v algebri L'(G), generiran s funkcijo f, lahko v skladu z oznakami na zacetku razdelka
zapisemo h(f) = h(Iy), ovoj ideala I.

Spomnimo se, da je enakost kh(I) = I zaradi stalne inkluzije I C kh(I) ekvivalentna
inkluziji kh(I) C I, se pravi, dejstvu, da je f € I za vsak f z lastnostjo h(I) C h(f).

Trditev 1. Naj bo I zaprt ideal v L*(G), f € LY(G) in h(I) C h(f). Ce je
D(f) ={¢ €G; f nilokalno v I v tocki £},

je mnozica D(f) perfektna, tj. zaprta in brez izoliranih tock.

Dokaz. V komplementu mnozice D(f) so tocke & € @, v katerih pripada f lokalno
idealu I. Taka mnozica je po definiciji lokalne pripadnosti odprta, torje je D(f) zaprta
mnozica. Pokazimo, da je brez izoliranih toc¢k. Denimo nasprotno, da za neko tocko

& € D(f) obstaja taka kompaktna okolica W, da je WND(f) = {&o}. Po lemi 4.2 obstaja
g € LY(G) z lastnostjo g = 1 blizu & in suppg C W. Po trditvi 4.6 je & € h(I), sicer bi
bila f lokalno v I v tocki &. Torej je & € h(f) in zato f({o) = 0. Po trditvi 4.3 obstaja
zaporedje funkcij u, € L(G), tako da je u, = 0 v okolici tocke & in ||f — f * un|l1 — O,
n — oo. Potem pa je funkcija g * f * u, lokalno v I v vsaki tocki £ € G. Lokalno je
namre¢ v I v tocki &, ker je u, = 0 v okolici tocke &y, v tockah & € W\ {&0}, ker je f
lokalno v I v tockah & ¢ D(f), in v tockah £ ¢ W, ker je g = 0 zunaj W. Poleg tega je
supp (’g\fﬂ;) C W, torej kompaktna mnozica. Po trditvi 4.7 je g x f xu, € I. Ker je I
zaprt ideal, je tudi g x f = lim, oo g * f *xu, € I. Toda f: ’g\f blizu &g, zato je f lokalno
v I v tocki &, kar je v nasprotju s predpostavko, da je & € D(f).

Rob mnozice FE v topoloskem prostoru ozna¢imo z 0F. Spomnimo se, da iz £ C F
vedno sledi ENJF = 0E N OF.

Izrek 1. Naj bo I zaprt ideal v LY(G) in f € LY(G) taka funkcija, da je h(I) C h(f).
Ce Oh(I) N Oh(f) ne vsebuje nobene neprazne perfektne podmnoZice, je f € I.

Dokaz. Najprej privzemimo, da ima funkcija fkompakten nosilec. Naj bo tako kot prej
D(f) = {¢€ € G; f nilokalno v I v tocki £}. Po trditvi 4.6 mora biti D(f) C h(I), tore]
tudi v h(f). Poleg tega je presek mnozice D(f) z notranjostjo mnozice h(f) prazen, saj je
F = 0v okolici vsake notranje tocke v h(f). Torej je D(f) C h(I)NOh(f) = Oh(I)NO(f).
Po trditvi 1 je mnozica D(f) perfektna, po predpostavki izreka pa takih podmnozic v
Oh(I) N Oh(f) ni, torej mora biti mnozica D(f) prazna. Potem pa je f € I po trditvi 4.7,
saj ima ]?kompakten nosilec.

Ce fnima kompaktnega nosilca, obstaja po trditvi 4.5 zaporedje funkcij u, € L*(G) s
kompaktnim nosilcem, tako da f *wu, — f. Oznac¢imo f,, = f *u,, torej je {f,} zaporedje
funkcij s kompaktnim nosilcem in f,, — f. Seveda je h(I) C h(f) C h(f,) za vsak n. Poleg
tega je

h(I) VOh(fn) = h(I) VR(f) NV OR(fn) = h(I) N OR(f) N OL(fn) C

h(I) N Oh(f) Vh(fn) = h(I) N OR(f) N h(fn) C OR(I) N OR(F).

Kot vemo, je D(fn) C h(I) NOh(f,) C Oh(I) N OL(f), zato D(f,) = 0. Po trditvi 4.6 je
potem f, € I, saj ima f, kompakten nosilec. Torej je tudi f = lim,—~ fr € I.

Posledica 1. Ce Oh(I) ne vsebuje nobene neprazne perfektne podmnoZice, je kh(I) = I.
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Dokaz. Vedno je I C kh(I). Ceje f € kh(I), je h(I) C h(f) in po izreku 1 sledi f € I.
Posledica 2. Ce za funkcijo f € LY(G) velja f =0 v okolici mnozice h(I), je f € 1.

Dokaz. Po predpostavki je mnozica h(I) vsebovana v notranjosti mnozice h(f), zato
je Oh(I) N OR(f) =0, torej f € I po izreku 1.

Mnozice sinteze

Naj bo S zaprta mnozica v G. Potem je k(S) o¢itno najvecji zaprt ideal I v LY(G) z
lastnostjo h(I) = S. Po izreku 4.1 je namre¢ h(k(S)) = S, po drugi strani pa je o¢itno vsak
zaprt ideal I, za katerega je h(I) = S, vsebovan v k(S). Najmanjsi ideal I z lastnostjo
h(I) = S pa najdemo na na naslednji na¢in. Definirajmo

(1) jo(S) = {f € LY(G); f =0 na okolici mnozice S} in j(S) = jo(95)

Po posledici 2 je vsaka funkcija f € L'(G) z lastnostjo f: 0 na okolici mnozice S = h(I),
kjer je I zaprt ideal v L'(G), vsebovana v I. Torej je jo(S) C I in zato tudi j(S) C I,
kakor hitro je h(I) C S. Da ima ideal j(S) res to lastnost, celo lastnost h(j(S)) = S, saj
je vedno S C h(j(5)), pa vidimo neposredno. Za vsako tocko £ ¢ S, namre¢ obstaja tudi
funkcija f € L'(G) z lastnostjo f(&) £ 0 in supp f C S¢, tako da je f € jo(S) C j(S) in
f(&) # 0, se pravi, £ ¢ h(j(5)).

Za vsak zaprt ideal I v L'(G) z lastnostjo h(I) = S torej velja j(S) C I C k(S). Kadar
je j(S) = k(9), je to potemtakem hkrati tudi edini zaprt ideal v L!(G) z ovojem h(I) = S.
To je dovolj pomembno, da zasluzi posebno ime.

Definicija 2. Recemo, da je zaprta mnozica S € G mnoica spektralne sinteze, ¢e velja

J(5) = k(S).

Wienerjev izrek pove, da ima prazna mnozica to lastnost, saj je j(0) = k(0) = L'(G). Po
drugi strani je mnozica spektralne sinteze tudi celotna dualna grupa G, saj je k(@) = {0}.
Po posledici 1 izreka 1 je j(S) = k(S), ée dS ne vsebuje nobene neprazne perfektne
podmnozice; torej je tedaj S mnozica spektralne sinteze. V posebnem primeru velja to za
vsako konéno mnozico. Po trditvi 4.3 je npr. enotockasta mnozica {£y} mnozica spektralne
sinteze. N

Ce je grupa G kompaktna, je vsaka zaprta podmnozica v G mnozica sinteze. Ce namreé
v izreku 4.2 izberemo za ideal I = j(S5), velja j(S) = kh(j(S)) = k(S). Obstoj zaprtih
mnozic, ki niso mnozice spektralne sinteze, je prvi pokazal L. Schwartz leta 1948. Primer
iz izreka 4.3, ki v resnici razkriva, da enotska sfera v prostoru R™ ni mnozica sinteze, ¢e
je n > 3, je njegov. Kasneje, leta 1959, je P. Malliavin dokazal, da za vsako nekompaktno
lokalno kompaktno Abelovo grupo G obstaja podmnozica v @, ki ni mnozica spektralne
sinteze (glej npr. [17], str. 597, ali [19], str. 231).

Poseben primer mnozic spektralne sinteze so t.i. Calderonove ali C-mnoZice. To so
podmnozice S C @ z lastnostjo, da je vsaka funkcija f € k(S) limita funkcij iz f*5(S). To
pomeni, da lahko vsako funkcijo f, za katero je J?: 0 na S poljubno natan¢no aproksimi-
ramo s funkcijami oblike f x g, kjer je g = 0 na okolici mnozice S. Poleg prazne mnozice
so C-mnozice npr. enotockaste mnozice (trditev 4.3) in konéne mnozice. Nasploh je vsaka
konéna unija C-mnozic spet C-mnozica. Ce je rob 9S dane mnozice C-mnozica, je tudi
mnozica S sama C-mnozica. Na realni osi R, so zato npr. C-mnozice vsi intervali, v
ravnini R? vsi veckotniki, v prostoru R? poliedri itd. Nadalje je npr. C-mnozica vsaka
zaprta podgrupa v G. Ker pa je druzina C-mnozic invariantna za premike, so C-mnozice
tudi vsi odseki po dani podgrupi v G. Za vse nastete primere in dejstva glej npr. [27].
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Pogosto je koristno vpeljati tudi pojem dopuscanja spektralne sinteze.

Definicija 3. Rec¢emo, da mnozica E C L'(G) dopusca spektralno sintezo, e je E C I
za vsak zaprt ideal I z lastnostjo h(I) C h(E).

V posebnem primeru E = {f} za f € L'(G) re¢emo, da funkcija f dopusca spektralno
sintezo, ¢e je f € I za vsak zaprt ideal I, za katerega je h(I) C h(f). Ker je h(f) = h(Iy),
kjer je I zaprt ideal vL!(G), generiran s funkcijo f, dopuséa funkcija f spektralno sintezo
natanko takrat, ko jo dopusca ideal Iy. Primer zaprtega ideala, ki dopusca spektralno
sintezo, je ideal j(5) iz (1), saj iz h(I) C h(j(S)) = S sledi j(S) C I po posledici 2 izreka
1. Naslednja trditev pove, da je to tudi edini tak ideal.

Trditev 2. Ideal I dopusSca spektralno sintezo natanko takrat, ko je I = j(h(I)).

Dokaz. Denimo, da I dopuséa spektralno sintezo. Zaradi h(j(h(I))) = h(I) velja tudi
I C j(h(I)). Ker pa je j(h(I)) najmanjsi ideal z ovojem h([I), velja enakost I = j(h(I)).
Obratno je tudi res: ¢e je I = j(h(I)) in h(I") C h(I) za zaprt ideal I’, je tudi j(h(I)) C
jh(I))y cI'tj. ICI.

V posebnem primeru za vsako zaprto podmnozico S C G ideal k(S) dopusca spektralno
sintezo natanko takrat, ko je k(S) = j(h(k(S))) = j(S), se pravi, ko je S mnozica spek-
tralne sinteze.

Posledica. Funkcija f € LY(G) dopusca spektralno sintezo natanko takrat, ko je

f € i(h(f))-

Dokaz. Vemo, da funkcija f dopusca spektralno sintezo natanko takrat, ko jo dopusca
ideal Iy = f* L'(G), torej ko je Iy = j(h(If)) = j(h(f)). Hitro pa vidimo, da je to res
natanko takrat, ko je f € j(h(f)). V eno smer upostevajmo, da obstaja v L!(G) priblizna
enota in je zato f € Iy, v drugo smer pa iz f € j(h(f)) sledi Iy = j(h(f)).

Funkcija f € L'(G) torej dopuséa spektralno sintezo, kadar jo lahko aproksimiramo s
funkcijami, katerih Fourierove transformiranke so enake ni¢ na okolici mnozice h(f).

Opomba. Pojem spektralne sinteze lahko definiramo tudi v vsaki regularni polenos-
tavni komutativni Banachovi algebri A. Namesto G vzamemo prostor multiplikativnih
funkcionalov, tj. spekter o(A) algebre A, namesto Fourierovih transformirank pa Gelfan-
dove transformiranke. Tako je npr. tudi v algebri A = Cp(X), kjer je X lokalno kompakten
Hausdorffov topoloski prostor (trditev 1.1), vsaka podmnozica v (A) = X mnozica spek-
tralne sinteze.

Koideali
Poleg idealov v grupni algebri L'(G) lahko definiramo tudi t.i. koideale v njenem dualu
L>°(G). Med seboj so v lepi bijektivni povezavi. Koideale uporabimo pri novi formulaciji

Wienerjevega izreka in pri problemu dopuscanja spektralne sinteze.

Spomnimo se, da za poljuben podprostor M (podmnozico) Banachovega prostora F
definiramo njegov anihilator s predpisom

Mt ={¢ € E*; ¢ =0naM}.

To je sibko—=x zaprt podprostor v dualu E* Banachovega prostora E. Prav tako lahko
za vsak podprostor N (podmnozico) v E* definiramo njegov predanihilator (ki je zaprt
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podprostor v E) s predpisom
IN={z€cE; (z,0) =0za ¢ € N}.

7 uporabo Hahn-Banachovega izreka takoj vidimo, da je L(ML) zaprtje podprostora
M v E in (+N)*+ sibko—* zaprtje podprostora N v E*. Torej velja +(M*) = M natanko
takrat, ko je podprostor M zaprt, in (*N)+ = N natanko takrat, ko je podprostor N
§ibko—x* zaprt. Tudi vidimo, da je med zaprtimi podprostori v F in med Sibko—x* zaprtimi
podprostori v E* povratno enoli¢na korespondenca, dana z bijekcijo M — M+ oziroma
njenim inverzom N — LN,

Oglejmo si zdaj poseben primer Banachovega prostora F = L!'(G) in njegovega duala
E* = L®(G), kjer je G lokalno kompaktna Abelova grupa. Za vsak y € G, f € L*(G) in
¢ € L*(G) imamo

() (Lyf.o) = / (Lyf)(@)o()d = / Fy 2) () = /G F () b(ya)de =

/ (@) (Ly10)(@)da = (f, L,-16)

Trditev 3. Ce je M translacijsko invarianten zaprt podprostor v L'(G) in N translacijsko
invarianten §ibko—x zaprt podprostor v L®(Q), sta tudi M in N translacijsko invari-
antna podprostora v L>°(G) oziroma v L(G).

Dokaz. Iz enakosti (2) sledi naslednje. Ce je Lyf e Mza feM, jetudi L,-1¢ € M+
za ¢ € M+. In obratno, e je L,1¢ € NzageN,jetudi Ly f el Nza felN.

_ Pripadnost anihilatorju oziroma predanihilatorju lahko opisemo se drugace. Definirajmo
fx) = f(z7!) in ¢(z) = ¢(z7!) za vsak * € G. Potem je zay € G, f € LY(G) in
¢ € L=(G)

[ tp@eie= [ oo = [ Fapotads = 7+ o))

[ f@(@, 0@ - / f@otyyds = | @)y e = (£ )
G
Zaradi (2) velja torej (fx¢)(y) = (f*¢)(y~ ') za vsak y € G in imamo naslednji rezultat.

Trditev 4. Ce je M translacijsko invarianten zaprt podpmstm" v LY@G), je ¢ € M+t
natanko takrat, ko je f * ¢ = 0 oziroma f* ¢ =0 za vsak f € M. Ce pa je N translacijsko
invarianten §ibko—x* zaprt podprostor v L®(Q), je f € N natanko takrat, ko je fxp=0
oziroma f * ¢ =0 za vsak ¢ € N.

Dokaz. Sledi iz predhodnega razmisleka in iz trditve 3.

Naj bosta I in J translacijsko invariantna podprostora v L!'(G) oziroma v L*®(G).
Definirajmo

(3) I, ={¢p e L®(G); Tt} ={p € L®(G); f+¢=0zavsak f € I}
(3) J={felG); fe YTy ={feLYG); fxp=02zavsak ¢ € J}.

Podobno kot prej vidimo, da je | (I, ) zaprtje podprostora I C L'(G) in (1.J) Sibko—x
zaprtje podprostora J C L*°(G). V posebnem primeru, ¢e je I zaprt, J pa Sibko—x zaprt
podrostor, je | (I1)=1I1in (1. J), = J.
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Spomnimo se, da so zaprti translacijsko invariantni podprostori v L'(G) ravno zaprti
ideali v grupni algebri (glej izrek 11.2.2). Po analogiji je na mestu naslednja definicija.

Definicija 4. Sibko—x* zaprti translacijsko invariantni podprostori v L>(G) se imenu-
jejo koideali.

Lahko torej re¢emo, da obstaja povratno enoliéna korespondenca med ideali v L(G) in
koideali v L*°(@G). Dana je z bijekcijo I — I, oziroma njenim inverzom J — | .J.

Definicija 5. Spekter podprostora N C L*°(G) definiramo s predpisom
c(N) =NNG.
Trditev 5. Ce je I zaprt ideal v L*(G), je o(11) = h(I).

Dokaz. Naj bo ¢ € G. Potem je € € I} natanko takrat, ko je 5/\* f=0zavsak f el

(definicija 1). Toda od prej vemo (glej lemo 5.3), da je &« f = f(§)§. Torej je £ € I}
natanko takrat, ko je f(§) = 0 za vsak f € I, se pravi, ko je £ € h(I).

Zaprto podmnozico S C G lahko imamo za podmnozico v L*(G). Oznacimo z w*(S)
sibko—x zaprto linearno ovojnico mnozice S v prostoru L®(G), torej w*(S) = span S .

Ker je Lyé = £(y™1)¢ za vsak y € G in € € G, je w*(S) sibko—x zaprt translacijsko
invarianten podprostor, torej koideal, v L*>°(G), ki je v zvezi z jedrom mnozice S.

Trditev 6. Ce je S zaprta podmnoZica v G, je L w*(S) = k(S).

Dokaz. Po definiciji 1 velja f € | w*(S) natanko takrat, ko velja f * ¢ = 0 za vsak
¢ € w*(S). Po drugi strani je zaradi Sibke—# gostosti linearne ovojnice mnozice S v
w*(S) in definicije konvolucije f * ¢ = 0 za vsak ¢ € w*(S) res natanko takrat, ko velja
f*€ =0zavsak £ € S. Kot prej spoznamo, da je slednje res natanko takrat, ko je f € k(S).

Definicija 6. Koideal J C L*°(G) dopuséa spektralno sintezo, ce je w*(o(J)) = J.

Trditev 7. Koideal J C L*°(G) dopusca spektralno sintezo natanko tedaj, ko za ideal
I = | J velja kh(I) = 1.

Dokaz. Denimo, da je w*(o(J)) = J. Potem po trditvi 5 velja kh(I) = k(o (1)), torej
kh(I) = k(o(J)) (glej definicijo 1). Po trditvi 6 je zato kh(I) = Jw*(o(J)) = J =1.
Obratno, naj bo kh(I) = I. Potem je w*(c(J)) = w*(c(I1)) = w*(h(I)) (trditev 5), torej
w*(o(J)) = (Lw*(h(I))),L = (kh(I)), (trditev 6). Zadnji izraz pa je po predpostavki enak
I, = J in trditev je dokazana.

Zgled. Za f € LY(G) je I = f * L'(G) ideal v L'(G); ustrezni koideal je (I); = {¢ €
L>®(G); gxp=0zavsak g € Ir} = {¢p € L®(G); f+¢=0}. Kerje h(If) = h(f), vedno
velja

J(h(f)) € Iy < k(h(f))

Kadar se leva inkluzija spremeni v enakost, tj. j(h(f)) = Ir, dopusca spektralno sin-
tezo funkcija f oziroma ideal Iy (posledica trditve 2), kadar pa velja enakost na desni, t;j.
I+ = Ek(h(f)), dopusca spektralno sintezo koideal (If) | .

Pripravili smo dovolj orodij, da lahko uporabimo rezultate prejSnjega razdelka za hiter
dokaz naslednjega izreka.
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Izrek 2. Naj bo J koideal v L>°(G). Potem velja:
(a) Ce do(J) ne vsebuje nobene neprazne perfektne podmnoZice, koideal J dopuséa spek-
tmlng sintezo.
(b) Ce je 0(J) = (€1, 62, En}, e J = span (1,6, En}.
(c) Ce velja J # {0}, velja o(J) # 0.

Dokaz. (a) Ker Oh(I) = 0o(I,) = 0o(J) ne vsebuje nobene neprazne perfektne
podmnozice, po posledici 1 izreka 1 velja kh(I) = I. Ta pogoj pa je ekvivalenten dopuscanju
sinteze koideala J (trditev 7).

(b) Ce je o(J) konéna mnozica, je w*(o(J)) = span(a(J)) (3ibko—* zaprtje ni potrebno).
Ker pa do(J) v tem primeru o¢itno ne vsebuje nobene neprazne perfektne podmnozice,
po tocki (a) koideal J dopusca spektralno sintezo, zato je w*(o(J)) = J.

(c) To je zaradi trditve 5 in dualnosti med I in J le druga¢na formulacija Wienerjevega
izreka (glej izrek 4.4).

Definicija 7. Naj bo ¢ € L>(G) in J, koideal v L>°(G), generiran s funkcijo ¢, torej
Jp = span{L,¢; v € G}~ (sibko—x zaprtje). Definirajmo

o(¢) =0(Jy) =JpNG.
Z uporabo spektra lahko Se na en nacin okarakteriziramo dopuscanje spektralne sinteze.

Trditev 8. Funkcija f € L'(G) dopusca spektralno sintezo natanko takrat, ko za vsak
¢ € L>®(Q) iz o(¢) C h(f) sledi f* ¢ =0.

Dokaz. Denimo, da f dopuséa spektralno sintezo. Ce je o(¢) C h(f), oziroma
h(1Jg) C h(f), je f €1 Js po definiciji 3, torej f * ¢ = 0. Obratno, naj iz o(¢) C h(f)
sledi f+¢ = 0. Ce f ne dopusca spektralne sinteze, po posledici trditve 2 velja f ¢ j(h(f)).
Potem pa obstaja tak ¢ € j(h(f))*, da (f,d) # 0; torej tak ¢ € j(h(f))L, da f*x¢ # 0
(trditev 4). Toda ¢ € j(h(f))1L pomeni j(h(f)) C1 Jy in zato o(¢) = h(1Jy) C h(f),
medtem ko f * ¢ # 0 po predpostavki pomeni ravno nasprotno o(¢) ¢ h(f).

Na podoben nacin lahko opiSemo tudi mnozice spektralne sinteze.

Trditev 9. S C G je mnoZica spektralne sinteze natanko takrat, ko za vsak f € LY(G)
in ¢ € L®(Q) izo(p) C S Ch(f) sledi f*¢=0.

Dokaz. Ce je S mnozica sinteze in o(¢) C S C h(f), je f € k(S) = j(S) in zato f
limita funkcij f,, € jo(S). Torej so fn = 0 na okolici S, se pravi na okolici k(| Jy) = o(¢).
Po posledici 2 izreka 1 so potem funkcije f,, € Jy, torej tudi f €, Jy oziroma f * ¢ = 0.

Obratno, naj iz o(¢) C S C h(f) sledi f * ¢ = 0 za poljubni funkciji f € L'(G)
in ¢ € L°(G) in naj bo I poljuben zaprt ideal z lastnostjo h(I) = S. Ce I # j(9),
obstaja ¢ € j(S), in f € I z lastnostjo f * ¢ = 0. Torej je j(S) Ci Jy in zato
o(¢) = h(1Jy) C h(j(S)) = S. Kerje f € I, je tudi S = h(I) C h(f). Po pred-
postavki je potem f *x ¢ = 0, kar je v nasprotju z izbiro funkcije f.

Posledica. S ¢ G je mnoZica spektralne sinteze natanko takrat, ko je o(¢) L k(S) za
vsak ¢ € L*™°(G) z lastnostjo o(¢) C S.

Dokaz. Pogoj, da iz o(¢) C S C h(f) sledi f * ¢ = 0 je ekvivalenten pogoju, da je
¢ L k(S) za vsak ¢ z lastnostjo o(¢) C S.

Trditev 10. Ce je ¢ € L®(G) N L(G), je o(p) = supp ®.
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~

Dokaz. Po trditvi 5 je { € o(¢) natanko takrat, ko je f(§) = 0 za vsak f € | Jy, se pravi
za vsak f € L'(G) z lastnostjo f+¢ = 0. Za take funkcije f velja f(f)@(&) = (fx¢) (&) =0,
od koder dobimo f(f) =0za (E({) 0. To pomeni, da mora biti supp ¢ C o(¢). Obratno,
Ce obstaja £ € o(¢) \ supp ¢, obstaja tudi funkcija f € LY(G), tako da je f(f) # 0 in hkrati
supp fﬂ suppgg = (). Zanjo velja (f * ¢)"= 0 in po izreku o enoli¢nosti (izrek 3.3) tudi
f*®=0. To pa je v nsaprotju s predpostavko, da je £ € o (o).

Spomnimo se: B(G) = {¢ € Cy(G); é(z) = [z{z,&)du(§) za neko mero p € M(G)}.
Izrek 3. Ce je ¢ € B(G), je o(¢) = supp u in koideal Js dopusca spektralno sintezo.

Dokaz. Za vsak f € L'(G) je

~

(reo)@ = [ ot adn= | [ e oduedy = [ @.0feduo.
Odtod sledi f * ¢ = 0 natanko takrat, ko je f: 0 na supp p. Tudi obratno, ¢e je J?: 0
na supp p, je f*¢ = 0. Torej, podobno kot v prejsnji trditvi velja & € o(¢) natanko
takrat, ko je f = 0 za vsak f z lastnostjo f * ¢ = 0 oziroma natanko takrat, ko je f =0
za vsak f z lastnostjo fleupp x = 0. Se pravi, da je { € o(¢) natanko takrat, ko je
¢ € hk(supp p) = supp p. To pomeni, da je o(¢) = supp p.

Poleg tega je f € | Js natanko takrat, ko je f * ¢ = 0, se pravi natanko takrat, ko je
f =0 na supp p = o(¢). Torej je | Jy = k(o(¢)). Ker pa je tudi jw*(c(¢)) = k(o(9))
(trditev 6), velja Jy = w*(0(¢)) = w*(c(Jy)) in koideal J4 dopusca spektralno sintezo.

Recemo, da funkcija ¢ € L*°(G) dopuscéa spektralno sintezo, kadar jo dopuséa koideal
Jg, se pravi, kadar je w*(o(¢)) = Jy. lzrek 3 torej med drugim pove, da vsaka funkcija
¢ € B(G) dopusca spektralno sintezo.

Ker je ocitno ¢ € Jy, hitro vidimo, da dopusca ¢ spektralno sintezo natanko takrat, ko
jo lahko v §ibki—x* topologiji aproksimiramo s funkcijami iz o(¢). Na drug nac¢in pa lahko
dejstvo, da ¢ dopusca spektralno sintezo, opisemo s pogojem ¢ L k(o (9)).
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IV. poglavje : UPODOBITVE LOKALNO
KOMPAKTNIH GRUP

V tem poglavju bomo pozornost posvetili upodobitvam splosnih lokalno kompaktnih
grup, s poudarkom na teoriji unitarnih upodobitev, o katerih znamo povedati najvec.

1. Unitarne upodobitve

Ogledali si bomo osnovne pojme o unitarnih upodobitvah splognih lokalno kompaktnih
grup in njihove lastnosti, ki jih bomo potrebovali pri obravnavi posebnih grup.

Definicija 1. Naj bo G lokalno kompaktna grupa. Unitarna upodobitev (unitarna
reprezentacija) grupe G je homomorfizem 7 : G — U(H,) v grupo unitarnih operatorjev
na netrivialnem Hilbertovem prostoru H;, ki je zvezen v krepki operatorski topologiji.

Za vsak x € G je torej m(x) unitaren operator na Hy, pri ¢emer je w(xy) = w(z)7(y),
m(z™) = w(x)"! = 7(2)* za 2,y € Hy in je x — 7(z)u za vsak u € H, zvezna preslikava
iz. G v Hy. Prostoru H, recemo upodobitveni prostor, dim H, je razseinost (dimenzija,
véasih tudi stopnja) upodobitve.

Preslikava = +— 7(x) iz G v U(H) ni nujno zvezna po normi. To je prestroga zahteva,
mozna le v zelo posebnih primerih. Namesto krepke zveznosti bi lahko pri unitarnih up-
odobitvah enako dobro shajali z zveznostjo v §ibki operatorski topologiji, saj velja nasled-
nje.

Lema 1. Naj bo 7 : G — UW(H,) homomorfizem grupe G v grupo unitarnih operatorjev
na Hilbertovem prostoru H,. Preslikava x — w(x)u je zvezna za vsak u € Hy natanko
takrat, ko je zvezna preslikava x — (m(x)u,v) za vsak par u,v € H.

Dokaz. V eno smer je implikacija oc¢itna. V drugo smer upostevajmo dejstvo, da na

Hilbertovem prostoru H iz sibke konvergence unitarnih operatorjev T, proti unitarnemu
operatorju T sledi krepka konvergenca. Res, za vsak u € H imamo

(T, — T)ul|? = || Taul|® — 2Re(Tou, Tu) + | Tul|? = 2|ju|* — 2Re(Tyu, Tu) — 0.

Regularne upodobitve
Kako pridemo naravno do unitarnih upodobitev?

Naj deluje grupa G na lokalno kompaktnem prostoru S, torej tudi na funkcijah na S po
predpisu (7(x)f)(s) = f(x~1s). Oglejmo si dva primera:

1. Ce na S obstaja Radonova mera j, ki je invariantna za delovanje grupe (glej razdelek
I1.3), je 7 unitarna upodobitev na prostoru L?(y), saj velja

m(a f\|2—/| ) Pdu(s) /|f 1) Zdu(s) = | £
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Torej je m(x) unitaren operator na L?(p) za vsak x, o¢itno je 7 homomorfizem. Zveznost
sledi iz trditve 11.2.3.

2. Ce S ne premore invariantne mere, ima gotovo kvazi invariantno mero u, pri ¢emer je
du(zs) = ¢(x, s)du(s) in ¢ pozitivna, v obeh spremenljivkah zvezna funkcija (glej razdelek
I1.3). Potem definiramo unitarno upodobitev drugace: (m(x)f)(s) = d(z, 2~ 1s) "2 f(z~1s).
Tedaj tudi dobimo

@18 = [ 1106 Pdn(s) = [ otava=) 5 o) Pans) =
[ ot s Pdutes) = [ 176)Pants) = 1713

torej je spet 7m(x) unitaren operator za vsak x € G. Da je m homomorfizem, sledi iz
naslednjega racuna (s € S):

(m(zy) ) (s) = dlay,y e s) 2 f(y e s) =
o,z ts) 2o(y,y e s) T2 (y e s) = d(aa )T (w(y) ) (2 s) =
(m(z)m(y).f)(s).
Tu smo uporabili verizno pravilo za Radon-Nikodymove odvode dpgy/dp = dpg/dpy, -
dpy/dp za x,y € G oziroma ¢(zy, s) = ¢(x,ys)o(y, s), kar sledi iz
d(zy, s)du(s) = du(zys) = ¢(z,ys)dulys) = ¢(z,ys)p(y, s)du(s).

Zveznost dobimo kot prej.

Poseben primer je naslednja situacija, ko izberemo S = G, se pravi, ko deluje grupa G
na sebi z levim mnozenjem.

Definicija 2. Leva reqularna upodobitev grupe lokalno kompaktne G je definirana z
levim premikom na L?(G, ) (A leva Haarova mera na G):

(ro(@) /) (y) = Lof(y) = f(a™'y), 2,y € G, € L*G,N).

Desna reqularna upodobitev grupe lokalno kompaktne G je definirana z desnim premikom
na L%(G,p) (p desna Haarova mera na G):

(mr(2)f)(y) = Ref(y) = f(yz), 2,y € G, [ € L*(G,p).
Desno regularno upodobitev lahko definiramo tudi na prostoru L?(G, \), vendar moramo
v tem primeru postaviti (7g(x)f)(y) = A(x) 2R, f(y) = A(z)Y2f(yx) za f € L*(G,\).

7 upostevanjem lastnosti integriranja po levi ali desni Haarovi meri se lahko prepri¢amo,
da je v vseh treh primerih podana prava unitarna upodobitev.

Osnovne definicije
Nastejmo nekaj uporabnih pojmov v zvezi z upodobitvami:

1. Ekvivalenca. Unitarni upodobitvi, m; na prostoru H, in 7 na prostoru Hy,, sta
ekvivalentni, na kratko m; ~ ma, Ce obstaja tak unitaren operator U : H,, — H,, da velja
ma(w) = Umy(z)U~! za vsak z € G. O¢itno je to ekvivalencna relacija med upodobitvami.

Trditev 1. Naj bo A leva in p desna Haarova mera lokalno kompaktne grupe G.
(a) Desna regularna upodobitev g na prostoru L*(G, p) je ekvivalentna levi regularni up-
odobitvi wy, na prostoru L*(G, \).
(b) Desna regularna upodobitev mr na prostoru L?(G, p) je ekvivalentna desni regularni
upodobitvi ®r na prostoru L*(G, \).
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Dokaz. (a) Definirajmo U f(x) = f(z7!) za vsak # € G in f € L*(G, \). Zaradi

[1ws@Pdsa) = [ 15 Pdpto) /\f apa™) = [ 17 Pira

je U unitaren operator iz L?(G,\) v L?(G, p) in velja
(mr(@)f)(y) = flyx) =U " f((ye) ) =U f(a"ly ™) =

(
(r (@)U ™) = Urn(@) U™ (),
torej mr(x) = Unp(x)U L

(b) Zdaj naj bo U f(z) = A(z)V/2f(z). Zaradi

[1ws@Pasa) = [ 17@Pa@dsa) = [ 17@)Pare

je U unitaren operator iz L?(G,\) v L?(G, p). Poleg tega je
(mr(@) ) (y) = flyz) = Aly2)PU fya) = Aly) P A@)PU fyx) =
)2 7r(@)U f(y) = Urp()U ' f(y)

A(
oziroma 7g(z) = Urg(z)U L.

2. Spleti¢ne in komutanti. Omejenemu linearnemu operatorju 7' : H,, — H,, ki
spleta upodobitvi 71 in mo v smislu T (x) = me(x)T za vsak x € G, retemo spleticna.
Mnozico vseh spleti¢en ozna¢imo s C(my,m2) in je zaprt podprostor v prostoru vseh ome-
jenih lineranih operatorjev iz Hy, v Hy,. Ce sta npr. upodobitvi 71 in 75 unitarno ekviva-
lentni, je unitaren operator U, ki posreduje to ekvivalenco, spleti¢na, torej U € C(my, m3).

V posebnem primeru oznacimo s C(w) = C(w, ) komutant oziroma centralizator upo-
dobitve w. To je podalgebra v algebri vseh omejenih linearnih operatorjev na Hilbertovem
prostoru H,, vsebuje identi¢ni operator na H, in je zaprta v §ibki operatorski topologiji,
ker iz (Tym(z)u,v) = (m(2)Tou,v) = (Tou,m(x71)v) za vsak x € G, u,v € H, sledi
(Tr(x)u,v) = (Tu, 7(x~ 1)) = (n(x)Tu,v), ée T, — T v §ibki operatorski topologiji. Po-
leg tega je sebiadjungirana zaradi T*n(z) = (r(x~1)T)* = (Tr(z~1))* = 7(x)T* za vsak
z, ¢e T' € C(m). Torej je C(m) von Neumannova algebra.

3. Kontragradientna upodobitev. Oznac¢imo z H dual prostora H, v smislu Bana-
chovih prostorov (po izbiri ortonormirane baze so vsi koeficienti konjugirano linearni, tako
da je identifikacija prostora 3, z H/. antilinearna. V dani bazi so adjungirani operatorji v
Banachovem smislu predstavljeni s transponirano matriko). Vsaki unitarni upodobitvi 7
grupe G na Hilbertovem prostoru H, lahko priredimo t.i. kontragradientno upodobitev T
na prostoru H’., definirano z 7(z) = w(2 1)’ (transponirani inverz). Lahko se prepri¢amo,
da je T res unitarna upodobitev.

4. Podupodobitve. Zaprt podprostor M C H; je invarianten za 7, ¢e velja 7(z)M C
M za vsak z € G. Invariantnemu podprostoru M # {0} priredimo podupodobitev (po-
dreprezentacijo) 7™M upodobitve 7 na podprostoru M, tako da omejimo (zozimo) delovanje
7 na M, torej 7 (z) = 7(x)|p. Tudi 7™ je unitarna upodobitev grupe G.

5. Nerazcepne in cikliéne upodobitve. Ce obstaja netrivialen (tj. od {0} in H,
razlicen) invarianten podprostor za m, re¢emo, da je upodobitev 7 razcepna (reducibilna),
v nasprotnem primeru pa je nerazcepna (ireducibilna).

Trditev 2. Ce je podprostor M invarianten za 7, je tudi ortogonalni komplement M+
mvarianten za .

Dokaz. Naj bo u € M in v € M. Potem je (r(z)v,u) = (v,7(z7")u) = 0 za vsak
z € G, torej m(x)v € M+ za vsak z € G.
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Véasih je invarianten podprostor generiran samo z enim vektorjem u € H,, tako da je
zaprta linearna ovojnica M,, = span{n(z)u; = € G}. Tak podprostor imenujemo ciklic¢ni.
Ce je M, = H,, imenujemo wu cikliéni vektor, m pa ciklicna upodobitev.

6. Direktna vsota upodobitev. Naj bo {m;} poljubna druzina unitarnih upodobitev
grupe G, pri cemer naj m; deluje na Hilbertovem prostoru Hy,. Direktna vsota upodobitev
€ m; je upodobitev 7 na direktni vsoti Hilbertovih prostorov H = @ H,, definirana s
predpisom 7(x) (D>, vi) = Y mi(x)v; (v; € He,, x € G). V tem primeru je vsaka upodobitev
m; podupodobitev za .

Ce je npr. M invarianten podprostor za 7, je 7 = 7™ & M zaradi trditve 2. Recemo,
da je upodobitev m povsem razcepna. Za upodobitve, ki niso unitarne, popolna razcepnost
1 =z

ne velja; zgled je upodobitev R na C?, ki je dana z () = { 01l

Trditev 3. Vsaka unitarna upodobitev je direkina vsota ciklicnih upodobitev.

Dokaz. Po Zornovi lemi obstaja maksimalna druzina {M,},ca paroma ortogonalnih
podprostorov v Hr, ki so cikli¢ni za unitarno upodobitev . Potem je Hr = @ c 4 Ma in
T = BacATaq, torej direktna vsota cikliénih upodobitev.

Trditev 4. Naj bo M zaprt podprostor v H, in P: H, — H, pravokotni projektor na
podprostor M. Tedaj je podprostor M invarianten za upodobitev w natanko takrat, ko je
P e C(m).

Dokaz. Ce je Pr(z) = n(x)P za vsak x € G, za v € M velja 7(z)v = 7(z)Pv =
Pr(x)v € M za vsak x € G. Torej je podprostor M invarianten za upodobitev 7. Obratno,
¢e je M invarianten, je 7(x)Pv = 7w(x)v = Pn(z)v ter w(x)Pw = 0 = Pr(z)w za vsak
reG,veMinwe M. Kerje vsak u € H; oblike u = v+ w, kjer je v € M in w € M+,
velja w(x)Pu = 7(x)v = Pm(x)v = Pr(z)u in P € C(m).

Schurova lema

Trditev 5 (Schur). Naj bo © poljubna unitarna upodobitev, m in 7o pa nerazcepni
unitarni upodobitvi lokalno kompakine grupe G.
(a) Upodobitev 7 je nerazcepna natanko takrat, ko je C(w) = CI = {\I; X € C}.
(b) Ce upodobitvi m in ma nista ekvivalentni, je C(my,m) = 0. Ce sta ekvivalentni, je
C(m1,m) enorazseZen podprostor v B(Hy,, Hr,).

Dokaz. (a) Ce je upodobitev 7 razcepna, vsebuje C(m) po trditvi 4 netrivialen pra-
vokoten projektor P. Obratno, naj bo T' € C(n) in T # ¢I, ¢ € C. Potem je tudi
T* € C(m) inzato A = (T +T*)/2 € C(w) ter B = (T —T%)/2i € C(w). Vsaj eden od
operatorjev A, B ni veckratnik identitete; denimo, da je to operator A. Ker je sebiadjungi-
ran in komutira z vsemi unitarnimi operatorji 7(z), z € G, tudi vsi spektralni projektorji
za A komutirajo z vsemi operatorji 7(z) (glej npr. [3], str. 263). Torej so vsi spektralni
projektorji v C(m) in vsaj eden netrivialen, zato je 7 razcepna upodobitev grupe G po
trditvi 4.

(b) Denimo, da je T' € C(my, ). Tako kot v primeru C(7) vidimo, da je T* € C(me, m1).
Torej je T*T € C(my) in TT* € C(ms). Ker sta 71 in 79 nerazcepni upodobitvi, je po tocki
(a) T*T = ¢l in TT* = ¢l za doloceno (isto!) nenegativno konstanto ¢ > 0. Ce ¢ > 0, je
T'/+/c unitaren operator iz H,, na H,, ki spleta upodobitvi 7 in 7o, se pravi m ~ .
Ce torej 7 in my nista ekvivalentni, mora biti ¢ = 0 oziroma T = 0, tj. C(m,m2) = {0}.
Ce pa sta 7 in m ekvivalentni in ekvivalenco posreduje unitarni operator U, za vsak
nadaljnji T' € C(m, m2) tako kot prej ugotovimo, da je U*T € C(m). Zaradi nerazcepnosti
upodobitve 7 je potem U*T = ¢l oziroma T = cU, kar pomeni enorazseznost prostora
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C(m1,m2).
Posledica. Ce je grupa Abelova, je vsaka njen nerazcepna upodobitev enorazseina.

Dokaz. V primeru, da je grupa G Abelova, vsi operatorji 7(x) med seboj komutirajo.
Torej je vsak m(x) € C(r). Ce je upodobitev 7 nerazcepna, je m(z) = c,I, ¢, € C za vsak
x € G. Potem pa je vsak enorazsezen podprostor v H, invarianten za m, se pravi da mora
biti dim Hr, = 1.

Ker je v primeru Abelove lokalno kompaktne grupe nerazcepna upodobitev 7 eno-
razsezna, je w zvezen homomorfizem iz G v T, torej karakter na G. V razdelku HIL1.
smo videli, da je karakterjev Abelove grupe G veliko in da sestavljajo t.i. dualno grupo G,
ki preko Pontrjaginove dualnosti ponovno dolo¢a prvotno grupo G.

Tudi v splosnem je struktura nerazcepnih upodobitev pomemben podatek za vsako
lokalno kompaktno grupo. Zaenkrat Se ne vemo, ali vedno obstajajo. V cetrtem razdelku
bomo v izreku Gelfanda in Raikova videli, da jih je dovolj, toliko, da celo lo¢ijo tocke: za
vsak z # y iz G obstaja nerazcepna unitarna upodobitev grupe G z lastnostjo 7(z) # 7 (y).

Osnovna ideja harmonicne analize

Glavna naloga harmonicne analize je sestavljena iz dveh delov:
1. Opisati vse nerazcepne unitarne upodobitve dane grupe do unitarne ekvivalence natancno.
2. Ugotouviti, kako je poljubna unitarna upodobitev zgrajena iz nerazcepnih upodobitev.

Prva tocka je seveda odvisna od narave grupe (G. Za dolo¢en razred morda poznamo
strukturo nerazcepnih upodobitev (za Abelove grupe npr. ze vemo, da so nerazcepne
upodobitve enorazsezne), morda pa jih znamo poiskati le za konkretne grupe. Morda jih
znamo celo klasificirati.

Pri drugi tocki nas npr. zanima, ali je vsaka unitarna upodobitev enaka direktni vsoti
nerazcepnih upodobitev. Véasih je to res, npr. pri kompaktnih grupah, ki jih bomo obrav-
navali v Cetrtem poglavju. Véasih pa unitarna upodobitev ni direktna vsota nerazcepnih
upodobitev.

Zgled 1. Oglejmo si grupo kroznice G = T = R/27Z = {e®; z € R}, ki je hkrati
kompaktna in Abelova, vsaka nerazcepna upodobitev torej enorazsezna. Ker so unitarni
operatorji na enorazseznem prostoru v resnici dani z (mnozenjem s) kompleksnimi Stevili
z absolutno vrednostjo 1, je w(z) € T, torej |m(x)| = 1 za vsak z € R. Ker je z — m(x)
homomorfizem iz aditivne grupe realnih stevil, reduciranih po modulu 27, hitro ugotovimo,
da je m(z) = 7, (z) = e~ za dolocen n € Z.

Naj bo zdaj 7 (leva) regularna upodobitev grupe T na prostoru L?(T), dana z (levim)
premikom L, torej w(z)f(t) = f(t — x) za vsak z,t € R, f € L*(T). O¢itno je m,
podreprezentacija za w, delujota na enorazseznem prostoru H,, napetem na funkcijo
en(t) = €™, saj je m(x)en(t) = en(t — x) = ™2 = g=mzeint — g=inze (1) Ker je
{en;n € Z} ortonormirana baza v L?(T), lahko zapisemo klasiéni Fourierov razvoj v Hilber-

-~

tovem prostoru: f = > f(n)e,. Zaradi krepke zveznosti regularne reprezentacije velja

~ ~ ~

tudi w(@) f(t) = 3, F(nen(t—2) = ¥, Fn)ma(@)en(t) oziroma () f = 3, Fn)m(2)en.

Torej je m direktna vsota (enorazseznih) podreprezentacij my,.

Zgled 2. Grupa naj bo zdaj realna os, G = R. Ker je Abelova, so nerazcepne up-
odobitve spet enorazsezne. Podobno kot prej spoznamo, da so nerazcepne upodobitve
oblike m¢(z) = e, z, £ € R.
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Ponovno si oglejmo (levo) regularno upodobitev m(z)f(t) = f(t — z) za f € L*(R).
Ta upodobitev nima netrivialnih nerazcepnih podupodobitev. Vsaka bi bila namre¢ eno-
razsezna, se pravi, da bi morala obstajati funkcija f € L?(R) z lastnostjo f(t —x) = c. f(t)
za vsak z,t € R, kjer je ¢, kompleksno Stevilo za vsak z. Ce izra¢unamo normo na obeh
straneh, vidimo, da mora biti |c,| = 1. Tedaj pa bi veljalo |f(t — x)| = |f(t)| za vsak

x,t € R, torej bi bila |f| konstantna funkcija v f € L?(R), kar je mogoce le za f = 0.

Regularna upodobitev torej ni direktna vsota nerazcepnih (pod)upodobitev (saj jih, kot
smo videli, nima), je pa t.i. direktni integral nerazcepnih upodobitev. Klasi¢éna inverzna
formula za Fourierove integrale namre¢ pove, da je

0=y [ fe

kjer pa moramo integral razumeti v posploSenem smislu, kadar f ¢ L'(R). Ce je npr.
f € L?(R), velja Parsevalova formula ||f||3 = | f||3/27 (glej izrek 111.2.2). Zato lahko

~

imamo {f(£)}¢er za element direktnega integrala enorazseznih Hilbertovih prostorov (glej
dodatek D). Formalno je

R@)f() = ft-2) = o= [ D Figie = 5o [ Flemetwrectis

za x,t € R oziroma :
1 [ ~
w@)f = o [ mel@)FEee)ds

Se pravi, da je m direkten integral enorazseznih upodobitev m¢, £ € R (glej dodatek D).

Da se pokazati, da je vsaka unitarna upodobitev lokalno kompaktne Abelove grupe ekvi-
valentna direktnemu integralu nerazcepnih upodobitev (glej dodatek D, izrek 4). Podobno
velja za nekompaktne grupe, ki niso Abelove (glej dodatek D, izrek 5). Unitarna up-
odobitev kompaktne grupe pa je, kot v zgledu 1, ekvivalentna direktni vsoti nerazcepnih
upodobitev, kar bomo videli kasneje (glej izrek IV.1.1).

2. Omejene upodobitve

V prvem razdelku smo obravnavali osnovne pojme v zvezi z unitarnimi upodobitvami
lokalno kompaktnih grup. V resnici pa lahko problematiko upodabljanja grup zastavimo
veliko bolj splosno (ne upodabljamo vedno v grupo unitarnih operatorjev in tudi ne vedno
le na Hilbertovem prostoru).

Definicija 1. Naj bo G lokalno kompaktna grupa, F kompleksen Banachov prostor in
B(E) algebra vseh omejenih linearnih operatorjev na E. Upodobitev grupe G na prostoru
E je grupni homomorfizem iz G' v grupo obrnljivih omejenih linearnih operatorjev na FE,
ki je zvezen glede na dano topologijo v G in krepko operatorsko topologijo na B(FE).

Natanc¢neje, za upodobitev 7 : G — E velja (1) = I in w(zy) = 7(x)7(y) za x,y € G.
Vsak 7(z) je obrnljiv omejen linearen operator na E in velja w(z)~! = 7(2~!). Poleg tega
je preslikava x — m(x)€ zvezna za vsak £ € E.

Zveznost

Vsaka upodobitev je seveda zvezna tudi glede na sibko operatorsko topologijo na B(E).
V resnici velja tudi obratno. Tako kot v prvem razdelku za unitarne upodobitve tudi v tej
bolj splosni situaciji zados¢a, da namesto krepke operatorske topologije na B(E) izberemo
§ibko operatorsko topologijo. Dokaz pa je precej tezji kot dokaz leme 1.1; zanj potrebujemo
naslednji splosni rezultat iz funkcionalne analize (primerjaj izrek 3.27 v [28]).
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Lema 1. Naj bo E poljuben Banachov prostor in u verjetnostna Borelova mera na
kompaktnem Hausdorffovem prostoru X. Za vsako 3ibko zvezno funkcijo f (tj. zvezno
funkcijo iz X v prostor E, opremljen s Sibko topologijo) obstaja tak vektor & v zaprti
konveksni ovojnicico f(X) v E, da za vsak ¢ € E* velja

1) (€.6) = /X (f(2), V().

Dokaz. Opazujmo E kot realen vektorski prostor in oznac¢imo H = o f(X). Ker je
f(X) sibko kompaktna podmnozica v F, je po Krein-Smulianovem izreku (glej [3], str. 164)
tudi H sibko kompaktna mnozica. Naj bo L = {¢1, ¢2, ..., dn } konéna podmnozica v E* in
Ep, mnozica vseh € € H, za katere velja (1) za vsak ¢ € L. Zaradi zveznosti funkcionalov ¢;
je Ep, sibko zaprta, torej sibko kompaktna podmnozica v H. Ce pokazemo, da je mnozica
E;, neprazna za vsako kon¢éno mnozico F', bo imela druzina vseh takih mnozic Er lastnost
koné¢nega preseka. Torej bo tudi presek vseh takih mmnozic neprazen presek in za vsak
element & tega preseka bo veljala enakost (2) za vsak ¢ € E*.

Glejmo L = (¢1, ¢2, ..., ¢n) kot linearno preslikavo iz X v R", postavimo K = L(f(X))
in definirajmo

i = / (f(2), d)dp(z)
X

za i = 1,2,...,n. Pokazimo, da tocka m = (mj,ma,...,my) lezi v konveksni ovojnici
kompaktne mnozice K C R”™. Ce tocka t = (t1,ts,...,t,) € R ni v tej ovojnici, obstajajo
po Hahn-Banachovem izreku taka realna stevila cq, ca, ..., ¢n, da velja > 00 ciuy < Y i city
za vsak u = (ug,ug,...,u,) € K. Za vsak x € X torej imamo

n

D oelf(@) o) <Y citi
=1

=1

in z integracijo po meri g tudi Y ;" em; < Y i cit;. Torej je t # m, kar pomeni,
da m pripada konveksni ovojnici mnozice K. Zaradi linearnosti preslikave L obstaja
£ € cof(X) C H zlastnostjo m = L. Za tak £ velja (€, ¢) = m; = [ (f(z), )du(x) za
vsak i = 1,2,...,n. Se pravi, da je y € Ey,.

Ker funkcionali locijo tocke, je oc¢itno vektor £ € FE, ki zadoS¢a enakosti (1), en sam.
Eksistenco vektorja & bomo uporabili v naslednji trditvi.

Trditev 1. Naj bo G lokalno kompakina grupa, E Banachov prostor in m: G — B(E)
homomorfizem grupe G v grupo obrnljivih omejenih linearnih operatorjev na E, ki je zvezen
glede na $ibko operatorsko topologijo v B(E). Potem je m zvezna preslikava tudi glede na
krepko operatorsko topologijo v B(E), se pravi, upodobitev grupe G v skladu z definicijo 1.

Dokaz. Izberimo kompaktno okolico K enote 1 € G in poljuben £ € E. Potem je po
predpostavki mnozica {7(z){; x € K} kompaktna v §ibki topologiji na E. Z dvakratno
uporabo principa enakomerne omejenosti tudi vidimo, da obstaja taka konstanta C > 0,
da je sup,erc ()] < C.

Nadalje naj bo U taka simetri¢na okolica enote 1, da je U? C K. Po trditvi I1.2.4 lahko
najdemo omejeno priblizno enoto (u,) za grupno algebro L'(G) z dodatno lastnostjo, da
so vsi nosilci suppu,, C U. Za vsak y € U je preslikava  +— uq(y~'z)7(2)¢ ibko zvezna
preslikava iz G v E oziroma iz K v E (saj je zunaj K enaka ni¢), zato lahko uporabimo

lemo 1, ki pove, da obstaja tak vektor n,(y) € E, da je za vsak ¢ € E* res

2) (M0(y), 6) = /K oy~ 2) ()€, ) e = / oy ) ()€, Bl

G
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Oznacimo 16(y) = [ ua(y™'2)m(2)éde in & = na(1) = [4ua(z)m(x)éde. Potem se iz
definicije obeh elementov hitro vidi, da za y € U velja 7(y){n = 1a(y). 1z ocene

17 (y)éa — &all = | /G(ua(y_lﬂf) — ua(z))m(x)dz| < Ol Lyua(r) — uala)|1-
spoznamo zveznost preslikave x — 7(z)&, v normi prostora E.
Naj bo
F = {n € E; preslikava « — 7(z)n je zvezna v normi prostora E}.

Mnozica F' je linearen podprostor v E, ki vsebuje vse vektorje &,. Pokazimo, da je zaprt
podprostor. Naj bo 1, € F'in naj velja n, — n € E, posploseno zaporedje yg € K pa naj
konvergira proti enoti 1 € G. Potem lahko ocenimo

17 (yg)n —nll < Im(yg)n — m(yg)mall + |7 (Ya)m — nnll + [I1n — 0| <

(C 4 Dl = nll + ll7(yg)m — nall-
Ce najprej izberemo dovolj velik n, da je prvi ¢len majhen, nato pa pri izbranem n se
dovolj pozen indeks 3, da je tudi drugi ¢len majhen, vidimo, da m(yz)n — 7. Torej je tudi
pri n € E preslikava x +— 7(x)n zvezna (v enoti), se pravi n € F, in F je zaprt podprostor
v E.
Konéno lahko pokazemo, da je £ Sibka limita zaporedja &,. To sledi iz enakosti

a— &= U (z)(m(2)é — &)dr = Ue () (m(x)€ — &)dx
oziroma ocene za vsak ¢

Ker so vsi &, € F, je tudi £ € F. Ker smo izbrali £ € F poljubno, je F' = E, kar je bilo
treba dokazati.

Enakomerna omejenost
Nekatere upodobitve imajo lepSe lastnosti; ena med njimi je enakomerna omejenost.

Definicija 2. Rec¢emo, da je sploSna upodobitev m grupe GG na Banachovem prostoru
E enakomerno omejena, ¢e velja sup,cq [|7(2)]| < oo.

V tem primeru lahko delovanje grupe G na prostoru E Se izboljsamo.

Trditev 2. Za vsako enakomerno omejeno upodobitev 7 lokalno kompaktne grupe G na
Banachovem prostoru E obstaja na E ekvivalentna norma, v kateri so vsi operatorji mw(x),
x € G izometrije.

Dokaz. Oznac¢imo C = sup,cq ||7(z)|| in za vsak £ € E definirajmo novo normo
€]l = supgeq [IT(z)€]|. To je ocitno res norma na E, ki je mo¢nejsa od stare zaradi
€Il = || (1)E] < |11€]l]- Po drugi strani pa je zaradi enakomerne omejenosti upodobitve 7
res tudi |||£]|]| < sup,eq ||m(@)] |€]l = C/€]|, tako da sta normi ekvivalentni. Poleg tega je
v novi normi upodobitev 7 izometrija, saj za vsak y € G in vsak £ € FE velja

[l ()El| = sup [|w(z)m (y)El| = sup ||m(zy)¢]| = sup [[7(2)E]] = [[|€]]]-
zeG zeG zeG
Podobnost unitarni upodobitvi
V teoriji upodobitev grup igrajo glavno vlogo seveda unitarne upodobitve na Hilber-

tovem prostoru, predvsem zaradi tesne povezave s teorijo C*—algeber. Zato je zazeljeno,
¢e moremo povezati poljubne upodobitve dane grupe z unitarnimi.
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Definicija 3. Naj bo G lokalno kompaktna grupa.
(a) Upodobitvi 1 in my grupe G na Banachovem prostoru E sta si podobni, ¢e obstaja tak
obrnljiv operator S € B(E), da za vsak = € G velja m(z) = Sma(z)S™L.
(b) Ce je E = H Hilbertov prostor in je upodobitev 7 grupe G na H podobna neki unitarni
upodobitvi ™ na H, recemo, da je upodobitev m unitarizabilna.

Odslej upodabljajmo grupo G le na Hilbertovem prostoru. Unitarizabilna upodobitev je
seveda enakomerno omejena, saj za vsak x € G velja |7 (z)| = ||S7(z)S™| < IS|IIS7.
Ali je tudi, obratno, vsaka enakomerno omejena upodobitev 7w grupe G na Hilbertovem
prostoru H unitarizabilna, tj. podobna neki unitarni upodobitvi? Nekaj casa je bilo to
vprasanje odprto, Geprav so v posebnih primerih poznali (pozitiven) odgovor.

Zgled. Ce je T € B(H) obrnljiv operator z lastnostjo sup,,cz || T"|| < oo, definira pres-
likava n +— T™ iz Z v B(H) enakomerno omejeno upodobitev celih Stevil. Ze pred skoraj
Sestdeset leti je B. Sz.-Nagy dokazal, da je v tem primeru operator 1" podoben nekemu
unitarnemu operatorju, kar pomeni, da je upodobitev n +— T" podobna unitarni.

Ta zgled je zajet v naslednjem izreku.

Izrek 1. Vsaka enakomerno omejena upodobitev w lokalno kompaktne Abelove grupe G
na Hilbertovem prostoru H je podobna unitarni.

Dokaz. Denimo, da je ||7(z)|| < C za vsak z € G. Potem je 7(z)*r(x) < C?I in zaradi
I =m(z)"(n(z™") n(z™"))n(x) < CP*a(a) n(z)

tudi C72I < 7(z)*m(z) za vsak 2 € G. Ce je X = co{n(x)*r(z); = € G} (zaprtje v
Sibki operatorski topologiji), sledi odtod C~2I < T < C?I za vsak T € X. V posebnem
primeru je ||T]| < C? za vsak T € K. Ker so zaprte krogle v B(H) kompaktne v §ibki
operatorski topologiji (glej npr. [3], str. 275), je kompaktna tudi X kot sibko operatorsko
zaprta podmnozica. O¢itno je K tudi konveksna mnozica.

Za vsak z € G in T € B(H) naj bo ®,(T) = w(x)*T'n(z). Potem je &, v §ibki opera-
torski topologiji zvezna linearna preslikava, ki ohranja mnozico K. Ker je grupa G Abelova,
te preslikave ®,, x € GG, med seboj komutirajo in lahko uporabimo izrek Markov-Kakutani,
ki pove, da obstaja zanje skupna negibna tocka, torej tak T € K, da je ®,(T) = T oziroma
m(x)*Tr(z) =T zavsak ¢ € G. Ker je T > C~2I, je T obrnljiv pozitiven operator. Potem
je tudi S = T/2 obrnljiv pozitiven operator. Iz enakosti 7(z)*S?m(z) = S2, ki je veljavna
za vsak = € G, sledi (Sm(z)S™1)*(S7(x)S~!) = I in tudi (S7(x)S~1)(S7(x)S™1)* =1 (ce
x nadomestimo z x~1). To pomeni, da je Sm(x)S~! za vsak x € G unitaren operator in
upodobitev 7 je podobna unitarni.

Amenabilnost

Abelove lokalno kompaktne grupe so amenabilne, zato morda ne preseneca naslednji
izrek, ki ga je dokazal J. Dixmier leta 1955 in je najbolj sploSen izrek te vrste.

Izrek 2. Ce je lokalno kompaktna grupa G amenabilna, je vsaka enakomerno omejena
upodobitev ™ na Hilbertovem prostoru H podobna unitarni.

Dokaz. Naj bo C = sup,c¢||7(z)||. Za vsak &,n € H definirajmo omejeno zvezno
funkcijo ¢¢ ;, definirano za vsak z € G s predpisom

en(r) = (m(@= 1), (™ )m).
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Potem zaradi krepke operatorske zveznosti upodobitve 7 velja ¢¢, € C(G), saj imamo za
vsak x,y € G

|ben(@) = Gen(y)l = Hm(@™H)E, m(z™ )n) — (n(y~ €,y )n)| <

[(m(@™hE, m(@™ ") = (a(@™H)E nly™ | + [m(@™ e m(y™"m) — (w(y™ gy )l <
Cligllla(@™m = m(y~ mll + Clnllllx (z~)€ = (y~)El.

Naj bo m levo invariantna sredina na Cy(G), ki obstaja zaradi amenabilnosti grupe G.
Za vsak &, n € H postavimo

(3) [§,m] = (e m).

S tem definirana pozitivno semidefinitna sesquilinearna forma na JH. Videli bomo, da je
celo pozitivno definitna, torej skalarni produkt. Za & € H definirajmo

€N = &, &2,
Potem zaradi

[£,€] = (pe.e,m) < [|peelloo < C?[IE]7
velja [[[€]|| < C|I€]]. 1z

I§l1* = llm (@) (@™ el® < lIm(@)[Pde(@) < CPoee(x)

za vsak x € G pa dobimo

I€lf* = NlEl* (1, m) < C*ee,m) = C2lIElf?

in zato velja tudi obratna neenakost ||€|| < C|¢]||]. Med drugim to pomeni, da je forma

(3) pozitivno definitna in ||| - ||| res norma. Poleg tega sta normi || - || in ||| - ||| ekvivalentni.
Pozitivno definitni formi [-, -] seveda pripada obrnljiv pozitiven operator T' € B(H), tako
da za vsak &, n € H velja
(T, n) = [&nl.
Ceje S =TY2 je za vsak &,n e K
(4) (S, Sn) = [&nl.
Nazadnje ugotovimo, da je za vsak z € G in £, € H res
(5) Pr(@)nen = LaPen-

Za y € G namre¢ imamo

Lx¢£,n(y) = <7’['(y71(13)§,71'(y71x)7]> = (z)fr(m)ﬁ,ﬂ’(:):)n(y)‘

Potem pa je Sw(z)S~! unitaren operator za vsak x € G, saj za &, € H ob upostevanju
(4) in (5) ter leve invariantnosti sredine m velja

<S7T(JI)571§7S7T(IL’)S7177> = [ﬂ-(x)silgaﬂ-(x)siln] = <¢7T(I)S*1§,7r(x)5’*1nam> =
<L1‘¢5_1§,S_177am> = <¢S‘1£,S_177am> = [S_lfas_lﬁ] = <§777>

Opomba. Zgornji dokaz najdemo na str. 6 v knjigi [25]. Alternativni dokaz, bi potekal
natanko tako kot dokaz izreka 1, le da bi ob zamenjavi x z 2! (zato da bi dobili delovanje
grupe na mnozici X) namesto izreka Markov-Kakutani (dodatek C) uporabili Dayev izrek
o negibni tocki (izrek I1.5.1).

Posledica. Vsaka upodobitev m kompaktne grupe G na Hilbertovem prostoru H je
podobna unitarni.

Dokaz. Ker je po definiciji upodobitev 7 zvezna v krepki operatorski topologiji na
B(H) in je grupa G kompaktna, je za vsak & € H tudi mnozica {7 (x)¢;z € G} kompak-
tna, torej omejena. Po principu enakomerne omejenosti je potem 7w enakomerno omejena
upodobitev. Zaradi amenabilnosti grupe G je po izreku 2 podobna unitarni upodobitvi.
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Brez pogoja amenabilnosti izrek 2 ne velja. Istega leta, kot je Dixmier dokazal izrek
2, sta Ehrenpreis in Mauntner nasla protiprimer za grupo SL(2,R). Kasneje so odkrili
tudi bolj preproste protiprimere v zvezi s prosto grupo Fs z dvema generatorjema (glej
[25]). (Spomnimo se, da niti SL(2,R) niti Fy nista amenabilni grupi.) Torej je odgovor
na prejsSnje vprasanje v sploSnem negativen. Pa¢ pa je Se vedno nerazreSeno naslednje
vprasanje:

Ali mora biti grupa G amenabilna, ée je vsaka njena enakomerno omejena upodobitev
podobna unitarni?

Kljub precej$njim naporom se je doslej raziskovalcem uspelo dokopati le do nekaterih
delnih rezultatov v tej smeri. Nekatera dejstva kazejo na to, da bi odgovor utegnil biti
pozitiven. Tako so npr. odkrili, da ima prosta grupa [Fo z dvema generatorjema enakomerno
omejeno upodobitev, ki ni podobna unitarni upodobitvi (glej [25]).

3. Upodobitve grupne algebre

Vrnimo se k unitarnim upodobitvam. Unitarni upodobitvi 7 lokalno kompaktne grupe G
bomo priredili upodobitev grupne algebre v algebro B(H). Pri tem bomo za upodobitev
algebre obdrzali isto oznako kot za upodobitev grupe.

Definicija in osnovne lastnosti

Definicija 1. Za vsak f € L'(G) definirajmo omejen linearen operator

w(f) = / F (@) (@),

kjer operatorski integral razumemo v Sibkem smislu, tj. za vsak par u,v € H, velja

(r(Fu,0) = [ Fa)im(@)u, v)da.

Iz definicije sledi, da je izraz (w(f)u,v) linearno odvisen od w in antilinearno od v ter
omejen: [{(m(f)u,v)| < | fll1]lwll||v], torej res dolo¢a omejen linearen operator 7(f) na Hr,
torej element algebre B(H;). Njegovo normo lahko ocenimo z ||7(f)| < || f|l1-

Zgled. Naj bo 7y, leva regularna upodobitev grupe G na prostoru L?(G), tj. mr(z) =
L,. Tedajzavsak f € LY(G)ing € L*(G) veljarr(f)g = [ f(z)mr(x)gdx = [ f(x)Lygdz =
f g€ L*Q).

Iz prvega poglavia (glej izrek 11.1.2) vemo, da je L'(G) involutivna Banachova algebra
za konvolucijo in involucijo, dano z definicijama I1.1.4 in I1.1.5. Isto velja za algebro B(H)
za obi¢ajno mnozenje (superpozicijo) operatorjev in involucijo, dano z adjungiranjem.

Pokazimo zdaj, da je preslikava f +— w(f) iz L'(G) v B(H) homomorfizem involu-
tivnih Banachovih algeber. V tem primeru re¢emo, da gre za involutivno upodobitev ali
*-upodobitev. Upodobitev je neizrojena (nedegenerirana), ¢e iz dejstva, da je w(f)u = 0
za vsak f € LY(Q), sledi u = 0.

Izrek 1. Naj bo m unitarna upodobitev grupe G. Preslikava f — w(f) je neizrojena
zvezna *-upodobitev grupne algebre L'(G) na prostoru Hy. Pritem zax € G in f € LY(G)
velja:

n(@)n(f) = m(Laf) in w(f)m(z) = A )m(Ry f).



104

Dokaz. Preslikava f +— m(f) je linearna in zvezna zaradi naslednje preproste ocene
l7(f) —7(fo)ll = l|l7(f — fo)ll < IIf — foll1. Za vsak f,g € L'(G) velja (v sibkem smislu)

w(fxg) = [+ 9@ = [([ f)aly a)n()dy)ds =
[ 1 / oy a)n(a)dody = [ 1)) / g(@)m(z)dz)dy = n(f)n(g)

/f dx—/A Hf(eYr(z)de =
/ T@ie e = ([ fa)n(@yde)” = x(s)"

Poleg tega za vsak z € G, f € L}(G) velja tudi

/f m(y)dy = /f(y)ﬂ(my dy =

/ Fla ) (y)dy = / Lo f()n(y)dy = 7(Laf)

- / F(w)r()m()dy = / Fw)r(yz)dy = Al / Flya~yn(y)dy =

T / Ryes f(9)m(y)dy = Az )r(Roer f).

Pokazimo Se, da da je upodobitev 7 neizrojena. Ce je u € H, od ni¢ razlicen vektor,
obstaja zaradi krepke zveznosti upodobitve 7w taka kompaktna okolica V enote 1 € G, da
je ||m(x)u — ul| < ||ul| za vsak & € V. Naj bo f = xv/|V]|. Tedaj je f € L}(G) in

m(flu —u| = f@)m(x)udx — /d:n”
()l = | / T

|| / w)da| < / (@) — ulldz < [lull
|V| Vi

Torej velja tudi 7(f)u # 0 in upodobitev je neizrojena.

in

in

Vzajemna dolocenost

Unitarni upodobitvi grupe smo priredili neizrojeno *-upodobitev grupne algebre. Nasled-
nji rezultat pove, da lahko vse neizrojene *-upodobitve grupne algebre dobimo na ta nacin.

Izrek 2. Poljubna neizrojena *-upodobitev 7 grupne algebre L'(G) na Hilbertovem
prostoru H izhaja iz (natanko dolocene) unitarne upodobitve w grupe G na Hilbertovem
prostoru H, tako da velja w(f) = [ f(z)w(x)dx

Dokaz. Ideja dokaza je v tem, da skusamo 7(x) izraziti kot limito lim = (f), ko f — d,
v dolo¢enem smislu. Ker to ne gre direktno, je potrebna vecja previdnost.

Naj bo {us} aproksimativna enota v L' (glej razdelek I1.2). Vemo, da za f € L'(G)
velja uq * f — f v LY(G) in zato tudi Lyug * f = Ly(ua * f) — Lof v L'(G) za vsak
x € G. Torej velja za vsak x € G, v € H tudi

(1) W(Lzua)ﬂ-(f)v - 7T(me)’U.

Prepric¢ajmo se, da je mnozica D = span{w(f)v; f € L'(G),v € H} gost podprostor
v 5. Ceje ulD, je 0 = (u,n(f)v) = (w(f*)u,v) za vsak f € L'(G) in v € H, torej
m(f*)u = 0 za vsak f in zaradi neizrojenosti upodobitve 7 tudi © = 0. To pomeni, da je
D gost podprostor v H. Na D lahko za vsak x € G definiramo linearen operator 7(z),
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tako da najprej postavimo 7(z)w(f)v = w(Lyf)v in potem 7(x) linearno razsirimo na ves
D. Ta operator je dobro definiran, saj iz Zj 7(fj)vj = 0 sledi

w(2) Y w(fi)vy =Y w(Lafi)v; = nglz T (Lyua)7(fi)vj =
J J J
hg{n m(Lgug) Z 7(fj)v; = 0.
J
Poleg tega zadoSc¢a oceni

17 (x) Y w(f)osll = lim [|7 (L, ua) Y w(f)vjll <
J

sup ||( Lzt | ZW(fj)ij < Zw(fj)vjll-

Torej je ||7(x)|| < 1, zato lahko 7(x) po zveznosti enoli¢no razsirimo na ves prostor H,
tako da bo Se vedno veljalo ||7(z)|| < 1 in 7(x)n(f) = 7(Lyf) (tudi razsiritev oznac¢imo
enako).

Pokazimo, da je 7 unitarna upodobitev grupe G na prostoru H. Najprej je

T(ay)m(f) = 7(Layf) = 7(Lalyf) = 7(x)m(Ly f) = 7 ()7 (y)7 (),
torej 7(zy) = 7(x)7(y) na D, torej na H. Poleg tega je 7(1)w(f) = n(Lif) = w(f), se
pravi (1) = I. Odtod sledi, da je # homomorfizem v grupo obrnljivih operatorjev. Zaradi
lull = |7 (z™ A (@)l < |7 ()]l < |u]
za vsak u € H je 7(x) surjektivna izometrija, torej unitaren operator na . Ce 24 —
v G,velja Ly, f — Lyf v LY(G) za vsak f € L'(G) (primerjaj trditev 11.2.3). Torej velja
tudi
ﬁ-($a)7r(f) = W(Lzaf) - W(sz) = ﬁ-(x)ﬂ-(f)

v krepki operatorski topologiji na H. To pomeni, da velja 7(z,) — 7(z) v krepki ope-
ratorski topologiji na D in zaradi omejenosti operatorjev tudi na H. Torej je preslikava
71 G — U(H) zvezna, ¢e v kodomeni uporabimo krepko operatorsko topologijo.

Iz neizrojene upodobitve 7 grupne algebre L'(G) smo dobili unitarno upodobitev 7
grupe (G. Na obi¢ajen nagcin ji lahko priredimo upodobitev grupne algebre:

- oo

za vsak f € L'(G). Pokazimo, da se 7(f) ujema z 7(f). Ce sta f,g € L*(G), je njuna
konvolucija enaka f g = [ f(y)Lygdy. Tedaj je

m(f)m(g) =7(f*g) = /f(y)ﬂ(Lyg)dy = /f(y)ff(y)ﬂ(g)dy =

/ F@)(w)dy(g) = #()m(g).

To velja za vsak g, torej je res w(f) = 7(f) na H.

Nazadnje se prepricajmo $e o enoli¢nosti unitarne upodobitve grupe, ki dolo¢a upo-
dobitev grupne algebre. Denimo, da je m; druga unitarna upodobitev grupe G, tako da je
7 (f) = n(f) za vsak f € LY(G). Za vsak u,v € H je

/f (m1(x uvd:v—/f ,v)dx

oziroma [ f(z)((m1(z) — 7(x))u,v)dx = 0 za vsak f. Sledi ((m1(z) — 7 (z))u, v) =
u,v € H, saj je to zvezna in omejena funkcija na G. Torej velja m(z) = 7(x
x € G.

0 za vsak
) za vsak
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Primerjava upodobitev grupe in algebre

Izrek 3. Naj bo m unitarna upodobitev grupe G.
(a) C*-algebra, generirana z w(G), itma isto Sibko oziroma krepko operatorsko zaprtje kot
C*-algebra, generirana z (L' (Q)).
(b) Operator T € B(H;) pripada komutantu C(w) natanko takrat, ko velja Tn(f) = w(f)T
za vsak f € LY(G).
(¢) Zaprt podprostor M C Hy je invarianten za m natanko takrat, ko velja w(f)M C M za
vsak f € LY(G).

Dokaz. (a) Ce je g € C.(G), je 77( ) krepka limita vsot oblike
Zg ;) ()| Ejl,

kjer je E = {E;} kon¢na particija kompaktne mnozice supp g in je x; € E; za vsak j.
Res, izberimo € > 0 in uy,ug, ...,up, € Hy. Za vsak m je preslikava x — g(z)m(x)up,
enakomerno zvezna funkcija na suppg. Za vsak x € supp g je

Ve ={y € G; |lg(@)m(@)ur — g(y)m(y)uel < €/2, k=1,2,...,n}

odprta okolica totke z. Druzina {V,} pokriva suppg in zaradi kompaktnosti zadosca
kon¢no podpokritje: suppg C U;Vy;.

Unijo napravimo disjunktno in jo presekajmo z supp g, tako da dobimo konéno particijo
E = {E;} mnozice suppg. Za katerikoli tocki x,y € E; iz iste mnozice velja

lg(x)m(z)ur, — g(y)m(y)uk|l <

lg(@)m(z)ur — g(zi)m(zi)url| + [lg(zi)m(zi)ue — g(y)m(y)urll < e
za vsak k =1,2,...,n. Potem je

Is(E)ux — m(g)uxl| = Hzg i) (@j)uk| Ej !—/g(x)W(w)ukde =

I Z/ g(zj)m(xj)updr — Z/ x)ugdx|| <

lg(ag)m(z)ur — g(z)m(2)up|de < e|suppg]
=),

za vsak k = 1,2,...,n. Torej vsaka okolica (v krepki operatorski topologiji) za 7(g) vsebuje
Riemannovo vsoto s(E).

Vsako funkcijo f € L'(G) lahko poljubno natanéno aproksimiramo s funkcijo g € C.(G),
torej lahko v krepki operatorski topologiji poljubno natan¢no aproksimiramo tudi 7(f) z
operatorjem 7(g). Ker pa je m(g) krepka operatorska limita Riemannovih vsot s(E) in
so te vsote v C*-algebri, generirani s 7(G), je vsak 7(f) v krepkem operatorskem zaprtju
mnozice (algebre) spann(G). V dokazu izreka 2 smo videli tudi obratno: vsak w(z) za
x € G je krepka limita operatorjev oblike 7(L,u, ), torej v krepkem operatorskem zaprtju
algebre m(L'(G)). To pomeni, da imata obe C*-algebri, tista, generirana s m(G), in tista,
generirana s 7(L!(Q)), isto krepko (in zato tudi §ibko) operatorsko zaprtje.

(b) Ce je T € C(n), komutira T z vsemi operatorji m(z), € G, torej tudi z vsemi
iz krepkega (oziroma Sibkega) operatorskega zaprtja algebre, generirane s w(G). Torej
komutira po tocki (a) tudi z vsemi operatorji 7(f), f € L'(G). Obratno sklepamo na
podoben nacin.

(c) Iz trditve 1.4 vemo, da je M invarianten podprostor v H, natanko takrat, ko or-
togonalni projektor P, ki projicira na M, pripada komutantu C(7), torej po tocki (b)
natanko takrat, ko je Pr(f) = m(f)P za vsak f € L'(G). To pomeni, natanko takrat, ko
je T(f)M C M za vsak f € L(G), kar je bilo treba dokazati.
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Grupna C*-algebra

C*-algebro, generirano s m(L'(G)), bomo na kratko oznacevali z C%(G). Torej je CX(G)
zaprtje algebre (L'(G)) v algebri operatorjev B(3,). V posebnem primeru, ko je 7 = 7z,
leva regularna upodobitev grupe G na prostoru L?(G) = L?(G, \) z levo Haarovo mero,
pisimo kar C7(G) namesto Cy, (G). Tej C*-algebri damo posebno ime.

Definicija 2. C*-algebro Cj(G) imenujemo reducirano C*-algebro lokalno kompaktne
grupe G oziroma reducirano grupno C*-algebro.

Norma v C*-algebri C; (G) je operatorska norma, podedovana iz B(L?(G)), in jo je zato
relativno preprosto izra¢unati. Zaradi posebne vloge leve regularne upodobitve je reduci-
rana grupna C*-algebra dovolj pomembna in za uporabo koristna.

Definicija 3. Za vsak f € L'(G) definirajmo
(2) 1fllc@) = sup I ()],

kjer je na desni operatorska norma v B(JH, ), supremum pa vzamemo po vseh neizrojenih
*-upodobitvah grupne algebre L'(G). Napolnitev v normi ||-||c«(g) na L'(G), ki je manjsa
od norme ||-]|1, je t.i. C*-algebra grupe G oziroma grupna C*-algebra. Oznacimo jo z C*(G).

Da je z (2) res definirana norma na L'(G), ne le seminorma, sledi iz preproste ocene
7L (NI < || flle=(e) in dejstva, da je 7 (f)g = fxgza f € L'(G) in g € L*(G), tako da iz
f*g=0zavsak g € L?>(G) sklepamo f = 0 (za g lahko vzamemo elemente priblizne enote
uq € Co(G)). Zaradi izreka 2 bi lahko supremum v definiciji 3 vzeli tudi po vseh unitarnih
upodobitvah grupe G. Za vsako unitarno upodobitev 7 velja [|7(f)| < [|fllc=(q), zato je
zvezna glede na C*-normo v C*(G).

Mnozenje (konvolucijo) elementa f € C*(G) z elementom g € L'(G) definiramo s pred-
pisom f * g = lim, f, * g, ¢e fn, € LY(G) in f, — f v C*(G), saj je hkrati z (f,) tudi
(fnxg) Cauchyjevo zaporedje v normi ||-||c+(g). Podobno potem za f, g € C*(G) postavimo
f*g=1lim, f * gn, ¢e tudi g, — g, go € L'(G). Involucijo seveda uvedemo s predpisom
[*=lim, f¥, ¢e f = lim, f, € C*(G).

Vsako neizrojeno *-upodobitev 7 grupne algebre lahko iz L'(G) enoli¢no razsirimo do
neizrojene *-upodobitve 7 grupne C*-algebre C*(G), tako da postavimo 7(f) = limy, 7(f,),
¢e fn € LY(G) in f, — f (n — oo) v napohitvi. Preslikava 7 : C*(G) — C%(G) je dobro
definirana, saj iz f, — f in g, — f v C*(G) sledi f,, — g — 0 v C*(G) in zato tudi
7w(fn) — m(gn) — 0 v C%(G). Prav tako vidimo, da je 7 involutivni homomorfizem C*-
algeber, saj je

7i-(f * g) = lim hmTr(fm * gn) = lim hmﬂ-(fm)ﬂ-(gn) = ﬁ'(f)ﬁ'(g)
m n m n
in
F(*) = lim(f) = lim(f,)" = 7(f)"
Seveda je 7(f) = 7(f), ¢e je f € L(Q).

Tako kot so se lastnosti unitarne upodobitve grupe G odrazale na upodobitvi grupne al-

gebre L'(G), se tudi lastnosti upodobitve grupne algebre L'(G) prenesejo na upodobitev

grupne C*-algebre C*(G). V resnici sta obe teoriji upodobitev, za L'(G) in za C*(G),
enakovredni (glej [8], chap. 13).

Sibka vsebovanost

V zvezi z razsiritvami upodobitev na grupno C*-algebro C*(G) bomo uvedli Se pomem-
ben pojem Sibke vsebovanosti. Potrebujemo pa neko splosno lemo o omejenih pozitivnih
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funkcionalih na C*-algebri A operatorjev na Hilbertovem prostoru H. Poseben primer
takih funkcionalov je podan z vektorjem £ € H, namre¢ preslikava a +— (a&, &), a € A.
Konéne vsote takih funkcionalov, torej funkcionale oblike ¢(a) = ¥ (a&;, &), a € A,
imenujemo véasih naravni funkcionali na algebri A. Hitro vidimo, da je ||¢|| = Zle &2

Lema 1. Naj bo A C*-algebra operatorjev na Hilbertovem prostoru H. Vsak omejen
pozitiven linearen ¢ na algebri A je v §ibkem—x zaprtju mnoZice naravnih funkcionalov
z lastnostjo ||| < | ol

Dokaz. Dovolj je lemo dokazati v primeru ||¢|| = 1. Pozitivne funkcionale na A
opazujmo le na realnem Banachovem prostoru Az vseh sebiadjungiranih elementov v A.
Mnozica N vseh naravnih funkcionalov ¢ z lastnostjo ||| < 1 je konveksna mnozica, ki
vsebuje 0. Njena predpolara je °N = {a € A; ¥(a) > —1 za 1) € N} vsebuje vse elemente
a € As, katerih negativni del a_ zadosca oceni |ja_|| <1, saj za a = a4 — a_ velja

k k k k

Pla) = (0, &) =D (048 &) =D (a-8, &) > = (a &, &) >

i=1 =1 i=1 i=1

k
—lla- > 1&I1* = [l > —1.
i=1

Po drugi strani ne vsebuje nobenega drugega elementa, saj mora za vsak £ € H, ||| <1
veljati (a€, &) > —1 in v posebnem primeru tudi za vsak £ € P_H, ||£|| < 1, kjer je P
spektralni projektor na negativni del operatorja a. Tedaj dobimo —(a_&, &) > —1 oziroma
0<(a_§, &) <1inzato |la_| <1.

Odtod potem sledi, da bipolara ("N)° = {4 € A¥; ¥(a) > —1 za a € °N} vsebuje
natanko vse pozitivne linearne funkcionale na Ag, saj je za ¢ > 0 in ||¢|| < 1 vedno res

Y(a) =Y(ay) —¥(a-) = =v(a-) = =[] lla—[| = —1.

Toda po izreku o bipolari (glej [6], tocka (8) na str. 20) je bipolara (°N)° enaka ravno
Sibkemu—x* zaprtju mnozice N. Ker je vsak linearen funkcional na A natanko dolocen s
svojimi vrednostmi na sebi adjungiranem delu Ag, je dokaz koncan.

Vsaki upodobitvi 7 lahko pri poljubnem vektorju § € H priredimo funkcional ¢ ¢ na
C*(G) s predpisom (f € C*(G))

Pre(f) = (7(F)E, &)

ta funkcional je omejen z normo || ¢|| = ||€]|? zaradi ocene

|6 (N < ITDIIEN < 1 Fllo= @ €I
in konvergence
Pre(ua) = (T(ua)§, §) — (€, 6),

kjer je (uq) priblizna enota v L'(G) (primerjaj dokaz izreka 2). Poleg tega je pozitiven
zaradi

Sre(f* % f) = (7(f"* ), ) = (7(fIT(F)E€) = IF(FEN* = 0.

Trditev 1. Naj bo G lokalno kompaktna grupa, ™ in w1 njeni unitarni upodobitvi. Potem
je ekvivalentno:
(i) Vsak pozitiven funkcional na C*(G) oblike ¢r ¢ je v Sibkem—x zaprtju mnoZice koncnih
vsot ¢ = Zle br1,e; pozitivnih funkcionalov na C*(G), pri cemer je ||p1|| < ||dxell-
(ii) Za vsak f € C*(G) iz 71(f) = 0 sledi 7(f) = 0.
(i) Za vsak | € C*(G) velja [7(F)]| < |71(F)]|
(iv) Obstaja zvezen x—homomorfizem h : Cy (G) — Cx(G) z lastnostjo h(71(f)) = 7(f)
za vsak f € C*(G).



109

Dokaz. Iz (iv) sledi (iii), ker je vsak *-homomorfizem C*-algeber kontraktiven. Po
drugi strani velja (iii) = (iv), saj lahko pri pogoju (iii) naravno definiramo h s predpisom
h: #1(f) — 7(f). Implikacija (iii) = (ii) je trivialna. Ce velja (i), je ¢re(f) = 0 za
vsak f € kerm;. Zato funkcional ¢, ¢ inducira zvezen pozitiven funkcional ¢ ¢ ha C*-
algebri 71 (C*(G)) = C*(G)/ker 1. Po lemi 1 lahko funkcional ¢ . v sibki—x topologiji

poljubno natancéno aproksimiramo s kon¢nimi vsotami oblike v/ = Zf:1< - &L ED, pri
cemer je [|[¢|| < [|¢] ¢||. Potem pa lahko tudi sam funkcional ¢r¢ v Sibki—x topologiji

poljubno natan¢no aproksimiramo s kon¢énimi vsotami oblike ¢ = Zle (;Sﬂ/,fg, pri ¢emer
je 91l < lémell. Torej velia tudi (i).

Nazadnje pokazimo, da iz (i) sledi (iii). Naj bo f € C*(G) pozitiven element. Za vsak
€ > 0 obstaja £ € H, ||£]| = 1, tako da velja (7(f)E, &) > |17 (f)]| — €/2. Zaradi pogoja (i)
obstajajo gl?&?a . agk € g{ﬂla tako daje Zz 1 HngQ =1lin |< ( ) > Ez 1<7T1( )62761” <
/2. Ker jo S, (71 (£)€n &) < [71(F)]], imamo tudi (7(/)&,€) < 71 ()] + /2. Za vsak
e torej sledi ||7(f)|| < (7(f)E,6) +€/2 < ||m1(f)|| + €, se pravi, da velja (iii).

Definicija 4. Naj bosta 7 in 71 poljubni unitarni upodobitvi lokalno kompaktne grupe
G, ne nujno na istem Hilbertovem prostoru. Re¢emo, da je upodobitev w sibko vsebovana
v upodobitvi 7, ¢e velja katerikoli pogoj (i),(ii),(iii) ali (iv) iz trditve 1.

Sibko vsebovanost povezimo z obema grupnima C*-algebrama.
Trditev 2. Naj bo G lokalno kompakina grupa in 7;, njena leva reqularna upodobitev.

Potem velja C*(G) = C} (GQ) (izometricno) natanko takrat, ko je vsaka unitarna upodobitev
7w Sibko vsebovana v my,.

Dokaz. Naj velja C*(G) = C7(G) izometricno. Potem je (|7.(f)|| = [|fllc+@) =
|l 7(f)|| za vsak f € L*(G) in poljubno unitarno upodobitev 7. Zato velja tudi ||7.(f)| =
lim, |7z (fn)|| = limy, [|[7(fo)]] = |7(f)] za vsak f = lim, f, € C*(G). Po definiciji 4 in
tocki (iii) trditve 1 je torej upodobitev 7 Sibko vsebovana v levi regularni upodobitvi 7y,.

Obratno, iz Sibke vsebovanosti upodobitve 7 v levi regularni upodobitvi 7y, sledi po
definiciji 4 in tocki (iii) trditve 1 neenakost ||7(f)|| < ||7L(f)|| za vsak f € C*(G). Torej
velja tudi || fllc=(q) < [|I7L(f)]] za vsak f € C*(G). Obratna neenakost je vedno res in
imamo izometri¢ni izomorfizem med C*(G) in C (G).

V ¢em je smisel in pomen Sibke vsebovanosti dane unitarne upodobitve v levi regu-
larni upodobitvi? Od prej vemo, da je pomembno poiskati dekompozicijo dane unitarne
upodobitve v nerazcepne upodobitve najveckrat v obliki direktnega integrala. Unitarne up-
odobitve, ki so Sibko vsebovane v 7y, so sestavljene samo iz tistih nerazcepnih upodobitev,
ki so podupodobitve v 7y, in obratno. Re¢emo, da tvorijo t.i. ”glavno serijo” upodobitev,
medtem ko sestavljajo vse druge upodobitve t.i. ”komplementarno serijo” upodobitev.

Tiste lokalno kompaktne grupe, pri katerih so vse upodobitve iz ”glavne serije”, se
posebej odlikujejo. Veéasih so rekli, da imajo lastnost (R) (regularnost). Presenetljivo in
pomembno je dejstvo, da se ujemajo ravno z amenabilnimi grupami. R. Godement in A.
Hulanicki sta namre¢ dokazala naslednji izrek (za skico dokaza glej [14]).

Izrek 4. Naj bo G lokalno kompaktna grupa. Naslednje trditve so ekvivalentne:
(i) Grupa G je amenabilna.
(ii) Vsaka nerazcepna unitarna upodobitev grupe G je $ibko vsebovana v levi reqularni upo-
dobitvi my,.
(iii) Trivialna upodobitev grupe G na enorazseznem prostoru C je ibko vsebovana v levi
regularni upodobitvi 7.
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Naj omenimo, da je trivialna upodobitev tista upodobitev mg, ki vse grupne elemente
preslika v identi¢ni operator na enorazseznem prostoru C, torej za vsak x € G velja
mo(z) = 1.

Ce upostevamo, da je vsaka unitarna upodobitev direktni integral nerazcepnih (glej izrek
4 v dodatku D) in da je hkrati z njimi tudi direktni integral sam §ibko vsebovan v levi
regularni upodobitvi, imamo z uporabo trditve 2 in izreka 4 tako Se eno karakterizacijo
amenabilne grupe.

Posledica. Lokalno kompaktna grupa G je amenabilna natanko takrat, ko je C*(G) =
CL(G).

4. Funkcije pozitivnega tipa

Ta razred funkcij smo ze spoznali v primeru, kadar je grupa G Abelova (glej definicijo
IT1.1.4). Ista definicija velja tudi v nekomutativnem primeru v obeh razli¢icah. Ponovimo:

Definicija 1. Funkcija ¢ € L>(G) je pozitivnega tipa, ¢e za vsak f € L(G) velja
| o s n@isz0 o [ [ f@Fwot a)dsdy = o
G

Zdaj moramo seveda upostevati involucijo funkcije f v obliki f*(x) = f(z=1)A(z~!) za

vsak = € G in ustrezno formulo za zamenjavo spremenljivk x — z71.

Funkcije pozitivnega tipa bomo v nadaljevanju karakterizirali na razlicne nacine in jih
povezali z nerazcepnimi upodobitvami lokalno kompaktne grupe. Konéni cilj razdelka je
pokazati, da je nerazcepnih upodobitev dovolj.

Osnovne lastnosti

Za zvezne funkcije pozitivnega tipa bomo uporabljali oznako P(G) oziroma na kratko P.
Najprej pokazimo, da je mnozica P konveksen stozec, zaprt za konjugiranje.

Trditev 1. Naj bosta ¢, € P in o, 3 > 0. Potem je
(a) ap + By € P,
(b) ¢ € P.

Dokaz. Tocka (a) velja za pojubno (ne nujno zvezno) funkcijo pozitivnega tipa in je
trivialna posledica ene ali druge definicije.
(b) Zaprtost za konjugiranje tudi velja za splosne funkcije pozitivnega tipa. Ce upostevamo,
da je

F@) =A@ @) =A@ = )

za vsak x € G, imamo

[ n@sis = [ [ e Fwet sy -

[ [T@ st ndnay = [« Dot >0

Trditev 2. Naj bo m unitarna upodobitev grupe G in u € H;.
(a) Ce je p(z) = (m(z)u,u) za x € G, je ¢ € P.
(b) Ce je hkrati ¢(z) = (p(z)v,v) za x € G, v € H,, kjer je p neka druga unitarna up-
odobitev grupe G, obstaja T € C(w, p), tako da je Tu = .
(c) Ce sta reprezentaciji © in p iz tock (a) in (b) ciklicni, sta ekvivalentn.
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1

Dokaz. (a) Funkcija ¢ je o¢itno zvezna. Kerje ¢(y~'2) = (r(y~'2)u, u) = (7(z)u, m(y)u),

dobimo za vsak f € L}(G)

//f Jo(y ™ x)dady = // , ) (y)u)dady = || (f)ul|?> > 0.

) Za vsak z,y € G imamo zdaj

(m(x)u, 7(y)u) = (7(y~ ' z)u,u) = (p(y~"z)v,v) = (p(x)v, p(y)v).

Torej lahko na ciklicnem podprostoru M, generiranem z u, definiramo linearno izometrijo
T : M — JH, s predpisom T'(m(x)u) = p(x)v (in zvezno razsiritvijo na zaprtje). Ta operator

spleta podupodobitev 7™ z upodobitvijo p in slika v cikli¢ni podprostor {p(z)v; € G}.
Ce na ortogonalnem komplementu M+ postavimo T = 0, dobimo T € C(r, p).

(c) V primeru cikliénosti obeh upodobitev, je T" surjektivna izometrija iz Hr na I,
torej unitaren operator in upodobitvi sta ekvivalentni.

Posledica. Ce je f € L2(G) in f(z) = f(z~ ) za vsak x € G, je f x f € P.

Dokaz. Naj bo m = 7, leva regularna upodobitev grupe G na prostoru L?(G). Zaradi

0f 5= [ 10Ty = [ 17y = [ f0) ey = Ffa)

po trditvi 2 velja f * f € P, zato je po trditvi 1 tudi f = f € P.
Cikliénost

V nadaljevanju bomo pokazali, da vsako od ni¢ razlicno funkcijo pozitivnega tipa ¢
dobimo iz neke unitarne (cikli¢ne) upodobitve tako kot v trditvi 2.

Najprej konstruirajmo ustrezni Hilbertov prostor. Naj bo ¢ # 0 poljubna funkcija
pozitivnega tipa na grupi G. S predpisom

1) (9)o= [ (6" D@ota)ds = [ [ f@ig@ioty a)dod,

pri ¢emer zadnjo enakost utemeljimo tako kot pri definiciji funkcij pozitivnega tipa, je
podana semi-definitna sesquilinearna forma na L'(G). To vidimo iz osnovne definicije
funkcij pozitivnega tipa na enak nacin kot pri dokazu sesquilinearnosti kompleksnega
skalarnega produkta v splosnem Hilbertovem prostoru. Pri tem forma (1) zados¢a oceni

(£.9)6l < [8llooll 71 llgll. Naj bo
N={f € LNG) {f.1)s = 0).

Po Cauchy-Schwarzovi oceni |(f, g)s|* < (f, f)s(9,9)¢ je f € N natanko takrat ko je
(f.9)¢ = 0 za vsak g € LY(G), se pravi, da je N zaprt linearni podprostor v L!(G).
Ta forma torej inducira na kvocientnem prostoru L'(G)/N skalarni produkt, ki ga tudi
oznaéimo na isti naéin: (-, )4, s Hy pa oznac¢imo napolnitev prostora L!(G)/N v normi, ki
jo doloca ta skalarni produkt. Torej je Hy Hilbertov prostor. Element, ki v tem prostoru
pripada funkciji f € L'(G), oznacimo z [f]. Po prejsnji oceni je [|[f]]|s¢, < ||<Z>H1/2HfH1

Zdaj nas ¢aka Se konstrukcija ustrezne upodobitve. Ce sta f,g € L'(G) in z € G, je

(Lot Lag)o = [ [ e 0g 200 2y =

//f(y)g(Z)¢(y1z)dydz ={f.9)s-

V posebnem primeru je L,N C N, torej L, inducira operator na L!(G)/N oziroma na
Hgy, definiran z L,[f] = Ly f + N = [L,f], ki je unitaren, saj ohranja skalarni produkt.
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Torej doloca unitarno upodobitev 74 grupe G na prostoru Hg, definirano z

mo(@)[f] = [Laf], f€LY(G), z€G.

Izraéunajmo $e pripadajo¢o upodobitev grupne algebre L!(G) na prostoru Hy:

o= [ Hematallgids = [ f@)Laglds = [ 1)(Lag)ds) = [ +g]

Izrek 1. Naj bo ¢ poljubna funkcija pozitivnega tipa in Hy Hilbertov prostor, dolocen
s ¢. Naj bo f — [f] kanonicna preslikava iz L*(G) v Hy in 7y unitarna upodobitev grupe
G na prostoru Hy, dolocena s predpisom my(z)[f] = [Lof], f € L'(G), x € G. Potem
obstaja tak cikliéni vektor € za upodobitev my, da je my(f)e = [f] za vsak f € LY(G) in
d(x) = (mp(x)e, €) skoraj za vsak x € G.

Dokaz. Izberimo aproksimativno enoto {u,} v algebri L'(G). Potem je tudi {u}}
aproksimativna enota v L'(G), saj za u’(r) = us(z~1)A(x™1) velja enakost

U x = [ =ugx [T = [ =(f"*ua— 1)
in ||g*||1 = |lg|l1 za vsak g € L'(G). Za vsak f € L(G) je zato

(s lualo = [ (wz < N)o()dz — [ F@)of

1/2‘

Zaporedje [u], je omejeno v I, saj je ||[ua]ll3c, < [|@]lcc”[|uallr = H¢H002. Z morebitnim
prehodom na podzaporedje lahko privzamemo, da limita lim, (v, [ua])s obstaja za vsak
v € fJ'C¢ Torej konvergira [ua] sibko v Hg proti elementu e, tako da velja ([f],€)s =
J f(z) x)dz za vsak f € LY(G).

Ce sta f,g € L'(G) in y € G, imamo
(9], ms(y)e)s = (mo(y Dgls€)s = ([Ly-19),€)p =

[ stwods = [ gwroty ).

torej ([g], [f])e = //g(cv)f(yW(ylw)dwdy: /([9}7%@)6) () dy = ([g], 7o (f)e)g-

Sledi [f] = Ty (f)e za vsak f € LY(G), iz (9], 7s(y)e)p = 0 za vsak y pa ([g],[f])e = 0
za vsak f € L'(G), se pravi [g] = 0. Torej je linearna ovojnica elementov m4(y)e, y € G,
gosta v Hy in € je cikliéni vektor za 7.

Za vsak f € L'(G) velja tudi

Jtematwer Ty =tim [ (ual,mols)e) Ty = tim{fua), 7 £)e) =

timual, ) = (7)o = [0 = [ 27wy
Torej je (mg(y)e, €)g = (€, T€)¢ = P(y) skoraj za vsak y € G.

Posledica 1. Vsaka funkcija pozitivnega tipa je skoraj povsod enaka zvezni funkciji.

Dokaz. Izrek 1 je povedal, da je vsaka funkcija pozitivnega tipa ¢(x) skoraj za vsak
x € G enaka (my ()€, €), torej zvezni funkciji pozitivnega tipa.

Posledica 2. Ce je ¢ € P, je ||6]loo = ¢(1) in ¢(x7!) = ¢(x) 2a vsak x € G.

Dokaz. Imamo ¢(x) = (7(z)u,u) za neko upodobitev 7 in vektor u € H,. Torej je
[6(2)| = [{m(2)u, u)| < [lul® = (r(1)u,u) = ¢(1) in ¢(z~1) = (r(a~"u, u) = (u, 7(2)u) =
(m(@)u, u) = ¢().
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Vsaki funkciji pozitivnega tipa ¢ smo v izreku 1 priredili cikli¢no upodobitev 74, od prej
pa vemo (glej trditev 2), da vsaka unitarna upodobitev za vsak vektor u porodi funkcijo
pozitivnega tipa. Z zdruzitvijo obeh postopkov, dobimo naslednji rezultat.

Trditev 3. Naj bo w ciklicna upodobitev grupe G s ciklicnim vektorjem u € Hy in
¢(z) = (m(x)u,u) za vsak x € G. Potem je upodobitev 7 ekvivalentna cikli¢ni upodobitvi
g, ki pripada funkciji ¢.

Dokaz. Po izreku 1 je tudi ¢(z) = (m4(x)u, u). Ker sta tako m kot 74 ciklicni upodobitvi
grupe G sta po trditvi 2(c) ekvivalentni.

Nerazcepnost

Videli smo, da je P konveksen stozec. Definirajmo nekaj koristnih podmnozic v P.
(a) Pr={¢ €P; [|¢]lc =1}
(b) Po={p€P; [[¢llc <1}

Zaradi posledice 2 velja tudi P1 ={p € P; ¢(1) =1} in Po={p € P; 0 < (1) < 1}. Iz
obeh predstavitev vidimo, da sta P; in Py omejeni konveksni mnozici.

Definirajmo se €(P;) kot mnozico ekstremnih tock mnozice P;, j = 1,2.

Izrek 2. Naj bo ¢ € P1. Potem je ¢ € E(P1) natanko takrat, ko je prirejena upodobitev
T nerazcepna.

Dokaz. Denimo, da je 7y razcepna upodobitev, torej Hy = M @ ML z netrivialnim
invariantnim podprostorom M za upodbitev 7. Naj bo € cikli¢ni vektor za 7y, tako kot
v izreku 1. Potem € ne more biti niti v M niti v M=+, se pravi, da je e = u +v, u € M,
veEMLinu#0,v#0. Toda tedaj ¢ ni ekstremna tocka v Py, ker velja

¢(x) = (mg(2)e, €)g = (mp(@)u, u)g + (Ty(2)v, v}y = 101 (2) + capa(2),

kjer sta ¢1, 2 € P1, ¢1 = [[ul?, c2 = [[v]|* in 1 + 2 = $(1) = 1.
Obratno, naj bo zdaj upodobitev 7, nerazcepna in denimo, da je ¢ =+, ¥, ¢’ € P.
Uporabljajo¢ notacijo iz izreka 1 imamo za vsak f € L'(G)

(f: o = Do = (F P < e
in zato za vsak f,g € L'(G)

(Frgbul < 102,905 < (1.0 29,98

Preslikava ([f], [g]) — ([f], [g]) je torej omejena sesquilinearna forma na Hy, zato definira
sebi adjungirani operator T's predpisom (T'[f], [g])¢ = (f,g)y. Cejex € Gin f,g € LY(G),
imamo

(Trg(2)[f] 9D = (TlLafl, [9))¢ = (Laf, 9)p = (s La-19)y =
(T[f), [La19))s = (TLf], mo(a™ gl = (mo(2)T[f]; [g])e-

Torej je T' € C(my) in po Schurovi lemi je T' = ¢, ¢ € R, zaradi nerazcepnosti upodobitve
T, se pravi, da je (f, gy = c(f, g)s za vsak f,g € L'(G). To pomeni

[ [ r@siot sy = [ [ aatmow sy

za vsak f,g € L'(G), od koder sledi 1) = c¢, pri ¢emer ¢ # 0 in ¢ # 0. Poleg tega je tudi
YV=p—tp=0¢—cop=(1-c)o

in ¢ je ekstremna tocka v Pq.
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Sibka—x topologija

Ker se pogoj [(f* = f)(z)¢(z)dx > 0 ohranja pri Sibki—x* konvergenci, je mnozica P
sibko—x zaprta podmnozica enotske krogle v L>°(G). Po Banach-Alaouglujevem izreku je
torej Py Sibko—x* kompaktna konveksna mnozica in je po Krein-Milmanovem izreku enaka
sibko—=* zaprtju konveksne ogrinjace svojih ekstremnih tock. Mnozica Py v sploSnem ni
sibko—x zaprta (razen, ¢e je G diskretna grupa), kljub temu je tudi sibko—x* zaprtje kon-
veksne ogrinjace svojih ekstremnih tock, kot bomo videli v kratkem (glej izrek 3).

Trditev 4. &(P,) = &(P1) U {0}

Dokaz. Najprej bomo pokazali, da je 0 € £(Py) in E(P1) C E(Pp). Pa denimo, da je
0=c1o1+ca02, c1+c2 =1, c1,c2 > 0. Tedaj je 0 = c1¢1(1)+ca¢2(1) in zaradi pozitivnosti
¢1(1) = ¢2(1) = 0. To pomeni, da je [|¢1]/cc = ||P2]|cc = 0 0ziroma ¢1 = ¢2 = 0. Torej je
0e 8(?0)

Ceje ¢ € E(P1) in ¢ = c1¢1 + cobo, c1 +c2 =1, c1,¢c0 > 0 in ¢y, 2 € Py, je 1 = ¢(1) =
c161(1) + caga(1) < 1, zato mora veljati ¢1(1) = 1 in ¢2(1) = 1. Torej sta ¢1,¢2 € Py in
zato ¢1 = ¢o (sicer ¢ ¢ E(Pq1)). Torej je ¢ € E(Po).

Najbo ¢ #0, ¢ € Pg. Cejep € Pyin ¢ ¢ E(Py), tudi ¢ ¢ E(Py), ker Py C Py.
Cepa ¢ ¢ Pp,je0 < ¢(1) < 1in zato ¢ = ¢(1)(¢/p(1)) + (1 — ¢(1)) - 0. Ker je
@/Pp(1) € P1 C Py in 0 € Py, funkcija ¢ ni ekstremna tocka v Py, se pravi ¢ ¢ E(Py). Torej
velja E(Py) C E(P1) U {0} in dobimo enacaj.

Izrek 3. Konveksna ogrinjaca co&(Pq) je sibko—x gosta v P1.

Dokaz. Naj bo ¢ € P; C Py. Potem je ¢ Sibka—= limita konveksnih kombinacij
elementov iz £(Py), torej po trditvi 4 sibka—sx* limita posplosenega zaporedja funkcij oblike

o = C11/11 + cathy + oo+t + Cog1 - 0, Kjer je ¢; > 0, S e = 1in ¢ € E(Py) za
1=1,2,...,n. Potem imamo

[Palloo = da(l) = 1901 (1) + catb2(1) + ... + cnthn(l) =1 +ca+ .. + ¢, <1

ter ||plloc = #(1) = 1. Ker ¢ — ¢ v sibki—x* topologiji, mora veljati tudi ||¢q|lcc —
4]lcc = 1. Ce namreé to ne bi bilo res, bi za neko podzaporedje in za ¢ > 0 veljalo
||pallco < 1—e. Zaprte krogle v L>°(G) pa so §ibko—x zaprte, torej bi bilo tudi ||¢|lec < 1—e.
Torej imamo ¢, (1) — 1. Postavimo zdaj

n

bo = ¢a/¢a(1) = ZZ; ¢a(1)7/)i

Ta funkcija je v co E(P1), ker je Y"1, ¢;i/¢a(1l) = 1. Poleg tega velja ¢, — ¢ v Sibki—sx
topologiji.

Nas cilj je pokazati, da Sibka—=x topologija na P; sovpada s topologijo enakomerne
konvergence na kompaktnih podmnozicah v G. V tej topologiji so bazi¢ne okolice tocke
¢o dane s kompaktno mnozico K in pozitivnim Stevilom € > 0:

N(¢os e, K) = {¢; |p(x) — dpo(x)| < € za vsak x € K}.

Sovpadanje obeh topologij na P; je zelo pomembno in nam bo v nadaljevanju zelo
koristilo. V nasprotju s tem Sibka—=x topologija in topologija enakomerne konvergence
na kompaktnih mnozicah v Py ne sovpadata. Vzemimo npr. aditivno grupo G = R in
funkcije ¢, definirane z ¢¢(z) = €%® za vsak z,& € R. Te funkcije so v P1(R), saj so
zvezne, pozitivnega tipa zaradi

[ [ 1@ @iocte — sy = [ @i [ ey = |F-)F >0
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in velja ¢¢(0) = 1. Posploseno zaporedje {¢¢} v sibki—x topologiji zaradi Reimann-
Lebesguove leme konvergira k 0, ko || — oo. Ne konvergira pa nikamor v topologiji
enakomerne konvergence na kompaktnih podmnozicah v R.

Za dokaz ujemanja topologij potrebujemo naslednji splosni rezultat.

Lema 1. Naj bo E Banachov prostor in B omejena podmnoZica v dualnem prostoru E*.
Na B sovpadata sibka—x* topologija in topologija enakomerne konvergence na kompaktnih
podmmnoZicah v E.

Dokaz. Po eni strani sibka—x* topologija na E*, ki je v bistvu topologija konvergence
funkcionalov po toc¢kah na prostoru E, ni mo¢nejSa od topologije enakomerne konvergence
na kompaktnih podmnozicah. Obratno, naj bo ¢9 € B, ¢ > 0 in K; C E kompaktna
podmnozica. Pokazali bomo, da v vsaki okolici

Vi(gose, K1) = {¢; [#(§) — ¢o(&)] < € za vsak § € K1}

obstaja Sibka—x okolica. Naj bo ¢ = sup{[|¢|l; ¢ € B} in § = €/3c. Zaradi kompaktnosti
mnozice K obstajajo &1, &2, ...,&, € K1, tako da krogle B(¢;,0) pokrijejo K. Ce je ¢ € B
in £ € Ky, obstaja tak &;, da je ||{ — &;|| < 0, zato imamo

6(6) = do(E)] < 19§ = &) + (¢ = Do) (E5)] + |Po(&5 — &) < 2€¢/3 + (& = ¢0)(&5)]-

Sibka—x okolica {¢; |(¢ — ¢0)(&;)| < €/3 za vsak j = 1,2,....n} je torej vsebovana v
V(¢0;67 Kl)

Trditev 5. Naj bo ¢g € P1 in f € LYG). Za vsak € > 0 in poljubno kompaktno
podmnozico K C G obstaja taka Sibka—x* okolica ® tocke ¢g v P1, da za vsak ¢ € ® in
vsak x € K velja

[(f @) (@) — (f * do)(z)| <e.
Dokaz. Izra¢unajmo

(f *0)(z) = / oy z)dy = / Fay) () dy = / (Lot /) ()05 dy.

Ker je  + L,-1f zvezna funkcija iz G v LY(G), je K1 = {L,-1f; = € K} kompaktna
podmnozica v Li(G) in po lemi 1 obstaja sibka—sx* okolica ® tocke ¢, ki je vsebovana v
okolici V' (¢o; €, K1). Torej je za vsak = € K in vsak ¢ € ® res

| [ @ s @ty - [ (L D@y < e

To pomeni, da je |(f * ¢)(x) — (f * ¢o)(x)| < € za vsak x € K in vsak ¢ € P.

Trditev 6. Ce je ¢ € Py, velja |p(z) — d(y)|? < 2 — 2Red(yz™") za vsak z,y € G.

Dokaz. Vemo, da je ¢(z) = (n(z)u,u) za neko unitarno upodobitev 7 grupe G in za
enotski vektor u € H,, saj je ¢ € P1. Torej je

|6(z) — o(W)I* = (7 (2) = 7(y))u, w)|* = [{u, (w(@™") =7y~ ))u)|* <
(@™ u = m(y™ ul® = 2 — 2Re(m (2™ u, 7 (y~ " u) =
2 — 2Re(m(yz Hu,u) = 2 — 2Re p(yz ).

Izrek 4. Na mnoZici Py se Sibka—x topologija ujema s topologijo enakomerne konver-
gence na kompaktnih podmnoZicah v G.
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Dokaz. Ceje 0 # f Gle(G) in € > 0, obstaja taka kompaktna podmnozica K C G, da
je fG\K |f(z)|dx < €/4. Ce sta ¢, pp € Py in |¢p — ¢o| < €/(2||f|l1) na K, velja

| / ~ f(@)o(x))dz] <
/ (@) |6(z) — do()|dz + / F@)16(x) — do(x)ldz < /2 + /2 = €.
K G\K

Torej kompaktna konvergenca na G implicira §ibko—x* konvergenco.

Obratno, naj bo ¢g € P1, € > 0in K C G kompaktna podmnozica v G. Zelimo najti
tako §ibko—# okolico @ tocke ¢ € P1, da bo |¢p — ¢g| < € na K za vsak ¢ € ®. Izberimo
n > 0 in kompaktno okolico V enote 1 € G, tako da je |¢o(x) —1| < nzaxz € V. Postavimo

® = {0 € P | [ (6la) = dola))dal < IV}
Potem je ®; §ibka—x* okolica tocke ¢g, saj je xv/|V| € LY(G). Za ¢ € @1 velja
| = s@pael <1 [ (1= dn(@)del +| [ (6(0) = dula)da] < 201V
Ce je ¢ € ®; in x € G pa velja
(0w () = VIota)| = | [ (6(7"a) = o)y <

/V 6(y~'2) — d(a)|dy < ( /V 6(y~12) — o) dy) V2|V |2,
Po trditvi 6 je lahko zadnji izraz naprej ocenimo z
( / (2 — 2Red(y))dy) 2 [V]V? < V2 / 11— g()ldy) 2 VIV < 2|V| i

Po trditvi 5 obstaja tudi taka sibka—sx okolica ®3 tocke ¢pg € Py, daza¢p € Poinz € K
velja |(xv * ¢)(x) — (xv * ¢o)(x)| < n|V|. Ce je torej ¢ € 1 NPy in z € K, dobimo

[6(2) = do(z)] <
o (VIe(@) — (xv = o) (@)| + [(xv * @) (x) — (xv * do) ()] + [(xv * do)(x) — [V]do(2)] <
TACVIVI+VIn+2VIVi) = 1+
Ce izberemo ge 7 tako, da je n + 4,/n <€ je ® = NPy C N(pose, K).

|V|

Trditev 7. Linearna ovojnica L = spanC.(G) NP vsebuje vse funkcije oblike f * g,
kjer sta f,g € C.(G). Ta ovojnica je gosta v Co(G) v normi || - || in gosta v LP(G)
(1 <p<oo0)wvnormil|-|p.

Dokaz. Videli smo ze, da je f f € P, torej v L. S polarizacijo odtod vidimo, da je
tudi fxh e L za f,h € C.(G), torej v resnici f*g € L za f,g € Co(G). Ker lahko za g
izberemo aproksimativno enoto, vidimo, da je mnozica {f*g; f,g € C.(G)} gosta v C.(G)
v normi || - || in gosta v LP(G) (1 < p < 0o) v normi || - [|,.

Locljivost tock

Zdaj lahko formuliramo glavni rezutat razdelka, ki zagotavlja zadostno Stevilo neraz-
cepnih upodobitev lokalno kompaktne grupe.

Izrek 5 (Gelfand-Raikov). Ce je G lokalno kompaktna grupa, potem nerazcepne uni-
tarne upodobitve grupe G locijo tocke na G, tj. za x # y, x,y € G, obstaja nerazcepna
unitarna upodobitev 7, tako da je w(x) # 7(y).
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Dokaz. Ce z # y, obstaja f € C.(G), da f(z) # f(y). Lahko vzamemo, da je f linearna
kombinacija funkcij pozitivnega tipa (trditev 7). Po izrekih 3 in 4 obstaja linearna kom-
binacija g ekstremnih tock iz Pq, ki aproksimira funkcijo f na kompaktni mnozici {z,y}
dovolj dobro, da je tudi g(z) # ¢(y). Torej mora obstajati tudi taka ekstremna tocka
¢ € P1, da je ¢(x) # ¢(y). Ustrezna upodobitev 7y, ki po izreku 1 pripada funkciji ¢, je
po izreku 2 nerazcepna in zanjo velja (mg(x)e, €) = @(x) # d(y) = (my(y)e, €) s ciklicnim
vektorjem e. Torej je tudi my(x) # 74(y).

Vpeljimo Se en pojem, za katerega pa se bo izkazalo, da je enakovreden pojmu funkcije
pozitivnega tipa.

Definicija 2. Funkcija ¢ : G — C je pozitivno definitna, e je szzl ciéjqﬁ(xj_lxi) >0
za vsak nabor Stevil ¢, co, ..., ¢, € C in za vsak nabor elementov x1, 9, ...,z, € G.

Trditev 8. Vsaka pozitivno definitna funkcija na grupi G je omejena, ne pa nujno
zvezna.

Dokaz. V definiciji 2 izberimo n = 2, x; = z in 2 = 1. Ce je ¢ pozitivno definitna

o(1)  o(x)
$(zh) (1)
definitna, torej mora biti ¢(x~1) = ¢(z) in ¢(1)2 — ¢(z)p(z™!) > 0 za vsak x € G. Torej
velja [6(z)| < 6(1).

Da pozitivno definitna funkcija ni nujno zvezna, vidimo iz primera funkcije ¢, za katero
je (1) = 1in ¢(z) = 0 za z # 0. Se ve pozitivno definitna funkeija ni nujno niti merljiva.
Ce je npr. G =R in 9 poljuben nezvezen avtomorfizem vektorskega prostora R nad Q, je
e™ pozitivno definitna funkcija na R.

funkcija, mora biti zaradi pogoja iz definicije matrika [ ] pozitivno semi-

Trditev 9. Naj bo ¢ omejena zvezna funkcija na G. Potem je ekvivalentno:
(i) ¢ je funkcija pozitivnega tipa;
(ii) ¢ je pozitivno definitna funkcija;
(iil) [(f** f)(z)p(z)dz > 0 za vsak f € Co(Q).

Dokaz. (i) = (ii). Naj bo {us} pozitivha simetri¢na normirana priblizna enota,
clyncn €C,xq,..., 2y €G in fo = Z?Zl ¢jLy;uq. Potem je

n
0< [ fa)@o@rds = 3 e [ [ ualar puae; ol iy
ij=1

Ker je funkcija ¢ zvezna, integrali konvergirajo proti (;S(xj_lxi), torej dobimo v limiti po «
tudi Z” ci6j¢(acj_1xi) > (.

(ii) = (iii). Ce je f € C(G), je z F(x,y) = f(x)f(y)o(y'z), z,y € G, definirana
funkcija F' v C.(G x G) (¢e je K = supp f, je suppF C K x K). Ce je € > 0, lahko
pokrijemo K x K s kon¢no mnogo odprtimi okolicami oblike U x V', tako da je variacija

funkcije F' na vsaki od njih pod e. Napravimo particijo mnozice K v disjunktne mnozice
Ei,...,Ey, tako da za x; € Ej velja |F(x,y) — F(x;,x;)| <, ¢e (z,y) € E; x Ej. Tedaj pa

je
[ nwswis= [ [ Fla)dady = 3 /] Pty =

> Fai, ) |Eil|Ejl + R="_ f(z:)|Eilf (x;)|Ejl¢(x; 'z:) + R,

i,j 1]
kjer je |[R| < >, ffEixEj |F(z,y) — F(z;,2;)|dzdy < ¢|K|?. Ker je ¢ > 0 poljuben, odtod
nujno sledi [(f*  f)(z)¢(x)dz > 0, sicer funkcija ¢ ne bi bila pozitivno definitna.
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(iii) = (i). Ce je f € LY(G), obstaja zaporedje funkcij f, € C.(G), ki po normi v
LY(G) konvergira proti f € L'(G). Tedaj velja tudi f; x f, — f** f v L'(G) in zato
S f)(@)o(x)dw = limy, [(f; * fo)(z)$(x)dz > 0.

5. Upodobitve Abelovih grup

V tem razdelku bomo spoznali, kako lahko unitarne upodobitve Abelove lokalno kom-
paktne grupe G izrazimo z njenimi nerazcepnimi upodobitvami. Pri tem je klju¢na iden-
tifikacija dualne grupe Gs spektrom grupne algebre L!(G), podana s preslikavo & D,
kjer za vsak f € LY(G) velja ®¢(f) = [ (x,&) f(z)dz (glej izrek I11.1.1). Na kratko bomo
pisali kar £(f) = ®¢(f) za € € G in f € LY(G). Poleg tega bomo uporabili spektralni izrek
za komutativne C*-algebre.

Kot posledico Schurove leme vemo, da so v primeru Abelovih lokalno kompaktnih grup
vse nerazcepne upodobitve enorazsezne, dane s karakterji, ki sestavljajo t.i. dualno grupo
(glej posledico trditve 1.5).

Hitro vidimo, da je tedaj grupna C*-algebra C*(G) izometri¢éno izomorfna algebri C’o(@),
saj je skupaj z L'(G) komutativna algebra za involucijo, multiplikativni funkcionali na
C*(G) (kot posebne enorazsezne upodobitve) pa so enoli¢ne razsiritve multiplikativnih
funkcionalov na involutivni Banachovi algebri L!'(G). Torej lahko spekter C*-algebre
C*(G) identificiramo z G.

Spektralni izrek

Spomnimo se, da je spektralna mera na o-algebri Borelovih mnozic v G z vrednostmi

v B(H;,) preslikava, ki vsaki Borelovi podmnozici E C G priredi ortogonalen projektor
P(FE) € B(H;) z lastnostmi:

P(0) =0, P(G) =1, P(ENF) = P(E)P(F) in P(U;Ej) = Y _ P(E;)

(krepka operatorska konvergenca) za paroma disjunktne mnocice E;, j = 1,2, ... Spektralna
mera P je regularna, ¢e je regularna skalarna mera F — (P(E)¢,n) za vsak &, n € H.

Potrebovali bomo naslednji spektralni izrek (glej [11], Theorem 1.54).

Izrek 1. Naj bo A komutativna Banachova involutivna algebra in ¢ neizrojena x—upodo-
bitev algebre A na Hilbertovem prostoru J. Potem obstaja ena sama regularna spektralna
mera P na spektru o(A) tako da je ¢p(a) = [adP za vsak a € A. Operator T € B(H)
komutira z ¢(a) za vsak a € A natanko takrat, ko velja TP(E) = P(E)T za vsako Borelovo
podmnozico E C o(A).

Obicajno uporabljamo ta izrek v primeru, ko je A komutativna C*-algebra z enoto I,
delujoca na Hilbertovem prostoru J{. Kadar nima enote, in to je pogosto primer pri grupni
C*-algebri, je treba nekaj ve¢ previdnosti (glej [11]), razdelek 1.5).

V razdelku III.1 smo karakterizirali topologijo dualne grupe G z enakomerno konver-
genco na kompaktnih podmnozicah v G (trditev III.1.1). Zaradi Pontrjagove dualnosti
isto velja tudi na grupi G. Posledica je naslednji koristni rezultat, ki ga bomo uporabili v
dokazu izreka 2.

Lema 1. Ce je {ua} aproksimativna enota v algebri LY(G), velja U, — 1 enakomerno
na kompaktnih mnoZicah v G.
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Dokaz. Naj bo K C G poljubna kompaktna podmnozica. Ce je € > 0, je po prejsnjem
premisleku V = {z € G; |(z,£) — 1| < € za vsak £ € K} okolica enote 1 € G. Za vsak «
z lastnostjo suppua C V in [uq(z)de =1 velja [ (&) — 1| = | [, ((z,£) — Dua(z)dz| < €

za vsak £ € K. To pomeni, da i, — 1 enakomerno na kompaktnih mnozicah v G.

Izrek 2. Naj bo 7 unitarna upodobitev lokalno kompakine Abelove grupe G na Hilber-
tovem prostoru H,. Obstaja ena sama reqularna spektralna mera P na dualni grupi G,
tako da je za vsak x € G

& w(@) = [P
in za vsak f € L*(G)

2) w(f) = /éﬁ(f)dP(&)-

Operator T € B(H,) komutira s w(f) za vsak f € LY(QG), torej v C(r), natanko takrat, ko
T komutira z vsemi projektorji P(E), kjer je E poljubna Borelova podmnoZica v G.

Dokaz. Mnozica {n(f); f € L'(G)}~ je C*-algebra operatorjev na prostoru H,. Spek-
ter algebre L'(@) identificiramo z G (izrek IIL1.1). Po izreku 1 obstaja ena sama spek-
tralna mera na G, tako da velja 7(f) = [a&(f)dP(€). Poleg tega velja Tn(f) = n(f)T
za vsak f € L'(G) natanko takrat, ko TP(FE) = P(E)T za vsako Borelovo podmnozico
E C G. Potrebno je torej pokazati edinole formulo m(z) = Ja(z,£)dP(E).

Od prej vemo (glej dokaz izreka 3.2), da je w(x) krepka limita operatorjev oblike m(L,uq ),
kjer je {uq} priblizna enota v L'(G). Po drugi strani je po definiciji £(f) za f € LY(G)

r(Loua) = /G &(Loug)dP(€) = /G /G (,€)(Lotua) (v) dydP(€) =
[ [ tea ) 8uate n)dyaPe) = [ @.6) [ . ualy)vdr(e) =
GJG G G
[<x,5>s<ua>dP<s> - ﬁ<x,s>aa<s—1>dp<5>.
G G

Ce pokazemo, da zadnji integral konvergira v sibki operatorski topologiji proti integralu
Jalz,£)dP (&), smo konéali.
Naj bosta u,v € Hy, € > 0in py, »(F) = (P(E)u,v) kompleksna regularna Borelova mera

na G. Zaradi regularnosti obstaja taka kompaktna mnozica K C G, da je ]uuvl(a\K) <e.
Potem lahko zapiSemo, upostevaje prejsnji racun

w(Laug) — z, u,v) = z, ) (Ua (E71) — uwl§) =

(7(Loe) /é< €)dP(€))u, v) /é< ) (@al€™) — 1)t (€)
/ (2, €) (T (EY) — 1)djian(€) + / (2, €) (T (E ) — 1)djian ().
K

O\K
Po lemi 1 je | [j(z, &) (Wa(§7Y) — Ddpun(§)] < €, zaradi [Ua(¢) — 1] < 2 pa tudi
| Sk (@6 (@a(€h) = 1)dpu,y(§)] < 2¢. Torej je

(r(a)u, ) =t (L)) = [ (02 €)diu (€)
G

«

To pa ravno pomeni, da je 7(z) = [5(z,£)dP(&).

Zgled 1. Naj bo spektralna mera P diskretna, tj. za vsako Borelovo podmnozico
E C G naj bo P(E) = Ycer P{E}). Tu je P({£}) pri vsakem £ € G pravokotni projek-
tor na Hilbertovem prostoru H;, njegova zaloga vrednosti naj bo podprostor He C ;.
Potem je H, = @P({g})yéo He, vsak podprostor He pa je invarianten za vsak operator

n(z), x € G. Ce je u¢ € H¢ poljuben vektor, iz (1) sledi w(z)ue = (x,§)ue. Torej je
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m()|3c, = (2, &) I3, = §(x)Is¢, se pravi, da je podupodobitev m|g¢, direktna vsota ner-
azcepnih (enorazseznih) med seboj identi¢nih upodobitev & (karakterjev). Teh je toliko,
kot je razseznost podprostora He. V celoti pa seveda velja m(z) = 3~ p(ey)20(2: E)P({E}),
tako da je m v tem primeru direktna vsota (kopij) nerazcepnih upodobitev.

Ce P ni diskretna spektralna mera, pomeni 7(x) = Ja(z,£)dP(€) direktni integral ne-
razcepnih upodobitev.

Zgled 2. Naj bo zdaj 7 leva regularna upodobitev Abelove grupe G na prostoru L?(G),
torej m(z)f = L.f za f € L*(G) in x € G. Ce je F Fourierova (Plancherelova) transfor-
macija na G, uporabimo na L, f njen inverz in dobimo za vsak n € G

L) = [ ) e )y = ()T o)
Ker je po drugi strani zaradi (1) res L, f = [5(z,£)dP (&) f, velja tudi

F (Lo f) = /J%ﬁ)d?‘l(P(&)f)-
G

Odtod vidimo, da mora biti
L@ odr ) = (@957,

Definirajmo zdaj vektorsko mero y z vrednostmi v L2(G) s predpisom p(E ) =xe(F71f)
za vsako Borelovo mnozico E. Hitro vidimo, da je ta vektorska mera stevno aditivna in
regularna. Za vsako omejeno merljivo funkcijo g na G, ki je limita enostavnih funkcij
oblike 7, ckxE, velja [7gdp=g- (F=1f). V posebnem primeru g(¢) = (z, ) je

/@<w,£>du(£) = (&, )T,

Vidimo, da za vsak x € G in vsak f € L*(G) velja

L@ oa Pon = [ e
Zaradi enoli¢nosti spektralne mere v izreku 2 to pomeni, da za vsako Borelovo mnozico
E velja T Y (P(E)f) = xg - (F~1f) oziroma P(E)f = F(xg - F~1f). Spoznali smo, da je
pri levi regularni upodobitvi na L?(G) spektralna mera iz izreka 2 dana za vsako Borelovo
mnozico E s predpisom P(E) = FM,,F 1, kjer je M,, operator mnoZenja s karakter-
isticno funkcijo xg.

Zgled 3. Kadar je G = R, izrek 2 pove, da za vsako unitarno upodobitev realne osi na
Hilbertovem prostoru H obstaja ena sama regularna projektorska mera P na G = R, tako
da za vsak x € R velja

(3) z) = /R 27 4P (£).

Ceje A= Jz EdP(€) (v splosnem neomejen) sebi adjungiran operator, lahko pisemo

7T($) — e?m'xA’

tako da je x — m(z) enoparametri¢na grupa z infinitezimalnim generatorjem A, (3) pa je
Stoneov reprezentacijski izrek za enoparametri¢ne grupe (glej Theorem 13.38 v [28]).
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V. poglavje : ANALIZA NA KOMPAKTNIH GRUPAH

Seznanili se bomo z osnovno teorijo upodobitev kompaktnih grup in Fourierovo analizo
na teh grupah in spoznali osnovne primere klasi¢énih matri¢nih grup nizke dimenzije.

Odslej naj bo lokalno kompaktna grupa G kompaktna, ne pa nujno Abelova. Spomnimo
se, da je Haarova mera na kompaktni grupi G hkrati levo in desno invariantna, tako da je
grupa unimodularna. Vedno bomo tudi predpostavili, da je normalizirana, se pravi, da je

G| = 1.

1. Upodobitve kompaktnih grup

Osnovni namen tega razdelka je dokaz, da je za kompaktno grupo G vsaka nerazcepna
upodobitev konéno razsezna in da je vsaka unitarna upodobitev direktna vsota nerazcep-
nih. Klju¢ do tega rezultata je naslednja trditev, ki pove, da za vsako unitarno upodobitev
lahko najdemo netrivialen kompakten operator, ki komutira z vsemi operatorji w(x), x € G.

Trditev 1. Naj bo m unitarna upodobitev kompaktne grupe G in u € H, poljuben enotski
vektor. Za vsak v € Hy definirajmo

Tv = / (v, 7(z)u)m(z)ud.
G
Potem je T netrivialen pozitiven kompakten operator na prostoru Hy in velja T € C(r).

Dokaz. Ocitno je T dobro definirana linearna preslikava iz H, v H, saj je x — m(z)u
zvezna funkcija z vrednostmi v H;. Hitro vidimo, da je linearna. V bistvu je povprecje
na grupi G po vseh pravokotnih projektorjih v — (v, 7(x)u)7(x)u ranga 1.

Ker je

<Tv,v):/<v,7r()>< uvdw—/|vﬂ' u)|?dz > 0,

G

je T pozitiven operator in celo netrivialen, saj je |(u, 7(z)u)[? > 0 na dovolj majhni okolici
enote 1 € G in zato (Tw,u) > 0. Zaradi kompaktnosti grupe G je funkcija z +— 7(z)u
celo enakomerno zvezna. Torej za vsak € > 0 obstaja taka particija grupe G na konc¢no
mnogo paroma disjunktnih podmnozic F1, Es, ..., B, in take tocke z; € Ej, da je neenakost
|7m(z)u — m(xj)u| < €/2izpolnjena za z € Ej (j =1,2,...,n). Potem imamo za = € E;

[0, 7(@)u)m(@)u — (v, 7 (2;)upm(z)ul <
v, (m(2) = m () (@)ul| + [[{v, 7 (z)u) (7 (x) = m(z)))ull < €]v].

Definirajmo

T.v = Z |Ej| (v, 7(zj)u)m(zj)u = Z/ v, m(xj)u)T(z;)ude.
j=1

Potem je za vsak v € H res tudi

[T = Tev|| < Z II/ (v, m(@)u)m(2)u — (v, 7(2))u)m(z;)u)de| < o],

|Ej]
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Ker pa je zaloga vrednosti operatorja T¢ linearna ovojnica vektorjev m(x;)u, j = 1,2, ..., n,
je T. operator konCnega ranga in zato T kompakten operator kot limita operatorjev
koné¢nega ranga. Iz

m(y)Tv = /(U,W(x)u>7r(y3:)udac = /(’U,W(y_lx)u)ﬂ(x)udx =

/ (n()v, w()u)m(z)udz = Tr(y)v,

ki velja za vsak y € G in v € H, pa vidimo, da T' komutira z vsemi operatorji 7(y), y € G,
oziroma, da je T' € C(m).

Izrek 1. Ce je grupa G kompaktna, je vsaka nerazcepna upodobitev za G konéno razseina
i vsaka unitarna upodobitev za G direktna vsota nerazcepnih upodobitev.

Dokaz. Denimo, da je 7™ nerazcepna upodobitev grupe G in T operator iz trditve 1.
Po Schurovi lemi je T' = cl, ¢ # 0, zaradi nerazcepnosti upodobitve w. Odtod sledi, da je
identi¢ni operator I kompakten in zato dim¥H, < co.

Zdaj naj bo 7w poljubna unitarna upodobitev grupe G in T spet kot v trditvi 1. Ker je op-
erator T kompaktne, netrivialen in sebiadjungiran (pozitiven), ima od ni¢ razli¢no lastno
vrednost. Ustrezni lastni podprostor M je konéno razsezen in invarianten tudi za vsak
m(x), z € G, saj je T € C(w). Torej ima upodobitev 7 kon¢no razsezno podupodobitev
oM (m™M(2) = 7(x)|n za vsak 2 € G). Ce ni Ze sama nerazcepna, vsebuje vsaj eno neraz-
cepno podupodobitev (sicer 7 razcepimo z uporabo trditve IV.1.2 v direktno vsoto dveh
podupodobitev itd.; s preprosto indukcijo takoj vidimo, da nas zaradi kon¢ne dimenzije to
takoj privede do nerazcepne podupodobitve). Spoznali smo, da je vsaka konéno razsezna
upodobitev kompaktne grupe direktna vsota nerazcepnih upodobitev in da ima potem tudi
vsaka unitarna upodobitev (konéno razsezno) nerazcepno podupodobitev.

Naj bo {M,} maksimalna druzina paroma pravokotnih nerazcepnih invariantnih pod-
prostorov upodobitve 7. Taka druzina obstaja po Zornovi lemi. Ce je N ortogonalni
komplement direktne vsote @, M, je po trditvi IV.1.2 tudi N invarianten podprostor in
podupodobitev 7N ima po razmisleku v prejsnjem odstavku nerazcepno podupodobitev.
To pa nasprotuje maksimalnosti druzine {M,}, razen v primeru ko je N = {0}. Torej je
Hr =P, Ma.

Véasih bomo podprostor M C K, ki je invarianten za 7 in na katerem je 7 nerazcepna
upodobitev, na kratko imenovali kar nerazcepen podprostor (za ).

Definicija 1. V primeru kompaktne grupe G naj G pomeni mozico ekvivalenc¢nih razre-
dov [r] (glede na relacijo unitarne ekvivalence) nerazcepnih unitarnih upodobitev 7 grupe

G.

Ta definicija je v skladu z definicijo dualne grupe CAJ, kadar je kompaktna grupa G
Abelova, saj so tedaj nerazcepne unitarne upodobitve grupe G ravno karakterji na G.

Splosno unitarno upodobitev odslej ozna¢imo z p. Razcep unitarne upodobitve p na
nerazcepne podupodobitve v sploSnem ni enoli¢no dolo¢en. Na primer, razcep identicne
upodobitve na Hilbertovem prostoru H razseznosti ve¢ kot 1, je odvisen od izbire baze v
H, razcep na razli¢ne ekvivalen¢éne razrede pa je enolicen v naslednjem smislu.

Trditev 2. Za vsak [r] € G naj bo My zaprta linearna ovojnica vseh invariantnih
podprostorov, na katerih je podupodobitev upodobitve p grupe G ekvivalentna upodobitvi .
Potem je My invarianten podprostor za p in velja Mz LMy, ée [n] # [n']. Za vsak neraz-
cepen podprostor N C My je podupodobitev p™N ekvivalentna upodobitvi .
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Dokaz. Invariantnost podprostora M, je oCitna. Naj bosta L, in L,/ poljubna ner-
azcepna podprostora, tako daje p®m ~ 7 in p* ~ /. Potem seveda p*t £ p+' saj
tudi 7 ¢ 7. Ce je P pravokotni projektor na podprostor L, hitro opazimo, da je
Pl € C(p™, p") = {0}, torej po Schuru Pl = 0 (glej trditev IV.1.5). To pomeni,
da je L, LL,/, od koder sledi tudi M, LM,.

Ce je N nerazcepen podprostor v M, mora obstajat vsaj en nerazcepen podprostor
L C M, z lastnostjo p~ ~ m, tako da za pravokotni projektor P na podprostor L velja
P(N) # 0. V nasprotnem primeru bi bil namre¢ podprostor N pravokoten na vsak tak L,
torej NLM,. Kot prej vidimo, da je Plx € C(pN, p*). Ker je Ply # 0, sta po Schurovi
lemi (trditev I1.1.5) obe podupodobitvi med seboj ekvivalentni in seveda ekvivalentni up-
odobitvi 7, torej p™N ~ p* ~ 7.

Poizreku 1 je H, = @, La, kjer so L, invariantni podprostori, na katerih je podupodobitev
pa = p~= nerazcepna. Kot prej zdruzimo tiste podprostore Lo, pri katerih je ekvivalentna
dani nerazcepni upodobitvi m v podprostor M . Potem je tudi

Ho= P Mr in Mz = P La,

[x]e@ Par~T

Razcep Mr = €@, . La ni enolicen, ¢e ni ze sam prostor My nerazcepen. Pokazali
bomo, da kljub temu vsak tak razcep vsebuje enako mnogo sumandov.

Definicija 2. Kardinalnost mnozice {«a; po ~ 7} imenujemo kratnost (multipliciteta)
ekvivalencnega razreda [m] v upodobitvi p in oznacimo z mult(7, p).

Kratnost nerazcepne podupodobitve je lahko tudi neskonéna.

Trditev 3. Za vsako nerazcepno upodobitev ™ unitarne upodobitve p velja
mult(m, p) = dimC(m, p).

Dokaz. Ce je M, = ®pa~7r Lo, naj za vsak « unitaren operator U, : H; — L,
posreduje unitarno ekvivalenco. Za u € Hy, ||ul]| = 1, naj bo v, = Usu za vsak a. Potem
je o¢itno {v,} ortonormirana mnozica v My, ki razpenja zaprt podprostor V. Opazimo,
da je dim V = mult(m, p). Poiskali bomo bijekcijo med V in C(, p).

Definirajmo preslikavo ® : C(m, p) — V s predpisom ®(7') = Tu za T € C(m, p). O¢itno
je ta preslikava linearna. Pokazimo najprej, da je injektivna. Denimo, da je ®(7") = 0.
Potem je tudi Tnw(z)u = p(x)Tu = 0 za vsak x € G. Torej je 0 # ker T invarianten
podprostor za nerazcepno upodobitev 7, torej ker T = H, oziroma T = 0.

Poleg tega je TH, konc¢no razsezen invarianten podprostor v H,, na katerem je up-
odobitev p ekvivalentna nerazcepni upodobitvi w. Ekvivalenca je dana z unitarnim oper-
atorjem U iz polarnega razcepa T' = U|T, saj za vsak z € G, v € H, velja

p(x)U|T v = p(z)Tv =Tr(z)v =U|T|r(x)v = Un(z)|T|v.

Torej je tudi TH, nerazcepen podprostor, se pravi v M, = ®pa~7r L. to pomeni, da
lahko zapisemo Tu = ZpaNﬂ Uy, Kjer so u, € L. Naj bo P, pravokotni projektor na
L. Potem se hitro vidi, da je P,T € C(7,pa), torej PoT = coUy, ker je po Schurovi
lemi C(7, po) enorazsezen prostor. To pomeni, da je ug, = PyTu = coaUau = covq €V za
vsak a in zato tudi Tw € V. Obratno, ¢e je v € V poljuben vektor, je v = ) cavq in
> leal? < o0, zato konvergira vrsta >°  cqUs zaradi paroma pravokotnih zalog vrednosti
operatorjev U, krepko v C(m, p,). Torej obstaja tak T € C(m,pa), daje T =) calUa.
Zato je v =17 cala = (3, calUa)u = Tu.

Vidimo, da je ® ne samo injektivna, ampa tudi surjektivna preslikava iz C(m, p) na V,
se pravi, da velja tudi dim C(m, p) = dim V. Toda razseznost prostora V je ravno kratnost
ekvivalen¢nega razreda 7] in dokaz je koncan.
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Za konec si oglejmo Se trditev o poljubni konéno razsezni upodobitvi kompaktne grupe.

Trditev 4. Naj bo p ne nujno unitarna upodobitev kompakine grupe G na koncéno
razseznem prosotru V, tj. poljuben zvezen homomorfizem iz G v grupo vseh obrmnljivih
linearnih operatorjev na V. Potem obstaja na V skalaren produkt, glede na katerega je
upodobitev p unitarna.

Dokaz. Izberimo poljuben skalaren produkt (-,-)o na V in definirajmo nov skalarni
produkt na V z integriranjem po grupi G (u,v € V)

(u, ) = /G (ol ), p(z)vhodz.

Zaradi invariantnosti Haarove mere je za vsak y € G

oy, p(y)v) = /G (play)u, pley)o)odz = /G (ple)u, pla)viodz = {u, v).

Torej je vsak p(y) surjektivna izometrija, se pravi unitarni operator na 'V in zato p unitarna
upodobitev grupe G na prostoru V, opremljenem s skalarnim produktom (-, -).

Novi skalarni produkt je v zvezi s starim preko pozitivno definitnega operatorja S, tako
da velja (u,v) = (Su,v)o za vsak u,v € V. Iz (p(y)u, p(y)v) = (u, v) sledi S{p(y)u, p(y)v)o =
(Su,v)o oziroma p(y~N)Sp(y) = S za vsak y € G. Ce je S = T?, T > 0, imamo
(T p(y='T)(Tp(y)T~') = I, tako da je m(y) = Tp(y)T~! unitaren operator, upodobitev
p pa pododobna unitarni upodobitvi w. To nas ne preseneca, saj kompkatna grupa
amenabilna (glej izrek 1V.2.2).

2. Peter-Weylov izrek

Pri Abelovi grupi G so elementi dualne grupe G karakterji, torej zvezne kompleksne
funkcije na G, v nekomutativnem primeru so elementi v G ekvivalen¢ni razredi nerazcep-
nih upodobitev, torej nikakor ne kompleksne funkcije. Do funkcij pa lahko pridemo s t.i.
matriénimi elementi.

Definicija 1. Naj bo 7 poljubna unitarna upodobitev kompaktne grupe G. Matriéni
elementi upodobitve 7 so funkcije ¢, : G — C, u,v € H, definirane za vsak z € G s
predpisom

(1) Pup(7) = (m(2)u, v).
Te funkcije so oc¢itno zvezne. Razlog za njihovo ime se skriva v posebni izbiri vektorjev

u,v. Ce zanju izberemo elementa ortonormirane baze {e;} v Hilbertovem prostoru 3,
dobimo element matrike, ki v izbrani bazi predstavlja operator m(x), torej za vsak 1, j

(2) i (2) = Pee; () = (w(2)ej, €i).
Linearno ovojnico vseh matri¢nih elementov dane upodobitve 7 oznac¢imo z £,. To je
podprostor v C(G), torej tudi v vseh podprostorih LP(G), p > 1.

Trditev 1. Podprostor €, je odvisen le od ekvivalenénega razreda [r], je invarianten
za leve in desne premike in dvostranski ideal v L'(G). Ce je dim H, = n < oo, je dim
& <n2

Dokaz. Denimo, da je 7 ~ 7. Naj bo U unitaren operator, ki posreduje ekvivalenco
med 7 in 7/, tako da je 7/(x) = Un(2)U~! za vsak z € G. Potem je ¢, »(x) = (7(z)u,v) =
(' (2)Uu,Uv) = ¢, 17, (7), tako da je vsaka funkcija, ki je matricni element za 7 tudi
matriéni element za 7’ in obratno. Poleg tega za x,y € G in u,v € H, imamo

¢u,v(y_1$) = <7T(y_1x)u’ U> = <7T(x)u777(y)v> = ¢u,w(y)v($)
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in

¢u,v(xy) = (W(wy)u, U> = <7T($)7r(y)u,v<: ¢w(y)u,v($)a
tako da je prostor &, invarianten za leve in desne premike. Je pa tudi dvostranski ideal v
LY(G). Neposredno se namreé¢ lahko prepricamo, da za vsak f € LY(G), u,v € H, velja

[ Py = ¢u,7r(?)v in ¢y * f= ¢7r(f)u,vv kjer je f(:(:) = f(a:*l) za vsak .
Nazadnje je pri pogoju dim H, = n podprostor &, napet na n? funkcij mij iz (2). Torej
je dim &, < n?.

Trditev 2. Cejen =T @M B ... DTy, je Ex = Z?Zl En;-

Dokaz. Ocitno je &, C &, saj je My, C H. Ce pa je u = Doy inv =370 v,
kjer sta uj,v; € Hy, za vsak j, je (m(z)uj,vx) = 0 za j # k. Torej je za vsak z € G

n

up(r) = (m(@)u,v) =Y Y (w(@)uj,vp) = Y (w(@)uz,vj),

j=1k=1 Jj=1
se pravi ¢, , = 2?21 Gujw; € E?:l 87rj'

7 matri¢nimi elementi bomo konstruirali ortonormirano bazo v L?(G). Odslej naj bo
d; = dim H,. Naslednja trditev je znana pod imenom Schurove ortogonalnostne relacije.

Trditev 3. Bodita m in © nerazcepni unitarni upodobitvi kompaktne grupe G in &,
& ustrezna podprostora, generirana z matricnimi elementi za ™ in 7', kot podprostora v
L?*(G). Potem velja:

(a) Za [w] # (7] je ExLE .
(b) Ce je {e;} ortonormirana baza za prostor H, in so m; funkcije iz (2), je mnoZica
{Vdxmij; 1,5 =1,2,...,d} ortonormirana baza za &.

Dokaz. Za vsak linearen operator 1" : H, — H,s naj bo

= 7r’a:*1 m(x)dx.
7= [ @ Tr(a)a

Potem jezay € G
Tr(y) = / 7' (2" DT (xy)de = / 7' (yaNTr(z)dx = 7' (y)T,
G G

tako da je T e C(m, 7). Izberimo poseben operator ranga ena, namre¢ Tu = (u,v)v’,
u,v € Hy in v € Hy. Potem za vsak u € Hy, v/ € Hy velja

(3)
(Tu,u’) = /G<T7T(x)u,7r (x)u')dx = /G<7r(:c)u,v><v , 7 (2)u')de = /quﬁum(x)qb;,’v,(az)d:v.

Po Schurovi lemi velja naslednje: Ce [x] # [], je T = 0, torej je &, L& zaradi (3) in
velja tocka (a). Ce paje n’ =, je T = cl. Izberimo v (3) vektorje u = e;, v’ = ey, v = e;,
v’ = ej in dobimo

/ Tij (:U)m/j/(x)dm = C<6i, 62-/> = 651'1'1.

G

Po drugi strani je cdy = tr T = Jotr(m(@ ) Tn(z))de = tr T = (ej,e;) = §;;, tako da je
¢ = djj/dy. Torej dobimo

*
dx

/mj(fU)Wi'j'(iU)diU: 0iir 057
G

kar pomeni, da je {\/drm;j; i,j =1,2,...,d;} ortonormirana mnozica v €. Ker pa je dim
Er < d2 po trditvi 1, je {Vdxm;;} ortonormirana baza za .
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Videli smo (glej trditev 1), da je podprostor &, C L%(G) invarianten za leve in desne
premike, torej za levo in desno regularno upodobitev, L in R, grupe G. Ce je m ne-
razcepna upodobitev, je €, konéno razsezen, torej zaprt podprostor. Kaj so nerazcepne
podupodobitve za L oziroma R na podprostoru £,7 Odgovor daje naslednji izrek, v
katerem nastopa tudi kontragradientna upodobitev 7, katere matri¢ni elementi 7;; so kon-
jugirani k matricnim elementom 7;; za upodobitev .

Izrek 1. Naj bo m nerazcepna upodobitev kompaktne grupe G in m;; njeni matricni
elementi, glede na bazo {e;} v Hy dani z (2). Za vsak i = 1,2,...,dr naj bo R; C Ex
podprostor, napet na i, T2, ..., Tin, (i-ta vrstica matrike (m;;)) in € C Ex podprostor,
napet na T, Ty, ..., Tp; (i-ti stolpec matrike (m;;)). Potem je podprostor R; invarianten za
desno reqularno upodobitev R in velja R® ~ m (ekvivalenco posreduje unitarni operator
Zj cje; — Zj ¢jmij). Prav tako je podprostor C; invarianten za levo regularno upodobitev

L in velja L% ~ 1 (ekvivalenco posreduje unitarni operator Zj cje; — Zj CjTji).

Dokaz. Glede na dano bazo v H; se upodobitev 7 izraza z matri¢nimi elementi v obliki

(4) w(2) (D cje) = Y mrj(@)csen
i k.

za vsak x € G. Zaradi w(yx) = w(y)m(z) je mij(yx) = >, min(y)mr;(x) za x,y € G, torej
Rymij = > ) mij(x)m, za x € G. Torej je za x € G

Rx(z Cjﬂ'ij) = ZCijﬂ'ij = Zﬂ'kj(x)cjﬂ'ik-
J J Ji.k

Primerjava s (4) izda, da za desno regularno upodobitev velja zgornji izrek. Podobno
dobimo za levo regularno upodobitev za vsak z € GG

Lo()eimi) = > mrg(a™egmin = Y Fr(@) e,
j?k ]7k

J

ker je za vsak x € G

mei (@) = (w(a ey, ex) = (ej, m(@)er) = (w(z)ex, €;) = mw(x) = Tjn(x).

Torej tudi za levo regularno upodobitev velja izrek.

Definicija 2. Postavimo & = span (U[W] c€x), prostor vseh konénih linearnih kombi-
nacij matri¢nih elementov vseh nerazcepnih upodobitev kompaktne grupe G.

Prostor G lahko imamo tudi za linearno ovojnico vseh podprostorov &, ko pretece m
vse konéno razsezne upodobitve grupe G, kar je analogija prostora vseh trigonometri¢nih
polinomov v klasi¢cnem primeru (ko je grupa G = T).

Trditev 4. Prostor € je algebra.

Dokaz. Zadosca pokazati, da so za poljuben par ekvivalen¢nih razredov [r], [7] € G,z
ustreznimi matricnimi elementi 7;;, w,’d tudi funkcije 7rij7r§d matri¢ni elementi neke konéno
razsezne upodobitve grupe G. Ta upodobitev je tenzorska upodobitev 7 ® ', ki deluje na
prostoru vseh matrik 7" (ki so operatorji iz H, v H,» v dani bazi) s predpisom (za x € G)

(r @7 )(2)T = 7(x)T7 (x71).

Baza v prostoru matrik so elementi matri¢ne enote ejj, zato so matri¢ni elementi za 7 ® 7’
za vsak x € G dani z

((m @ 7" (@)ej, ea) = (m(@)ejm (371, ein) = mij (2)Tp (a7 = 5 (@) 7 (2).
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Za naslednji izrek, ki je glavna sestavina Peter-Weylovega izreka, bomo dali dva dokaza;
prvi uporablja izrek Gelfanda in Raikova, drugi, ki je od njega neodvisen, pa je originalni
dokaz F. Petra in H. Weyla.

Izrek 2. Algebra € je gosta v C(G) v supremum normi in gosta v normi || - |2 v vsakem
prostoru LP(G) za 1 < p < oo.

Dokaz. (A) Zados¢a dokazati, da je algebra € je gosta v C(G). Po izreku Gelfanda in
Raikova ta algebra lo¢i tocke (ker za x # y obstaja nerazcepna upodobitev 7 z lastnostjo
m(x) # 7(y), vsaj en matri¢ni elment za 7 razlikuje med x in y). Poleg tega je simetri¢na, tj.
zaprta za konjugiranje (ker vsaki upodobitvi pripada kontragradientna podupodobitev) in
vsebuje konstante (ker je med konéno razseznimi upodobitvami tudi trivialna upodobitev
grupe G na enorazseznem prostoru C). Rezultat zdaj sledi iz Stone-Weierstrassovega
izreka.

(B) Ce je ¢ € C(G) realna simetriéna funkcija, je operator Ty, : L%(G) — L*(G),
definiran s konvolucijo Ty, f = ¢ * f za vsak f € L*(G), sebiadjungiran, z zalogo vrednosti,
vsebovano v C(G) (trditev 11.2.1). Ker velja || Ty flloo < [|fll2]|2)]l2, velja za vsak z € G
tudi

(5) [La(Typf) = Ty flloo < (Lath =) * flloo < I fll2llLat> — ¥ll2

Ce je torej B C L(G) omejena mnozica, je {Tyf; f € B} zaradi (5) enako zvezna in enako
omejena, torej po Arzela-Acsoliju relativno kompaktna, podmnozica v C(G). To pomeni,
da je linearna preslikava f — Ty f iz L?(G) v C(G) kompaktna, zato je kompakten tudi
sebiadjungiran operator Ty, : L%*(G) — L*(G).

Vsak lastni podprostor Lo, = {f; Tyf = af} je zaradi enakosti R,(v * f) = ¢ x R,
invarianten tudi za desne premike. Ce je a # 0, je dim L, < co. Naj bo {fi, fo, ..., fu}
ortonormirana baza za L, v primeru a # 0 in « — pji(x) = (Ry f, f;) matricni elementi
za upodobitev RLe. Torej za vsak k in vsak z,y € G velja

fe(yr) = Rafi(y) =D pin(x) f5(y)
j=1

in zato
Fel) = £ (1) pju().
=1

To pomeni, da je fr € Eg za vsak k oziroma L, C Eg C € za a # 0.

Znano je, da za sebiadjungiran kompakten operator Ty velja L?(G) = ®QEU(T¢) L.
Vsak f € L?*(G) lahko zapisemo v obliki vrste f = > fa, ki konvergira v L?(G) in
kjer so vsi sumandi f, € L. Potem je T f = Ea#o afq. To pomeni, da je podprostor
ENTyL*(G) gost v Ty L?(G) v supremum normi. Tu je bila ¢ poljubna realna sismetri¢na

zvezna, funkcija. Ker lahko za 1) izberemo elemente priblizne enote, sledi gostost algebre
& v L*G).

1z izreka 2, ki ga npr. dokazemo po drugi poti, takoj sledi izrek Gelfanada in Raikova.
Ce namreé za z,y € G za vsako nerazcepno upodobitev 7 velja 7(x) = 7(y), imajo tudi
vsi matri¢ni elementi isto vrednost pri z in y. Ker lahko po izreku 2 z njimi enakomerno
aproksimiramo vsako zvezno funkcijo na grupi G, mora biti z = y.

Posledica. L*(G) = ea[ﬂe@ Er
Dokaz. 1z vsakega ekvivalencnega razreda [r] izberimo en element. Zaradi trditve 3 so

podprostori €; med seboj ortogonalni, njihova linearna ovojnica pa je enaka &, ki je po
izreku 2 gosta v L?(G).
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Dosedanje ugotovitve povzemimo v en sam pomemben izrek.

Izrek 3 (Peter-Weyl). Naj bo G kompaktna grupa. Potem je algebra € gosta v supre-
mum normi v C(G) in velja L*(G) = @[w}eé Ex. Ce so matricni elementi m;; definirani
z (2), je {Ndxmij; 4,7 = 1,2,...,dx,[7] € G} ortonormirana baza v L2(G). Vsak [x] € G
se pojavi v desni in v levi regularani upodobitrvi grupe G s kratnostjo dr. Natancéneje, za
vsak i =1,2,...,dy je podprostor v €, (oziroma v Ex), ki ga razpenjajo elementi i-te vrstice
(oziroma i-tega stolpca) matrike (m;;) (oziroma (7;;)) invarianten za desno (oziroma levo)
regularno upodobitev, ki je na njem ekvivalentna upodobitvi .

Izrek 2 lahko uporabimo v naslednji karakterizaciji Liejevih grup.

Izrek 4. Kompaktna grupa G je Liejeva natanko takrat, ko ima G zvesto koncéno
razsezno upodobitev.

Dokaz. Denimo, da ima G zvesto upodobitev 7 na prostoru C". Potem je G izomorfna
kompaktni podgrupi 7(G) Liejeve grupe U(n). Toda znano je, da je vsaka zaprta podgrupa
Liejeve grupe spet Liejeva grupa.

Obratno, ¢e je G Liejeva grupa, obstaja odprta okolica U enote 1 € G, ki ne vsebuje
nobene podgrupe razen trivialne podgrupe {1} (to je ena od karakterizacij Liejevih grup,
glej [23], str. 105). Po izreku 2 je Nipjegher ™= {1}, torej N ]GG(ker 7\ U) = 0. Ker je
ker m\ U kompaktna mnozica, obstaja kon¢en nabor nerazcepnih upodobitev 7y, g, ..., T,
da je tudi N7_, (ker m; \ U) = (), se pravi Nj_yker mj C U. Ker je presek jeder podgrupa,
po deﬁn101J1 mnozice U velja ﬂ _ker m; = {1} To pomeni, da je 711 ® w9 P ... B m, zvesta
konéno razsezna upodobitev grupe G.

3. Fourierova analiza na kompaktnih grupah

Zaradi Peter-Weylovega izreka (izrek 2.3) in Schurovih ortogonalnih relacij (trditev 2.3)
za vsak f € L?(G) velja naslednji Fourierov razvoj

(1) Z Zcmm], kjer je cf; = dy /f z)mij(z)

[r]eG t:i=1

Razvoj (1) je odvisen od izbire baze in matri¢nih elementov ;;, lahko pa se temu
izognemo, Ce iz vsakega ekvivalen¢nega razreda nerazcepnih upodobitev izberemo po enega
predstavnika.

Fourierova transformacija

Definicija 1. Fourierova transformiranka funkcija f € L'(G) je druzina operatorjev
{f(ﬂ')}[w]eé, tako da je za vsak 7

2) ﬂm=[ﬁmmwﬂm=[ﬁunmdx

Ta definicija se v komutativnem primeru ujema z definicijo HI.2.1, kjer je m karakter
na Abelovi grupi G in H, = C. Opazimo tudi to, da je v resnici f(7) = 7(f)*, kjer je
= [ f(z)m(x)dz (upodobitev grupne algebre iz razdelka IV.3).

Ce v H, izberemo bazo, glede na katero je operator 7(z) predstavljen z matriko (mij(x)),
je v njej tudi operator f(m) dan z matriko (f(m);;), pri cemer je s koeficienti cf; iz (1)

3) Fimys = [ f@rte) e = [ fa)7(o) e = e/
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Ker pa je za vsak x € G

Z ciimij(z) = dr Z f(m)jimij(x) = dx Z[f(ﬂ)ﬂ'(l’)]]] = dﬂtr[f(w)ﬂ(x)],
0, J
je Fourierov razvoj (1) enak
(4) f="Y datr[f(m)n]
[x]eG

Opomba. Vrsta (4) ne konvergira nujno po toc¢kah (skoraj povsod) na G ampak le po
normi v L%(G), ¢e je seveda f € L?(G), saj velja isto za vrsto (1). Parsevalova enakost se
tedaj glasi (v obliki (1))

dx
IF13= 2" > 1P /dx

rleGii=1

115 =" datr[f(m)" (),

[7]eG
saj je f(m =[[f(x) zyY)dxdy in

datr[f(7)* f()] = dn //f y)tr (zyVdady = d //f Z”% 2y Vdady =

ali (v obliki (4))

dr dx dr  dr

dn// ;;MJ )mji(x Ydzdy = d //f ;;WU Vi (y)dady =
dr drn
dr ZZ(/f 7ng d$> /f 7['” dy— Z |Clj‘ /d
=1 j=1 ij=1

Ceprav je Fourierova transfromiranka iz definicije 1 zdaj druzina operatorjev (na pros-
torih H), ima nekatere podobne lastnosti kot Fourierova transformiranka na Abelovih
grupah. V tockah (b), (d) in (e) naslednje trditve bodimo pozorni na vrstni red!

Trditev 1. Za f,g € L'(G), a,b € C in x € G velja za vsako nerazcepno upodobitev T
kompaktne grupe G:

() (af + bg) (x) = af(x) + bii(r),
(b) (f * g)(x) = §(x) (),

() (£ () = Flx),

(d) (Lo f)(x) = F(mym(a),

() (Rof V() = () f(m)

Dokaz. Tocka (a) je ocitna. Pri tocki (b) upostevajmo definicijo konvolucije, zamenja-
jmo vrstni red integracije in uporabimo invariantnost integrala. Dobimo

(F a7 = [(F+9)(a) m—//f Yy —
[ 1w 1/ +V)dw)r(y~)dy = §ir) ).

Tudi pri tocki (c) ravnamo enako:

/f @ e = [ FaDna e = [ Fain(a)de = Fry

Tocki (d) in (e) dokazemo podobno z upostevanjem definicije levega in desnega premika.
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Karakterji upodobitve
Fourierovemu razvoju (1) ali (4) lahko damo $e drugo obliko.

Definicija 2. Ce je 7 konéno razsezna unitarna upodobitev kompaktne grupe G, defini-
ramo karakter x . upodobitve w s predpisom (z € G)

Xr(z) = tr w(x).

Karakter upodobitve je torej zvezna funkcija na grupi G. Opazimo, da je vrednost
karakterja pri vsakem x € G odvisna samo od ekvivalenénega razreda upodobitve .

Trditev 2. Za vsak f € LY(G) lahko zapisemo

(5) f: Z dTK‘f*Xﬂ'

[7] eq@

Dokaz. Formulo (5) dobimo iz (4), ker je za vsak x € G in vsak f € L(G)

~

©  ulfmn@] = [ fwurod = [ s = (7))

Kot smo videli pri izpeljavi formule (4), je f % xx = tr[f()7] linearna kombinacija
matri¢nih elementov za m, torej element podprostora &,. Zaradi Schurovih ortogonalnih
relacij (trditev 2.3), je f* xr = f, Ceje f € &4, in g* xr = 0, e gL f. Torej je preslikava
f — f * X pravokotni projektor iz L?(G) na €,. V posebnem primeru je za vsak par
nerazcepnih upodobitev 7, 7/

ofdr , [7] =[]
(7) Xr * Xn! = { ?]C 7 [71'] 7& [ﬂ_l]

Definicija 3. Funkcija f na grupi G se imenuje centralna ali razredna funkcija, ¢e je kon-
stantna na razredih konjugiranosti, tj. ¢e velja f(yxy~') = f(x) oziroma f(zy) = f(yz)
za vsak xz,y € G.

V primeru funkcije f € L'(G) zahtevamo, da zgornje relacije veljajo le skoraj povsod
na G. Zgled centralne funkcije je npr. vsak karakter konc¢no razsezne upodobitve, saj je
za vsak z,y € G

Xr(zy) = tr w(zy) = tr(w(z)7(y)) = tr(w(y)n(x)) = tr 7(yz) = x(yz).

Mnozico vseh centralnih funkcij v C'(G) bomo oznacili z ZC(G), mnozico vseh central-
nih funkcij v LP(G), p > 1, pa z ZLP(G).

Trditev 3. Prostori LP(G), p > 1, in C(G) so Banachove algebre za konvolucijo, pros-
tori ZLP(G) in ZC(G) so njihovi centri.

Dokaz. Po trditvi 11.2.1 in zaradi kompaktnosti grupe G in normalizirane Haarove
mere na njej velja. [1£ + gllp < fl1llglly < IfIpllgllp 7 f,g € IP(G) oziroma |If * glloe <
I llillglloo < IIfllocllglloo za f,g € C(G). To ze pove, da so Banachovi prostori LP(G) in
C(G) Banachove algebre.

Nadalje je za f, g € LP(G) inz € G res (fxg)(z) = [ [(zy~)g(y)dy = [ f(zy)g(y~")dy
n (g9 f)(z) = [g(y)fly"a)dy = [ f(yz)g(y ')dy. Torej velja f+g = g * f natanko
takrat, ko je [[f(zy) — f(yx)]g(y~')dy = 0. Ce je torej f € LP(G), je zadnja enakost
izpolnjena za vsak g € LP(G) natanko takrat, ko je f(xy) = f(yx) s.p. na G, torej, ko
je f € ZLP(G). Podobno je v C(G) izpolnjena enakost f x g = g = f za vsak g € C(G)
natanko takrat, ko je f € ZC(G). Centri Banachovih algeber LP(G) in C(G) so sestavljeni
natanko iz centralnih funkcij.
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Trditev 4. Ce je f € ZLY(Q) in [1] € G, je
drf % Xr = (/ f(@)xx(@)dz)xx
Dokaz. Naj bo f € ZL'(G). Za vsak = € G in vsako nerazcepno upodobitev 7 imamo

/f ywdy—/fwy17T()dy=

/ ) m(y)dy = / F)m(aydy = n(2)F(x).
G G

Torej je f(w) € C(m) in zato po Schuru f(w) = cI. Izracunajmo na obseh straneh sled,
pa dobimo

drcy = tr f(m /f )tr 7(x d:z—/f )er 7(z da:—/f 2)xr(2)

To pomeni, da je zaradi (6)

drf * Xr = dﬂ'tr( A(ﬂ-)ﬂ-) = dﬂtr(cﬂ'ﬂ-) = dpcstr ™= (/G f(x)Xﬂ'(x)dx)Xﬂ"

Trditev 5. Mnozica {xx; 7] € G} je ortonormirana baza v centru ZL*(G) algebre
L3(G).

Dokaz. Vemo 7e, da so vsi karakterji centralne funkcije, torej v centru algebre L?(G).
Zaradi Schurovih ortogonalnostnih relacij (trditev 3.3) so paroma pravokotni in normirani,

saj je Xn = ?;1 7. Po trditvah 2 in 4 je f = Z[W]Eé<'f7 Xx)Xr za vsak f € L?(G).
Sumacijska metoda

Fourierova, vrsta (1) ali (4) konvergira po normi v prostoru L?(G), ne pa, kot vemo ze
iz klasi¢ne Fourierove analize, ko je G = T, po normi v L'(G) ali enakomerno v C(G).
Tako kot v klasiénem primeru pa obstajajo ustrezne sumacijske metode, ki konvergenco
Fourierove vrste izboljsajo.

Naj bo zdaj f € LY(G) in g € L*(G). Potem je f * g € L*(G) in po trditvi 2 velja
f*xg= Z[w]e@ d(f * g) * X» po normi v L?(G). Lahko pa pokazemo Se vec.

Trditev 6. Za f € L'(G) in g € L*(G) konvergira naslednja vrsta enakomerno na G
mn velja
Frgxg= Y de(f*g*g)*Xn.

[7‘(‘]6@

Dokaz. Izberimo poljubno koné¢no podmnozico ¢ C G. Potem je zaradi centralnosti
karakterjev in njihovih ortogonalnih relacij (7)

Z dr(fxg)*Xr]* Z drg*Xn] = Z drdr (fxgxg)*(Xr*Xa) Z dr (fxg*g)*Xn-

[r]e® [r]e® [7],[7"]eP [r]e®

Prva dva faktorja sta v L?(G) in konvergirata proti f*g oziroma g v normi v L?(G), njuna
konvolucija pa je zvezna funkcija in zaradi ocene v trditvi I1.2.2 vidimo, da v supremum
normi konvergira proti f * g * g.

Trditev 6 je klju¢ do sumacijske metode. za vsako okolico U enote 1 € G lahko najdemo
po trditvi 1.1.3 tako okolico V' enote 1, da je invariantna za konjugiranje (taki okolici
re¢emo centralna okolica, ker za vsak z € G velja tudi 2V = V) in V2 C V3 C U.
Izberimo zdaj g = xv/|V| in ¥y = g*g. potem je 1y priblizna enota, sestavljena iz samih
centralnih funkcij, saj je ze xy centralna funkcija, ker je zy € V natanko takrat, ko je
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y € 7'V = Va~!, se pravi natanko takrat, ko je yz € V. Po trditvi 4 je Yy *xx = cu(7)Xr
za cy(m) = [ u(z)xr(z)dz. Torej je

Frvu =0 defrxa)*tv = Y cu(m)daf % Xr.

[r]eG [x]eC

Ker je ta vrsta hkrati enaka vrsti Z[ﬂ @ Ar (f*g%g)*Xx, konvergira po trditvi 6 enakomerno
k fx1y, zaradi lastnosti priblizne enote pa f*y konvergira k f (enakomerno, ¢e f € C(G),
oziroma po normi v LP(G), ¢e f € LP(G)). Konstante ¢y (7), ki sicer konvergirajo k 1, ko
U — 1, lahko imamo za sumacijske faktorje.

Posledica. Linearna ovojnica span {x»; 7] € G} je gosta v ZC(G) in v ZLP(G) za
1<p<oo.

Dokaz. Ce je f centralna funkcija, so éleni vrste S cy(m)d,f * Xx linearne kombi-
nacije karakterjev (trditev 4). Ker vrsta konvergira enakomerno in zato po normi v L?(G),
1 <p<oo, k fx1y in hkrati f * ¥y konvergira k f v ustrezni normi, dobimo gostost.

V naslednjem izreku bomo dolo¢ili spekter standardnih algeber centralnih funkeij. Videli
bomo, da se v bistvu ujema z G, tj. z mnozico ekvivalen¢énih razredov nerazcepnih up-
odobitev kompaktne grupe G.

Izrek 1. Naj bo A katerakoli od konvolucijskih algeber ZLP(G), 1 < p < oo, ali ZC(QG).
Za f € Ain[n] € G definirajmo hy(f) = dx J f(@)xx(x)dx. Potem je preslikava [w] — hy
bijekcija iz G na o(A), spekter algebre A, ki je homeomorfizem, ¢e opremimo G z diskretno
topologijo.

Dokaz. Vsak h, je omejen linearen funkcional. Se veé, po trditvi 4, relacijah (7) in
centralnosti karakterjev je

ha(f % 9)Xm = A3 f % g% Xr = Ao f % g% X % Xor = Ao f % X % g % X =
Al (f)ha(9)Xn * Xz = ha(f)hr(9) X,
tako da je h, multiplikativni funkcional na A, torej h, € o(A). Obratno, ce je h € o(A)
poljuben multiplikativen funkcional, je po trditvi 4

h(xx)h(Xx') = h(Xr * Xrr) = { g(XW)/dW m 7:& m

Torej je h(xx) = 0 ali h(xz) = 1/ds; poleg tega je h(xz) # 0 le za en 7, npr. za ™ = m.
Tedaj je h = hy, , ker je linearna ovojnica karakterjev po zadnji posledici gosta v A. Ker
je torej {hr} = {h € 0(A); h(xr) # 0}, je {hz} odprta mnozicaza vsak 7 in topologija na
o(A) je diskretna.

Razdelek zaklju¢imo z naslednjo zanimivo uporabo splosne teorije upodobitev kompak-
tnih grup pri konénih grupah.

Trditev 7. Naj bo G koncna grupa. Potem je mo¢ mnoZice G enaka stevilu konjugira-
nostnih razredov v G, vsota Z[W] G d2 pa enaka redu grupe G.

Dokaz. Ker je {xr; [7] € G} baza v prostoru centralnih funkcij (trditev 5), isto pa
velja za mnozico vseh karakteristicnih funkcij konjugiranostnih razredov (saj so centralne
funkcije na njih konstantne), sta obe mnozici enako moc¢ni. ker pa je E[ﬂ @ d? = dim

L?(G) = dim(vse funkcije na G) = [{xjs); = € G}|, je vsota Z[ﬂe@ d? enaka stevilu

elementov v G, torej redu grupe G.
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4. Nerazcepne upodobitve grup SU(2), U(2) in O(3)

Opisali bomo nerazcepne upodobitve in razcep prostora L?(G) najprej za grupo G =
SU(2), rezultate pa potem uporabili pri sorodnih grupah O(3) in U(2).

Grupa SU(2)

Trditev 1. Grupa SU(2) vseh unitarnih kompleksnih matrik reda dve z determinanto 1

a —b }, kjer sta a,b € C in |a|*> + |b]* = 1.

je sestavljena iz matrik oblike U, p = [ b @

Dokaz. Stolpca unitarne matrike U € U(2) morata biti ortonormirana, zato je matrika
oblike U = [ ‘g fi ] kjer velja |al? + [b2 = |c|2 + |d|?> = 1 in a¢ + bd = 0. Odtod dobimo
(c,d) = €"(—b,a) za 0 € R. Torej je det U = e?(|a|? + |b|?) = €%, tako da je U € SU(2)
natanko takrat, ko je €’ = 1. Torej lahko pisemo

S kratkim ra¢unom ugotovimo, da je Ua_b1 = U}, = Ug —p in da deluje matrika (se pravi,

<

a —

U—Ua,b—[b

S|

cela grupa SU(2)) na C? s predpisom U, (2, w) = (az — bw, bz + aw).
Korespondenca U,y < (a,b) = Ugp(1,0) identificira mnozico SU(2) z enotsko sfero
S3 c C?=R%

V grupi SU(2) lahko najdemo tri posebne in zanimive enoparametri¢ne podgrupe z el-
ementi:
etf 0
@ FO)= | ) 0 | 0eR

(b) G(9) = [ cosg —sing } pER,

sing  cos¢

| cosy isiny
(c) H(v) = [ isinty  cos ]’ Y ER.
Trditev 2. Vsak element U € SU(2) je konjugiran natanko eni matriki oblike F(0),
kjer je 0 < 6 < .

Dokaz. Vsaka unitarna matrika je normalna, se pravi diagonalizabilna, tako da ob-

staja unitarna matrika V € U(2) z lastnostjo VUV ! = [ % g ] Ce je U € SU(2),

je det U = 1, torej B = @, tako da je VUV ™! = F(0), kjer je § € [~m,n]. Zamen-
jajmo V z (detV)~Y2V, pa lahko vzamemo, da je V € SU(2). Ker lahko v SU(2)
izracunamo F(—0) = H(w/2)F(0)H(—n/2), je matrika U konjugirana matriki F(0) za
0 < 0 < 7. Nazadnje vidimo, da matriki F'(¢;) in F'(f2) nista konjugirani (niti podobni)
za 0 < 01 # 0 < 7, saj imata tedaj razli¢ni lastni vrednosti.

Da se pokazati, da je v identifikaciji grupe SU(2) z enotsko sfero S C C? mmnozica
{F(#); 0 <6 < x} ravno poldnevnik (meridian), ki povezuje severni pol (1,0) z juznim
polom (—1,0), parameter 6 pa meri kot do severnega pola (zemljepisno §irino”). Konjugi-
ranostni razredi so po trditvi 2 ravno ploskve s konstantno Sirino 6.

Posledica. Za vsako zvezno centralno funkcijo f na grupi SU(2) je foF zvezna funkcija
na intervalu [0, 7|, preslikava f — f o F pa x—izomorfizem algeber iz ZC(SU(2)) na
C([0,]).
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Polinomi

Naj bo P prostor vseh polinomov dveh kompleksnih spremenljivk, torej vseh polinomov
oblike P(z,w) = Zj,k cjkzjwk in naj bo P,, podprostor vseh homogenih polinomov stopnje
m, se pravi polinomov oblike P(z,w) = ZT:O cjzj w™ 7. Ce je o normalizirana povrsinska
mera na enotski sferi $2, naj bo

(P.Q)= [ PZQZa0(2)

skalarni produkt na P, podedovan iz L?(c) (seveda P ni zaprt podprostor v L?(G), pac pa
so taki vsi podprostori homogenih polinomov, ker so kon¢morazsezni).

Pokazali bomo, da monomi z/w”* sestavljajo ortogonalno mnozico v P. Namesto karte-
zijskih koordinat (z,w) bom uvedli polarne koordinate (r,Z’), tako da bomo postavili
Z = (z,w) = rZ', Kjer je r = |Z| = (|2|> + |w*)"/? in Z’ € S3. Lebesguovo mero na
C? = R* oznac¢imo z d*Z, Lebesguovo mero na C = R? pa z d?z oziroma d?w. Torej je
d*Z = d*zd*w = cridrdo(Z'), kjer je ¢ = o(S?), povrsinska mera enotske sfere S3. Kot
bo sledilo iz dokaza naslednje trditve, je ¢ = 272

Trditev 3. Ce funkcija f: C?> — C zadosca pogoju f(aZ) = a™f(Z) za a > 0, velja

’ N ; —1Z? 4
[ 1202 = s | 1@ P,

Dokaz. Integrirajmo z uporabo polarnih koordinat:

f(Z)e_|Z|2d4Z = c/ f(’I“Z/)e_TZT?)dO'(Z,)d’I“ =
C2 0 53

2

Ce tu izberemo konstantno funkcijo f = 1 in upostevamo, da je tedaj m = 0, dobimo

o0 4
C:/ 7Ptz = (/ e_t2dt> = 72
2 2 oo

Ortogonalnost monomov je zdaj razmeroma hitra posledica zgornjega racuna.

c/oo Tm+3e_r2d’f‘ | f(Z/)dJ(Z,) _ %F(lm + 2) ‘ f(Z/)dJ(Z’).
0 53 5

Trditev 4. Za nenegativna cela Stevila p,q,r, s velja:

g 0 gF#palis#r
P=4q,,"755 — ’
/ng Flw'wrdo(z,w) {p!r!/(p—i—r—l—l)! , ¢g=pins=r

Dokaz. Po trditvi 3 je

1
/ Pz wido(z,w) = i / zpzqe_|22d2z/ w2 e P 2w
53 7T2F(§(p+q+7"+3)+2) C C

Ta dva integrala izracunamo z uporabo polarnih koordinat. Dobimo

—0o0
Petg—laf g2, — (=)0, ptat1 =1 g0 — 0 . q#p
¢ 0 mpl

q=p

in podobno drugi integral. Skupaj dobimo Zzeljeni rezultat.

Trditev 5. Podprostori P, v L?(c) so paroma pravokotni, ortonormirana baza za P,

pa je mnozica
| .
{ L—i_l)'zjwm—J; 0< ] < m} .

' (m —j)!
Dokaz. Je posledica prejsnje trditve.
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Nerazcepne upodobitve

Grupa SU(2) deluje na prostoru polinomov P na naraven nacin preko leve regularne
upodobitve, ki jo bomo zdaj oznagcili s 7, torej po predpisu

(1) T(Ugp)P(z,w) = P(U;bl(z, w)) = P(az + bw, —bz + aw).

Seveda so podprostori homogenih polinomov P, invariantni za 7. Podupodobitev
oznacimo s m,,,. Pokazimo, da je vsaka od podupodobitev 7, nerazcepna.

Trditev 6. Naj bo M podprostor v P, invarianten za w. Ce je P € M, velja tudi
z(OP/0w) € M in w(OP/0z) € M.

Dokaz. Naj bo G(¢) kot v tocki (b) na zatetku razdelka. Za vsak ¢ # 0 lezi poli-
nom (7(G(¢))P — P)/¢ v M, torej velja isto tudi za limito (d/d¢)m(G(¢))P|e=0 (saj je
podprostor M konéno razsezen in zato zaprt). Izracunajmo:

d d P P
%W(G((b))Pw:O = %P(z cos ¢ + wsin ¢, —zsin ¢ + w cos @) |p—0 = w%z - Zgw
in vidimo, da je w%—f - Zg—fz € M. Podobno spoznamo da za H (1)) kot v tocki (c) z zacetka
oddelka velja w%—f + zg—i = —i%w(ﬂ(w))ﬂw:o € M. Sestejmo in odstejmo, pa dobimo
iskani rezultat.

Izrek 1. Za wvsako celo stevilo m > 0 je m,, nerazcepna upodobitev grupe SU(2) na
prostoru P,.

Dokaz. Naj bo M invarianten podprostor v Py, in P(z, w) = > 7%, ¢jzw™ 7 netrivialen
element v M. Ce je J najveéji indeks z lastnostjo ¢y # 0. Potem je

J
< 0 ) P(z,w) = cyjJlw™.

Yoz

Po trditvi 6 je w™ € M. Ce na w™ uporabimo operator z(9/0w) veckrat zapored, dobimo
po vrsti zw™ ™t € M, 22w™ 2 € M, ..., 2™ € M. Torej je M = P,,.

Naj bo zdaj xm karakter upodobitve mp, in X%, = Xm o F. Hitro vidimo, da so elementi
Zwm™ I, 5 = 0,1,2,...,m, ortogonalne baze v P,, za vsak 0 lastni vektorji operatorja
Tm(F(0)), saj za vsak j velja

T (F(0)) (2 w™ ) = ! (2= 234ym=7
Torej imamo za vsak 6 € [0, 7]

m i(m+2)0 _ —im0 i(m+1)0 _ _—i(m+1)0 :
i(2i—m e e e e sin(m + 1)0
@) 0= e = - - olmt 6,
7=0

20 _ 1 T — 9
Izrek 2. SU(2)" = {[mm]; m > 0}.

Dokaz. Najprej ugotovimo, da so upodobitve m,, vse med seboj neekvivalentne, saj
imajo med seboj razli¢no razseznosti in zato razli¢ne karakterje. Zaradi (2) imamo za vsak
6 € [0,n]

Xo(0) = 1, x}(8) = 2cos,
2 (8) = 0.y (0) = sin(m + 1)0' sin(m — 1)0 9 cosmf
sin @
za m > 2. Torej je linearna ovojnica span {x?; m > 0} enaka linearni ovojnici span
{cosm#; m > 0}, za katero pa vemo, da je enakomerno gosta v C([0, r]).
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Upostevaje posledico trditve 2 vidimo, da je linearna ovojnica span {x,,; m > 0}
enakomerno gosta v prostoru centralnih funkcij na SU(2). Torej je 0 edina funkcija, ki
je pravokotna na vse karakterje x,,. Iz trditve 3.5 tedaj vidimo, da so x.,, vsi nerazcepni
karakterji.

Opomba. Iz (2) vidimo, da so karakterji, ki so tako in tako odvisni le od konjugiranos-
tnega razreda, realne funkcije.

Matriéni elementi

Izracunajmo matri¢ne elemente upodobitve 7, glede na ortonormirano bazo {e;} pros-
tora P, iz trditve 5, se pravi, glede na funkcije (5 =0,1,2,...,m)

(m+1)!
jl(m — j)!
Vidimo, da je v tem primeru dr, = dim®P,, = m + 1. Zaradi enostavnosti oznacimo

krajse my,(a,b) = my,(Uyyp). Matricni elementi glede na izbrano ortonormirano bazo so
potem funkcije iz C? v C, definirane s predpisom

(a,b) — m¥(a,b) = (mm(a, b)e, e;).

ej(z,w) = J™=J,

Spomnimo se, da je delovanje grupe SU(2) na protoru P,, dano z (1). Za vsak k =
0,1,...,m imamo torej z razvojem slike k-tega stolpca matrike 7, (a,b) po bazi

(m+1)!
Kl(m — k)]

% / 1)!
Zﬂ]kabe]zw :Z m+ ﬂ]k(a b) 2l w™ .
j=

Primerjajmo zacetek in konec, pa v1d1m0, da za vsak k = 0,1,...,m in poljubna z,w € C
velja

(@z 4 bw)*(—=bz + aw)™* = [mn(a,b)ey] (z, w) =

(3) Z k' ij (a,b)22w™ 7 = (@z + bw)* (=bz + aw)™*
Jl(m —

Odtod lahko izracunamo 7rm a,b) tako, da razvijemo desno stran po potencah spremenljivk
z in w ter primerjamo koeficient pri monomu z7w™ 7.
V posebnem primeru pri k = 0 (zacetni stolpec) dobimo z uporabo binomskega obrazca

m 1)7 , .
Z 7r]0(a b)Zw™ I = (—bz + aw)™ :ZJE a™ I ™,
=

Odtod najdemo
70a,b) = (1)1 = pami = — L (pa).
Jlim —j)! m+1
Deﬁnirajmo U: P, — Py s predpisom (UP)(z,w) = P(—w,z) za vsak z,w € C.
Potem je 7rm = Ue;/vVm 1 Ker se lahko hitro prepricamo, da je U unitaren op-

erator, vidimo, da funkcije 7rm, tj. elementi zaCetnega stolpca, razpenjajo isti prostor
P (faktor vm+1 = y/dr,, se pojavi, ker je norma teh funkcij enaka 1/\/dx,,).
Peter-Weylovem izreku je podupodobitev na podprostoru, napetem na elementih prvega
stolpca, ekvivalentna kontragradientni upodobitvi 7,,. Kontragradientna upodobitev v
tem primeru deluje s predpisom

(4) (T (Uap) P)(2,w) = P(az + bw, —bz + aw).




137

Hitro vidimo, da je potem
(U (a, b)) UP)(z,w) = (m(a,b)UP)(w, —2) = (UP)(az 4+ bw, —bz + aw) =
P(az + bw, —bz + aw) = (Fm(Uap) P) (2, w).

Torej je kontragradientna upodobitev 7, ekvivalentna osnovni upodobitvi m,,.

Podobno spoznamo, da elementi zadnjega stolpca W,];lm, 7=0,1,2,...,m razpenjajo kon-

jugiran prostor Py, saj za vsak a,b € C velja 7, (a,b) = ej(a,b)/v/m + 1.

Nekaj lahko povemo tudi o elementih poljubnega drugega stolpca matrike (ﬂ'#f ). Zaradi
oblike enakosti (3), iz katere dolo¢imo m3¥(a,b), vidimo, da je to polinom v spremenljivkah
a,b,a,b in sicer homogen stopnje m — k v spremenljivkah a,b ter homogen stopnje k v
spremenljivkah @,b. Recemo, da je bihomogen, dvostopnje (m — k, k). Poleg tega je
harmonic¢na funkcija na C? = R*. Zadoséa namre¢ Laplaceovi enachi

02y n &2mhy N O2mir N ik
0x? 0y? Ou? ov?

kjer je a = x 4+ iy in b = u + iv. To vidimo iz tega, ker je pri vskem z,w € C desna stran
harmoniéna funkcija (potem morajo biti harmoniéni tudi koeficienti). Slednje pa najlazje
spoznamo tako, da Laplaceov operator izrazimo v kompleksnem

0? 0? 0? 0? 0? 0?

—t+—+ -+ =4 4——

02 o2 "0 T 902 “0ada " ovab
in ga uporabimo na desni strani enakosti (3). Z neposrednim odvajanjem dobimo rezultat
0.

=0,

Povzemimo dogajanje v zvezi z upodobitvami grupe SU(2). Ce jo identificiramo z
enotsko sfero $3 v C?, vidimo, da je Peter-Weylov razcep L*(SU(2)) = @,,50Erm Vv
resnici razvoj s kvadratom integrabilne funkcije na sferi po sfericnih harmoni¢nih funkci-
jah. Nadaljnji razcep Er,, = @, y=m Tp.g» kier je 3, = span{mi ; 0 <j < p+q}, pa
te harmonic¢ne funkcije grupira glede na njihovo dvostopnjo bihomogenosti.

Grupa SO(3)

Pokazali bomo, da je grupa SU(2) skoraj identi¢na grupi SO(3) vseh vrtenj (rotacij)
realnega prostora R®. Spomnimo, se da SU(2) vsebuje tri enoparametri¢ne podgrupe F(6),
G(¢) in H(v), kjer so 6, ¢,1 € R. Potem vsebuje tudi njihove infinitezimalne generatorje

F’(O):H _‘2] G’(O):[(l) ‘(1)] H/(O):[g ”

Napnimo na te tri matrike realen linearen prostor vseh poSevno simetri¢nih matrik reda 2,
ki imajo sled enako ni¢. To je tako imenovana Liejeva algebra su(2) grupe SU(2). Lahko
jo identificiramo z R3 s preslikavo

it —u+w
(t,u,v) — X (t,u,v) = tF'(0) + uG'(0) + vH'(0) = [ wt i it ] :

Konjugacija na sami grupi SU(2) inducira posebno upodobitev grupe SU (2) na prostoru
su(2), ki jo imenujemo adjungirana upodobitev in je definirana s predpisom

AdU)X =UXU L,
Kratek racun namre¢ pokaze, da je Ad(Uqp) X (t,u,v) = X(t',4/,v"), kjer je
t' = (la* = |b|*)t + 2(Im ab)u — 2(Re ab)v,

(5) o+ v’ = 2iabt + (@ + b?)u +i((@ — b*)v.
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Odtod najdemo dvoje:
(a) kerAd = {I,—1}, saj iz (5) vidimo, da je Ad(U,p) = I natanko takrat, ko je b =0 in
a? =1,
(b) Ad(F(8))X (t,u,v) = X(t,ucos26 + vsin 26, —usin 20 4 v cos 26),
Ad(G(¢)) X (t,u,v) = X (tcos2¢p — vsin2¢, u, tsin 2¢ + v cos 2¢),
Ad(H ()X (t,u,v) = X (tcos 2t + usin 2¢p, —t sin 2¢ + w cos 24, v).

Ce torej identificiramo su(2) z R?, pomenijo Ad(F(0)), Ad(G(¢)) in Ad(H(¢)) vrtenja
za kote 26, 2¢, 21) okrog osi t, osi u oziroma osi v (Eulerjeve rotacije).

Izrek 3. Ad(SU(2)) = SO(3) in zato SO(3) = SU(2)/{I,—1I}.

Dokaz. Da se pokazati (in to je dovolj), da je grupa SO(3) generirana z vrtenji okrog
koordinatnih osi. To sledi iz dejstva, da je za vsak T' € SO(3) ena lastna vrednost enaka 1,
drugi dve pa sta konjugirano kompleksni in po absolutni vrednosti enaki ena, kar pomeni,
da je T rotacija okrog neke osi. Z rotacijo okrog dveh koordinatnih osi lahko vedno
dosezemo, da se os vrtenja za T ujema z eno od teh dveh koordinatnih osi.

Posledica. Naj bodo 7, nerazcepne upodobitve grupe SU(2). Potem je SO(3)” =
{lpr]; k=0,1,2,...}, kjer je pp(Ad(U)) = mar(U).

Dokaz. Po izreku 3 so upodobitve za SO(3) natanko tiste upodobitve za SU(2), ki so
trivialne na mnozici {I, —I'}. Ker po definiciji nerazcepnih upodobitev m, grupe SU(2)
velja m, (—I) = (—1)"™I, dobimo iskani rezultat.

Grupa U(2)

Znano je, da je edini operator, ki komutira z vsemi unitarnimi operatorji na nekem
Hilbertovem prostoru skalarni veckratnik identitete. Torej je center grupe U(2), tj. mnozica
vseh unitarnih matrik reda 2, ki komutirajo z vsemi elementi iz U(2), enak Z = {eI; 0 €
R} = T. To sledi tudi iz Schurove leme, saj deluje U(2) nerazcepno na prostoru C2.

Definirajmo preslikavo iz produktne grupe Z x SU(2) = {(?I,U); § ¢ R,U € SU(2)}
v grupo U(2) s predpisom (eI, U) +— e?U. Ta preslikava je homomorfizem grup. Poleg
tega je surjektivna. Ce je namre¢ V € U(2) poljuben element, izberimo @ tako, da je det
V = €% Potem za U = eV velja €U = V. Jedro preslikave pa je enako mnozici
{(I,I),(—=1,—1I)}. Torej imamo po osnovnem izreku o homomorfizmih grup

U(2) =(Z x SU@2)/{, 1), (=1, =)} = (T x SUQ2))/{(L, 1), (=1, =1)}.

Odtod lahko dolo¢imo nerazcepne upodobitve grupe U(2). Naj bo p taka upodobitev.
Komponirana s faktorsko preslikavo, je to nerazcepna upodobitev za Z x SU(2). Za vsak 0
je p(e?I) € C(p), zato proporcionalen identiénemu operatorju I na H,, se pravi p(e?I) =
¢(0)I. Ker mora biti to unitaren operator, je c(d) € T, torej ¢ karakter na T. Zato obstaja
tak n € Z, da je p(e?I) = ¢™°I. Po drugi strani, ée je M poljuben invarianten podprostor
za zozitev p|SU(2), je invarianten tudi za p, saj je

p(eU) = p(e1-U) = p(¢”I)p(U) = €I - p(U)

za vsak U € SU(2). Torej je tudi p|gy(2) nerazcepna upodobitev (za grupo SU(2)), zato
ekvivalentna eni od nerazcepnih upodobitev m,, m > 0, ki jih Zze poznamo. Tedaj je
p ekvivalentna produktu nerazcepnih upodobitev. Do ekvivalence natanéno lahko torej
predpostavimo kar enakost, tj. da za vsak U € SU(2) velja

(6) p(e0) = ¢, (U)

Ker pa je /™I = —I, imamo za vsako nerazcepno upodobitev p oblike (6) enakost (—1)"I =
Tm(—1) = (—=1)™1, torej morata imeti m in n isto parnost (tj. sta hkrati deljiva z 2).
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Obratno tudi velja: pri pogoju iste parnosti je z (6) dobro definirana nerazcepna up-
odobitev p grupe U(2). Razlicna m ali n dasta neekvivalentni upodobitvi, ker sta tedaj
njuni zozitvi na SU(2) ali na Z neekvivalentni. Dokazali smo naslednji izrek.

Izrek 4. Dualni objekt grupe U(2) je enak
U2) = {lpmn); m>0, ne€Z, m=n (mod2)},
kjer je pmn(e?U) = ™7, (U) za § € R in U € SU(2).

Upodobitvam p,, , lahko damo Se drugo obliko. Definirajmo pgk(eieU) = pgk,g(ewU )=
Tok(U) in pog41(e?U) = poy1.1(e?U) = €¥79p41(U). Potem je za vsak V € U(2) in vsak
k>0,j€Z

2,25 (V) = (det VY por (V) in pogr1,2i41(eU) = (det V') pog1 (V).
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DODATEK

A. Nekaj izrekov iz teorije grup

Eden osnovnih algebrai¢nih izrekov o grupah govori o tem, kdaj lahko homomorfizem
grup h: G — G’ faktoriziramo skozi faktorsko grupo G/H.

Izrek 1. Naj bo H podgrupa edinka v G in q: G — G/H kanonski homomorfizem. Ce
je h homomorfizem iz grupe G v poljubno grupo G’ lastnostjo h(z) = 1 za vsak x € H,
obstaja natanko dolocen homomorfizerm h : G/H — G’, tako da velja h = hoq.

Dokaz je preprost (glej [34], str. 52).

Véasih moramo poznati strukturo konénih Abelovih grup, o ¢emer pripoveduje naslednji
izrek.

Izrek 2. Naj bo G konéna multiplikativna Abelova grupa. V G obstajajo elementi
ai,ag, ...
vy @y, T > 1, 2z naslednjimi lastnostmi: Vsak element x € G lahko na en sam nacin
zapisemo kot produkt v obliki x = ai'ay?...alr. Ce je pi red elementa ay, za vsak k =

1,2,...,7r, je pur deljiv z pgy1. V zgornjem zapisu je 0 < v < py, za vsak k.

Za dokaz glej [34], str. 218.

B. Nekaj izrekov iz topologije
Izrek Tihonova

Izrek 1. Naj bodo X, (neprazen) kompakten Hausdorffov topoloski prostor za vsak c.
Potem je topoloski produkt [ [, X« (neprazen) kompakten Hausdorffov topoloski prostor.

Dokaz glej npr. v [12], str. 136. Karteziéni produkt je neprazen po aksiomu izbire.
Opremljen s produktno topologijo, tj. najsibkejso topologijo, v kateri so vse projekcije na
posamezne komponente (koordinatne preslikave) zvezne, postane topoloski prostor. Ce so
vse komponente Hausdorffovi prostori, je tudi topologki produkt Hausdorffov.

Arzela-Ascolijev izrek

Druzina zveznih funkcij F C C(X) na topoloskem prostoru X je enako zvezna v tocki
x € X, e za vsak € > 0 obstaja okolica U tocke x z lastnostjo |f(y) — f(z)| < € za vsak
y € U in vsak f € F. Druzina je enako zvezna, Ce je enako zvezna v vsaki tocki iz X.
Recemo, da je druzina F po tockah omejena, ¢e je mnozica {f(z), f € .F} omejena v C
za vsak z € X.

Izrek 2 (Arzeld-Ascoli). Najbo X kompakten Hausdorffov prostor. Ce je F enakozvezna
in po tockah omejena podmnozica v prostoru zveznih funkcij C(X), je F totalno omejena,
njeno zaprtje pa kompaktno v C(X).

Dokaz glej v [12], str.137.
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Obicajno uporabljamo Arzeld-Ascolijev izrek za funkcije na kompaktnem metri¢nem
prostoru. Da pa se pokazati, da velja tudi za preslikave iz enega kompaktnega metricnega
prostora v drug metri¢ni prostor.

Baireov izrek za lokalno kompaktne prostore

Baireov izrek za polne metri¢ne prostore pravi, da je presek poljubne stevne druzine
gostih odprtih podmnozic v polnem metri¢nem prostoru M spet gosta odprta podmnozica
v M. Zanimivo je, da popolnoma isto velja v vsakem lokalno kompaktnem Hausdorffovem
topoloskem prostoru.

Izrek 3 (Baire). Presek poljubne Stevne druZine gostih odprtih podmnoZic v lokalno
kompaktnem Hausdorffovem topoloskem prostoru X je spet gosta odprta podmmnoZica v X.

Dokaz glej v [28], str. 43.

Posledica. Ce je X lokalno kompakten Hausdorffov prostor in je X = Uze Xk, kjer so
X zaprte podmnozice v X, ima vsaj ena od mnozic Xy neprazno notranjost.

Urysohnov izrek za lokalno kompaktne prostore

Urysohnov izrek (oziroma Urysohnova lema) je obi¢ajno formuliran za normalne topoloske
prostore (za dokaz glej npr. [12], str. 122):
Za poljubni disjunktni zaprti podmnozici A, B v normalnem prostoru X obstja nenegativna
zvezna funkcija f € C(X,[0,1]), tako da je f =0 na A in f =1 na B.

Vsak kompakten Hausdorffov topoloski prostor je normalen, zato v nejm Urysohnov
izrek velja. Obstaja pa tudi verzija za lokalno kompaktne prostore. Na njih namre¢ lahko
v vsaki okolici vsake tocke x najdemo kompaktno okolico te tocke. Potem velja:

Izrek 4 (Uryhson). Naj bo K kompaktna podmnoZica odprte mnozZice W v lokalno
kompaktnem Hausdorffovem prstoru X. Potem obstaja taka nenegativna zvezna funkcija

feC(X,[0,1]), daje f =1 na K in supp f C W.

Dokaz. Lahko najdemo tako odprto mnozico V s kompaktnim zaprtjem V, da je
K CV CcV CW. Ker je V normalen prostor, obstaja f € C(V,[0,1]), daje f =1 na K
in f =0na dV. Ce f razsirimo na ves prostor X tako, da postavimo f = 0 na V°, hitro
vidimo, da je f zvezna oziroma f € C(X, [0, 1]).

Odtod sledi, da je vsak lokalno kompakten Hausdorffov topologki prostor popolnoma
regularen.

C. Nekaj izrekov iz funkcionalne analize

Banach-Alaoglujev izrek

Naj bo X Banachov prostor in X* njegov dual. Vsak element x € X definira omejen lin-
earen funkcional f, na X* s predpisom f,(z*) = (z,z*), * € X*. Najsibkejsa topologija
na X* v kateri so vsi funkcionali f,, x € X zvezni, se imenuje $ibka—x* topologija na X*.
V tej topologiji so zvezni ravno funkcionali oblike f,., z € X.

Izrek 1 (Banach-Alaoglu). Zaprta enotska krogla v X* je kompaktna v $ibki—x
topologiji.
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Dokaz glej npr. v [3], str. 130 ali v [28], str. 68. Kadar je prostor X separabilen, je
zaprta enotska krogla v X™* v §ibki—x* topologiji metrizabilna in po zaporedjih kompaktna.

Goldstineov izrek

Oznacimo z X** drugi dual Banachovega prostora X, preslikava i : X — X**, definirana
s predpisom (z*,i(x)) = (x,z*) za vsak z € X, f € X*, pa naj bo kanonska vlozitev
prostora X v X**. Znano je, da je ¢ izometrija in tudi homeomorfizem iz Sibke toplogije na
X v sibko—x* topologijo na X** (v bazi¢no okolico {z** € X**; |(z7,2™")| <€, j=1,2,...}
se preslika bazitna okolica {z € X |(x,x;‘>| <€ j=1,2,..}, i je homeomorfizem na
svojo sliko).

S K oznacimo zaprto enotsko kroglo v X, s K* zaprto enotsko kroglo v. . X* in s K** za-
prto enotsko kroglo v X**. Kroglo K pa lahko tudi vlozimo v X** in dobimo i(K) C K**.
Naj bo i(K) zaprtje mnozice i(K) v sibki—x topologiji v X**. Potem je i(K) = K** kot
pove naslednja trditev (glej [9], V.4.5 ali [3], Proposition 4.1).

Izrek 2 (Goldstine). Kanonska vioZitev enotske krogle K v X** je gibko—x gosta v
enotski krogli K** v X**.

Dokaz. Ce obstaja ™ € K™, ki ni v @, obstaja po Hahn-Banachovem izreku
Sibko—* zvezen linearen funkcional z* na X™**, torej element v X*, in realni konstanti
a,b, a < b, tako da velja Re(z,2*) < a za vsak x € K in Re (z*,2*) > b. Ker je tudi
ar € K za vsak |a| = 1, je |[(z,2%)| < a za vsak = € K, se pravi ||z*|| < a. Torej je
[(z*, ™) < ||[z**||||=*|| < a, kar pa je v nasprotju z Re (z*,z**) > b.

Nadalje naj bo T' € B(X) omejen linearni operator, 7% € B(X*) njegov adjungirani op-
erator in T™** drugi adjungirani operator ((x,T*z*) = (T'z,xz*) za vsak z € X in * € X*,
(x*, T x*) = (Tx*, x**) za vsak x € X, z* € X* in 2™ € X*). Znano je, da je T*
sibko—x zvezen, torej velja isto tudi za T™* (le da je zdaj sibka—x topologija na X**). V
zvezi s kanonsko vlozitvijo i pa velja T**i(z) = i(T'z) za vsak z € X, torej i spleta T in
T** (lahko bi rekli, da je T zozitev T™* na i(X) = X).

Krein-Milmanov izrek

Ekstremna tocka neprazne podmnozice K vektorskega prostora X je tocka z € K, ki
ne lezi znotraj nobene neizrojene daljice s krajis¢éema v K, torej iz z,y € K, 0 <t < 1
in z = (1—t)x+tysledi x = y = z. Mnozico ekstremnih tock mnozice K oznac¢imo z E(K).

Izrek 3 (Krein-Milman). Naj bo X linearen topoloski prostor, na katerem X* loci
tocke. Ce je K neprazna kompaktna konveksna mnopzica v X, je K = coFE(K), zaprta
konveksna ogrinjaca ekstremnih tock.

Dokaz glej npr. v [28], str. 75 ali v [3], str. 142.
Stone-Welierstrassov izrek

To je posplositev klasi¢nega Weierstrassovega izreka, da je vsaka zvezna funkcija na
kompaktnem intervalu [a,b] enakomerna limita polinomov.

Izrek 4 (Stone-Weierstrass za realne funkcije) Naj bo X kompakten Hausdorffov topoloski
prostor. Ce je A zaprta podalgebra v C(X,R), ki loci tocke v X, potem je bodisi A =
C(X,R) ali A={f € C(X,R); f(xo) =0} za neko tocko xy € X. Prva moznost nastopi
natanko takrat, ko vsebuje konstantne funkcije.
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Ce algebra A ni zaprta v C(X,R), vendar lo¢i tocke v X, potem je A le gosta v C(X,R)
oziroma v {f € C(X,R); f(xo) = 0}, saj lahko zgornji izrek uporabimo za A.
Kompleksni primer lahko odtod hitro izpeljemo.

Izrek 5 (Stone-Weierstrass za kompleksne funkcije) Naj bo X kompakten Hausdorffov
topoloski prostor. Ce je A zaprta kompleksna podalgebra v C(X), ki loci tocke v X in je za-
prta tudi za konjugiranje funkcij, potem je bodisi A = C(X) ali A ={f € C(X); f(xo) =
0} za neko tocko xo € X. Prva moznost nastopi natanko takrat, ko vsebuje konstantne
funkcije.

Dokaz. Mnozica Agr vseh realnih imaginarnih delov funkcij iz A je podalgebra v C (X, R)
z lastnostmi, zahtevanimi v osnovnem izreku. Ker je A = {f +ig; f,g € Ar}, takoj do-
bimo ZzZeljeni rezultat.

Vcasih potrebujemo tudi verzijo Stone-Weierstrassovega izreka, primerno za lokalno
kompakten prostor, ki ni kompakten. Spet lahko lo¢imo primer realnih in primer kom-
pleksnih funkcij.

Izrek 6 (Stone-Weierstrass za realne funkcije na lokalno kompaktnem prostoru) Naj bo
X nekompakten Hausdorffov topoloski prostor. Ce je A zaprta podalgebra v Co(X,R), ki
loci tocke v X, potem je bodisi A = Cy(X,R) ali A = {f € Co(X,R); f(xg) =0} za neko
tocko xg € X.

Dokaz. Ce obstaja taka tocka zo € X, da je f(zg) = 0 za vse funkcije f € A, naj
bo Y kompaktifikacija prostora X \ {zg} z eno tocko; v nasprotnem primeru naj bo Y
kompaktifikacija prostora X z eno tocko. Za Y uporabimo osnovni Stone-Weierstrassov
izrek.

Izrek 7. (Stone-Weierstrass za kompleksne funkcije na lokalno kompaktnem prostoru)
Naj bo X nekompakten Hausdorffov topoloski prostor. Ce je A zaprta kompleksna podal-
gebra v C(X), ki loci tocke v X in je zaprta tudi za konjugiranje funkcij, potem je bodisi
A=C(X) ali A={f e C(X); f(zo) =0} za neko tocko xy € X.

Dokaz zgornjih izrekov najde bralec v [12], str. 139-142.

Zgled. Naj bo A algebra vseh Gelfandovih transformirank komutativne Banachove al-
gebre A brez enote. Znano je, da je v tem primeru spekter ) algebre A, tj. prostor vseh
netrivialnih multiplikativnih funkcionalov na A lokalno kompakten in da je Ac Co(Q).
Za vsak a € A ne more veljati a(w) = 0, saj bi to pomenilo, da je w trivialen funkcional.
Ker torej Gelfandove transformiranke locijo tocke na €2, in ker je konjugiranje v algebri

Gelfandovih transformirank notranja operacija, je po zadnjem izreku algebra A gosta v
Co(92).

Cohenov faktorizacijski izrek

Naj bo A Banachova algebra in X levi Banachov A-modul. Omejena (leva) priblizna
enota za modul X je tako omejeno posploseno zaporedje (e,) v algebri A, da velja e,z — x
v X za vsak z € X.

Cohenov faktorizacijski izrek pove, da se da vsak element modula X, za katerega ob-
staja v A omejena priblizna enota, zapisati kot produkt nekega elementa iz A in nekega
elementa iz X. Natanc¢neje:
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Izrek 8 (Cohen). Denimo, da obstaja v A omejena priblizna enota za levi Banachov
A-modul X. Naj bo z € X in § > 0. Potem obstajata taka elementa a € A, y € X, da
velja z = ay in je ||z — y|| < 4.

Dokaz najdemo npr. v [1], str. 61.

Naj bo A Banachova algebra z omejeno levo priblizno enoto (ey) in X levi Banachov
modul nad A. Hitro vidimo, da je M = span(A - X) C X Banachov podmodul, ki ima (eq)
za omejeno levo priblizno enoto. Torej je po Cohenovem izreku M = A-M C A- X C M.
To pomeni, da velja M = A - X.

V posebnem primeru je tudi algebra A sama levi Banachov modul nad A in isto velja
tudi za vsak njen zaprti levi ideal.

Posledica 1. Naj bo A Banachova algebra z omejeno levo priblizno enoto, z € A in
d > 0. Potem obstajata elementa x,y € A, tako da je z = zy, ||z — y|| < in poleg tega
pripada y najmanjsemu zaprtemu levemu tdealu v A, ki vsebuje z.

Dokaz. Oznac¢imo z X najmanjsi zaprt levi ideal, ki vsebuje z. Potem je X levi Ba-
nachov modul nad A in seveda je omejena priblizna enota v A tudi priblizna enota za X.
Zdaj lahko uporabimo Cohenov izrek.

Posledica 2. Naj bo A Banachova algebra z omejeno levo priblizno enoto in z, € A
zaporedje elementov v A z lastnostjo limy, z, = 0. Potem obstaja tak element a € A in tako
zaporedje elementov y, € A, da za vsak n velja z, = ay, in lim, y, = 0.

Dokaz. Naj bo X prostor vseh zaporedij elementov a,, € A z lastnostjo lim,, a,, = 0.
Opremljen z normo ||(ay)|| = sup,, ||an|| je X levi Banachov A modul za levo mnozenje
a(an) = (aan). Naj bo (e,) omejena leva priblizna enota v A, omejena npr. z M > 0.
Zaradi njene omejenosti iz lim,, a,, = 0 sledi eq(an) — (ay) za vsak (an) € X. Res, pri
danem e > 0 najprej izberemo n tako velik, da je ||ag|| < /(M + 1) za k > n, nato pa Se
tak ap, da je tudi maxj<p<p ||eaar — agl| < € za a > . Posledica: ||eq(ar) — (ar)|| < e.
Torej je (eq) omejena leva priblizna enota tudi za levi Banachov modul X in lahko upora-
bimo Cohenov faktorizacijski izrek: obstaja tak a € A in tako zaporedje (y,) € X, da je
(zn) = a(yn). Se pravi, da je z, = ay, za vsak n in lim, y, = 0.

Cohenov izrek lahko v nekaterih primerih nekoliko zaostrimo, tako da kontroliramo tudi
normo elementa a. V [17] je na str. 287 (izrek 32.50) dokazan naslednji izrek:

Izrek 9. Naj bo A Banachova algebra z dvostransko enoto, omejeno po normi z 1, in
X levi Banachov modula nad A. Potem je A - X zaprt linearen podprostor v X. Za vsak
z € span(A - X) in vsak 6§ > 0 obstajata elementa a € A iny € X, da velja z = a -y,
lal| <1,y €A -z in |y — z| <.

Izrek Markov-Kakutani

To je izrek o eksistenci negibne tocke komutirajoc¢a druzine zveznih afinih preslikav.

Izrek 10 (Markov-Kakutani). Naj bo K neprazna kompaktna konveksna mnoZica
linearnega topoloskega prostora X in F komutirajoca druZina zveznih afnih preslikav na

X, ki preslikajo mnozico K wvase. Potem obstaja tocka p € K, da velja Tp = p za vsak
TeT.
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Dokaz. Potence (v smislu kompozita) afinih preslikav so spet afine preslikave, ki tudi
ohranjajo K. Isto velja za aritmeti¢ne sredine teh potenc: T}, = (I+T+T?+...+T" 1) /n
in vse take sredine (za razlicen T' € F in razlicen n) med seboj komutirajo ter generirajo
komutativno polgrupo F*. Naj bo h = fg = gf za f,g € F*. ker je f(g9(K)) C f(K) in
g(f(K)) C g(K), je h(K) C f(K)Ng(K). Odtod z indukcijo sledi, da ima druzina F*
lastnost konénih presekov. Ker je zaradi zveznosti preslikav f € F* vsaka mnozica f(K)
kompaktna, obstaja tocka p € Nyeg= f(K).

Naj bo zdaj T € F poljuben in V' poljubna okolica tocke 0 v X. Ker je T,, € F* za vsak n,
je p € T,,(K) za vsak n. Torej obstajajo tocke z,, € K, da je p = (v +Txp+ ...+ T" 1z,
za vsak n. Potem pa je p—Tp = (z, —T"x,)/n € (K — K)/n C V (inkluzija velja, ker je
K — K kompaktna in zato omejena mnozica)za vsako okolico V' in zato p — Tp = 0.

Krepka in Sibka operatorska topologija

Naj bo X Banachov prostor in B(X) algebra vseh omejenih linearnih operatorjev na X.
Poleg normne topologije na B(X), imamo na na B(X) tudi krepko operatorsko topologijo,
dano s seminormami

T— |Tz|, z € X,

in $ibko operatorsko topologijo, dano s seminormami
T— |(Tx,¢)|, x€ X,p € X*.|

Krepka operatorska konvergenca T,, — T torej pomeni T,x — Tz za vsak x € X, Sibka
operatorska konvergenca T, — T pa (Thz,¢) — (Tx,¢) za vsak v € X in ¢ € X*. Iz
krepke operatorske konvergence seveda sledi Sibka operatorska konvergenca.

Naj bo K konveksna podmnozica v B(X). Njeno Sibko operatorsko zaprtje je kve¢jemu
vecje od krepkega operatorskega zaprtja. Obratno, naj bo T' v Sibkem operatorskem za-
prtju, se pravi 1" Sibka operatorska limita zaporedja T, € K. Fiksirajmo x € X. Potem
za vsak ¢ € X* velja (Tax,¢) — (Tx, @), se pravi, da je Tz v Sibkem zaprtju konveksne
mnozice Kz = {Sz; S € K}. Toda po Hahn-Banachovem izreku se sibko in normno
zaprtje konveksne mnozice Kz ujemata. Torej je Tz tudi v normnem zaprtju K oziroma
T v krepkem operatorskem zaprtju mnozice K. Vidimo, da se za konveksno mnozico K
njeno §ibko in krepko operatorsko zaprtje ujemata.

D. Nekaj izrekov iz teorije mere

Rieszov reprezentacijski izrek

Izrek 1. Za vsak pozitiven linearen funkcional I na C.(G) obstaja pozitivna Borelova
mera X z lastnostjo I(f) = [ f(x)d\(z) za vsak f € C(G). Ce je I levo invarianten
funkcional, tj, ce za vsak y € G in f € C.(GQ) velja I(Lyf) = I(f), je tudi mera X\ levo
invariantna, tj. N(yE) = A(F) za vsak y € G in vsako Borelovo mnozico E C G.

Dokaz glej v [29], str. 40 ali v [12], str. 212. Dobljena mera X je konéna na kom-
paktnih mnozicah, zunanje regularna na vseh Borelovih mnozicah in notranje regularna

na vseh odprtih mnozicah (in na vseh Borelovih mnozicah s konéno mero), torej Radonova.

Ce je lokalno kompakten prostor G tudi o-kompakten, je A na njem o-konéna mera,
zato je ta mera tudi v celoti regularna (glej npr. [29], str. 48).

Fubinijev izrek.

Izrek 2. Naj bosta (X, 8, ) in (Y,T,v) o-konéna prostora z mero in f (8 x T)-merljiva
funkcija na X xX Y.
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(a) (Tonelh) Ce
predpisom g(x) =
velja

1) /X 9()du(z) = / )l v)(o.9) = /Y h(y)dv(y).

(b) Ce je f kompleksna funkeija in [y du(z) [y |f(z,y)|dv(y) < oo, je f € L} X x Y).

0< f < oo, ta funkcm g,h definirani za vsak v € X,y € Y s
(z,y)dv(y) in = [ f(x,y)du(x), 8 oziroma T - merljivi in

e je
Jy !

(¢) (Fubini) Ce je f € LY (X xY), jey — f(x,y) v L'(v) s.p.x € X,  +— f(x,y) v
LY (u) s.p.y €Y, funkeiji g in h, definirani s.p. kot v tocki (a), sta v L* () oziroma L*(v)
in velja (1).

Dokaz glej v [29], str. 165 ali v [12], str. 67.
Radon-Nikodymov izrek

Izrek 3. Naj bo p pozitivna o-konéna mera in v kompleksna mera na (X, M).
(a) (Lebesgue) Obstaja enolicna dekompozicija v = va+vs mere v v vsoto dveh kompleksnih
mer, pri cemer je v, << p in vsLpu. Ce je v pozitivna konéna mera, sta taki tudi v, in vs.
(b) (Radon-Nikodym) Obstaja enoli¢no doloéena funkcija h € L*(p), tako da je za vsak
EeM

vo(E) = /E hd.

Pri tem je ||lvg|| = ||h]li(= [ |hldp). Dokaz glej v [29], str. 122 ali v [12], str. 90-93.
Lebesgue-Bochnerjev integral.

Naj bo X Banachov prostor in f : € — X funkcija na prostoru €2 s pozitivnho kom-
pletno mero u. Recemo, da je f merljiva enostavna funkcija, ¢e je njena zaloga vrednosti
konéna, se pravi, ¢e obstaja particija mnozice {2 na konéno mnogo paroma disjunktnih
merljivih podmnozic E1, Es, ..., E,, in razli¢cni nenic¢elni vektorji x1,xo,...,z, € X, tako
da je f(w) = x; za w € E;. Lahko zapisemo f = > | xg,x;. Funkcija f : Q — X
je p-merljiva, ¢e obstaja zaporedje merljivih enostavnih funkcij f,,, ki konvergira s.p. k
funkciji f v prostoru X. Tedaj je tudi || f|| p-merljiva kot limita merlivih funkcij || f,||.

Funkcija f: Q — X je Sibko u-merljiva, Ce je ¢f p-merljiva za vsak ¢ € X*. Funkcija
f: Q — X je Borelovo p-merljiva, ¢e je f~1(U) merljiva mnozica za vsako odprto
podmnozico U C X. Funkcija f: € — X ima bistveno separabilno zalogo vrednosti, ¢e
obstaja merljiva podmnozica E C Q z lastnostjo u(E¢) = 0, tako da je f(E) C Y, kjer je
Y separabilen podprostor v X. Da se pokazati naslednje:

Trditev 1. Naj bo (Q, %, u) o-koncéen prostor z mero in f : Q — X funkcija z vred-
nostmi v Banachovem prostoru X. Tedaj je ekvivalentno:
(i) f je p-merljiva,
(i) xgf je p-merljiva za vsako merljivo mnozico F z lastnostjo u(E) < oo,
(iii) f je Sibko p-merljiva z bistveno separabilno zalogo vrednosti,
(iv) f je Borelovo p-merljiva z bistveno separabilno zalogo vrednosti.

Dokaz glej npr. v [31], str. 26. Stevilne lastnosti skalarnih merljivih funkeij veljajo tudi
za vektorske merljive funkcije na o koné¢nih prostorih, npr. limite skoraj povsod konver-
gentnih merljivih funkcij so merljive, velja izrek Jegorova, ipd.
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Lebesgue-Bochnerjev integral definirajmo najprej za enostavne merljive funkcije:
¢e je f =1 | XE i, naj bo za vsako merljivo podmnozico E C Q

/ fdp =" u(E N E);.
E i=1

Definicija. Merljiva funkcija f : w — X je Bochnerjevo integrabilna, Ce obstaja
zaporedje merljivih enostavnih funkcij f,,, ki skoraj povsod konvergira k funkciji f in zanje
velja

i [ (7 = uldn =
n—oo Q

Bochnerjev integral funkcija f: 0 — X po mnozici F je potem definiran s predpisom
/ fdp = lim fndu.
E n—oo E

Ta limita obstaja in je neodvisna od izbire zaporedja (f,). LaZzje kot po definiciji
preskusimo Bochnerjevo integrabilnost z naslednjim testom.

Trditev 2 (Bochner). Merljiva funkcija f : Q — X je Bochnerjevo integrabilna, ce
in samo ce je skalarna funkcija ||f|| integrabilna v obi¢ajnem Lebesguovem smislu.

Dokaz. Naj bo f Bochnerjevo integrabilna in (f,) zaporedje enostavnih merljivih
funkcij, ki konvergira proti f s.p. Potem je [, [|flldu < [o|If — fulldu + o || falldp za
vsak n in integral norme je koncen.

Obratno, predpostavimo, da je [, [|f|ldu < oo in naj bo (f,) zaporedje enostavnih
merljivih funkeij, ki konvergira proti f s.p. Za vsak § > 0 in vsak n definirajmo g, (w) =
fn(w), ceje || fn(w)| < (140)||f(w)]| in 0 sicer. Potem tudi g,, — f s.p., zaporedje skalarnih
funkeij || f — f»|| pa je omejeno z integrabilno funkcijo (2 + §)|| f]|. Po Lebesguovem izreku
o dominantni konvergenci tedaj velja [, | f — fnlldn — 0.

Izrek o dominantni konvergenci velja tudi za Bochnerjevo integrabilne funkcije. Dokaz
je preprosta uporaba trditve 2.

Posledica. Ce je funkcija f: Q — X Bochnerjevo integrabilna, velja

H /Q fdul < /Q I lld.

Dokaz. || [o fdull = Tim, || [ fadpll < limy, o [[falldp = Jo |l flldp.

Lebesgue-Bochnerjev integral se lepo obnaSa tudi v primeru, ko na Bochnerjevo inte-
grabilno funkcijo delujemo z omejenim linearnim operatorjem.

Trditev 3. Naj bo f: Q — X Bochnerjevo integrabilna funkcija. Za vsak T € B(X,Y)
je tudi Tf : Q — X Bochnerjevo integrabilna funkcija in velja

/Q T fdp = T /Q Fdu).

Dokaz. Naj bo (f,) zaporedje enostavnih merljivih funkcij, ki konvergira proti f s.p. in
zato tudi [, fudp — [, fdu. Potem je tudi (T'f,) zaporedje enostavnih merljivih funkcij,
ki pa konvergira proti T'f s.p. Pri tem velja T'( [, fadp) = [o T fadpin [o |Tf =T fulldp <
1T JoIIf = falldp. Torej je

/Q Tfdp = lim /Q T fudps = lim T( /Q fudyr) = T (lim /Q Fadp) =T /Q fdp).
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Direktni integral Hilbertovih prostorov

Naj bo (A, M) merljiv prostor. Druzino {H,}aca Hilbertovih prostorov, indeksiranih
z mnozico A, imenujemo polje Hilbertovih prostorov nad A, elemente f € [] .4 Ha pa
vektorsko polje nad A. Tu je seveda f(a) € H, za vsak a € A. Polje Hilbertovih prostorov
{Ha}aca je merljivo, ce obstaja Stevna mnozica {e;} vektorskih polj z lastnostjo, da je:
(i) za vsak par j, k je funkcija o — (ej(«), ex(cr)) merljiva,
(ii) za vsak a linearna ovojnica span{e;(a)} gosta v H,.

Zgledi. (a) Primer merljivih polj je konstantno polje H, = H in e;(a) = e; za vsak «,
kjer je H separabilen Hilbertov prostor z ortonormirano bazo {e;}.

(b) Drug zgled imamo, kadar je o—algebra M diskretn (potenéna mnozica) in {H,}
poljubna druzina separabilnih Hilbertovih prostorov (¢e je kakSen konéno razsezen z di-
menzijo d(«), postavimo e;(a) =0 za j > «).

(c) Tretji primer pa je vektorski svezenj nad mnogoterostjo A, ki zadoséa drugemu ak-
siomu Stevnosti, z vlakni H,, ki so Hilbertovi prostori. Tedaj obstaja Stevna druzina
zveznih prerezov sveznja {e;}, katerih linearna ovojnica je gosta v vsakem vlaknu. Tu je
M Borelova o— algebra.

Strukturo merljivih polj Hilbertovih prostorov opisuje naslednja trditev.

Trditev 4. Naj bo ({Ha},{e;}) merljivo polje Hilbertovih prostorov nad A in dim
Ho = d(a) € [1,00] dimenzijska funkcija. Potem je {a € A; d(a) = m} merljiva mnoZica
za vsak m =1,2,...,00. Poleg tega obstaja zaporedje {uy} vektorskih polj z lastnostjo:

. . d(a)
(i) za vsak o je {ug(c)}y
d(a) < 00);

(ii) za vsak k obstaja merljivo razbitje A = Uj’ilAf mmnoZice A, tako da je na vsakem delu

ortonormirana baza za He in ug(a) = 0 za k < d(a) (Ce je

AF wektor ug(a) koncna linearna kombinacija vektorjev ej(a) s koeficienti, ki so merljive
funkcije spremenljivke o.

Dokaz glej v [11], Prop. 7.27, na str. 221.

Ko imamo enkrat merljivo polje Hilbertovih prostorov ({H,}, {e;}), recemo, da je vek-
torsko polje f na A merljivo, e je a — (f(a),e;(a)) merljiva funkcija na A za vsak j.
Ekvivalentno je, da je za vsak k merljiva funkcija a — (f(«), ug(@)), kjer je uy iz prejsnje
trditve. Za merljivi polji f, g je tudi a — (f(«), g(«)) merljiva funkcija (glej [11], str. 222).

Zdaj lahko definiramo direktni integral Hilbertovih prostorov.

Naj bo ({Ha}, {e;}) merljivo polje Hilbertovih prostorov nad A in p mera na A. Potem
je direktni integral Hilbertovih prostorov glede na mero u prostor takih merljivih vektorskih
polj f na A, da velja

12 = / 1£(2)2dp(a) < o

Direktni integral Hilbertovih prostorov oznacimo z [ ® H,du(a) in je spet Hilbertov pros-
tor s skalarnim produktom (f, g) = [(f(), g(a))dp(a).

Zgledi. V primeru konstantnega polja eH, = H za vsak a je f@ Hodp(a) pre-
prosto prostor merljivih funkcij iz A v H, ki so s kvadratom integrabilne po meri pu,
torej L?(A, u, H). V primeru, ko je A diskretna mnozica in u mera, ki steje tocke na A, je
[€ Hadp(a) = @ e Ha (direktna vsota). V primeru vektorskega sveznja, je [© Hodp(a)
enak prostoru s kvadratom integrabilnih prerezov sveznja.
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Z razbitjem mnozice A na disjunktne podmnozice A,, = {a € A; dim H, = m},
m=1,2,...,00, z vektorskimi polji uj iz zadnje trditve, je podan unitarni izomorfizem

D o0
/%W@%m%wﬂ@@ﬁMWWW
m=1
Od tod sledi, da je direktni integral Hilbertovih prostorov neodvisen od izbire vektorskih
polj e; (glej [11], str. 223-224.

Naslednji korak je definicija polja operatorjev kot element T' € [],c 4 B(Hqa). Polje oper-
atorjev T' je merljivo, ¢e je a — T'(«) f(«) merljivo vektorsko polje za vsako merljivo vek-
torsko polje f. Potreben in zadosten pogoj za merljivost operatorskega polja je merljivost
vseh koordinatnih funkcij o — (T'(a)ej(a), ex(cr)) (glej [11], str. 224).

Recemo, da je polje operatorjev T' nad A bistveno omejeno, ¢e je
1T |0 = esssupacallT(a)|| < oo.
Potem je ||T'(a) f(@)|la < [|T||ooll f()||a skoraj za vsak «, tako da definira T" omejen lin-

earen operator na direktnem produktu Hilbertovih prostorov s predpisom a — T'(«) f(«).
Dobljeni operator imenujemo direktni integral polja operatorjev T in zapiSemo

/@T:/@TWMMM.

Ima obiéajne algebrai¢ne lastnosti: f@S + f@T = f@(S +T), f®5’f®T = f® ST,
([®T)* = [®T*. Poleg tega velja | [“T| = || Tl ([11], str. 225). Poseben primer
direktnega integrala operatorjev dobimo, ko je T(a) = ¢(a)l in ¢ € L>®(u). Tedaj je
([®T)f = ¢f (diagonalni operator na [© H,du(a)).

Nazadnje lahko definiramo direktni integral tudi za upodobitve grup. Naj bo G lokalno
kompaktna grupa in 7, unitarna upodobitev grupe G na prostoru H, za vsak a € A, tako
da je a — m(x) merljivo polje operatorjev za vsak = € G. Tedaj recemo, da je {m,}
merljivo polje upodobitev grupe G. Ker je ||m)(z)|| = 1 za vsak x € G in vsak a € A,
lahko definiramo direktni integral

@
77(:6):/ To(x)dp(a).

Lahko se prepri¢amo, da je 7 unitarna upodobitev grupe G na prostoru [ @ Hodp(a). Da
je m(x) unitaren operator in da velja w(zy) = 7(x)n(y) za vsak z,y € G se hitro vidi.
Krepka zveznost 7w pa sledi iz krepke zveznosti m, in izreka o dominantni konvergenci.
Upodobitev 7 imenujemo direktni integral upodobitev m,.

Smisel zgornje definicije je v tem da lahko vsako unitarno upodobitev izrazimo kot di-
rektni integral nerazcepnih upodobitev. Glavna izreka, ki to zagotavljata, sta naslednja.

Izrek 4. Naj bo G lokalno kompaktna Abelova grupa in ™ njena unitarna upodobitev na
Hilbertovem prostoru H. Potem je upodobitev m ekvivalentna direktnemu integralu neraz-
cepnih upodobitev.

Dokaz glej v [11], str. 226.

Izrek5. Naj bo G lokalno kompaktna grupa, ki zado$ca drugemu aksiomu Stevnosti, in
T njena unitarna upodobitev na separabilnem Hilbertovem prostoru H. Poleg tega naj bo B
§ibko zaprta komutativna C*—podalgebra v C(m). Potem obstaja prostor z mero (A, M, ),
merljivo polje {Hy} Hilbertovih prostorov na A, merljivo polje unitarnih upodobitev grupe
G {ma} in unitarna preslikava U : H — f@ Hodp(a), tako da je
(1) Un(z)Ur = f@ To(z)dp(a) za vsak x € G;
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2) Urn(f)\U = f® 7o (f)dp() za vsak f € L(G);
(3) UBU™! je algebra diagonalnih operatorjev na prostoru f@ Hodu(a).

Dokaz glej v [11], str. 227.
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