Reseni in nereseni problemi matematike
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”Problemi so srce matematike”je neko¢ izjavil Paul Halmos. To je res, tudi pri vsak-
danjem delu matematika-raziskovalca je potrebno sproti resevati drobne in manj drobne
matematicne probleme, premisliti ideje, ki se porajajo, preveriti domislice itd. Seveda
si bolj zapomnimo tiste probleme, ki jih je tezko resiti. Nekatere so resevali desetletja
in stoletja, nekatere tisocletja, predno so jih dokonéno resili. Nekaterih seveda sploh Se
niso resili. Toda, ali je v ¢loveski dejavnosti sploh kaj dokon¢nega? Celo v matematiki,
katere resnice so takorekoC vefne in nespremenljive. Spomnimo se npr. anti¢nih mate-
matikov, Talesa, Pitagora, Hipokrata, Apolonija, Diofanta, Evklida, Arhimeda. Izumili so
matematic¢ni dokaz, metodo, s katero so utemeljili cudovite lastnosti stevil in geometrijskih
likov. Kar so odkrili, velja Se danes. Toda kasnejsi matematiki, srednjeveski, zlasti arabski,
pa renesancni in novoveski so marsikaj dodali. Tudi marsikateri njihov problem ima svoje
zacetke v antiki. Lep prikaz osnovne ideje, kako so se tudi nekateri sodobni problemi roje-
vali v antiki, kako so se pogledi nanje razvijali skozi zgodovino, prinasa knjizica Zgodovina
matematike, zgodbe o problemih, ve¢ francoskih avtorjev, ki je 1999 izsla v zbirki Sigma
(glej [6]).

Marsicesa seveda matematiki ne znajo dokazati. Trije veliki problemi so ostali nereseni
v starogrski matematiki: tretjinjenje kota, podvojitev kocke in kvadratura kroga. Sele v
19. stoletju so te geometrijske probleme reducirali na algebrai¢ni problem konstruktibil-
nih stevil. Ko je npr. Lindemann leta 1882 dokazal, da je Stevilo 7 transcendentno, je bil
klasi¢ni problem kvadrature kroga konéno resen. Ali res? Vec kot sto let kasneje, leta 1988,
je M. Laczkovich, pokazal, da je krog po razkosanju enak plos¢insko enakemu kvadratu
(glej [5]). To pot ni slo za kvadraturo z uporabo evklidskega orodja, ampak za moderno
verzijo z uporabo teorije mnozic, teorije mere in ergodijske teorije. Moderna matematika
je dala svoj prispevek k slavnemu staremu problemu. V tem smislu je posodabljanje starih
metod, starih, na videz Ze reSenih problemov, znacilno za vso matematiko.

1. Reseni slavni matematiéni problemi v zadnjih 30 letih

V zadnjih 20 ali trideset letih so bili reseni nekateri znani in tezki matematic¢ni prob-
lemi, zato ni ¢udno, da K. Devlin to dobo, ki se nadaljuje dandanes, imenuje "nova zlata
doba matematike”[7]. (Prva zlata doba je sledila velikim odkritjem, Newtna, Leibnitza,
Descartesa, Fermata in drugih.) Na kratko si bomo ogledali samo najpomembnejse prob-
leme, katerih reSitev je osupnila matemati¢ni svet.

(a) Problem §tirih barv
Ali je mogoce pravilno pobarvati ravninski zemljevid s samo $tirimi barvami?

Pravilno barvanje seveda pomeni, da sosedniji obmocji nista pobarvani z isto barvo. Na
ta problem je leta 1853 naletel F. Guthrie, ko je barval zemljevid angleskih grofij. Povedal
ga je svojemu profesorju matematike De Morganu, ta Hamiltonu in drugim. Prvi je o
njem pisal Cayley. ReSevali so ga mnogi znani in manj znani matematiki in Se pred 30 leti
je obsedel marsikaterega nadebudnega Studenta matematike, da je nad njim prebedel cele
noci.



Leta 1977 sta problem s pomocjo ustreznega racunalniSkega programa resila Kenneth
Appel in Wolfgang Haken. Po 4 letih intenzivnega dela, ve¢ kot 1200 urah racunalnigkega
¢asa, potem ko sta ro¢no pregledala skoraj 10000 primerov in je racunalnik obdelal Se
okrog 1500 - 2000 bolj kompliciranih situacij, je bil kon¢no ta, danes ve¢ kot 150 let star
problem, resen [7]. Je pa res, da je resitev, dobljena z ra¢unalnikom, vzbudila in Se vzbuja
med matematiki pomisleke o legitimnosti dokaza (glej npr. [9] ali [4]).

Nekaj teh pomislekov je konec leta 2004 odpravil Georges Gonthier (Microsoft) iz
Cambridgea, ki je razvil novo racunalnisko tehnologijo, matemati¢ni asistent, za pre-
verjanje pravilnosti ra¢unalniskih programov na splo$no in pri formalnem dokazovanju
matematic¢nih trditev [8]. Toda matematiki Se vedno is¢ejo krajso in elegantnejso pot do
resitve problema Stirih barv.

(b) Bieberbachova domneva

Injektivno analiticno funkcijo v {z; |z| < 1} z lastnostjo f(0) = 0, f'(0) = 1 razvi-
jemo v potenéno wvrsto f(z) = z 4+ a22® + azz® + ... Ce je npr. f(z) = z/(1 — 2)?, je
f(2) = 24222 + 323 + ... Vidimo, da so koeficinti a, = n za n > 2. Vprasanje, ali za
vsako funkcijo f z zgorngimi lastnostmi velja ocena |ay| < n za n > 27

To domnevo je leta 1916 postavil Ludwig Bieberbach. Sam je pokazal, da mora biti
laz] < 2. Potem so jo dokazovali za naslednje koeficiente, za as, a4, za ag, nato za as itd.
Prav tako so dokazali, da vedno velja |a,| < Cn, kjer je C' > 1 neka konstanta. Vrednost
te konstante so s¢asoma priblizali 1. Toda, ali domneva v celoti drzi? Leta 1984 je pozi-
tivni odgovor nasel Louis de Branges, ameriski matematik, clovek, ki je ze imel za sabo
neuspesSen poskus resSitve nekega drugega znanega problema, t.i. problema invariantnih
podprostorov iz teorije operatorjev. Zaradi neuspeha je bil na slabem glasu, zato tudi
12 ameriskih matematikov, ki jim je poslal svojo reSitev, v resnici sploh ni hotelo zares
prebrati dokaza. K sreci je ravno takrat o svoji resitvi predaval v St. Peterburgu (takrat
Leningradu v SZ). Ruski matematiki Milin, Emeljanov, in Kuzmina, ki so problem tudi
sami reSevali, so ga poslusali, sprejeli njegove ideje in mu celo analizirali in skrajsali dokaz,
tako da ga je sprejela tudi svetovna matemati¢na skupnost (glej [7]).

(¢) Fermatov (zadnji) izrek
Enacba ™ + y™ = 2" za naravno Stevilo n > 2 ni resljiva v celih Stevilih z,y, z # 0.

To trditev je na rob Diofantove Aritmetike napisal Pierre de Fermat okrog leta 1630
hkrati z opombo, da je zanjo nasel ¢udovit dokaz, ki pa ga zaradi pomanjkanja prostora ne
more napisati. V 300 letih in ve¢ je ta Fermatova trditev postala eden najbolj slavnih in
reSitve najbolj zazeljenih problemov v matematiki. Ob njegovem resevanju se je razvijala
teorija stevil, iznasli so vedno nove metode in cele teorije, resiti pa ga niso mogli v celoti,
Ceprav so ga potrdili za presenetljivo visoka prastevila n. Spominjam se, da je leta 1973
znani zagrebski matematik Vladimir Devide v svojem predavanju na Bledu (ob 100-letnici
rojstva Josipa Plemlja) omenil, da bi to utegnil biti ena tistih domnev, za katere velja, da
je morda nikoli ne bomo znali dokazati, ¢e je pravilna. Leta 1983 je zanimanje vzbudil
29-letni nemski matematik Gerd Faltings, ki je dokazal t.i. Mordellovo domnevo. Iz nje
sledi, da ima enacba za n > 2 kve¢jemu konc¢no mnogo med seboj tujih si resitev. Konéno
je po sedemletnem napornem raziskovalnem delu angleski matematik Andrew Wiles leta
1993 naznanil, da mu je uspelo dokazati domnevo dveh japonskih matematikov Taniyame
in Shimure, iz katere sledi Fermatov izrek (v casu raziskovanja Wiles ni objavil nicesar
drugega). Toda v njegovem dokazu so nasli vrzel. Skupaj s sodelavcem mu jo je uspelo
v enem letu zapolniti, tako da sta lahko dokaz objavila 1995 in po preverjanju drugih
matematikov je Fermatov izrek konéno dokazan.
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Wiles je z resitvijo dozivel svoje zvezdne trenutke. O njem in reSevanju problema so
napisali knjige (glej [1], [10]), snemali filme (Singh) in muzikale (Fermat’s Last Tango,
glej [2]). Leta 1998 so mu na mednarodnem matemati¢nem kongresu ICM, ki se dogodi
vsake §tiri leta podelili posebno nagrado. (Fieldsove medalje, najvisjega matematicnega
priznanja, mu niso mogli podeliti, ker je Ze dopolnil 40 let in ne bi bilo v skladu s pravili.)

(d) Keplerjeva domneva

Najgostejse mozno pakiranje krogel je tako, kot ga prakticirajo prodajalci sadja, ko po-
marance ali jabolka zlagajo v kopice. Maksimalna gostota znasa 7/(3v/2) ~ 0.74048.

Naj omenimo, da ima Keplerjeva domneva mnogovrstno uporabo v fiziki, kristalografiji
in celo v teoreticnem racunalnistvu, zato je tako zelo zanimiva. Domnevo je postavil Jo-
hanes Kepler leta 1611, torej je Se starejSa kot Fermatov izrek. Skoraj 380 let je nihce
ni znal dokazati, ¢eprav je naravna in pri¢akovana. S. Singh je napovedal, da je za Fer-
matovim problemom za reSevanje na vrsti Keplerjeva domneva. In res je Thomas Hales
leta 1999 objavil, da je po 10 letnem prizadevanju z uporabo racunalniskih programov
dokazal, da je Keplerjeva domneva pravilna. Tudi zdaj je uporaba racunalnika kontro-
verzna. Matematiki niso povsem prepricani, da je dokaz korekten. Razlog je v tem da
ga je zelo zelo tezko preveriti. Urednik revije Annals of Mathematics, kjer je Hales zZelel
objaviti svoj dolgi dokaz, je po 4 letih moral priznati, da je 12 recenzentov moralo odnehati
s preverjanjem dokaza, ¢eprav so 98% prepricani, da je pravilen.

Je pa Hales istega leta 1999 dokazal in objavil reSitev nekega drugega problema, ki
izvira iz antike, problem satovja (dokazati, da je med vsemi tlakovanji ravnine s plos¢insko
enakimi liki, tlakovanje s pravilnimi Sestkotniki optimalno v smislu najmanjsega obsega).

O zgodovini Keplerjeve domneve in sorodnih problemih se lahko bralec ve¢ poudi iz
knjig [11] in [12].

2. Najnovejsa dogajanja okrog reSevanja znanih problemov iz teorije Stevil

Neresenih problemov se v matematiki seveda ne bo zmanjkalo. To velja tudi na podroc¢ju
teorije Stevil. V zvezi z resenim Fermatovim problemom omenimo npr. domnevo abc (iz
katere Fermatov izrek takoj sledi) in Bealovo domnevo, ki je posplositev Fermatovega
izreka (enacba a® + 0¥ = ¢*, a,b, ¢, z,y,z € N ni resljiva, ¢e je x,y,z > 2 in a,b, c nimajo
skupnega faktorja).

Od starejsih in bolj znanih problemov iz teorije Stevil ostajajo nereseni Goldbachova
domneva, problem prastevilskih dvojckov, obstoj lihega popolnega Stevila, vprasanje, ali
je popolnih stevil neskoncno, koliko je Fermatovih prastevil itd. Pri Golbachovi domnevi,
ki pravi, da je vsako sodo stevilo vecje od 4 vsota dveh lihih prastevil, ali ekvivalentno,
da je vsako liho stevilo vecje kot 7 vsota treh lihih prastevil (odstejemo 3), ni prav veliko
napredka. Leta 1937 je Vinogradov dokazal, da je vsako dovolj veliko liho Stevilo res vsota
treh lihih prastevil, a to ni prakticen odgovor, ker je meja lihih Stevil ogromna. Leta 1973
pa je Chen dokazal, da je vsako sodo Stevilo, vecje od 4, vsota dveh Stevil, od katerih je
prvo prastevilo, drugo pa produkt dveh ne nujno razlicnih prastevil.

So pa v zadnjem Casu resili nekatere, manj slavne, a Se vedno zanimive probleme. Na
prvem mestu omenimo Catalanovo domnevo, da sta 32 in 23 edini zaporedni potenci (t;.
=3,y =2, m=2inn =3 je edina celostevilska resitev enacbe 2™ —y"™ = 1). Domnevo

je pisal tudi Obzornik za matematiko in fiziko [13].



Oglejmo si Se nekaj lahko umljivih problemov iz teorije stevil, pri katerih je prislo do
bistvenega napredka prav v zadnjem ¢asu (prvega in predzadnjega med njimi so celo resili).

(a) Poljubno dolga aritmetiéna zaporedja prastevil
Za vsako naravno Stevilo k obstaja aritmetiéno zaporedje dolZine k iz samih prastevil.

Domnevo sta leta 1923 formulirala Hardy in Littlewood. V aprilu leta 2004 sta jo resila
Ben Green iz Bristola in Terence Tao (UCLA) z uporabo zahtevnih metod in sofisticiranih
idej. (Pred tem je Szemerédy dokazal izrek, da vsako zaporedje stevil s pozitivno gostoto
vsebuje poljubno dolgo aritmeti¢no zaporedje, toda zaporedje prastevil nima pozitivne gos-
tote, zato so bile potrebne druge metode.) Njun dokaz ni konstruktiven. Samo za majhne k
lahko eksplicitno najdeno aritmeti¢no zaporedje prastevil dolzine k, npr. k =2: 2,3, k = 3:
3,5,7 ali 3,7,11, k = 5: 5,11,17,23,29, k = 6: 7,37,67,97,127,157 itd. (Kje je zaporedje za
k = 47). Najve¢ja znana vrednost za k je 23, odkrita julija 2004, ustrezno zaporedje
prastevil pa sestoji iz Stevil oblike 56211383760397 + 44546738095860k, k = 0,1,2,...,22.
Terence Tao je avgusta leta 2006 prejel na kongresu IMU v Madridu Fieldsovo medaljo za
svoje raziskovalno delo (glej [3]).

(b) Problem prastevilskih dvockov
Obstaja neskoncéno mnogo parov zaporednih prastevil.

Na to je ob koncu 19. stoletja opozoril Paul Stiackel. Leta 1919 je Viggo Brun ugotovil,
da vrsta, sestavljena iz recipro¢nih vrednosti prastevil, ki nastopajo v teh prastevilskih
dvojekih, konvergira (vsota je t.i. Brunova konstanta B = 1.902160...), tako da $e vedno
ni bilo jasno, ali je zgornja trditev pravilna. Leta 1966 je Chen Jingrun dokazal sorodno
trditev, da je neskonéno mnogo dvojckov (p,q), kjer je p prastevilo, ¢ pa prastevilo ali
produkt dveh pragtevil. Resitev je v maju 2004 napovedal R.F. Arenstorf z Vanderbildtove
univerze. Pri resitvi naj bi uporabil analiti¢no teorijo Stevil v zvezi z Riemannovo funkcijo
zeta. V dokazu so zal odkrili napako in Se preverjajo, ali bi se dala odpraviti.

Posebno znamenit prastevilski dvojcek je par 824 633 702 441 in 824 633 702 443.
V zgodnjih 90. tih letih prejSnjega stoletja je ameriski matematik Thomas Nicely pri
ra¢unanju natancne vrednosti Brunove konstante uporabil pet razli¢nih ra¢unalnikov. Na
tirih se je rezultat ujemal, pri petem, ki je vseboval tedaj novi Pentiumov aritmeticni
¢ip, pa ne. Ravno vrednost tistega ¢lena vrste pri omenjenem prastevilskem dvojcku je
ta racunalnik izracunal napacno. Tako so odkrili napako pri izdelavi ¢ipa, ki jo je Intel
potem seveda brz popravil (glej npr. [14]).

Sorodna domneva je, da obstaja neskon¢no prastevil Sophie Germain, tj. praStevilskih
parov oblike (p,2p + 1). Obstajajo tudi t.i. prastevila sestri¢ne (oblike (p,p 4+ 4)) in sexy
prastevila (oblike(p,p + 6)).

(c) Problem prastevilske vrzeli

Prastevilska vrzel dolzine n je zaporedje n — 1 zaporednih sestavljenih Stevil med dvema
zaporednima prasteviloma. Ce torej ozna¢imo razmak med k-tim in naslednjim prastevilom
z dy, = pry1 — Pk, mora biti dp = n. Obstajajo poljubno dolge prastevilske vrzeli, npr.
n! + 2,...,n! + n, tezko pa je najti najmanjso (prvo) dolzine n. Po prastevilskem izreku
je povprecéna vrzel med praStevilom p in naslednjim prastevilom enaka Inp. Zato defini-
rajmo A = liminf,(pp41 — pn)/Inpn. Ce bi bilo prastevilskih dvojékov neskonéno mnogo,
bi bil A = 0 (ni pa ta pogoj zadosten). Paul Erdos je 1940 ugotovil, da je A < 1, do
leta 2003 pa so dognali, da je A < 0.2486. Marca 2003 sta Dan Goldston is San Joseja
in Cem Yalcin Yildirim iz Instanbula napovedala dokaz, da je vedno A = 0. V njunem
dokazu so kmalu nasli napako. Leta 2005 se jima je pridruzil Janos Pintz iz Budimpeste
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in skupaj producirali neoporecen dokaz te domneve, kar je lep dosezek, Se zlasti, ker so
njihove metode elementarne, saj temeljijo na t.i. Selbergovem situ (glej npr. [15] in [16]).

(d) Riemannova hipoteza
Vse netrivialne nicle Riemannove funkcije zeta leZijo na premici Res = 1/2.

Riemannova funkcija zeta je holomorfna razsiritev funkcije, ki je za Re s > 1/2 definirana

z vrsto
=1
C(S) = Z Ea
n=1

na C\ {1}. Znano je da ima ta razsirjena funkcija t.i. trivialne nicle pri negativnih sodih
celih Stevilih in da so vse njene netrivialne nicle v pasu 0 < Re s < 1. Doslej so ra¢unsko
nasli pozicije na milijone netrivialnih nicel: vse lezijo na predvideni premici.

Domnevo je leta 1859 postavil veliki nemski matematik Bernhard Riemann in je do
danes eden najbolj slavnih in najvecjih Se nereSenih problemov iz teorije Stevil, pomeben
tudi za moderno fiziko. O njej so napisane cele knjige, npr. [21]. Del slave Riemannove
hipoteze izvira tudi iz tega, da jo je leta 1900 David Hilbert uvrstil na svoj znameniti
seznam (takrat) neresenih matemati¢nih problemov.

Leta 2004 poleti je med svetovno matemati¢no srenjo zakrozila novica, da naj bi Louis
de Branges (matematik, ki je potrdil Bieberbachovo domnevo) napovedal dokaz Rieman-
nove hipoteze. Kolegi matematiki ostajajo precej skeptic¢ni, tako da je veljavnost njegovega
dokaza vprasljiva.

Riemannova domneva je takorekoC edini Se nereSeni problem s Hilbertovega seznama
problemov 20. stoletja, ki si jih bomo na kratko ogledali v 4. razdelku. Predno pa se tega
lotimo, pa posvetimo poseben razdelek najnovejSemu matemati¢cnemu dosezku, ki se bo
gotovo zapisal v zgodovino.

3. Poincaréjeva domneva

Posamezen dogodek, ki je v letu 2006 vzbudil najve¢ zanimanja mednarodne matematicne
javnosti, celo strasti in razburjenja, je vsekakor povezan s potrditvijo naslednje znamenite
domneve.

Vsaka zaprta enostavno povezana 3-mnogoterost je homeomorfna 3-sferi.

Postavil jo je Henri Poincaré leta 1904, kasneje se je ime prijelo za posplosen enak
problem za n-mnogoterosti. Leta 1960 jo je Steven Smale (na osnovi rezultatov drugih)
dokazal za vse n > 5. Za ta svoj dosezek je bil leta 1966 nagrajen s Fieldsovo medaljo.
Friedman je leta 1981 dal pozitiven odgovor za n = 4, tako da je ostal neresen le Se primer
n =3 (zan =2inn = 1 je trivialno). Do danes velja za glavni nereseni problem v
topologiji.

Spomladi leta 2004 se je razsirila novica, da je Poincaréjevo domnevo dokazal ruski
matematik Grigorij Perelman iz Matemati¢nega instituta Steklova v St. Peterburgu. 15.
aprila je imel predavanje na M.I.T. v ZDA o svojem delu v letih 2002-03. Skoraj tri leta so
strogo preverjali veljavnost dokaza, vendar vrhunski strokovnjaki na tem podrocju (Gang
Tian, John Morgan) niso nasli nobene resne pomanjkljivosti. Perelman je v resnici skusal
dokazati splo$nejso in bolj zahtevno Thurstonovo geometrizacijsko domnevo o klasifikaciji
vseh mnogoterosti dimenzije 3, iz katere takoj sledi Poincaréjeva domneva, a v dokazu le-te
so nasli vrzel. Eksperti sicer domnevajo, da se bo dalo pomanjkljivosti odpraviti (vsaj v
Poincaréjevem primeru je Perelmanov dokaz korekten). Kot glavno sredstvo v dokazo-
vanju je Perelman uporabil evolucijsko enacbo, znano kot Riccijev tok, ki jo je leta 1982
uvedel Richard Hamilton in se ve¢ kot dvajset let trudil, tako kot drugi, da bi ukrotil njene
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singularnosti. To je uspelo Perelmanu, ki je 2002 zacel na spletu objavljati serijo (nerecen-
ziranih) ¢lankov, s katerimi je izpolnil Hamiltonov program in so vzbudili veliko zanimanja.

Za svoj prispevek k geometriji in revolucionarne vpoglede v analiti¢no in geometrij-
sko strukturo Riccijevega toka (torej ne za resitev Poincaréjeve domneve) je 22. avgusta
2006 na Mednarodnem kongresu matematikov (ICM) Grigorij Perelman prejel Fieldsovo
medaljo (glej [3]). Podelil naj bi mu jo Spanski kralj Juan Carlos. Toda svet je obsla
senzacija: kljub dvodnevnem prepri¢evanju predsednika Mednarodne matemati¢ne unije
(IMU) Johna Balla, jo je Perelman gladko zavrnil (glej [17]), kar se je zgodilo prvi¢ v
zgodovini (reko¢, da mu nagrada ni¢ ne pomeni v primeri z zadovoljstvom, e se bo izkazalo,
da je res resil Poincaréjevo domnevo).

Zanimivo je Se to, da je za pravilno resitev Poincarérjeve domneve Clayev matemati¢ni
institut (CMI) iz Cambridgea v Massachussetsu v ZDA leta 2000 ponudil nagrado v visini
milijona ameriskih dolarjev. In Perelman je zelo resen kandidat, da jo dobi (ne glede
na to, da obstaja velika verjetnost, da zavrne tudi njo). Zadnje novice iz St. Peters-
burga govorijo, da se je umaknil iz aktivne matematike zaradi razo¢aranja nad vedenjem
matemati¢ne skupnosti (kitajska matematika Xi-Ping Zhu in Huai-Dong Cao, u¢enca zna-
menitega geometra Shing-Tung Yaua, znanega po Calabi-Yauovi mnogoterosti, se potegu-
jeta za primat glede reSitve Poincaréjeve domneve, o ¢emer sta v The New Yorkerju v
avgustu 2006 obsezno porocala Sylvia Nasar in David Gruber, [18]). Tako se je izkazal ne
samo za vrhunskega, ampak tudi za zelo nekonvencionalnega matematika.

4. ReSevanje problemov v 20. stoletju

Resevanje problemov ima v preteklem stoletju moc¢no tradicijo (nekateri ga imenujejo
kar stoletje matematike). To ima svoje razloge, ki si jih bomo zdaj ogledali.

(a) Hlbertovi problemi

8. avgusta 1900 je pred kolegi matematiki, zbranimi na 2. mednarodnem kongresu
matematikov (ICM) v Parizu nemski matematik David Hilbert, takrat verjetno eden naj-
vecjih matematikov, prebral nekatere izmed svojih 23 nereSenih problemov, za katere je
mislil, da so pomembni oziroma bodo pomembno vplivali na razvoj matematike v 20. sto-
letju. To se je kasneje res zgodilo: skozi reSevanje Hilbertovih problemov se je razvil velik
del danasnje moderne matematike (primerjaj knjigo [19]). Veé¢ino problemov so matema-
tiki 20. stoletja tudi resili.

Oglejmo si nekaj bolj znanih problemov s Hilbertovega seznama.

H1. Hipoteza kontinuuma. Ali obstaja neskonéna podmnozica realnih Stevil, ki ni
Stevna in je obenem njena moc¢ manjSa od moci vseh realnih Stevil?

Paul Cohen je v zacetku 60-tih let ugotovil, da je hipoteza neodvisna od Zermelo-
Fraenkelovega sistema aksiomov teorije mnozic (za to si je leta 1966, istega leta kot Smale,
prisluzil Fieldsovo medaljo). Od takrat dalje velja problem za resen; Sele v zadnjih letih
so spet ozivele ideje o druga¢nem pristopu do te hipoteze.

H3. Problem piramide. Ali sta trikotni piramidi s skladno osnovno ploskvijo in isto
vigino enaki po razdelitvi?

Na vprasanje je Se istega leta negativno odgovoril Max Dehn, ki je npr. tudi pokazal, da
kocka in tetraeder z isto prostornino nista enaka po razdelitvi. To je edini bolj elementaren
in hkrati geometrijski Hilbertov problem.
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H7. Problem transcendentnosti potenc algebraiénih stevil. Ali je stevilo o, kjer
sta o in B algebraiéni Stevili, « # 0,1 in 3 ¢ Q, algebraiéno ali transcendentno?

Zanimivo je, da je Hilbert mislil, da je ta problem zelo tezak in da bodo prej resili npr.
Riemannovo hipotezo ali dokazali Fermatov izrek. Toda leta 1934 oz. 1935 sta problem
neodvisno resila Aleksander Gelfond in Theodor Schneider. Opisana potenca je transcen-

dentno stevilo, zgled \/5\/§ ali e™ = i~%'. Kasneje je njun rezultat posplogil Alan Baker in
dobil leta 1970 Fieldsovo medaljo.

HS8. Riemannova hipoteza. To domnevo Ze poznamo, Hilbert jo je uvrstil na osmo
mesto svojega seznama in je takoreko¢ edini danes Se nereSen problem z njegovega sez-
nama.

H10. Resljivost diofantskih enacb. Poiskati algoritem, ki bi v konéno mnogo korakih
za poljubno diofantsko enacbo odlocil, ali je resljiva.

Problem ima bogato zgodovino (tako kot skoraj vsi drugi). Resil pa ga je leta 1970
mladi ruski matematik Jurij Matijasevi¢ na podlagi poprejsnjih dosezkov Julie Robinson,
Martina Davisa in Hilary Putnam. Pokazal je, da takega algoritma ni. Zanimivo je, da je
v svoji resitvi uporabil znamenita Fibonaccijeva Stevila.

H18. Tlakovanje prostora z neregularnimi poliedri.
Problem je v zvezi s Keplerjevim problemom najgostejSega pakiranja krogel.

H21. Fuchsov sistem diferencialnih enaéb. Ali obstaja Fuchsov (reqularen) sistem
linearnih diferencialnih enacb s predpisanimi singularnostmi in predpisano monodromijsko
grupo?

Problem je zanimiv, ker je med njegovimi resevalci slovenski matematik Josip Plemelj,
ki je podal svojo (pozitivno) resitev leta 1908. Od tedaj je ve¢ kot 70 let veljala za neo-
porec¢no, potem pa so ugotovili, da je Plemelj resil t.i. regularen primer, medtem ko je
Fuchsov v resnici ostal neresen. Se ve¢, leta 1989 je ruski matematik Andrej Bolibruch
(negativno) resil tudi ta primer.

Celotno zgodbo resevanja Hilbertovih problemov je hkrati z razli¢nimi, tudi zelo ne-
navadnimi, usodami njihovih resevalcev opisal Benjamin Yandell v svoji knjigi The Honor
Class: Hilbert’s problems and their solvers [19]. Nekaj teh problemov je naslo mesto tudi
v knjigi [26].

(b) Nagrade

Velik del zgodovine reSevanja matematicnih problemov je v 20. stoletju povezan s podel-
jevanjem prestiznih matemati¢nih nagrad.

(i) Fieldsova medalja

To je najpomembnejSa matematicna nagrada, ki jo vsake stiri leta podeljujejo na med-
narodnih kongresih matematikov samo za najvecje dosezke. Velja za nekaksno matemati¢no
Nobelovo nagrado. Ime nosi po kanadskem matematiku in bogatasu Johnu Charlesu
Fieldsu. Prvi¢ so jo podelili leta 1936, nato (zaradi 2. svetovne vojne) Sele 1950. V
zacetku so dali naenkrat le dve nagradi, zadnja leta po §tiri. Dobili so jo Stevilni ugledni
in znani matematiki 20. stoletja.



Zanimivo je, da dobitnik ne sme biti starejsi od 40 let. Tako npr. Andrew Wiles ni
mogel dobiti te nagrade za dokaz Fermatovega izreka. O zgodovini Fieldsove medalje in
njenih nagrajencih je zanimivo drobno knjizico napisal M. Monastyrsky [22].

(ii) Abelova nagrada

Norveska je leta 2002 sprozila pobudo za podeljevanje t.i Abelovih nagrad (v cast
velikega norveskega matematika Henrika Abela). Ker se podeljujejo vsako leto, naj bi
stasoma postale tako znane kot Nobelove nagrade za druge znanosti. Prvo Abelovo na-
grado je leta 2003 prejel francoski matematik Jean-Pierre Serre, ki je delal na podro¢ju
topologije, algebrai¢ne geometrije in teorije Stevil. Drugo nagrado sta si leta 2004 delila
angleski matematik Michael F. Atiyah in ameriski matematik I.M. Singer za svoj indek-
sni izrek, ki povezuje topologijo, geometrijo in analizo in ima uporabo v teoreti¢ni fiziki.
Vsi trije so ze prej bili dobitniki Fieldsovih medalj. Leta 2005 je nagrado prejel Peter D.
Lax s Courantovega instituta matemati¢nih znanosti za delo s parcialnimi deiferencialnimi
enacbami, leta 2006 pa Lennart Carleson s Kraljevega svedskega instituta za svoj prispevek
k harmoni¢ni analizi in teoriji gladkih dinamic¢nih sistemov. Leta 2007 je nagrado dobil
indijsko ameriski matematik S.R. Srinivasa Varadhan, ki je delal na podroju teorije ver-
jetnosti. Leta 2008 je ta cast pripadla Amerianu Johnu Griggsu Thompsonu in Francozu
Jacquesu Titsu za njun prispevek k moderni teoriji grup.

O Abelovi nagradi in njenih prvih nagrajencih je v eni od §tevilk Obzornika za mate-
matiko in fiziko pisal Pavle Saksida [23].

(iii) Nobelove nagrade

Nobelove nagrade se podeljujejo vsako leto oktobra in sicer za fiziko, kemijo (Kral-
jevska Svedska akademija znanosti), fiziologijo ali medicino (Nobelov odbor Karolinskega
instituta), ekonomijo (Svedska banka), literaturo (Svedska akademija) in mir (Norveski
Nobelov komite). Teh nagrad za druge vede, literaturo in mir ne bi omenjali, ¢e ne bi
bilo med nagrajenci ze od vsega zacetka precej matematikov, ki so dobili nagrado npr. za
fiziko ali kemijo, kasneje tudi za ekonomijo (npr. John Nash). Ve¢ o Nobelovih nagradah
do leta 2000 glej npr. v [24].

5. Sedem velikih problemov na prelomu tisocletja

Clayev matemati¢ni institut je konec 20. stoletja ustanovil milijonar Landon Clay
z namenom podpirati matemati¢ne raziskave in reSevanje problemov. V maju 2000 je
institut na College de France v Parizu, v pocastitev 100-letnice pariskega kongresa in
objave Hilbertovih problemov, najavil ustanovitev nagradnega sklada v viSini 7 mili-
jonov ameriskih dolarjev, namenjenega za resitev 7 najvecjih matematicnih problemov ob
prelomu tisocletja. Te probleme je zbrala skupina najbolj uglednih sodobnih matemati¢nih
raziskovalcev (Jaffe, Atiyah, Connes, Witten in Se kdo). Na spletni strani so podane po-
drobne predstavitve problemov, ki so jih pripravili eksperti na ustreznih podroc¢jih. Za
reSitev vsakega od njih je obljubljen milijon dolarjev, seveda ¢e prestane strogi dveletni
test preverjanja po objavi v mednarodnih matemati¢nih ¢asopisih.

Za konec nastejmo teh sedem problemov, ki so podrobneje opisani v knjigi Keitha De-
vlina, The Millenium Problems [25].

(1) Riemannova hipoteza

(2) Yang-Millsova teorija in domneva o masni vrzeli
(3) Problem P = NP

(4) Matematicna resitev Navier-Stokesove enacbe
(5) Poincaréjeva domneva



(6) Birch in Swinnerton-Dyerjeva domneva
(7) Hodgeva domneva
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