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I. poglavje : REALNE FUNKCIJE

1. Lebesguov in Riemannov integral (ponovitev)

Merljive mnozice in merljive funkcije

Druzino vseh Lebesguovo merljivih mnozic na realni osi R ozna¢imo z M. To je o-algebra
podmnozic v R (zaprta za komplementiranje, Stevne preseke in stevne unije). Lebesguova
mera je preslikava m: M — [0, 00| z lastnostmi:

(i) m(E) =372, m(Ej), ce je E = U, E; in E; N Ep =0 za j # k (Stevna aditivnost),
(ii) m(E + z) = m(F) za vsak E € M, z € R (translacijska invariantnost),
(iii) m(I) = b— a, ¢e je I = [a,b] (posplositev dolzine intervala).

S temi lastnostmi je Lebesguova mera na M natanko dolo¢ena, v njeno konstrukcijo pa
se tu ne bomo spuscali (glej npr. [21] ali [11]). 1z Stevne aditivnosti sledi zveznost mere za
monotona zaporedja merljivih mnozic: m(E) = lim, m(E,,), ¢e E, / E ali ¢e E, \, F in
m(Ey) < oco. Zaradi (iii) velja m({a}) = 0 za poljubno tocko a.

Uporabljali bomo 8e naslednje znane lastnosti Lebesguove mere:

(a) (Kompletnost): E € M, m(E) =0in AC E= A € Min m(A) = 0. Kadar neka
lastnost velja povsod na merljivi mnozici F razen na podmnoici z mero 0, recemo, da velja
skoraj povsod na E in zapiSemo s.p. na E.

(b) (Borelova mera): Ce z B oznacimo Borelovo o-algebro in z PR druzino vseh podmnozic
v R, velja B C M C PR. Da se pokazati, da so inkluzije povsod stroge.

(c¢) (Regularnost): Za vsak E € M in vsak € > 0 obstajata zaprta mnozica F' C F in
odprta mnozica G D E, da je m(G \ F) < e. Ce imamo §tevno zaporedje €, z lastnostjo
€, — 0 in za vsak n zaprto mnozico F), in odprto mnozico G,, z zgornjo lastnostjo. Potem
je F =U,F, t.i. F, mnozica (Stevna unija zaprtih mnozic) in G = N, G, t.i. Gs mnozica
(8teven presek odprtih mnozic) in velja m(G \ F) = 0. Obe mnozici, F in G, sta seveda
Borelovi.

Funkcija f: E — R je merljiva, ¢e za vsako odprto mnozico G' C R velja f~1(G) € M.
Posebno preproste so enostavne funkcije, tj. funkcije oblike s = > | ¢ixg,, kjer je
E = U} E; in so E; paroma disjunktne mnozice. Hitro se vidi, da je enostavna funkcija
merljiva natanko takrat, ko so vse mnozice E; merljive.

Monotono konvergenco mnozic in mer, skoraj gotovo konvergenco merljivih funkcij ter
regularnost Lebesguove mere pogosto in s pridom uporabljamo. Oglejmo si to pri dokazu
dveh pomembnih klasi¢nih izrekov.

Izrek 1 (Jegorov). Naj bo E merljiva podmnoZica v R s konéno mero m(E) <
00, fn— f s.p. na E in e > 0. Tedaj obstaja taka zaprta podmnoZica F C E, da je
m(E\ F) < e in velja f, — f enakomerno na F.

Dokaz. Izberimo naravno Stevilo n in definirajmo narascajoce zaporedje merljivih
mnozic

Bog = Nisile € B: [f3(2) ~ f(@)] < )
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Njihova unija E, = U,E, ) vsebuje mnozico {x € E; f;(x) — f(x)}, katere komplement
ima po predpostavki mero 0. Torej je m(E,) = m(E). Zaradi E, /" E, (k — 00), velja
m(En ) — m(E) (k — o0), kar pomeni, da m(E \ E,, ;) — 0 (k — o00). Torej za dani
€ > 0 obstaja ke(n) > n, da velja m(E \ E,, 1 (n)) < €/2".

Zaradi regularnosti mere m obstaja za vsak n taka zaprta podmnozica F,, C E i (n),
da je m(Ep g, (n) \ Fn) < €/2" —m(E\ Ey, k. (n))- Tedaj je

m(E \ Fn) = m(E \ En,ke(n)) + m(En,k:e(n) \ Fn) < 6/2n'

Nadalje naj bo F' = Ny F,. Potem je E\ F = UX(F \ F,) in zato m(E \ F) <
Yoo m(E\F,) < >0, €/2" = e. Poleg tega za vsak n obstaja kc(n), tako da za vsak
J = ke(n) velja |fj(z) — f(x)| < 1/n za vsak x € F (saj je vsak tak x v Fy, C B, (n) 72
vsak n). Torej imamo na mnozici F' enakomerno konvergenco f; — f.

Opombe. 1. Ce obstaja taka zaprta podmnozica F C E, da je m(E \ F) < e in velja
fn — [ enakomerno na F', recemo, da f, na E skoraj enakomerno konvergira proti f. Za
mnozice s konéno mero izrek Jegorova torej pove, da iz konvergence skoraj povsod sledi
skoraj enakomerna konvergenca (obratno je skoraj trivialno).

2. Ce je m(E) = oo, sklep izreka Jegorova ne velja, kot kaze protiprimer funkcij X[=n,n]
na R, ki na podmnozicah z neskon¢no mero ne konvergirajo enakomerno proti 1.

3. V dokazu izreka smo videli, da za vsak € > 0 in vsak n obstaja tak k.(n), da za vsak
J > ke(n) velja m({z € E; |fj(z) — f(z)] > 1/n}) <m(E\ F) <€ (tu je bil F' odvisen od
€). Torej v resnici velja m({x € E; |f;(x) — f(x)] > 1/n}) (j — 00), se pravi, da imamo
pri pogojih izreka konvergenco po meri f; — f.

4. Iz enakomerne konvergence na E ocitno sledi skoraj enakomerna konvergenca, iz te
konvergenca skoraj povsod, iz te pa po tocki 3 konvergenca po meri. 1z nje lahko izpeljemo
konvergenco (vsaj enega) podzaporedja. Obratno na sploh ne velja. 1z enakomerne kon-
vergence sledi tudi konvergenca po normi prostora L'(E), iz te pa konvergenca po meri.
(Za navedene trditve glej npr. [9].)

Uporabimo izrek Jegorova za dokaz naslednjega rezultata in njegove posledice. Rekli
bomo, da je f zvezna relativno glede na mnozico F, ¢e iz xg,x € F in x — z (kK — 00)

sledi f(zx) — f(x).

Izrek 2 (Luzin). Naj bo E merljiva mnozica, m(E) < oo in f merljiva funkcija na E.
Tedaj za vsak € > 0 obstaja taka zaprta podmnozZica F C E, da je m(E \ F) < € in je f
zvezna (relativno glede) na F'.

Dokaz. Najprej dokazimo izrek za enostavno merljivo funkcijo s = Y1 | ¢ix g, kjer je
F = U; E; in so mnozice F; paroma disjunktne in merljive. Zaradi regularnosti mere za vsak
€ > 0 obstaja F; C E;, m(E; \ F;) < ¢/n. Potem je F' = U | F; zaprta mnozica in zaradi
E\F = U E,\U_F; = U | (E;\ F;) veljam(E\F) =" ym(E;\F;) < Y./ ¢/n=¢.
Ker so F; zaprte, paroma disjunktne mnozice in je s(z) = ¢; za x € F;, je enostavna funkcija
s zvezna relativno glede na F.

Za poljubno merljivo funkcijo f obstaja zaporedje enostavnih merljivih funkcij sg, ki
konvergirajo po tockah proti f. Za vsak k obstaja po prvem delu dokaza taka zaprta
podmnozica Fj, C E, da je m(E \ F},) < €¢/25! in je s;, zvezna relativno glede na F},. Po
izreku Jegorova (IE) (ki ga lahko uporabimo, saj je m(E) < oo) pa obstaja taka zaprta
podmnozica Fy C E, da je m(E \ Fy) < €/2 in je na Fj konvergenca sy — f enakomerna.
Definirajmo F' = NP2 F. Tedaj je F' zaprta mnozica, vsaka funkcija sy je zvezna relativno
glede na F (ker je zvezna na Fj) in velja sp — f enakomerno na F (ker velja to na Fyp).
Od tod sledi, da je tudi f zvezna relativno glede na F' (dokaz je enak klasicnemu). Poleg
tega velia m(E \ F) = m(US2(E\ Fr))) < S poom(E\ Fy) < Y poo€/28 =e.
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Posledica. Naj bo E merljiva mnozica, m(E) < oo in f merljiva funkcija na E.
Tedaj za vsak € > 0 obstaja taka zvezna funkcija g na E, da je sup|g| < sup|f| in

m({z € E; f(z) # g(2)}) <e

Dokaz. Po Luzinovem izreku obstaja za vsak ¢ > 0 zaprta podmnozica F' C E z last-
nostjo m(E \ F) < ¢, tako da je f zvezna (relativno glede) na F. Komplement F° na R je
sestavljen iz Stevno mnogo odprtih disjunktnih intervalov, zato lahko f|r razsirimo (npr.
linearno) do zvezne funkcije f na [a,b]. Naj bo g = f|g. Zaradi posebne definicije funkcije
g, je sup |g| dosezen na mnozici F', tam je enak sup |f|r| < sup|f|. Ker paje g(z) = f(z) za
xeF je{x € E; f(x) # g(x)} C E\F inzato m({x € E; f(z) # g(z)}) <m(E\F) < e.

Lebesguov integral

Lebesguov integral po merljivi mnozici E € M definiramo najprej za enostavne funkcije
s predpisom [, sdm = Y7, ¢;m(E;) in nato za nenegativne merljive funkcije f: E — R,

f >0, s predpisom :
/fdm:sup/ sdm,
E s JE

kjer preteCe supremum vse enostavne merljive funkcije s z lastnostjo 0 < s < f. Lahko je
seveda [, fdm = oc.

Ce je f: E — R poljubna realna merljiva funkcija, jo zapisemo f = f+ — f~, kjer sta
fT =max{f,0} in f~ = —min{f,0} (pozitivni in negativni del) tudi merljivi funkciji. V
primeru, da je vsaj eden od integralov [, fTdm in [, f~dm koncen, definiramo

/E fdm = /E frdm — /E fdm.

Lahko je seveda fE fdm = +oco. Ce pa je to konéno stevilo, re¢emo, da je f integrabilna
funkcija. Ker vedno velja | [ fdm| = | [p fTdm — [ f~dm| < [ fTdm + [, f~dm =
Je(fT 4+ f7)dm = [, ]|fldm, se takoj vidi, da je f integrabilna funkcija natanko takrat,
ko je [z |fldm < oo. (Torej je f integrabilna natanko takrat, ko je integrabilna |f|.)

Za poljubno kompleksno merljivo funkcijo f: E — C piSemo f = f1 + ifs, kjer sta f;
realni in fs imaginarni del funkcije f. V tem primeru definiramo

/Efdm:/Eﬁdm—l—i/Efgdm.

in re¢emo, da je kompleksna funkcija f integrabilna natanko takrat, ko sta [ g fidm in
[ fadm konéni realni stevili. Iz |fi],|f2] < [f] < [fi] 4 |f2| sledi, da je to res natanko
takrat, ko je [ g |fldm < oo. Zaradi te lastnosti recemo, da je Lebesguov integral absolutni.
Poleg tega velja ocena | [, fdm| < [ |f]dm.

Integrabilne funkcije sestavljajo vektorski prostor:
LYE)={f; f: E — C, merljiva, / |fldm < oo}
E

Definicija. f = g s.p. na F (skoraj povsod na F) natanko takrat, ko je
m({z € E; f(x) # g(x)}) = 0.

To je ekvivalenéna relacija na funkcijskem prostoru L!(E), dostikrat oznagena z ~.
Integrala dveh skoraj povsod enakih funkcij sta enaka. Ce ozna¢imo z N mnozico tock, v
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katerih se funkciji f in g razlikujeta, torej N = {x € F; f(z) # g(x)}, namre¢ velja:

/ fdm = fdm+/ fdm = fdm :/ gdm = gdm—i-/ gdm = / gdm.
E E\N N E\N E\N E\N N E

Trditev 1. Iz f =0 s.p. na E sledi fE fdm = 0. Obratno velja za pozitivne funkcije.

Dokaz. Prvi del je ociten. Naj bo [ fdm = 0in N = {z € E; f(z) > 0},
Ny ={z € E; f(z) >1/k} za k=1,2,.... Tedaj je ka fdm < [ fdm = [ fdm =0 in
zato tm(Ny) = 0 za vsak k. Torej je zaradi Ny /' N tudi m(N) = limy m(Ny) = 0, se
pravi f =0 s.p. na E.

L'(E) definiramo kot mnozico vseh ekvivalenénih razredov [f] med seboj skoraj povsod
enakih integrabilnih funcij, torej L'(E) = L'(E)/ ~. Kljub temu na elemente prostora
L'(E) najveckrat gledamo kot na funkcije.

Izrek. L'(E) je Banachov prostor za normo | f|l1 = [ |f|dm.
Dokaz glej v [21] ali [11]. Podobno definiramo za 1 < p < oo tudi Banachove prostore:
LP(E) ={[f]; f: E — C, merljiva na FE, / | f|Pdm < oo}
E

za normo [|f |l = ([ [f[Pdm)'/? in
L>=(E) ={[f]; f: E— C, merljiva na E,ess supg|f| < oo}

za normo || f|lec = ess supg|f| = inf{c > 0; m({z € E; |f(z)| > ¢}) = 0} (bistveni supre-
mum). Vedno velja |f| < || f]|s s.p. na E.

V posebnem primeru je L2(E) Hilbertov prostor za normo || f|j2 = ([5 | f|?dm)Y/2, ki je
porojena iz skalarnega produkta (f,g) = [5 fgdm.

V splosnem velja Holderjeva neenakost za konjugirana indeksa (tj. 1/p+1/q = 1):

D 1/p q 1/q
/E Faldm < ( /E |FiPdm) M7 /E lgl7dm)"/a.

Desna stran je lahko neskoné¢na; ¢e pa je f € LP(FE) in g € L1(FE), ta neenakost pove,
da je fg € LYE) in [[fglli < |Iflpsllglly- V primeru p = 2 je Hélderjeva neenakost
enaka Cauchy-Schwarzovi. Kadar je m(E) < oo, lahko izberemo konstantno funkcijo
g = 1 in dobimo neenakosti ||f|l1 < m(E)Y|f|lp, Ifl, < m(E)YP| f|le ozroma inkluz-
iji L®(E) c LP(E) C LYE). V posebnem primeru je L*(FE) C L*(E) Cc LY(E).
Pri pogoju 1 < p; < py < oo lahko v pisemo p = po/p1 (tedaj je konjugirani indeks
q = p2/(p2 —p1)), g = 1 in |f|P* namesto f, pa dobimo LP2(E) C LP'(E) zaradi ocene
1 £llpy < 1fllpym(E)Y/P1=1/P2 Nagzadnje se povejmo, da iz Holderjeve neenakosti sledi za
1 < p < oo neenakost Minkowskega: ||f + g/, < ||fllp + lg]lp-

Samo omenimo, da se da Lebesguovo mero in Lebesguov integral definirati tudi v ravnini
R? ali v ve¢ razseznih prostorih R™, n > 2. To bomo sicer potrebovali bolj redko in se pri
tem sklicevali na Fubinijev izrek o zamenjavi vrstnega reda integriranja (glej npr. [21] ali

[11]).

Veckrat, tako reko¢ neprestano, pa bomo uporabljali nekatere znane konvergencne izreke:



(a) Fatoujeva lema (FL):

fn =0, merljive = [ (liminf f,)dm < liminf / fndm

E n—oo n—o0

(b) Lebesguov izrek o monotoni konvergenci (LIMK):
fn =0, merljive, f, /' f s.p. na E = f merljiva in lim / fndm :/ fdm

(c) Lebesguov izrek o dominantni konvergenci (LIDK):

frn kompleksne, merljive, |f,| < g za g € LY(E), fo, — f s.p. na E= f € L'(E) in

lim fndm = / fdm
n—oo E

Teh izrekov ne bomo dokazovali. Za zgled, kako jih uporabljamo, si bomo oglejmo zvezno
odvisnost Lebesguovega integrala od integracijske mnozice. Za omejene funkcije funkcije
je ta rezultat trivialen, za neomejene pa si pomagamo z naslednjo konstrukecijo :

”Rezanje” funkcije. Za (neomejeno) funkcijo f € L'(E) naj bo

no, |fl>n

Potem so funkcije f, omejene, saj velja |f,,| < n, so iz LY(E), saj je | f»| < |f| za vsak n
in zato [ |fnldm < [ |f|dm, in zaporedje f, konvergira k f povsod na E (za vsak © € E

je fa(x) = f(x) pri dovolj velikem n). Se veé, za vsako merljivo podmnozico A C E lahko
ocenimo |f — f,| < 2|f|, zato (LIDK) velja

[ = gaml < [\ = palim < [ 17 = fulam =

V posebnem primeru je || f — fn|l1 — 0 (n — o00), zato konvergira zaporedje f,, proti f tudi
v prostoru L!(E).

Trditev 2. Ce je f € LY(E), za vsak ¢ > 0 obstaja 6 > 0, tako da za vsako merljivo
mnoZico A C E velja: m(A) <d =1 [, fdm| <e.

Dokaz. Najprej naj bo f omejena funkcija na E, se pravi |f| < M. Izberimo § = ¢/M,
pa je za vsako merljivo podmnozico A C F z lastnostjo m(A) < 0 res

!/Afdm\S/A]f]deMm(A)<M5:e.

Ce f ni omejena, jo tako kot zgoraj aproksimiramo z ”odrezano”funkcijo f,,. Izberimo
n tako velik, da je | [,(f — fu)dm| < €/2 za vsak A C E. Potem je (za vsako merljivo
podmnozico A C E)

[ gaml <1 [ (5 faiml | [ gudm| <] [ fudm]+ ez
A A A A
Izberimo Se A (odvisen od n) tako, da bo | [, fndm| < €/2. To lahko dosezemo po prvem
delu dokaza, ce je le m(A) < ¢ (ta § je odvisen od € in n), saj je f, omejena funkcija.
Torej je | [, fdm| < e za m(A) < 6.

Kasneje se bomo veckrat sklicali tudi na naslednji rezultat.

Trditev 3. Ceje f € L'([a,b]) in f[a o fdm =0 za vsak z € [a,b], je f =0 s.p. nala,b].



Dokaz. Oznacimo I = [a,b]. Integral fa a0 Sdm = J7 Xla,c) fdm obstaja, ker je X|qqf €
L'([a,b]). Za vsak zaprt podinterval [, 3] C I je tudi f | fdm = f | fdm— f[a o fdm =
0. Isto velja za odprte podintervale in za vsako (relatlvno) odprto podmnoz1co U v [a,b],
saj je enaka Stevni uniji disjunktnih (relativno) odprtih podintervalov I}, in zato fU fdm =
>k flk fdm = 0 (po LIDK). Torej velja tudi za vsako zaprto podmnozico F' C I, saj je
fFfdm—i— fI\Ffdm = flfdm = 0.

Po trditvi 2 za vsak € > 0 obstaja tak § > 0, da za vsako merljivo podmnozico A iz
m(A) < é sledi | [, fdm| < e. Naj bo sedaj E poljubna merljiva podmnozica v I. Zaradi
regularnosti Lebesguove mere m lahko najdemo tako zaprto podmnozico F' C F, da je
m(E \ F) < ¢ in zato \fE\F fdm| < e (trditev 2), se pravi, tudi | [, fdm| < e, saj je
[ fdm = 0. Ker je bil € > 0 poljuben, imamo [ fdm = 0.

Pisimo f = f1 + ifs, kjer sta f1, fo realni in imaginarni del, ter f; = ffr - fi-

[z fdm = 0 takoj sledi [, fidm = 0 in [ fodm = 0 za vsako merljivo mnozico E.
Oznacimo E; = {x € I; fi(z) > 0}. Potem fE fidm = fE fidm = 0. Ker je f;7 >0,
sledi f1 = 0 s.p. na Ej po trditvi 1, torej v resnici s.p. na I (ker je drugje f1 enak 0).
Podobno dobimo f;” = 0 s.p. na I, torej f; = 0 s.p. na I. Enako sklepamo, da je fo =0
s.p. na I, se pravi, tudi f =0 s.p. na I.

Odprte mnozice na realni osi imajo pozitivno Lebesguovo mero, zato za zvezno funkcijo
iz f = 0 s.p. na [a,b] sledi f =0 na [a,b]. Torej je f — [f] injektivna vlozitev mnozice
zveznih funkcij C([a,b]) v L>®(E).

Izrek 3. Mnozica C([a,b]) vseh zveznih funkcij je gosta v prostoru L([a,b]).

Dokaz. Izberimo poljuben € > 0. Vsaka zvezna funkcija f na [a,b] je v L>®([a,b]) C
L'([a,b]). Najbo f € L'([a,b]) poljubna in f, ”odrezana” funkcija (glej tekst pred trditvijo
2) z lastnostjo |fn| < nin ||f — fol1 = f;\f — faldm < €/2. Za funkcijo f, pa obstaja
po posledici izreka 2 taka zvezna funkcija g,, da je ||gnllcc < [|[fulloc < n in m(N,) =

m({z € [a,b]; fa(z) # gn(2)}) < €/(4n). Potem je tudi ||fo = galli = [} [fo — guldm =
an |f = gnldm < 2nm(Ny) < €/2 in zato tudi ||f — gnlli < [|f = falli + [[fn — gl <e.

Opomba. Prakti¢no na enak nacin dokazemo, da je mnozica zveznih funkcij gosta tudi
v vsakem od Banachovih prostorov LP([a,b]), kjer je 1 < p < oc.

Riemannov integral

Zvezne funkcije na zaprtem intervalu [a,b] so tudi Riemannovo integrabilne, se pravi

C([a,b]) € R([a,b]), ¢e slednje oznacimo z R([a,b]).

Trditev 4. Naj bo f omejena funkcija, ki je Riemannovo integrabilna na [a,b]. Tedaj

je f € L'([a,b]) in velja
/ fdm = /b f(z)dz
[a,b] a

Dokaz. Naj bo f realna funkcija (sicer dokazemo trditev posebej za realni in imaginarni
del) in Ap = {a = x(k) xgk) - (k) = b}, (Ok) (k) < x%?, zaporedje vedno
finejsih delitev intervala [a b z lastnostjo |Ak| = maxi<i<n, (x(k) - xik)l) — 0 (k — o0).
Definirajmo si(z) = 1nf ) <oal® w f(z) in Sk(x) = Sup w f(z), ¢e je x( ) <z<

:cz(k) za vsak i = 1,2, ..., ng. Za vsak z in vsak k torej velja sp(x) < f(x) < Sk(z). Finejsa

<m<z
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delitev intervala (kasnejsi k) kveGjemu poveca sp in kvec¢jemu zmanjsa Si. Od tod sledi,
da pri vsakem z obstajata s(z) = limg_,o Sg(z) in S(z) = limg_,o Sk(x). Funkciji s in S
sta merljivi in zanju velja s(z) < f(z) < S(x) za vsak x. Ce oznacimo z dj, = f[a,b} spdm
spodnjo in z Dy, = f[a,b} Skdm zgornjo Darbouxovo vsoto, vidimo, da po (LIDK) (zakaj ga
smemo uporabiti?) velja dy — f[a,b} sdm in Dy — f[a,b} Sdm.

Ker je funkcija f Riemannovo integrabilna, spodnja in zgornja Darbouxova vsota kon-
vergirata proti istemu Stevilu f;f(:c)d:c, je f[mb](S — s)dm = 0. Toda S — s > 0 povsod
na [a,b], zato je S = s s.p. na [a,b] oziroma celo f = S(= s) s.p. na [a,b] (trditev 1).
Funkcija, ki je skoraj povsod enaka merljivi funkciji S, pa je tudi sama merljiva in zanjo
velja fi, y fdm = [,y Sdm = [} f(z)da.

Izrek 4. Omejena funkcija je Riemannovo integrabilna na [a,b] natanko takrat, ko je
skoraj povsod na [a,b] zvezna.

Dokaz. Spet je dovolj izrek dokazati samo za realne funkcije. Naj bo funkcija f realna,
omejena in Riemannovo integrabilna na [a,b], Ag, sk, Sk, dk, Di kot v dokazu prejsnje
trditve. Naj bo E = {z € [a,b]; s(z) = f(z) = S(x)}, torej m([a,b] \ E) = 0. Ce
x ¢ U Ap in 2 € E (torej v mnozici £\ U2, Ay, katere komplement ima tudi mero
enako 0), potem je funkcija f zvezna v tocki x. Ce namre¢ to ne bi drzalo, bi obstajal tak
€ > 0 (odvisen od ), da bi veljalo Si(x) — si(z) > € za vsak dovolj velik k. Sledilo bi
S(z) — s(x) > €, kar pa ni res, ker je x € E.

Obratno, naj bo omejena funkcija f zvezna s.p. na [a,b]. Naj bo (Ag) poljubno za-
poredje delitev z lastnostjo |Ag| = maxi<i<n, (xik) - xz@l) — 0 (k — o0) in naj bodo
Sk, Sk, di, Dy, definirani kot prej (le da si, Sk ne konvergirata nujno monotono, ker Ay
ni nujno finejsa delitev od Ay). V vsaki tocki z, kjer je f zvezna funkcija, zaporedji sy (z)
in Si(z) seveda konvergirata proti f(x), torej velja to s.p. na [a,b]. Po (LIDK) zaporedji
di, in Dy, potemtakem konvergirata proti f[a’b] fdm. Torej spodnja in zgornja Darbouxova
vsota konvergirata proti istemu stevilu. Funkcija f je zato Riemannovo integrabilna in

velja [} f(z)dz = [, fdm.

V posebnem primeru je vsaka zvezna funkcija Riemannovo integrabilna. Imamo torej

relacijo C([a,b]) C R([a,b]) C L'([a,b]).
Posledica. Prostor stopnicastih funkcij je gost v vsakem prostoru LP([a,b]), 1 < p < oc.

Dokaz. Dokazimo primer p = 1, sicer poteka dokaz podobno. Naj bo f € L'([a,b]).
Po izreku 3 obstaja za vsak € > 0 zvezna funkcija g, tako da je ||f — g|l1 < €¢/2. Vsaka
zvezna funkcija je Riemannovo integrabilna, zato obstaja stopnicasta funkcija s z lastnos-
tjo |lg — s|l1 < €/2. Torej je tudi ||f — 51 < e.

Kako pa je z izlimitiranim (posploSenim) Riemannovim integralom na [a, b]. Oznacimo
pozitivne funkcije, za katere obstaja slednji, z I R([a,b])".

Trditev 5. IR([a,b])* C L'([a,b]).

Dokaz. Naj bo npr. funkcija f neomejena v blizini tocke a in naj obstaja limita
lime_g [, f(z)dz. Tedaj je po (LIMK)

b
/ fdm = lim X[a+1/np fdm = lim fdm = lim f(x)dx.
[a,b] [a,b]

n—oo =00 Jla+1/n,b| =00 Ja+1/n
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Za poljubne realne ali kompleksne funkcije trditev ne velja.

Zgled. Na intervalu [0,1/n] si izberimo funkcijo f(z) = Lsinl (ni pomembno, ¢e v
tocki 0 ni definirana). Njen integral

1/m 1/m 1 1 "
flx)dx = / —sin —dx = / Sl%dt
0 T

0 X X

obstaja v izlimitiranem smislu. To vidimo takole. Oznacimo

(k}+1)7‘(’ Slnt
w= [ Sa
km t
za k=0,1,2,.... Torej je

T sint 2 2
= (=1)F dt < < 2.
a = ( )/Ot+/-c7r ’ (k—i—l)w_’ak’_lmr

Potem pa imamo z

[ Z/k'““ gy Zak_z lal

k=0

alternirajoco vrsto s koeficienti |ax| N\, 0, ki kot vemo konvergira (proti m/2). Integral
absolutne vrednosti funkcije f pa ni koncen, saj je

1mq 1 00 t © |gint T |sint
/ —|sin—|dac:/ [sint] / [sint] ’dt—/ [sint] ;)
0 X X T t 0 t 0 t

> | sint| > R |
T dt = >y =
[ = 2 Y oy =
k=0 k=0

ker je na desni harmonic¢na vrsta.
Natanéneje velja

21 1 "Tging| . e 211 2
S M A N e B
k=0 k=0 k=1

Ker se da pokazati, da je C +In(n — 1) < H,—; < C + Inn, kjer je C = 0.5772... ti.
Eulerjeva konstanta (glej spodnjo opombo), lahko ocenimo

in

2 2 T sint "Zl
_C+_1nn§/ | | |CL]€|<CLO+ C+—1nn
T T 0 t
k=0
oziroma asimptoti¢no

" sint 2 2
/ Mdt:—lnn—i—O(l) (n — o0) ~ —Inn.
0 t us U

Opomba. Ce definiramo
A= Hp =S —m s b))
n — dp—1 nn = & n 3
k=1
in
B, =H,_1 —In(n—1) —1+Z +1In 1—1))

vidimo, da je zaporedje A, naraScajoce, zaporedje Bn pa padajoce. Zaradi A, — B, =
In(1-1/n) — 0 (n — oo) obe konvergirata k isti limiti, ki jo ozna¢imo s C. To je Eulerjeva
konstanta.
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Odslej bomo tudi za Lebesguov integral funkcije f na intervalu [a,b] uporabljali kar
obi¢ajno oznako f;f(:c)d:c.

2. Absolutno zvezne in singularne funkcije

Najprej bomo spoznali lastnosti absolutno zveznih funkcij, ki bodo kasneje pri Fourierovih
vrstah imele pomembno vlogo. Nato si bomo ogledali Se ti. singularne funkcije nad poseb-
nimi simetri¢nimi perfektnimi mnozicami.

Absolutno zvezne in Lipschitzove funkcije

Definicija. Funkcija F' : [a,b] — C je absolutno zvezna, Ce za vsak € > 0 ob-
staja tak § > 0, da za poljubno kon¢no druzino paroma disjunktnih odprtih intervalov
(ak,bk), k=1,2,...,rv [a, b] iz ZZ:l(bk - ak) < ¢ sledi ZTI;:l ‘F(bk) — F(ak)\ < €.

Oznaka: AC/([a,b]) ("AC - absolute continuity”)

Opombe. 1. Absolutna zveznost pomeni poostritev pojma enakomerne zveznosti (v
zgornji definiciji izberimo r = 1), torej je AC([a,b]) C C([a,b]). Kasneje bomo videli, da
tu enacaj ne velja.

2. 'V definiciji AC funkcij je vseeno, ¢e namesto konéne vzamemo poljubno (Stevno)
neskonéno druzino disjunktnih intervalov. Res, ¢e je F' € AC([a,b]), iz > po (br —ag) <9
sledi >, |F(br) — F(ag)| < € za vsak r, torej tudi >, |F(by) — F(ag)| < e. Obratno,
e je > p_q(by —ax) < 9, lahko dodamo neskonéno mnogo disjunktnih intervalov (c, dy),
da je Se vedno » ;1 (br — ar) + > poq(di — cx) < 0. Tedaj je > i1 |F(br) — F(ag)| <
> ket [F (k) — Fak)| + 32020 [F(di) — Flex)| <e.

3. Zelo preprosto lahko direktno iz definicije spoznamo, da so hkrati z F, G absolutno
zvezne funkcije tudi F' + G, A\F, FG, ReF, ImF, F*  F~ (Ee je F realna) in |F|.

Definicija. Funkcija F': [a,b] — C je Lipschitzova, Ce obstaja taka konstanta M > 0,
da velja |F(x3) — F(x1)| < M|z9 — 21| za poljubni tocki 1,z € [a, b].

Oznaka: Lip([a,b]) ("Lip - Lipschitzova”)

Opombe. 1. Iz definicije takoj sledi Lip([a,b]) C AC([a,b]). Videli bomo (glej trditev
1 in zgled za njo), da obratno nasploh ni res.

2. Naj bo funkcija F' zvezna na [a,b] in odvedljiva na (a,b). Tedaj je F' € Lip([a,b])
natanko takrat, ko je odvod F’ omejena funkcija na (a,b). Dokaz je v eno smer direkten,
v drugo pa uporabimo Lagrangev izrek. Posledica: C([a,b]) (zvezno odvedljive funkcije)
C Lip([a,b]).

3. Funkcija F je Lipschitzova natanko takrat, ko za vsak ¢ > 0 obstaja tak § > 0, da za
poljubno konéno druzino (ne nujno disjunktnih) odprtih intervalov (ag,bx), k= 1,2,...,r
v [a,b] iz Y p_y(bx — ag) < & sledi Y p_; |[F(br) — F(ax)| < e. Res. Ce je F € Lip([a,b]),
je sklep trivialen. Obratno, izberimo z1 # x3 € [a,b]. Obstaja tako naravno Stevilo r,
daje d/(r+1) < |zg —x1| < §/r. Potem je rlxg — x1| < 0, zato po predpostavki sledi
r|F(z2)—F(z1)| < €. Torej velja |F(x2)—F(x1)| < ¢/r = %5/(7“4-1) < %LTQ—CC” <
(2¢/9)|zo — x1|. Podobna trditev velja za neskonéno mnogo intervalov.

4. Spet lahko direktno iz definicije spoznamo, da so hkrati z F, G Lipschitzove funkcije
tudi F + G, A\F, FG, ReF, ImF, F™, F~ (e je F realna) in |F|.

Trditev 1. Naj bo f € L*([a,b]) in F(z) = [ f(t)dt za vsak z € [a,b]. Potem je F
absolutno zvezna funkcija. Ce je f € L™ ([a,b]), je funkcija F Lipschitzova.
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Dokaz. Ocenimo
r r by, r by,
[F(bg) — Fap)| = ) _| [ f(t)dt] < |f(t)|dt = | f(t)]dt.

Ce je € > 0, po trditvi 1.2 obstaja tak § > 0, da iz m(Ugly) = >, m(Ix) = 3. (bx —ag) < 0
sledi ‘[Uklk |f(t)|dt < €, od koder po zgornji oceni dobimo, da je F' absolutno zvezna.

Ce je f € L*®([a,b]), je |f )] < |Iflloo 5-p- t € [a,b], zato za vsak z1 < xo iz [a, b] velja
|F(w2) = F(z1)| = \/ ft)dt| S/ [F(@)]dt <[] flloo (2 — 21).

Kasneje bomo videli, da veljata tudi obratni trditvi.

Zgled. Naj bo F(z) = /T za vsak z € [0,1]. Ker je /z = 1 Ox% in 1/vt >0, je

1/vt € IR([0,1))* c L'([0,1]) po trditvi 1.5. Potem je po zgornji trditvi kvadratni koren
absolutno zvezna funkcija, torej F' € AC([0,1]). Seveda pa F' ¢ Lip(]0, 1]), sicer bi bil njen
odvod F'(z) = ﬁ na intervalu (0, 1] omejen, kar ni res.

Trditev 2. Absolutno zvezna realna funkcija preslika merljivo mnoZico v merljivo,
mnozico z mero 0 pa v mnoZico z mero 0.

Dokaz. Najbo F' : [a,b] — R absolutno zvezna funkcija. Najprej pokazimo, da preslika
mnozico E z mero 0 v mnozico F(E), ki ima tudi mero 0. Za vsak ¢ > 0, naj bo é > 0
tak, da je zadoS¢eno definiciji absolutne zveznosti funkcije F'. Ker je m(E) = 0, obstaja
tako Stevno pokritje mnozice E z zaprtimi intervali z disjunktnimi notranjostmi: E C
U I = U2, [ak, bi), (ag, by) disjunktni, daje Y p2y m(Iy) = > po(bp—ax) < 4. Tedaj je
F(E) C F(U 1) = U2 F(I)). Funkcija F je omejena na vsakem kompaktnem intervalu
Ii;; oznacimo my, = mingey, F(z) in My = max,ey, F(z). Potem je F(I) = [mg, My]. Za
vsak k obstajata tocki ag, O € Iy, da je mp = F(ag) in My = F(08). Intervali (ay, B)
(ali (B, o)) so tudi disjunktni in tudi zanje velja > 22 |Gk — ax| < D peq(by —ax) < 9,
torej imamo oceno Y oo (Mg —my) = > 7oy |F(Bk) — F(o)| < e. Mnozico F(E) smo
pokrili z intervali poljubne majhne skupne dolzine, zato je njena mera m(F(E)) = 0.

Naj bo sedaj E poljubna merljiva podmnozica v [a,b]. Za vsak n obstaja zaprta
podmnozica F,, C E z lastnostjo m(E \ F,,) < 1/n. Lahko predpostavimo, da je za-
poredje mnozic F;, narascajoce. Naj bo Fy = US2 Fy,, ki je F,, podmnozica v E. Ocitno
je m(E \ Fy) = 0. Ce zapisemo Ey = E\ Fy, je E = Ey U Fy = Fy U (U2, F,), zato tudi
F(E) = F(Ey) U (U2, F(F,)). Mnozica Ey ima mero 0, zato ima tudi F(Ey) mero 0 po
prvem delu dokaza, torej je F'(Ep) merljiva mnozica. Poleg tega so F), zaprte podmnozice
v [a, b], se pravi kompaktne. Njihove slike F(F},) so tudi kompaktne in kot take merljive.
Stevna unija merljivih mnozic je merljiva, zato je tudi F(E) merljiva mnozica.

Opomba. Brez posebnih problemov lahko ugotovimo, da preslika zvezna realna funkcija
F merljive mnozice v merljive mnozice natanko takrat, ko preslika mnozice z mero nic¢ v
mnozice z mero ni¢é. V eno smer je dokaz isti kot v zgornji trditvi. Ce pa F preslika neko
mnozico A z mero ni¢ v mnozico B s pozitivno mero, lahko v B vedno najdemo Lebesguovo
nemerljivo podmnozico C' (glej npr. [21], str. 53, ali [19], str. 91). Njena praslika F~1(C)
je podmnozica mnozice A z mero ni¢, torej merljiva mnozica.

Pri dodatnih pogojih, da ima zvezna realna funkcija F' omejeno variacijo (glej naslednji
razdelek), lahko zgornjo trditev tudi obrnemo: ¢e preslika mnozice z mero ni¢ v mnozice z
mero ni¢, je F' absolutno zvezna funkcija. Dokaz je bolj zapleten, glej [19], str. 269. Kot
posledico lahko dokazemo, da je kompozitum absolutno zveznih funkcij absolutno zvezna
funkcija natanko takrat, ko ima omejeno variacijo.
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Simetriéne perfektne mnozice

Definirajmo zdaj posebne simetri¢ne perfektne podmnozice intervala [0,1]. Naj bo &
realno stevilo z lastnostjo 0 < £ < 1/2. Definirajmo zaporedje mnozic:
Ey = [07 1]7
E1 = [075] U [1 - 57 1]7
B =[0,]Ul§ - Ul - &1 -+ Ul - €41],

Mnozica E, je sestavljena iz 2" podintervalov dolzine £™.

OOZOEn .

n

Definirajmo Se E¢ = N

Hitro se lahko prepricamo, da je E¢ simetri¢na, perfektna (zaprta in brez izoliranih tock)
in z Lebesguovo mero 0. Iz 2§ < 1 namrec sledi

m(Eg) = lim m(Ey,) = lim (25)" = 0.

Videli bomo, da ima mo¢ kontinuuma. Poseben primer takih mnozic je klasi¢na Cantorjeva
tretjinska mnozica Ey /3.

Posplositev: Vzemimo zaporedje realnih stevil &, 0 < & < 1/2 zai = 1,2, ... in defini-
rajmo podobno kot prej:
EO = [07 1]7
By =10,6]U[1—&,1],
Ey =[0,6&]U[G — &8, &]U[l - &, 1 - & + &6 U1 - &, 1,

in Se mnozico E,)y = NpZoEn.

Kot prej je mnozica F,, sestavljena iz 2" podintervalov, zdaj dolzine £1&5...&,, mnozica
E¢,) pa je spet simetricna, perfektna in, kot bomo videli, z moc¢jo kontinuuma. Njena

Lebesguova mera je enaka:

n n
m(E,)) = lim m(E,) = lim 276§, = lim l}—[l(ka) = lim kHl(l — (1 —2&)).
Ce izberemo &1, &, ... tako, daje S50 (1—2&;) < 00, je tudi m(E) = lim, o 21 62...6, >
0. To sledi iz znanega izreka, da P, = [[;_;(1 — nx) — P # 0 natanko takrat, ko
Y pey e < oo (glej npr. [24], str. 384).

V posebnem primeru §, = & za vsak k = 1,2,..., 0 < £ < 1/2, dobimo spet mnozico E,
ki pa ima mero m(E¢) = 0, saj sedaj vrsta > ;- (1 — 2¢) divergira.

Oglejmo si Se analiti¢ni zapis simetri¢nih perfektnih mnozic (produkt £1€s...¢_1 naj ima
v primeru k = 1 vrednost 1):

E,) = {Z ex182...&p—1(1 — &k); ex € {0,1} za vsak k}
k=1

Vrsta v tem izrazu absolutno konvergira, ne glede na izbiro €, saj je njena majoranta vrsta

Y oreq §1&2...8k—1(1 — &) = 1. Mnozica vseh n-tih delnih vsot ), €x&1&a...{p—1(1 — &) je
enaka ravno mmnozici vseh levih krajis¢ podintervalov iz mnozice E,,.

Trditev 3. Preslikava (ex) — > poq €xé162...85—1(1 — &) Jje bijekcija iz mnoZice vseh
zaporedij z vrednostmi v {0,1} na mnoZico Eg,).
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Dokaz. Preslikava dobro definirana, saj vrsta konvergira, njena vrednost pa lezi kve¢jemu
za £1&5...€, desno od nekega levega krajis¢a pri poljubnem n, torej v preseku vseh mnozic
E,. Ker tudi obratno vsaka tocka x € E¢,) pripada preseku nekega zaporedja zaprtih
vlozenih podintervalov, katerih leva krajiséa so doloGena z zaporedjem (ex), je preslikava
surjektivna. Razliénim zaporedjem pripadajo razli¢ne tocke, ker so podintervali od nekega
koraka dalje disjunktni. Tako imamo tudi injektivnost. Torej je preslikava bijekcija.

Vseh zaporedij z vrednostmi v {0, 1} je 280 = ¢, zato je tudi vseh tock v E(¢,) kontinuum
mnogo.

Zgled. V posebnem primeru imamo

[e.9]

E:={(1-¢) Zekfk_l; e € {0,1} za vsak k}.

k=1
Za £ = 1/3 lahko Cantorjevo mnozico analiticno opisemo z

2 o0 o0
By = {§ Zek(l/?))k_l; e, € {0,1} za vsak k} = {Z(2ek)/3k; er € {0,1} za vsak k} =
k=1 k=1

oo
= {Z or/3%; 61 € {0,2} za vsak k}.
k=1
Torej so v Ey/3 natanko tista realna stevila med 0 in 1, ki imajo v trojiskem zapisu samo
cifre 0 in 2 (ne pa 1).

Na osnovi simetri¢nih perfektnih mnozic lahko definiramo posebne zvezne narascajoce
funkcije, ki bodo igrale kasneje pomembno vlogo.

Definicija (Lebesguova funkcija).

Ligy(x) = { > ek/2" ;o r =00 e fr-1(1 = &)

linearna, zvezna , sicer

Trditev 4. Funkcija L,y je zvezna in naraséajoca, L()(0) =0, L(¢,)(1) = 1, na vsaki
povezani komponenti komplementa mnoZice E,y konstantna in surjektivna kot funkcija iz
Eg,y na [0,1].

Dokaz. Bodita 2',2" € E, razlicni tocki, npr. 2’ < 2”.
razlicnima zaporedjema (eg):

Potem sta doloceni z

/ 0 /
T ~ €1,€2;...,€n—-1, y €nt1y -0

" "
T ~ €1,€2,...,€n 1, 1 s Eng1y e

Torej je
n—1 e’} n—1
Ligy(@) =D /2" + Y /2" <> e/2" +1/27,
k=1 k=n+1 k=1
n—1 00 n—1
Ligy(@") = e/2" +1/2"+ > /2" =D /2 +1/27
k=1 k=n+1 k=1

in funkcija L(¢,) narasca. V posebnem primeru, ko je (z',2") odprti interval, iz katerih je
sestavljen komplement mnozice E,, je

/
T ~ €1,€2,...,€n—1, 0 ,1,1,...,

"
T ~€1,€, . €n—1, 1,0,0,...,
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zato imamo L) (2') = P lep/2F 4 1/2n = Le,y(z") in Lig,y je konstantna na tem in-
tervalu. Ker je v dvojiskem zapisu vsak y € [0, 1] oblike y = >°7° | e/2%, e, € {0,1}, je
funkcija L(g,) tudi surjektivna (tudi ¢e jo opazujemo samo na mnozici E,). Surjektivna
in narascajoca funkcija iz [0,1] na [0,1] pa je zvezna.

V posebnem primeru & = £ za vsak ¢ dobimo t.i. Lebesguovo singularno funkcijo

Le(x) = { i/ e = (=N et

linearna, zvezna , sicer

Funkcija L¢ je konstantna na komponentah komplementa mnozice E¢, zato je tam njen
odvod enak 0. Ker je m(E¢) = 0, je odvod enak 0 s.p. na [0,1]. Od tod ime Lebesguova
singularna funkcija (vcasih, zlasti pri & = 1/3, ji recemo tudi Cantorjeva funkcija). Poleg
tega je L¢(E¢) = [0,1]. Torej preslika mnozico E¢ z mero 0 na mnozico [0,1] s pozitivno
mero, kar pomeni, da L¢ ni absolutno zvezna funkcija (glej trditev 2), ceprav je zvezna.
Kasneje bomo to spoznali e na drugacen nacin.

Opomba. Izberimo si tako zaporedje {1, &, ..., da je m(Eg,)) > 0 in e § < 1/2, tako
da je m(E¢) = 0. Definirajmo funkcijo

F(x):{ Yoy ebibe (1 —&) 2= (1-8 33, e

linearna, zvezna , sicer

Na podoben nacin kot prej se lahko prepricamo, da je F' zvezna in celo strogo narascéajoca
(torej bijektivna) preslikava iz [0, 1] na [0, 1]. Tudi ta funkcija ni absolutno zvezna.

3. Funkcije z omejeno variacijo in Riemann-Stieltjesov
integral

Funkcije z omejeno variacijo

Naj bo F': [a,b] — C poljubna funkcija in D = {zg,x1, ..., 25} delitev intervala [a, b]:
a=2z0 < <..<z,="> Nadalje najbo Vi, (F,D)=73_, |F(xx) — F(xr-1)| > 0in

n
Via,y (F) = sup Vi, (F, D) = sup > _ |F(zy) — F(z_1)].
D D5
Ta koli¢ina je lahko tudi neskonéna in se imenuje totalna variacija (ali totalni razmah)
funkcije F' na intervalu [a, b].

Definicija. Ce je Viapl (F) < o0, recemo, da je F' funkcija z omejeno variacijo.
Oznaka: BV ([a,b]) ("BV - bounded variation”)

Opombe. 1. Vsaka funkcija F' € BV ([a,b]) je omejena: za vsak = € [a, b] namrec velja
|F(z)] <[F(z) = F(a)| +[F(a)] < |F(a)| + Vo (F)-

2. Hkrati z F,G so funkcije z omejeno variacijo tudi F + G, A\F, FG, ReF, ImF, F*,
F~ (Ce je F realna) in |F|.

3. Ceje [c,d] C [a,b] in F € BV([a,b]), je Flie.q € BV([c,d]) (pisali bomo kar F|i. 4 =
F). To sledi iz Vi, g (F) < Vg (F). Poleg tega je Viqp(F) = Vig(F) + Ve (F), Ce je
a < ¢ < b. To paslediiz ocen Vg (F)—€ < >0 |[F(xg) = F(xr-1)] < Vi (F) +Viey (F)
in Vig,o(F) = €+ Viey) (F) — e < 324 |1 F(),) = Flag_y)| + 25 [F () = Faj_y)| < Vi (F)
za poljuben € > 0 in za ustrezne delitve (pod)intervalov.
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4. Vsaka narascajoca (ali padajoca) funkcija je o¢itno v BV ([a,b]). Vsaka realna
funkcija iz BV ([a,b]) je razlika dveh narasc¢ajocih funkcij. To vidimo takole. Definira-
jmo G(x) = Vi q(F) za vsak = € [a,b]. To je naraséajoca pozitivna funkcija, saj za
a<z<y<bvelja Gy) = V[a,y](F) = V[a,x](F) + V[J:,y}(F) = G(z) + V[J:,y}(F) > G().
Poleg tega je G(y) — G(v) = Vi, (F) > |F(y) — F(z)| > F(y) — F(z). Torej imamo
G(y) — F(y) > G(z) — F(x), zato je tudi funkcija H(z) = G(x) — F(z) narascéajoca. Ker
je F(z) = G(z) — H(z), je dokaz konc¢an. Ta zapis imenujemo Jordanova dekompozicija.
Ce je F zvezna realna funkcija z omejeno variacijo, sta tudi funkciji G in H zvezni (glej
trditev 1). (V sploSnem razcep F' = F} — F5 na dve naras¢ajoci funkciji ni en sam in tudi
funkciji F1,F5 nista nujno zvezni.)

Trditev 1. Naj bo ' € BV ([a,b]) in G(x) = V|q(F) za vsak x € [a,b]. Tedaj je
funkcija F (a) zvezna, (b) absolutno zvezna in (c) Lipschitzova natanko takrat, ko je taka
funkcija G.

Proof. Zaradi ocene |F(y) — F(z)| < G(y) — G(z) iz lastnosti funkcije G v vseh treh
primerih (a),(b),(c) takoj sklepamo, da ima isto lastnost tudi funkcija F. Obratno je
nekoliko tezje. Najprej dokazimo pomozno trditev:

Za vsak € > 0 obstaja taka dovolj drobna delitev D intervala [a,b], da velja V}, o(F) <
|F(q) — F(p)| + €, ée sta p in q zaporedni delilni toc¢ki v D.

Res, za vsak € > 0 pois¢imo dovolj drobno delitev D in iz ustrezne vsote izlo¢imo ¢len
z zaporednima tockama p in ¢, tako da velja

Via,b)(F) < Y |F(ak) — Fzk—1)| + [F(q) — F(p)| + X" [F(2x) — Fap—1)| + € <
< Viagp(F) + Vi + [F(q) = F(p)| + €

in upostevajmo, da je Vi 5 (F) = Vigp(F) + Vip g (F) + Vig -

(a) Ce je F zvezna, za vsak € > 0 obstaja ¢ > 0, da je |F(q) — F(p)| < ¢, kakor hitro je
lg — p| < 4. Pa izberimo tako drobno delitev, da zadnji pogoj velja za poljubni zaporedni
delilni tocki. Poleg tega naj bo delitev tudi taka kot v zgornji pomozni trditvi (po potrebi
jo Se naprej zdrobimo). Potem je Vip,q) < 2¢, ¢im sta p in g zaporedni delilni tocki v D.
Torej je tudi |G(q) — G(p)| < 2¢, od koder sledi, da je G (enakomerno) zvezna na [a,b]. (b)
Zaradi absolutne zveznosti funkcije F' za vsak € > 0 obstaja d > 0, daiz > . _,(by—ax) <
sledi Y |F(bx) — F(ax)| < €/2. za vsak podinterval [ax,b;] pa obstaja taka delitev
{ax = 24,0, Th,1, s Tk, = bi}, daje Vig, ) (F) —€/(2r) < 3275, [F(zy;) — F(zg,j-1)] in
zato tudi

> Vg (F) = €/(2r)) <> |Flary) — Flagj-1)] < €/2,
k=1 k=1j=1

sajjey r_q Z?il(l“k,j—l“k,j—l) < 4. Torejje Y 1 |G(br)—G(ar)| = > p_y Viag ] (F) < €.
Tocka (c) je lazja in jo dokazemo podobno.

Funkcija z omejeno variacijo ni nujno zvezna (npr. stopnicasta funkcija), je pa merljiva.
Realni in imaginarni del namre¢ lahko zapiSemo kot razliko dveh narascajocih funkcij, take
pa so vedno merljive, saj so praslike poltrakov spet poltraki. Vsaka funkcija z omejeno
variacijo ima kve¢jemu Stevno mnogo tock nezveznosti (spet si pogledamo realni in imag-
inarni del kot razliko dveh narascéajocih funkcij), torej je celo Riemannovo in s tem tudi
Lebesguovo integrabilna. Poleg tega v vsaki tocki obstajata leva in desna limita (funkcija
je umirjena).

Tudi obratno ni vsaka zvezna funkcija tudi funkcija z omejeno variacijo.
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zcos(l/x) , x#0
0 , sicer

,%], Ceprav je tam zvezna. Ce namreC za delilne

tocke izberemo zp = %, k=1,2...,n—1inx, =0, je

Zgled. Naj bo F(z) = { n G(z) = F(2?). Potem funkcija F

nima omejene variacije na intervalu [0

n—1

S F S I
kzl| (z) — F(2p1)] 2 ;Z(E + k‘—+1) =

1 1

—(Hp-1+H,—1)> —(lnn(n—-1)+2C —-1) - 0

T T

(n — o0) (glej zgled ob koncu razdelka 1). Tudi funkcija G nima omejene variacije (zdaj
izberemo tocke z = 1/V k), poleg tega pa je celo povsod odvedljiva.

Trditev 2. Vsaka absolutno zvezna funkcija ima na koncénem intervalu omejeno variacijo,
se pravi AC([a,b]) C BV ([a,b]). Obratno ne velja niti za zvezne funkcije.

Dokaz. Za vsak ¢ > 0 obstaja tak 6 > 0, da iz > ;_,(bxy — ar) < 0 sledi neenakost
> peq |F(bg) — F(ag)| < e. Razdelimo interval [a,b] na n zaprtih podintervalov I;, tako da
jem(I;) < dzavsak j =1,2,...,n. Tedajima F' omejeno variacijo na vsakem podintervalu
I; in sicer je Vi, (F) < ¢, ker je skupna dolzina podintervalov v katerikoli delitvi intervala
I manjsa od 5. Potem pa je Vigy(F) = > i1 Vi;(F) < ne. Da obratno ne drzi niti za
zvezne funkije, pokaze primer Lebesguove smgularne funkcije L¢, 0 < £ < 1/2, za katero
vemo, da je zvezna in naras¢ajoca (torej z omejeno variacijo), ni pa absolutno zvezna.

Posledica. Naj bo F(z) = [* f(t)dt, kjer je x € [a,b] in f € L'([a,b]). Potem je F

funkcija z omejeno variacijo in velja Vi, b] f |f(t)|dt.

Dokaz. Da ima nedoloceni itegral omejeno variacijo, sledi iz trditev 2.1 in zgornje
trditve, lahko pa to ugotovimo tudi neposredno, ¢e zapiéemo f=fitifoin f1 = ffr -1
fo=f—f5. Potem sta Fy (x f f1(t) t in Fg = [7 fa(t)dt razliki dveh narascajocih

funkcij, npr. Fj(x f f1 fa fr(

Izraéunajmo totalno variacijo funkcije F'. Po eni strani je o¢itno Y ,_, |F(xk)—F(xg—1)| =

Dot | [of f@dt =[5 | f()]dt, torej Vigy(F) < f |f(t)|dt. Po drugi strani pa je po
posledici izreka 1.4 prostor vseh stopnicastih funk(nJ oblike s = Y )", Ck&[zy_1 o) BOSE V
L'([a,b]), zato za funkcijo g = f/f (z vrednostjo 0, kjer je f = 0) obstaja zaporedje
stopnicastih funkcij s, zgornje oblike, ki po normi konvergira k funkciji g. (Ker je vred-
nost |g| enaka 0 ali 1, lahko celo predpostavimo, da je |s,| < 1 za vsak n.) Znano je,
da lahko potem pois¢éemo v (s,) podzaporedje (zaradi enostavnosti ga spet oznac¢imo kar
z (sn)), ki konvergira proti g s.p. na [a,b] (primerjajte opombe za izrekom Jegorova
v razdelku 1). Potem lahko uporabimo LIDK in dobimo fab |f()|dt = f;f(t)g(t)dt =

lim,, o0 f;f(t)sn(t)dt. Ker je

|/f St dtl—l/f ckg[zk dt|—|2ck/ F(t)at| <

DRI () = Fla_)l < YO 1F@}) = Fag_y)| < Viey (F),
k=1 k=1

velja zaradi zgornje limite tudi f; |f(@)]dt < Vigp(F).
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V zvezi s funkcijami z omejeno variacijo lahko definiramo tudi Riemann-Stieltjesov in-
tegral.

Riemann-Stieltjesov integral

Bodita funkciji F in ¢ definirani na intervalu [a,b] in D = {zg, 21, x2,...,Tn}, a = zo <
1 < 3 < ... < xp = b, delitev intervala [a,b]. Oznacimo |D| = maxj<p<p [Tk — Tr—_1].
Na vsakem podintervalu [x_1, ] izberimo poljubno tocko & in definirajmo ti. Riemann-
Stieltjesovo vsoto

op =Y g()(F(ax) - Flzg-1)).
k=1

Definicija. Riemann-Stieltjesov integral f; gdF je tako kompleksno Stevilo I, da za vsak
€ > 0 obstaja d > 0, tako da za vsako delitev D intervala [a,b] z lastnostjo |D| < ¢ in za
vsako izbiro tock & velja |op — I| < e. Torej je I = lim|p|_g0p.

Trditev 3. Riemann-Stieltjesov integral fab gdF obstaja, ce je g zvezna funkcija in F
funkcija z omejeno variacijo.

Dokaz. Dovolj je trditev dokazati za realno zvezno funkcijo g in za naraséajoco funkcijo
F (zakaj?). Zvezna funkcija g je na intervalu [a,b] enakomerno zvezna: za vsak € > 0
obstaja 6 > 0, da iz |2/ — x| < 4 sledi |g(z’) — g(x)| < e. Izberimo tako delitev D, da je
|ID| < §. Ce je torej My, = maxy,  <z<q, 9(¢) = g(zar,) in my = ming, | <z<q, 9(z) =
9(zm, ), je My —mi = |g(xm,) — 9(@m, )| < € za vsak k.

Definirajmo zgornjo in spodnjo Stieltjesovo vsoto: Sp = Y p_y My(F(zy) — F(xk_1)),
sp =Y p_y mp(F(xr) — F(xk_1)). Z drobljenjem delitve spodnje vsote naraséajo, zgornje
padajo, vedno pa velja sp < op < Sp, ker je myp < g(&§) < M. Poleg tega je za
I = suppsp tudi res sp < I < Sp za vsak D. Torej je |op — I| < Sp —sp =
> opeq (M —my)(F(zy) — F(zk—1)) < €(F(b) — F(a)), ¢e je le delitev D dovolj drobna. To
pomeni, da je Stevilo I Riemann-Stieltjesov integral.

Trditev 4. Ce Riemann Stieltjesov integral f; gdF obstaja in ce je |g(x)| < M za vsak
x € [a,b], velja \f; gdF| < MVig(F).

Dokaz. Naj bo op tak, da je \f; gdF — op| < e. Tedaj je

b b n
| / gdF| < | / gdF — op| + |op| < e +13 " g€ (Flax) - Flax_1))]| <
a a =1

e+ D 19(EIIF(ar) = Flap-1)| < e+ MY |Flag) = Fap-1)] < €+ MVigy)(F).
k=1 k=1

Ker to velja za vsak € > 0, je dokaz koncan.

Trditev 5. Ce obstaja Riemann-Stieltjesov integral f(f gdF, obstaja tudi Riemann-
Stieltjesov integral f; Fdg in velja formula za integracijo po delih:

b b
| Fdg = F®)g0) - F@yg(@) - [ gar

Dokaz. Za vsak € > 0 obstaja d > 0, da je |0D—f£ gdF| < ¢, ¢e je |D| < 6. Pa izberimo
Se bolj drobno delitev D, tako z lastnostjo |D| < §/2. Na vsakem od n podintervalov, ki
pripadajo delitvi D, smo izbrali eno tocko, tako da je zp_1 < & < xp za k = 1,2,...,n.
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Definirajmo 8e &y = a in &,41 = b in preoblikujmo integralsko vsoto ¢/, za Riemann-
Stieltjesov integral f; Fdg.

n n

op =Y F(&)lg(@r)—g(ar-—1)] = D _[F (&)~ F(Er)]g(@r) +F (Eni1)g(wn)—F (€0)g(x0) =

k=1 k=0

= F(b)g(b) — Zg ) [F(§k+1) — F(Ek)]-

Sedaj je & < x < &pg1 in zaradi |41 — &k S \xkﬂ —Tp1| < |Tprr — xp| + g —xp—1| <
2|D| < 0 velja

b
|Zg () [F (Ep1) — F (&) —/ gdF| < e.

Potem pa imamo tudi ]JD — F(b)g(b) + F(a)g(a) + fab gdF| < e. Torej je res fab Fdg =
F(b)g(b) — F(a)g(a) — [; gdF .

Trditev 6. Naj bo f € L'([a,b]) in F(z) = [ f(t)dt za vsak x € [a,b]. Ce je g €
C([a,b]) ali g € BV ([a,b]), velja

[oar=| bf(t)g(t)dt

Dokaz. V obeh primerih Riemann-Stieltjesov integral f; gdF obstaja, ker je F' zvezna
(celo absolutno zvezna) funkcija z omejeno variacijo (glej tudi trditev 5). Prav tako obstaja

Lebesguov integral f; f(t)g(t)dt, sajje fg € L'([a,b]), ker je g v vsakem primeru omejena.
Trditev zadosca dokazati za realni funkciji f in g.
Naj bodo z, &k, My, my kot v trditvi 3. Za vsako delitev je

70 = 3 9(@)IF @) — Flae)] = Y06 [ S0
k=1 k=1 Tk—1

in zato

T

b n Tk n
lop —/ FOg(t)dt] =1 FOlg(&r) — g(®)]dt] <y (M, — mk)/ | (B)]dt.

k=1"%k=1 k=1 Th—1

Ce je g zvezna, je pri dovolj drobni delitvi M, — my, < €, zato lahko naprej ocenimo

b
|aD—/f<t> dt|<ez/ |dt—e/ F@)ldt = el £

Ce pa je g € BV([a,b]), lahko predpostavimo, da je naraicajoca (sicer bi jo zapisali kot
razliko naraééajoéih). Tedaj je my = g(xx—1) in My = g(xy). Za dovolj drobno delitev je
tudi f |f(@)|dt <€, zato v tem primeru dobimo

b n Tk
o = [ gt <3 (0(av) ~afors) RS

k-1

=€) (9(zx) — g(zr-1)) = e(9(b) — g(a)).
k=1

Opomba. Kasneje bomo videli, da je pri pogoju f € L'([a, b]) funkcija F(z) = [ f(t)
odvedljiva skoraj v vsaki tocki in je njen odvod skoraj povsod enak f, se prav1 F' =
pp. na [a,b]. Torej v preimeru, da je g zvezna ali z omejeno variacijo, velja f; gdF =

[P gt)F (t)dt
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Izrek (Drugi izrek o povpreéni vrednosti). Ce sta f,g realni funkciji na [a,b],
f € LY([a,b]) in g naraséajoca ali padajoca, obstaja taka tocka z € [a,b], da velja

b z b
/f@WWzM@/oww@/fwﬁ

Dokaz. Obravnavajmo primer, ko je g narascajoca funkcija. Naj bo F(z f f(t)
za vsak x € [a,b], torej zvezna (celo absolutno zvezna) funkcija, in m = mlnagng F(m)
M = max,<,<p F'(z). Po trditvah 5 in 6 je

b b
| Fdg = F®)g0) - Fagto) - [ gar = Fo / £t
torej je [7 f(t)g(t)dt = F(b)g(b) — [, Fdg.

Ce je g(b) = g(a), je g konstantna na [a,b]. Tedaj je f f(t) f f(t)dt in
izrek velja pri poljubnem z € [a, b].

Ce pa je g(b) > g(a), dobimo iz ocene m(g(b) — g(a)) < fab Fdg < M(g(b) — g(a))
neenakost m < W fb Fdg < M in zaradi zveznosti funkcije F' obstaja tak z € [a, b],

da je - g(a f Fdg = F(z). Torej je

/f F(b)g(b) — (9(b) — g(a)) F(z) =
= g(a)F(2) + g(B)(F(b) — F(2))

/f t)dt = g(a /f )dt + g(b /f

Isto dobimo, ¢e je g padajoca funkcija, saj lahko v tem primeru vzamemo —g.

oziroma

Opombe. 1. Vrednost funkcije g lahko v levem ali desnem krajis¢u poljubno spre-
menimo, pa se leva stran ne spremeni. Ce ostane nova funkcija g* Se vedno narascajoca
oziroma padajoca, drugi izrek o povpreéni vrednosti velja tudi zanjo (z novim z*):

[ ratai=g / s +g'0) [ s )

V posebnem primeru pri g*(a) = g(a+) in g*(b) = g(b—) npr. dobimo

b
/’ﬂwmnﬁzym+y/ ﬂﬂﬁ+y®—%ﬁfﬁﬂt

2. Ce je g padajoca in g > 0 na [a, ], obstaja tak z* € [a,b], da velja

[ rwstya =gt [ s

To dobimo iz (%), ¢e izberemo g*(a) = g(a) in g*(b) = 0. Ce pa je g naraicajoca in g > 0
na [a, b], obstaja z* € [a,b] z lastnostjo

/f /f

kar dobimo iz (x), ¢e izberemo g*(a) = 0 in ¢g*(b)
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4. Odvajanje funkcij

Naslednji rezultat o zveznih realnih funkcijah bomo v tem razdelku veckrat uporabljali.

Lema o vzhajajotem soncu (LVS). Naj bo g : [a,b] — R zvezna realna funkcija in
E ={z € (a,b); obstaja tak y > z, da je g(y) > g(x)}. Tedaj je
(i) F odprta podmnozica v (a,b), torej] E = Ug(ag, Ok), Stevna unija paroma disjunktnih
odprtih intervalov, in
(ii) g(ar) < g(Bk) za vsak k (celo g(ax) = g(Bk), Ce ai # a).

Graf funkcije g predstavlja ”gorovje”, mnozica E ”jutranjo senco”, ko zarki sijejo na
gorovje z desne (z vzhoda) vzporedno z abscisno osjo (glej skico).

()
1 soncni Zarki
g < N
W%E
X
gorovje S
- o > (x)
a=jay By 2 B oz Pz oy Bs b

E (jutranja senca)

Dokaz. (i) Naj bo zg € E. Torej obstaja y € [a,b], y > x, da je g(y) > g(x¢). Zaradi
zveznosti funkcije g velja g(y) > g(z), y > x, za vsak z, ki je dovolj blizu tocki zg, se
pravi, da je tudi z € E. To pomeni, da je mnozica E odprta in zato Stevna unija paroma
disjunktnih intervalov: E = Ug(ag, Bk).

(ii) Naj bo («, ) ena od komponent v E. Pokazati moramo, da je g(a) < g(3). Pa
denimo da je g(a) > ¢g(B). Zaradi zveznosti funkcije g obstaja tak z; € (a,f), da je
g9(B) < g(z1) in naj bo xzy = sup{z € [z1,0]; g(xr) > g(z1)}. Za x2 velja enakost
g(x2) = g(z1), zato je zo < (. Torej je zo € (a, f) C E in obstaja tak y > x9, da je
g(y) > g(x2), se pravi tudi g(y) > g(z1) > g(B). Relacija y > (3 ne more veljati, sicer
bi bil § € E, kar pa ni res. Prav tako ne more veljati y < (3, saj je y > x2 > x7 in
je w2 najvecje Stevilo x € [x1, ] z lastnostjo g(z) > g(x1). Protislovje dokazuje, da je
gla) < g(B). Ce poleg tega vemo, da a # a, je a € (a,b), ki ni v E, zato za vsak y > «
velja g(y) < g(a) in torej tudi g(f) < g(a). V tem primeru torej velja enakost g(a) = g(53).

Opombe. 1. Lema o vzhajajotem soncu velja tudi, ¢e realna funkcija ¢ ni zvezna,

da le ima levo in desno limito v vsaki tocki. Skoraj enako kot prej se da pokazati, da je
(modificirana) jutranja senca

E ={z € (a,b); obstajay >z, da je g(y) > max{g(z—), g(z), g(z+)}}

odprtamnozica, E' = Ug(ay, Bx) in daza vsak k velja g(ax+) < max{g(8x—), 9(Bk), 9(Bk+)},
razen ¢e je o = a, ko velja celo enacaj (glej skico s prepadnimi stenami).
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(y)
soncni Zarki
g X N
W%E
§¢
gorovje S
- o > (x)
a=|aq By 02 Boas B3 o4 Bs b

E (jutranja senca)
2. Obstaja dualna lema o zahajajotem soncu (LZS), kjer je senca vecerna:
E ={z € (a,b); obstaja y < x, da je g(y) > g(x)}

(sonce sije z leve strani). Tedaj velja g(ay) > g(Bk) za vsak k. Ce Sy # b, velja celo
enakost g(a) = g(Bk).

Odvod realne funkcije. Naj bod > 01in g : [0,0] — R poljubna realna funkcija.
Spomnimo se, kaj pomenita spodnja in zgornja limita funkcije g v tocki 0:

liin\igfg(h) = sup{inf{g(h); 0 < h <t}; 0 <t <},
limsup g(h) = inf{sup{g(h); 0 < h <t} ; 0 <t <4},
AN

Ce sta obe stevili enaki (konéni ali neskonéni), recemo, da ima g (posplogeno) desno limito
v tocki 0: g(0+) = limp\ o g(h), ki je enaka kateremu koli od teh stevil.

Za poljubno realno funkcijo f : [a,b] — R in = € [a,b] definirajmo Se ti. Dinijeva
odvodna Stevila oz Dinijeve odvode v tocki x:
f(x) = flz—h) f(x) = flz—h)

, D™ f(x) =limsup )
: (@) = lims: :
h) — h) —
D, f(x)= lizn\i(r]lf flz+ })L f(x)’ D+f(x) = lir}?\sgp flz+ })L f(x)
V levem krajiséu lahko seveda izratunamo le D, f(a) in DT f(a), v desnem krajiscu le
D_f(b) in D™ f(b). Vedno je D_f < D~ fin Dy f < D' f. Za naraséajoco funkcijo f so
vsi Dinijevi odvodi nenegativni.

D_f(x) = liminf
f(@) im in

(i) odvedljiva z leve, ¢e je D_f(x) = D~ f(z),
(ii) odvedljiva z desne, ¢e je Dy f(x) = DT f(x),
(iii) odvedljiva, e je
—00 < D_f(x) = D™ f(z) = Dy f(z) = D" () < .
V tem primeru pisemo f’'(z) = D_ f(x).

Opomba. Ce odvod f’ obstaja s.p. na [a, b], je kot limita diferenénega kvocienta, ki je
merljiv, tudi sam merljiva funkcija:
: +h)—fl) . et ) - f2)
fly == W he

Tudi funkcije D_ f, D™ f, Dy f, DT f so merljive, vendar je to veliko teZje dokazati (glej [7],
str. 65).
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Trditev 1. Naj bo f: [a,b] — R zvezna narasc¢ajoca funkcija. Tedaj je:
(i) DY f < oo s.p. na |a,b],
(it) D_f > Dt f s.p. nala,b),
(iii) D~ f < Dif s.p. na[a,b].

Dokaz. (i) Ozna¢imo Eo = {z € (a,b); DT f(z) = oo} in za vsak R > 0 8e Er = {z €
(a,b); DT f(z) > R}. Torej je Eo C ER.

Ce je x € Ep, obstaja tak y > x, da je f(yziix( 2) > R oziroma fly) = Ry > f(z) — Rux.
Pisimo g(x) = f(z) — Rz, pa vidimo, da lezi totka x v jutranji senci funkcije g.

Po (LVS) je senca odprta mnozica, sestavljena iz paroma disjunktnih intervalov (ag, O)
z lastnostjo g(ag) < g(Bx). To pomeni, da je f(Bx) — f(ax) > R(Br — ax) oziroma
O — ag < W. Ta neenakost velja za vsak k; ¢e jo seStejemo , dobimo

Zk:(ﬁk_ak) Szk:f(ﬁk)]_%f(ak) < f(b);%f(a)'

Ker je Eoo C Er C Ug(ag, i) za vsak R in je Y, (B — o) < w — 0 (R — o0), je
m(Es) = 0.

(ii) Naj bo By = {z € (a,b); D_f(z) < D" f(z)}. Pokazali bomo, da je mera te mnozice
enaka nic.

Izberimo 0 < r < R in definirajmo E, p = {z € (a,b); D_f(z) <r < R < Dt f(x)}.
Ce je z € E,. R, je D_f(z) < r in obstaja tak y < z, da je f(xg W) < » oziroma
flz)—rz < f(y)—ry, se pravi g(y) > g(x), ¢e g(z) = f(x) —rz. Torej je ET,R vsebovana, v
veCerni senci funkcije g, ki je odprta mnozica in §tevna unija paroma disjunktnih intervalov
(o, Br) z lastnostjo g(ag) > (k) (LZS). Od tod dobimo za vsak k relacijo f(8k)—f(ag) <
r(Br — ax).

Vsako od mnozic E.p N (o, Bk) = {2 € (ag,Br); D_f(x) < r < R < D" f(z)}
pokrijemo (kot v tocki (i)) s sistemom paroma disjunktnih odprtih intervalov (o, Oki),
tako da je >, (Bri — o) < M. Potem je E, g C Ui U; (i, Bki), pri cemer je

ZZﬂm—am<Zfﬁk “k_Rzﬁk—ak Z(b—a).

Kar smo napravili z E, g, naredimo zdaj z mnozico E, r N (o, Bki) za vsak k in 1.
To mnozico lahko pokrijemo s sistemom paroma disjunktnih intervalov s skupno dolzino
kvecjemu 4 (Br; — i), se pravi, da lahko potem mnozico E.p pokrijemo z intervali s
skupno dolzino kvecjemu 5 ;. > i(Bri — ari) < (%)2 (b — a). Postopek ponavljamo. Na
n-tem koraku pokrijemo E, g s sistemom paroma disjunktnih odprtih intervalov s skupno
dolzino kve¢jemu (%)n (b — a). Ker ta koli¢ina konvergira k 0 pri pogoju n — oo, dobimo
m(E, r) = 0. To velja za vsak r, R, ¢e jele 0 <1 < R.

Ocitno je FEq C UT,REQ,O<T<RET,R in zato m(El) < ZT,REQ,0<7‘<Rm(ET7R) = 0. To
pomeni, da velja D_f > DT f s.p. na [a, b].

(iii) Cisto podobno kot v tocki (ii) dokazemo neenakost D~ f < D, f s.p. na [a,b].
To pot definiramo Ey = {z € (a,b); D™ f(x) > D4 f(x)} in z uporabo (LVS) dokazemo

Izrek 1. Naj bo f zvezna funkcija z omejeno variacijo na [a,b]. Tedaj je:
(i) funkcija f odvedljiva skoraj povsod na [a,b),
(ii) f' € L*([a, b)),
(i) f f(x)dx < f(b) — f(a), ¢e je f naraséajoéa na [a,bl.

Dokaz. Izrek zadosca dokazati za narascajoco zvezno funkcijo f na intervalu [a, b] (sicer
f=h+ife, fi =91 —h1, fa= g2 — ha, gi, h; narascajoce).
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(i) Naj bodo E., E; in Ej kot v trditvi 1, torej z mero 0. Ce z ¢ E1 U Fy U Eo, so vsi
Dinijevi odvodi med seboj enaki zaradi

0<D"f(z) < D_f(z) <D f(x) < Dyf(x) < DT f(z) < 0.

Torej je funkcija f odvedljiva v tocki z in velja f'(z) < co. Ker je m(E; U Fy U Ex) =0,
velja zgornje skoraj povsod na intervalu [a, b].
(ii) Pokazimo, da so v Jordanovi dekompoziciji f = fi +ife, f1 = g1 — h1, fa = g2 — he

z = f1+ifh, fi =g, — Ry, f = gb — hly, vsi odvodi naras¢jocih funkcij gl,hl,gg,hg v
L([a,b]). V ta namen zados¢a za naraséajoco funkcijo f pokazati neenakost fa f(x)dz <
f(b) = f(a), s ¢imer bo dokazana tudi tocka (iii).

Funkcijo f z ustreznima konstantama razsirimo zvezno z intervala [a,b] na vso realno
os. Po tocki (i) skoraj za vsak x velja lim, .. n[f(z + 1/n) — f(x)] = DT f(z) = f'(x).
Ker je funkcija f zvezna, je merljiva, zato je merljiva funkcija tudi njen odvod f’. Pisimo
h=1/nin

gul) = nlf(x + 1/m) (@) = LT IE S

Potem je

b b b+h b
[ antwria =5 [Uaen = s@lae = [ rwar— [ rwa

a+h

i ath a+h

Po Fatoujevi lemmi (FL) imamo

b b b
/ f(z)dx = / lim inf g, (z)dz < lim inf/ gn(x)dx < f(b) — f(a)

n—oo n—oo

Opombe. 1. Ker bi lahko (LVS), (LZS) in izrek 1 dokazali tudi, ¢e funkcija f ne bi bila
zvezna, ampak le v BV ([a, b]), velja tudi izrek 2 splosneje za vsako funkcijo f z omejeno
variacijo.

2. Enacaj v oceni f f(x)dz < f(b) — f(a) na sploh ne velja. Za zgled lahko vzamemo
Lebesguovo singularno funkcgo Lg, kjer je 0 < < 1/2. V tem primeru je L; = 0 s.p. na
[0,1] in zato

0

3. Enakost pa velja npr. za Lipschitzove funkcije. V dokazu tocke (ii) oziroma (iii)
izreka 1 lahko namesto (FL) uporabimo (LIDK) in imamo

b b b
/ f(z)dx :/ lim g,(x)dz = lim [ g,(z)dx =

n—~oo

h—0 h
zaradi zveznosti funkcije f v tocki a. (LIDK) smo lahko uporabili, ker zaradi Lipschitzove
lastnosti funkcije f obstaja konbtanta M >0, da je |gn(x)| =n|f(x +1/n) — f(z)| < M.
4. Za narascajoco funkcijo f obstaja po zgornjem izreku, tocka (i), konc¢en odvod f’ s.p.
na [a,b]. Ve¢ ni mogoce pricakovati, kot pove naslednja lema, ki jo bomo potrebovali tudi
kasneje.

~ Jim + / 1) - f(a)

Lema 1. Ce je m(E) = 0, obstaja na intervalu [a,b] absolutno zvezna narascajoca
funkcija g z lastnostjo ¢'(x) = +00 za vsak x € E.
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Dokaz. Ker ima mnozica E mero 0, jo lahko pokrijemo z odprtimi mnozicami V,
s poljubno majhno mero, npr. m(V,) < 1/2" za vsak n. Definirajmo x, = xy, in
gn(z fo Xn(t)dt za vsak xz € [a,b]. Potem je za vsak n funkcija g, naraséajoca in velja
0< gn < 1/2m. DeﬁnlraJmo Se funkcijo g = >"07 | gn (vrsta je enakomerno konvergentna
na [a, bl, ker ima konvergentno Stevilsko majoranto y > | 1/2™), ki je naras¢ajoca in zvezna.
Ker je g(z) = [7 302 | xn(t)dt po (LIMK), je g celo absolutno zvezna.

Naj bo n poljubno naravno stevilo in « € E. Izberimo tak € > 0, da je (x — €,z +¢€) C
VinVan..NnV,. Tedaj za 0 < |h| < € velja

gz +h) —g(z) ngﬁh) gi( >ngw+h) gk (z)

h h h
k=1 k=1

x+h
/ Xk(t)dt = n.

3

S| =

k=1

Torej je ¢'(x) = +o0, e je x € E.

Lemo 1 bomo uporabili pri naslednjem pomoznem rezultatu, ki pa je zanimiv tudi sam
po sebi. Obe lemi, tako lemo 1 kot lemo 2 bomo kasneje Se potrebovali.

Lema 2. Naj bo f: [a,b] — R realna zvezna funkcija z lastnostjo Dy f > 0 s.p. na
[a,b). Ce je
(i) funkcija f absolutno zvezna, ali
(i) mnozica tock x, v katerih je D4 f(x) = —o0, $tevna,
je funkcija f naras$éajoca na la,b].

Dokaz. Mnozica E = {z € [a,b); Dy f(z) < 0} ima po predpostavki mero ni¢. Po lemi
1 obstaja taka narascajoca zvezna funkcija g, da je ¢'(x) = 400 za vsak x € E. Naj bo
e >0in fo(x) = f(z) + e(x + g(x)) za vsak x. Tedaj je

D*f(w) = D* () + (1 + Dyg(a)) = Ds f (&) + (1 + Dog(w).

Upostevali smo, da je D+(x + g(z)) = 1+ Dig(x). Ker je g narascajoca funkcija, je
D.g(z) >0 za vsak . Ce z ¢ E, pa je tudi D f(z) > D, f(x) > 0, zato za = ¢ E velja
DT f.(x) > 0. Torej je mnozica E. = {x € [a,b); D" f(x) < 0} vsebovana v FE in ima zato
tudi mero ni¢, m(E.) = 0. Pravzaprav velja celo E. C E_o, = {z € [a,b); Dy f(x) = —o0},
sajje DY fo(x) > Dy f(z)+e(l1+ Dig(x)) =4+o0czaz € E\ F_«

Pokazimo, da je funkcija fe naras¢ajoca na intervalu [a,b]. Pa denimo, da za a < ¢ <
d < bvelja fc(c) > fo(d) in izberimo poljuben yg € (fe(d), fe(c)). Ce je

Zo = Sup{SC € [C’ d]; fe(x) > yO}

(mnozica ni prazna, saj je v njej ¢), je fe(xo) = yo (se pravi zy < d) in fe(x) < yo za
x > xg. Torej velja tudi D7 fe(xg) < 0, tako da je zo € Ee in yg € fe(Ee).

Izpeljali smo inkluzijo (fc(d), fe(¢)) C fe(Ee), ki pa pri predpostavkah izreka ne more
veljati. Ce velja (i), se pravi, da je funkcija f absolutno zvezna, je taka tudi funkcija f.,
torej preslika f. po trditvi 2.2 mnozice z mero ni¢ v mnozice z mero ni¢. Torej je tudi
m(f.(E.)) = 0. Ce pa velja (ii), se pravi, da je mnozica E_,, Stevna, sta stevni tudi
mnozici Ee in f(E,). V obeh primerih protislovje dokazuje, da je funkcija f. na intervalu
[a, b] narasc¢ajoca. Potem pa je narascajoca tudi funkcija f, saj je f = lim¢_,q fe.

V posebnem primeru je npr. realna zvezna funkcija z lastnostjo D4 f > 0 s.p. na [a, b
narascajoca, ¢e je D, f povsod navzdol omejena, npr. ¢e je Dy f(x) > 0 za vsak x € [a,b).
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Posledica. Ce je f : [a,b] — C absolutno zvezna funkcija z lastnostjo f' = 0 s.p. na
[a,b], je funkcija na [a,b] konstantna.

Dokaz. Dovolj je, e to dokazemo posebej za realni in posebej za imaginarni del. Ce
pa je f realna funkcija, lahko uporabimo lemo 2(i), enkrat za f in drugi¢ za —f.

Zgled. Lema 2 omogoca dokazati, da je za Lebesguovo singularno funkcijo DT Le = 400

na neStevni mnozici. To vidimo takole: Funkcija f = —L¢, je padajoca in zanjo velja
D.f = f" = 0s.p. nal0,1] (povsod na Ef). Seveda ni absolutno zvezna. Ce bi bila
mnozica F_o, = {x € [0,1); D4 f(x) = —oo} Stevna, bi bila po lemi 2(ii) funkcija f
naraSCajoca, kar ni res. Torej je Dy f = —oo, in zato tudi DT Le = +00, na nestevni
mnozici.

Razdelek zaklju¢imo s preprostim izrekom o odvajanju funkcijskih vrst in njegovo uporabo.

Izrek 2 (Fubini). Ce je (fj) zaporedje nenegativnih narascajocih funkcij na intervalu
[a,b] 2 lastnostjo f(x) = 3772, fi(z) < oo za vsak x € [a,b], velja f'(x) = 332, fi(x) »
skoraj vsak x € |a,b].

Dokaz. Delne vsote s, = Z?Zl fj so nenegativne in naraScajo, ostanki vrst r, = f —s,
pa nenegativne, padajo in konvergirajo k 0. Tudi funkcija f je nenegativna in narasc¢ajoca.
Torej so vse te funkcije skoraj povsod odvedljive; ker jih je Stevno mnogo, obstaja skupna
podmnozica A C [a,b], katere komplement ima mero 0 in na kateri so vse funkcije s, ry,
in f hkrati odvedljive. Zaradi

(sn(z +h) = sn(2))/h < (sn(z + 1) = sn(2)) /1 + (far1(z + h) = fora1(2))/h =

(snt1(x + h) = sna(2))/h < (f(x + h) = f(2))/h

za vsak n in x,x + h € [a,b] velja tudi s;,(z) < s, (z) < f'(z) za vsak © € A. Torej
obstaja s(z) = lim, . $,,(z) za © € A in zaradi monotone konvergence zadosca pokazati,
da obstaja podzaporedje v (s),), ki konvergira na A k funkeiji f’. Izberimo tako podza-
poredje indeksov, da vrsta ) 2, ry, (b) konvergira. Potem pa je za vsak x € [a,b] res
0 < 7y, (z) < rp,(b) in zato tudi vrsta 2, rp, (z) konvergira za vsak = € [a,b]. Podobno
kot prej za vrsto Y7 fu(x) vidimo, da konvergira na A tudi vrsta odvodov Y2 ), ().
Torej velja ry,, — 0 na A in zato r;, — f na A.

Posledica. Naj bo L¢, 0 < £ < 1/2, Lebesguova singularna funkcija na intervalu [0, 1]
in naj bo L(x) = Le(x) 200 < x <1, L(x) =0 zax <0 in L(x) =1 za x > 1. Za vsak
n € N in vsak x € [a,b] definirajmo

x—an

fulz) = L( in f(x Z Fulz) /2™,

b, — an
Potem je f zvezna in strogo naraséajoca funkcija na [a, b| z lastnostjo f' =0 s.p. na |a,b].

Dokaz. Ker je 0 < f, < 1, vrsta enakomerno konvergira in definira zvezno funkcijo f
na intervalu [a, b]. Ker so funkcije f,, nenegativne in narascajoce, lahko uporabimo izrek 2

in vidimo, da je f'(z) =372, fj(z) za skoraj vsak x € [a,b]. Toda f; = 0 s.p. na [a, 0] za
vsak j, zato isto velja tudi za odvod funkcije f.
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5. Osnovni izrek integralskega racuna

Naj bo f € L'([a,b]) in F(z) = [ f(t)dt za vsak x € [a,b]. Klasiéni rezultat iz analize
pove, da je funkcija F odvedljlva v vsaki tocki x, v kateri je funkcija f zvezna, in da je
tedaj F'(x) = f(x). Dokaz je preprost. Zaradi zveznosti funkcije f v tocki x obstaja za
vsak € > 0 tak 6 > 0, da iz |t — z| < ¢ sledi |f(t) — f(x)| < e. Potem pajeza 0 < h < ¢
res tudi
1

" . T z+h
F( +h}1 F@) il < ﬁ/m £ (8) — f(@)|dt < e.

Podobno bi veljalo za —d < h < 0. Posplositev tega dejstva je naslednji izrek.

Izrek 1. Ce je f € L'([a,b]) in F(z) = [T f(t)dt za vsak x € [a,b], obstaja odvod F' in
velja F' = f s.p. na |a,b).

Dokaz. Ker je F' funkcija z omejeno variacijo, obbtaJa F’ skoraj v vsaki tocki in je
integrabilna funkcija (izrek 4.1). Ce pokazemo, da je F(z) = [ F'(t)dt, bo iz [T[F'(t
f(t)]dt = 0 po trditvi 1.3 takoj sledilo F' = f s.p. na [a b]

Enakost F(z f F'(t)dt pa zadosca videti za nenegativno funkcijo f > 0, ko je F
narascajoca. Ce je f tudl omejena, je F' Lipschitzova in po opombi 3 za izrekom 4.1
velja [ F'(t)dt = F(x) — F(a) = F(z). Ce pa f ni omejena, so funkcije f,, definirane s
predpisom

_J f@) . fl@)<n
f”(x)_{n , flx)>n
omejene z n, njihovo zaporedje pa narascajoce in konvergira k f. Za vsak x definirajmo
= [ fu(t)dt; zanje po prejsnjem velja Fy,(z) = [ F}(t)dt. Po (LIMK) ali (LIDK)
imamo za vsak x

/ f(t)dt = / lirréofn(t)dt: lim zfn(t)dt: lim F,(x).

n—oo a n—~oo

PiSimo gu(t) = £(£) = fult) in Gul) = F(x) — Fule) = [7(F(5) = fult))dt = [ ga(t)alt
Ker je g, > 0, je vsaka funkcija G,, narascajoca (absolutno) zvezna funkcija. Po izreku 4.1
je odvedljiva s.p. na [a,b]. Zaradi

Gn(x + h) — G”(x) = 1 /x+hgn(t)dt >0

h h
za vsak h, velja tudi G}, > 0 s.p. na [a, b] To pomeni, da je F), < F’ s.p. na |[a,b|, zato
velja za vsak n in vsak  neenakost F,(z) = [ F)(t)dt < [* F’ )dt < F(x). (Enacaj

velja zaradi Lipschitzove lastnosti funkcue Fn, drugi neenacaj pa bledl iz 1zreka 4 1(111), ker
je funkcija F narascajoca) V limiti dobimo F(z) = limp—e0 F(z) < [ F'(t)dt < F(x),
tako da velja splosno F(z) = [ F'(t)dt za vsak x € [a,b)].

Izrek 1 lahko razumemo tako, da za vsak f € L'([a, b]) velja limj,_o 7 fx+h f)ydt = f(x)
s.p. na [a, b] oziroma limy,_.q + forh [f(t) — f(z)]dt =0 s.p. na [a,b]. V tej obliki ga lahko
zaostrimo, da bo veljalo celo limy, g 7 fx+h |f(t) — f(z)|dt =0 s.p. na [a,b].

Trditev 1. Naj bo f € L'([a,b]). Tedaj obstaja taka merljiva mnozica E C [a,b], katere
komplement v [a,b] ima mero 0, da velja

1 _ _
hg%h/ aldt = | f(z) — o

za vsak x € E in vsak o € C.
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Dokaz. Izberimo stevno gosto mnozico {ay,} C C in definirajmo g, (t) = |f(t) — an| za
n=1,2,.... Tedaj je g, € L'([a,b]) in za vsak n > 1 obstaja po izreku 1 merljiva mnozica
E, z lastnostjo m(ES) = 0 in lim,_ 7 ff+h gn(t)dt = g, (x) za vsak 2 € E,. Ce pisemo
E =M%, E,, je m(E¢) = m(UX_,ES) < 00 m(ES) = 0, torej tudi m(E°) = 0. Poleg
tega za vsak « € E in vsak n velja lim,_o f;Jrh gn(t)dt = gn ().

Za vsak a € C in vsak definirajmo funkcijo go(t) = [f(t) — «|, (t € [a,b]). Pokazati
moramo, da za vsak tak g, velja %ffrh ga(t)dt — go(z) (h — 0) za vsak x € E. Brez
skode se lahko omejimo na primer, ko bo h > 0 (za h < 0 sklepamo podobno).

Izberimo poljuben € > 0 in poljuben a € C, naravno Stevilo n pa naj bo tako, da je
lay, —a] < €/3 (to je mogoce doseci, ker je mnozica {ay, } gosta v C). Tedaj za vsak t € [a, b]
velja tudi |ga(t) — gn(t)| = || f(t) — | — |f(t) — anl]| < |a — an| < €/3 in zato

1 [et+h 1 [eth 1 [a+th
|E/ ga(t)dt—ﬁ/ gn(t)dt] < E/ lga — gn(t)|dt < €/3

za vsak x € [a,b] in vsak h > 0. Torej je za vsak x € E res tudi

1 z+h 1 z+h 1 x+h 1 x+h
5[ wwi—g@i <y [ am g [ wal [ g0 - g @)+

T

z+h
Hon(@) = (@) <15 [ onlt)dt = gnl)]+2¢/3

(prvi in tretji ¢len sta pod €/3, ne glede na to, kaksna sta z in h > 0, ker je |a—a,| < €/3).

Ce pri izbranem n in z € E izberemo Se h > 0 tako majhen, da je tudi srednji ¢len pod
€¢/3, dobimo, da je vsota vseh treh ¢lenov pod e. Za vsak x € E in a € C torej velja

1 x+h 1 x+h
— / go(t)dt — go(x) oziroma lim — |f(t) —aldt = |f(x) — af.

h h—0 h x
Izrek 2 (Lebesgue). Za f € L'([a,b]) velja limy_o7 f;+h |f(t) — f(x)|dt = 0 skoraj
za vsak x € [a,b].

Dokaz. V dokazu trditve 1 izberemo pri danem x € E kompleksno Stevilo o = f(x).

Definicija. Tocko z, za katero velja limp_.o3 ff+h|f(t) — f(z)|dt = 0, imenujemo
Lebesguova tocka, mnozico vseh Lebesguovih tock pa Lebesguova mmnozica dane funkcije
f € L([a,b]). Véasih imenujemo z Lebesguova tocka funkcije f, ¢e velja nekoliko milejsi

pogoj
. 1 [h
lzmhﬁoﬁ/o F(z+8) + flz —t) — 2f(2)|dt = 0.

Izrek 2 pove, da je za vsako funkcijo f € L!([a, b]) skoraj vsaka tocka na [a, b] Lebesguova.
Vsaka tocka zveznosti funkcije f je tudi Lebesguova, toda funkcija f € L'([a,b]) morda
tock zveznosti sploh nima, medtem ko je Lebesguovih tock zelo veliko. V vsaki Lebesguovi
tocki x seveda velja F'(z) = f(x), ¢e je F nedoloceni integral funkcije f.

Zgled. Naj bo E C la,b] poljubna merljiva podmnozica in f = xg njena karakter-
istiéna funkcija, tocka = € [a,b] pa njena Lebesgova tocka. Ce z ¢ E, je f(z) = 0, torej
limp, o 7 f;Hh |f(t)|dt = 0 oziroma limy,_om(E N[z, + h])/h = 0. Ce paje x € E, je
f(z) =1 in zato limj,_o ; f;+h |f(t) — 1|dt = 0 oziroma limy,_,om(E N [z,z + h])/|h| = 1.

Tocko, v kateri velja zadnja relacija, imenujemo tocka gostote merljive mnozice E. Torej
je skoraj vsaka tocCka iz E tocka gostote za E.
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Definicija. Ce za funkcijo f : [a,b] — C, za katero obstaja s.p. na [a,b] odvod
f" € LY([a,b]), velja

/ " Pt = f(2) — f(a)

za vsak x € [a, b], reemo, da za funkcijo f velja osnovni izrek integralskega rac¢una (OIIR).

Videli smo ze, da velja (OIIR) za Lipschitzove funkcije (opomba 3 za izrekom 4.1) in
za nedolocene integrale funkcij iz L'([a,b]) (izrek 1 za F — F(a)). Ne velja pa npr. za
vse zvezne funkcije z omejeno variacijo, ¢eprav imajo le-te odvod skoraj v vsaki tocki in
je poleg tega v L!([a,b]). Zgled je Lebesguova singularna funkcija. Spoznali pa bomo,
da velja (OIIR) za vse absolutno zvezne funkcije in da je to zanje celo znacilno. Za to
potrebujemo trditev, ki jo ze poznamo (posledica leme 4.2). Tu pa jo bomo Se enkrat
dokazali, neodvisno od leme 4.2 (v dokazu bomo spet uporabili (LZS)).

Trditev 2. Naj bo f € AC([a,b]) in naj za odvod velja f' =0 s.p. na [a,b]. Tedaj je
funkcija f konstantna na [a,b].

Dokaz. Pokazali bomo, da pri zgornjih pogojih velja f(b) = f(a). Ker lahko to upora-
bimo na vsakem podintervalu [a,z] C [a,b], je funkcija konstantna na [a,b]. Dovolj je
dokazati trditev za realno funkcijo f.

Izberimo e > 0in tak x € (a,b), da je f'(x) = 0. Potem obstaja y < x, da je fW-1@) <

y—z =
|f(y | < € oziroma f(y) — ey > f(x) — ex. Torej lezi x v vecerni senci funkcije

g(m) = f(:c) —ex. Ker je {z € (a,b); f’ obstajain f'(x) =0} C {x € (a,b); obstaja y <
z, g(y) > g(x)} = Ug(ag, k) po (LZS) in ker je mera prve mnozice enaka b — a, velja
isto za unijo; torej Y . (Br — ax) = b — a. poleg tega je po (LZS) g(Bk) < g(ay) za vsak k
oziroma f(By) — f(ouw) < €(Br — ay) za vsak k.

Ker je f € AC([a,b]), obstaja tak é > 0, da za vsak koncen nabor paroma disjunktnih
intervalov (v;,6;) z lastnostjo > ;(0; — ;) < & velja Y . |f(8;) — f(v)| < e. Izberimo
tako velik r, da je > ;_,(Bx — ag) > b —a — 6. Nepokrita ostane podmnozica v E z
mero kvecjemu 6, ki tudi sestoji iz kvecjemu r + 1 disjunktnih intervalov [v;, &;]. Torej je
F(6)— Fla) = Xhoy (F(50) — F(@) + 24(F(6) — F(30)) < € S (B — )+ € < (b—a+1)e
ker to velja za vska € > 0, dobimo f(b) — f(a) < 0 oziroma f(b) < f(a).

Ce bi namesto funkcije f ves ¢as delali s funkcijo — £, bi dobili —f(b) < —f(a) oziroma

f(a) < f(b). Torej velja enakost: f(b) = f(a).

Izrek 3. Funkcija f : [a,b] — C je absolutno zvezna natanko takrat, ko je skoraj povsod
odvedljiva z odvodom f' € L*(|a,b]) in zanjo velja (OIIR):

[ £wi= 1@~ 5@, welab,

Dokaz. Skoraj povsod odvedljiva funkcija z integrabilnim odvodom, za katero velja
(OIIR), je vsota konstante in nedolo¢enega integrala, torej je tudi sama absolutno zvezna.
Obratno, naj bo f poljubna absolutno zvezna funkcija. Ker ima omejeno variacijo, je
odvedljiva S.p. na [a b] in ima integrabilen odvod f’ (izrek 4.1). Za vsak = € [a, b] defini-
rajmo g(x) = [ f'(t)dt. Kot nedoloceni integral je g € AC([a,b]) in po izreku 1 je ¢’ = f’
s.p. na [a, b] Ker je f g € AC([a,b]) in (f —g)' =0 s.p. na [a,b], je po trditvi 2 funkcija
f — g konstantna, torej f(z) — g(z) = f(a) — g(a) = f(a) za vsak x € [a,b]. Se pravi, da
velja (OIIR).
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Trditev 3. Ce sta f,g absolutno zvezni funkciji na [a,b], velja formula za integracijo
po delih:

b b
/ F'(gtdt = F(b)g() — f(a)gla) - / F()g'(t)dt.

Dokaz. Ker je produkt fg tudi absolutno zvezna funkcija, velja (OIIR): f;(fg)’(t)dt =
f(b)g(b)— f(a)g(a). V tockah, kjer so f, g in fg odvedljive funkcije, torej skoraj povsod na
[a,b], pa velja tudi (fg)' = f'g+ f¢’. Od tod in iz (OIIR) takoj sledi formula za intgracijo
po delih (primerjaj tudi trditvi 3.5 in 3.6).

Opomba. Ce funkcija f ni absolutno zvezna, (OIIR) v sploinem ne velja niti v primeru,
ko je funkcija f povsod odvedljiva na [a,b]. Lahko se namre¢ zgodi, da odvod ni integra-
bilen. Klasi¢ni zgled je funkcija f, definirana na intervalu [0,1] s predpisom f(0) = 0 in
f(z) = 2% cos(1/2?) za x # 0. Zanjo je f(0) = 0 in f'(z) = 2z cos(1/z?) + (2/z) sin(1/z?)
za = # 0, tako da odvod ni v L([0,1]), saj je 01 2|sin 5 |dx = [° @dt = oo. Torej
funkcija f nima niti omejene variacije (o ¢emer se lahko prepri¢amo tudi neposredno), zato
tudi ni absolutno zvezna.

V takem primeru nastane vprasanje, kako iz znanega odvoda f’ ponovno rekonstruirati
funkcijo f. Lebesguov integral o¢itno ne zadosca, pa¢ pa problem resi ti. Denjoyev integral,
ki je bil izumljen prav s tem namenom (glej npr. [7] ali [19]).

Za povsod odvedljive funkcije z integrabilnim odvodom teh problemov ni, saj so abso-
lutno zvezne, kot pove naslednji (nekoliko splosnejsi) izrek.

Izrek 4. Naj bo f : |a,b] — C zvezna funkcija z lastnostjo, da obstaja koncen odvod
f'(x) povsod razen na stevni mnoZici tock x € (a,b) in da je f' € L*([a,b]). Potem za vsak
x € [a,b] velja

| 1= 1) - f(@.
Dokaz. Dovolj je dokazati izrek, ¢e je f realna zvezna funkcija. Za vsako naravno
stevilo n definirajmo g, (x) = min{f’(z),n}, ¢e odvod f’(x) obstaja in je koncen. Sicer pa

naj bo g,(x) = 0. Vidimo, da je g, < n, gn < ', |gn| < |f'] in limy, 00 g = f’ s.p. na
[a,b]. Nadalje naj bo f,(x) = [ gn(t)dt za vsak x € [a,b]. Po (LIDK) velja

o) = [ 7@

Kjer obstaja koncen odvod f’, je Dyf = f’. Skoraj povsod pa po izreku 1 obstaja
1l = gn. Torej velja s.p. na [a,b] tudi D4 (f — fn) = f' — gn > 0. Ker je za vsak x

. z+h
fn(x+h}>L fnlz) _ %/x gn(t)dt < n,

je za vsak z tudi DT f,(x) < n. Torej velja D, (f — fu)(x) = f' — DT f,, > —oo povsod
razen na Stevni mnozici, kjer odvod f’ ne obstaja ali pa ni koncen.

Zdaj lahko uporabimo lemo 4.2, ki zagotavlja, da je za vsak n funkcija f— f,, naras¢ajoca.
Torej za vsak n in vsak = € [a,b] velja f(z) — fuo(x) > f(a) — fu(a) = f(a) oziroma
fu(z) < f(x) — f(a). V limiti, ko n — oo, dobimo

[ 5w =t fuo) < 5@ - fa)

Ce zamenjamo f z — f, spoznamo Se obratno neenakost in izrek je dokazan.

Posledica. Zvezna funkcija, ki ima koncen integrabilen odvod povsod razen na Stevni
mnozici, je absolutno zvezna. V posebnem primeru je to res za vsako funkcijo s povsod
konénim integrabilnim odvodom.
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Dokaz. Prvi del takoj sledi iz izreka 4. Za drugi del upostevajmo, da je funkcija zvezna,

Opomba. Pri zveznih funkcijah je pogoj, da obstaja povsod (razen morda na Stevni
podmnozici) konc¢en integrabilen odvod, zadosten za absolutno zveznost. Ni pa potreben,
kot vidimo npr. iz leme 4.1. Po drugi strani ne zados¢a zahtevati manj kot v izreku 4,
npr. le obstoj konénega integrabilnega odvoda s.p. na [a, b] (zgled: Lebesguova singularna
funkcijal). Pa¢ pa iz eksistence kon¢nega integrabilnega odvoda zvezne funkcije s.p. na
[a, b], lahko sklepamo, da je funkcija absolutno zvezna, ¢e privzamemo Se kaksen dodaten
pogoj, npr. da so vsa desna Dinijeva Stevila realnih in imaginarnih delov funkcije povsod
omejena (to sledi iz poenostavljenega dokaza izreka 4) ali da funkcija preslika mnozice z
mero ni¢ v mnozice z mero ni¢ (glej npr. [25]).

6. Simetri¢éni odvodi

V tem razdelku si bomo na kratko ogledali osnove Schwarzove teorije simetri¢nih odvodov,
ki bo imela pri splosnih trigonometri¢nih vrstah pomembno vlogo.

Definicija 1. Naj bo F' kompleksna funkcija, definirana v okolici tocke x € R. Tedaj je
F h)—F(z—h

(b) D2F(z) = lim Flz+h)+ FE; — h) — 2F(x)

prvi simetriéni odvod funkcije F in

drugi simetricni odvod funkcije F'.

Ce je F realna funkcija, lahko definiramo tudi prvi ali drugi spodnji in zgornji simetriéni
odvod: DF(x), D*F(x), DF(z) in EZF(x), ki so definirani kot limes inferior oziroma
limes superior zgornjih simetri¢nih diferen¢nih kvocientov. Oc¢itno DF'(z) obstaja, ¢e je
DF(z) = DF(z) in je enak temu stevilu. Prav tako obstaja D?F(z), ¢e je D*F(x) =
EQF(x). Simetri¢ni odvod imenujemo tudi prvi ali drugi Schwarzov odvod.

Opombe. 1. D in D? sta o¢itno linearna operatorja: D(aF) = aDF, D*(aF) = aD?F,
D(F + G) = DF + DG in D*(F + G) = D?F + D*G. Za spodnji in zgornji simetri¢ni
odvod realnih funkcij velja pozitivna homogenost, D(—F) = —DF, D*(—F) = —E2F, 74
vsoto pa le neenakosti

D(F)+D(G) < D(F+G) < DF + DG < D(F +G) < DF + DG,

D*(F)+D*G) <D*F+G)<D’F+D’G<D*(F+G)<D'F+DG.
O tem se lahko hitro prepri¢amo, ce upostevamo definicijo zgornjih in spodnjih limit.
2. Ce obstaja obi¢ajni odvod F’(x) obstaja tudi simetri¢ni odvod DF(z) in sta enaka.
Najprej je
Flx+h)-F(x—-h) 1 Fl@+h)-F() 1.  F()—-F(-h)

DF(z) = lim 2h =5 h 2 hlh h

1 1
= §F'(x) + §F’(x) = F'(z).
Prav tako velja D?F(z) = F"(x), ¢e F”(z) obstaja. Pisimo G(h) = F(x+h)+ F(z —h)
in upostevajmo Cauchyjev izrek za funkcijo G, pa dobimo (0 < 6 < h)
. Flx+h)+Fx—h)—2F(z) .. GHh)—G0O) . G'(6h)
2 _ - Sl A =
DF(w) = Jim, 02 R R W " 20m

/ _ / _

— lim F'(x 4+ 0h) — F'(x — 0h)
h—0 20h

= DF'(z) = F"(x).
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Upostevali smo, da je F’ definiran v okolici tocke x, ¢e F”(z) obstaja, in je zato F zvezna
funkcija v okolici tocke z. Polega tega smo uporabili prejsnje spoznanje, da je DF'(z) =
F'(z).

Obratno nasploh ne velja, zgled za prvi odvod nudi funkcija F(z) = |z|, za drugi odvod
pa funkcija F'(z) = z|x| v tocki = 0. Niti ni treba, da bi bila funkcija F' v to¢ki x zvezna,
¢e obstaja DF(x) (npr. F(z) =0zax # 0in F(0) = 1) ali D*F(z) (npr. F(z) = sign(x)).

Prvi in drugi simetriéni diferen¢ni kvocient pogosto ozna¢imo na kratko z

AF(z,h) F(x+h)—F(x—h)

2h 2h ’

oziroma z

A?F(z,h)  F(z+h)+ F(z —h) —2F(x)

h? h?

Lema 1 (Schwarz). Naj bo F : [a,b] — R zvezna realna funkcija.
(a) [Cv*eb{e D°F > 0 na (a,b), je F(z) < F(a) + (F(b) — F(a))(x —a)/(b — a) za vsak
x € [a,b].
(b) [Cv'eb{e D*F < 0 na (a,b), je F(x) > F(a) + (F(b) — F(a))(z — a)/(b — a) za vsak
x € |a,0|.
(c) Ceje D*F = 0 na (a,b), je F(z) = F(a)+(F(b)—F(a))(z—a)/(b—a) za vsak = € [a,b].

Dokaz. (a) Izberimo ¢t > 0. Za vsak x € [a, b] definirajmo novo funkcijo
F(b) — F(a)

P (x —a)+t(z —a)(x — D).

Ta funkcija je zvezna na [a, b] in zanjo velja G¢(a) = G¢(b) = 0. Poleg tega je ﬁQGt(x) =
E2F(x) + 2t. Pri predpostavki iz (a) je torej EQGt(x) > 2t za vsak = € (a,b). Pokazimo,
da je Gy <0zat > 0. Pa denimo, da je t > 0 in hkrati G¢(x) > 0 v kaksni tocki = € (a,b).
Tedaj doseze funkcija Gy zaradi zveznosti svoj maksimum vsaj v eni tocki zg v (a,b), v

tem maksimumu pa mora oc¢itno veljati EQGt(xo) < 0, kar je v nasprotju z EQG,: >2t>0
na (a,b). Torej je Gy <0 za ¢t > 0 in imamo oceno
F(b) — F(a)
h—
Posljimo ¢ — 0 in dobimo F(z) < F(a) + (F(b) — F(a)(x —a)/(b— a).
Tocka (b) sledi iz tocke (a) le namesto F' vzamemo funkcijo —F'. Tocka (c) pa sledi iz
obeh ocen, pod (a) in pod (b).

F(z) — F(a) — (x —a) <t(x—a)b-—x).

Ker lahko namesto z intervalom [a, b] delamo s poljubnim podintervalom [z, 2] C [a, b],
zgornja lema v resnici pove, da je pri pogoju D’F > 0 na (a,b) funkcija F' na (a,b) kon-
veksna, pri pogoju D*F < 0 konkavna in pri pogoju D?F = 0 linearna (konveksna in
konkavna hkrati). Pogoje leme 1 lahko nekoliko omilimo.

Lema 2. Naj bo F : [a,b] — R zvezna realna funkcija.
(a) Ce je D°F >0 s.p. na (a,b) in v nobeni tocki x € (a,b) ni ﬁQF(x) = —00, je funkcija
F na intervalu [a,b] konveksna.
(b) Ce je D*F <0 s.p. na (a,b) in v nobeni tocki x € (a,b) ni D*F(x) = +o0, je funkcija
F na intervalu [a,b] konkavna.
(c) Ce je D°F =0 s.p. na (a,b) in sta D°F in DF na (a,b) povsod konéni funkciji, je
funkcija F' na intervalu |a,b] linearna.
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Dokaz. (a) Naj bo E = {z € (a,b); E2F(x) < 0}. Potem je m(E) = 0 in po lemi
4.1 obstaja narascajoca absolutno zvezna funkcija ¢ z lastnostjo ¢'(z) = +oo za z € FE.
PlSlmO f(x) = [ g(t)dt za vsak x € [a,b] in za vsak € > 0 definirajmo F, = F+¢f. Potem
je D°F. 2D F+622f.

Ker zaradi naraséanja funkcije g za vsak x velja A?f(z,h) = fx+h dt+fx "y t)dt =
fo (z +1t) — g(x —t)]dt > 0, je vedno res D*f > 0. Za = ¢ F pa je res tudi D F( ) >0,
zato je tedaj DQFe(x) > 0. Za z € E pa imamo celo EzFe(:c) = +00. Od tod vidimo, da
je vedno EzFe(az) > 0. Po lemi 1(a) je funkcija F, na intervalu [a, b] konveksna. Potem je
konveksna tudi funkcija F' kot limita funkcij F, (e — 0).

Tocko (b) dokazemo, ¢e namesto funkcije F' vzamemo funkcijo —F, tocka (c) pa je
posledica tock (a) in (b).

Naslednja lema bo Se igrala pomembno vlogo. Rekli ji bomo kar osnovna lema Schwar-
zove teorije.

Lema 3. Naj bo F : [a,b] — C zvezna funkcija in naj povsod na (a,b) velja D*F = f,
kjer je f € L'([a,b]) povsod konéna funkcija. Tedaj obstajata taki konstanti A in B, da je

za vsak x
x t
:/ dt/ f(s)ds+ Az + B.

Dokaz. Dovolj je dokazati lemo za primer realne funkcije F' (in f). Ozna¢imo G(z) =
[t ftf Yds za vsak z. Za vsak n definirajmo f,(x) = min{f(x),n} ter postavimo

a

Gn(z f dt f fn(s)ds (Ce je f omejena funkcija, je od nekega indeksa dalje f, = f in
Velja G’ = [ fu(t)dt za vsak x € (a,b) in G”( ) = fu(z) s.p. = € (a,b). Oglejmo si
razliko R, = F G,,. Skoraj povsod velja D?R,, = f — f,, > 0. Poleg tega je po Cauchyju

za vsak x € (a,b) res tudi (0 <0 <1)

A2G(z,h) Gl (x+0h) — Gl (x — 0h 1 [etoh

zato velja tudi

A%R,(z,h)  A?F(z,h) A?Gy(z,h) - A2F(z,h)
R
Torej je celo D?Ry,(z) > f(z) — n za vsak x € (a,b). Po lemi 2a je funkcija R, na [a,b]
konveksna.

Zaradi f, — fin |fy| < |f| velja po (LIDK) tudi [ f,(t)dt — f f(t)dt za vsak x in
zaradi | f fn(s)ds| < |f f(s)ds| za vsak t iz istega razloga tudi Gy, (z) = [ dtf fn(s)ds —
[Zdt [T f(s)ds = G(x) za vsak . Torej konvergira R, (z) = F(z) —Gn( ) — F(z)— G(z)
za vsak z in je zato tudi F' — G konveksna funkcija na [a, b].

Na enak nacin bi videli, da je tudi G — F konveksna, torej F' — G linearna. Dobimo
F(z) = G(z) + Az + B za ustrezni konstanti A in B.

Opomba. Iz osnovne leme 3 v posebnem primeru, ko je f = 0, sledi lema 1(c), saj
takoj vidimo, da je A = (F\(b) — F(a)/(b—a) in B = F(a) — Aa. Seveda pa smo v dokazu
osnovne leme rezultat leme 1 (in iz nje izvirajoce leme 2) ze uporabili. Osnovno lemo bomo
na koncu razdelka Se malo posplosili.

Oglejmo si Se en pomemben pojem v zvezi s simetricnim odvodom.
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Definicija 2. Recemo, da je funkcija F' gladka v tocki z, Ce velja
A?F(z,h)  F(z+h)+ F(x — h) — 2F(z)
ho h
Za funkcijo F, ki je gladka v tocki z, torej velja A2F(z) = o(h), (h — 0). Ker lahko
pisemo

—0 (h—0).

A%F(z,h)  F(z+h)—F(z) F(z)—F(z—h)

o h B h ’ *)
AF(z,h) 1F(x+h)—F(z) 1F(z)—F(z—h)
on 2 h "3 h ’
mora za funkcijo F', gladko v tocki x, veljati D4 F(x) = D_F(z) < DF(x) in D™ F(z) =

D*F(x) > DF(x).

Opombe. 1. Izraz gladkost izhaja iz tega, ker graf gladke realne funkcije ne more imeti
kolena v tocki z. Ce namreé obstajata v tocki z levi in desni odvod, morata biti enaka.
Po drugi strani gladke funkcije niso nujno odvedljive (zgled: F(x) = xcos(1/x) za = # 0
in F(0) = 0). Lahko se celo zgodi, da skoraj v nobeni to¢ki nimajo odvoda (glej [2], str.
689).

2. Hitro se tudi vidi, da je v primeru f € L'([a,b]) nedoloceni integral F(z) = [ f(t)
gladka funkcija v vsaki tocki z, ki je Lebesguova za f (torej s.p. na (a, b)), npr v Vsakl
tocki zveznosti funkcije f. Tedaj je namre¢ (%) enako

SFED L L[ g

oba ¢lena konvergirata v vsaki Lebesguovi tocki proti f(x).
3. Ce ima v tocki gladkosti x funkcija F' lokalni ekstrem (maksimum ali minimum), sta
ulomka v (%) razlicnega predznaka. Zato velja

‘Aﬁyﬁw:F@+2—F@

1z % — 0 sledi tedaj konvergenca obeh ulomkov proti 0. Torej je v taki tocki funkcija
F' odvedljiva, njen odvod pa je enak 0.

Kot posledico tocke 3 vidimo, da za zvezno funkcijo na [a, b], ki je gladka povsod v (a,b)
velja Lagrangev izrek v obliki:
V intervalu (a,b) lahko najdemo tocéko &, v kateri odvod F'(§) obstaja in velja F(b) —

F(a) = F'(§)(b—a).

Dokaz je enak klasitnemu: najprej pokazemo, da mora imeti funkcija G(z) = F(z) —
(F(b) — F(a))(z — a)/(b — a) na intervalu (a,b) maksimum ali minimum, in uporabimo
tocko 3 zgornjih opomb.

Na odprtem intervalu (a,b) smo torej nasli tocko, v kateri je gladka zvezna funkcija F
odvedljiva v navadnem smislu. Kot pove naslednja trditev, je takih tock veliko.

Trditev 1. Ce je F zvezna in gladka funkcija na intervalu (a,b), je F na poljubnem
podintervalu (c,d) C (a,b) odvedljiva v kontinuum mnogo tockah .

Dokaz. Ce je F linearna, je to jasno. Ce ni linearna, lahko najdemo v (¢, d) kontinuum
mnogo x € (¢,d) z lastnostjo, da so tudi nakloni sekant skozi (¢, F(¢)) in (z, F(z)) razliéni.
Po Lagrangevem izreku dobimo tako kontinuum mnogo razli¢nih tock &, v katerih obstaja

F'(&2).
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Definicija. Re¢emo, da je realna funkcija f Darbouzova (oziroma ima Darbouzovo last-
nost) na mnozici E, ¢e za poljubni tocki o, 3 € E in za vsako ¢, ki je med f(a) in f(5),
obstaja tocka v € E N [«, f] z lastnostjo f(v) =

Vsaka zvezna funkcija, definirana na [a,b], je tam Darbouxova, kot je dobro znano iz
osnovne analize. So pa Darbouxove tudi nekatere nezvezne funkcije.

Trditev 2. Ce je realna funkcija F zvezna in gladka na intervalu (a,b), je njen odvod F’
Darbouzova funkcija na mnozici tock E, kjer obstaja. V posebnem primeru, je Darbouzova
na (a,b) vsaka funkcija f, ki je povsod na (a,b) odvod neke zvezne funkcije.

Dokaz. Najbo o, € F in A= F'(a), B= F'(§). Naj bo C poljubno stevilo med A
in B, npr. A < C < B. Pokazati moramo, da obstaja tocka v € («, 3), v kateri odvod F’
obstaja in je F'(y) = C.

Definirajmo G(z) = F(z) — Cx in g(z) = M pri tako majhnem h > 0, da
je0 <h<b-p ga) = G(a+h});G(a) _ Flot })L ( ) _ ¢ < 0, 9(8) = (ﬁJrh) GB) _
F(ﬁ+h})L*F(ﬁ) —C>0ing(3—h) = G(B)— h( h) _ F(B)-— h( h_oso.

Naj bo z¢ = inf{z € [o,(]; g(x) = 0} (mnozica ni prazna zaradi zveznosti funkcije
g). Zaradi izbire h je a < xg < [ — h, torej (xo,z9 + h) C (o, ). Iz g(xg) = 0 sledi
G(zo + h) = G(xg). Ce je v € (x9, 9 + h) tocka, v kateri ima G maksimum ali minimum,
je G'(v) = 0 oziroma F'(§) = C. Med drugim odvod v tocki v obstaja, torej je v € E in
hkrati v («, 3). Dokaz je koncan.

Vrnimo se k vprasanju, kdaj lahko funkcijo rekonstruiramo iz njenega drugega Schwar-
zovega odvoda. Za posploSitev osnovne leme potrebujemo najprej naslednjo posplositev
leme 2.

Lema 4. Naj bo F : [a,b] — R zvezna realna funkcija in E C (a,b) Stevna podmnoZica
tock, v katerih je funkcija F gladka in velja ﬁQF(x) > —00, D*F(z) < 400 za = ¢ E.
(a) Ce je §2F(x) >0 s.p. nala,b], je F' na intervalu [a,b] konveksna.
(b) Ce je D*F(x) <0 s.p. na [a,b], je F na intervalu [a,b] konkavna.
(¢) Ce je D?>F(x) =0 s.p. na [a,b], je F na intervalu [a,b] linearna.

Dokaz. Dokazimo tocko (a). Mnozica Ey = {z € [a,b]; E2F(x) < 0} ima mero 0,
zato obstaja narascajoca absolutno zvezna funkcija g z lastnostjo ¢'(z) = +o0 za z € Fy.
Za vsak x € [a,b] definirajmo f(z) = [F f t)dt. Izberimo € > 0 in postavimo F,(x) =
F(z)+e(x?/2+ f(x)) ter E. = {zx € [a b]; D°F.(z) < 0}. Ce uporabimo Cauchyjev izrek,
lahko ocenimo (0 < 60 <1)

A2 f(z, h) _ fllx+6h)—f(x—06h) g(x+6h)—g(z—06h) -0
h? 20h 20h -
zaradi narascanja funkcije g. Torej je vedno D*f < 0. Za z ¢ Ey, je EQF(CC) > 0,
zato E2F§(:c) > € >0, torej x ¢ Fy. Vidimo, da velja E. C Ey. Poleg tega je tudi
E. C E. Ce bi namrec obstajal tak « € E. (torej tudi v Ey), da = ¢ E, bi dobili protislovje
0>D’F.(z) > D'F(z) +¢(1+ D2 f(z)) = D" F(z) + (1 + ¢'(z)) = oo, ker je ¢ (z) = oo
zaradi z € Ep in EQF(x) > —oo zaradi z ¢ E.

Ce pokazemo, da je funkcija F, konveksna na [a,b], bo v limiti, ko posljemo e proti 0,
tam konveksna tudi funkcija F. Pa denimo, da F, ni konveksna funkcija. Potem obstaja
podinterval (o, 3) C (a,b), za katerega je
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za < x <[ Cejerblizuw

€
—Q

, obstaja ~ blizu 3, da je
Gr(x)=F(x) — F(a) —r(x —a) >0

za o < x < 7. Naj bo z, = sup{z € [,7]; G, ima maksimum v z} (mnozica ni prazna).
Tedaj je a < z, < 7, Gr(x) < Gp(xp) za a < x < 2, in Gp(x) < Gr(xy) za z, < x < 7.
V vsakem maksimumu, in zato tudi v z,., je ﬁ2Fg(xT) = E2G,~(xr) < 0. Torej je z, € E.
Zaradi gladkosti funkcije F, v tocki z, je tam gladka tudi funkcija G, torej odvedljiva in
velja GL(z,) = 0. Se pravi, da je F!/(x,) = r. To velja za vsak r, od koder vidimo, da je
preslikava r — x, injektivna v okolici tocke w, kar pa je v nasprotju s Stevnostjo
mnozice F.

Tocko (b) dokazemo, ¢e namesto F' vzamemo —F', tocka (c) pa sledi iz (a) in (b).

Lema 5. Naj bosta f in F realni funkciji na [a,b], f € L'([a,b]) konéna povsod razen
morda na stevni mmozici E. Ce je F zvezna na [a,b], gladka v tockah iz E in je D*F(z) <

flx) < EzF(CC) za x ¢ E, velja za vsak x € [a,b]

Flz) = / dt/atf(s)ds + Az + B.

Dokaz. Kot v dokazu leme 3 vpeljimo funkcije G, f,, G, in R,, ki imajo iste osnovne
lastnosti kot prej. Poleg tega velja EQRTL = EQF—fn > EQF—f > 0 s.p. na [a,b]. Funkcija
G, je gladka povsod na (a, b) kot integral zvezne funkcije, funkcija F' pa je po predpostavki
gladka na mnozici . Torej je R, = F — G, gladka funkcija na E. Poleg tega je zaradi

AQR;ZQ(I’}L) > A2};L(2x’h) —nres D' Ry(z) > D°F(z) —n, torej D°Ry(z) > f(z) —n > —o0 za
x ¢ E. Lahko uporabimo lemo 4 in ugotovimo, da je funkcija R, = F' — G,, konveksna na
[a,b]. V limiti (n — oo) je potem konveksna na [a,b] tudi funkcija F' — G.

Zamenjajmo f z —f in F' z —F, tako da moramo potem zamenjati tudi G z —G. Za par
—f,—F veljajo isti pogoji, kot za par f,F, zato na isti nac¢in dokazemo, da je konveksna
tudi funkcija (—F) — (—=G) = G — F. Torej mora biti funkcija F' — G linearna, kar je bilo
treba dokazati.

Lema 6. Naj bo F : [a,b] — C zvezna funkcija in naj povsod, razen morda na Stevni
mnoZici E tock, v katerih je F gladka funkcija, velja D*F = f, kjer je f € L'([a,b]) s
konénimi vrednostmi f(x) za x ¢ E. Tedaj obstajata taki konstanti A in B, da je za vsak
x

Pla) = / dt/atf(s)ds + Az + B.

Dokaz. Realni in imaginarni del funkcij f in F' zadoS¢ajo pogojem leme 5.
Naslednjo posledico ze poznamo (glej izrek 5.4).

Posledica. Naj bo g : [a,b] — C zvezna funkcija, za katero obstaja koncéen odvod ¢'(x)
povsoda razen na $tevni mmozici tock x € (a,b) in je ¢ € L'([a,b]). Tedaj je g absolutno
zvezna funkcija in za vsak x velja:

| 9t = 9@ - g(@.

Dokaz. Za vsak & € (a,b) oznacimo f(z) = ¢'(x) in F(z) = [ g(t)dt. Potem je
D*F(x) = F"(z) = ¢/(x) = f(z) za vsak = € (a,b) razen na neki §tevni mnozaici E. Kot
integral zvezne funkcije je F' gladka povsod. Ker je f € L([a,b]) in vrednost f(x) = ¢'(z)
konéna za x ¢ F, lahko uporabimo lemo 6 in najdemo F(z) = [T dt [ f(s)ds + Az + B.
Potem pa je g(z) = F'(z) = [V f(s)ds+A = [ ¢'(s)ds+ A. Takoj se vidi, da je A = g(a).
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II. poglavje : FOURIEROVE VRSTE

1. Definicija in osnovne lastnosti Fourierovih koeficientov

Odslej bo osnovni prostor, ki ga bomo obravnavali, prostor L!([—m,7]) vseh (ekviva-
len¢énih razredov) integrabilnih funkcij na intervalu [—m,7]. To je Banachov prostor z
normo || flly = [ |f(#)ldt.

Pogosto bomo funkcijo z intervala [—m, 7] periodiéno (s periodo 27) razsirili na vso
realno os. Potem ni ve¢ pomembno po katerem intervalu dolzine 27 ra¢unamo normo.
Denimo, da je npr. 2km < a < 2(k + 1)7 in zato 0 < b = a — 2kw < 2, kjer je k € Z.
Potem je (zaradi periodi¢nosti funkcije f)

a2 2 2T b+2m
EA U@WzAINH®W=AINWﬂ%=£ F(8)]dt =

27 27+b 2 b 2
=A Wmﬁﬁé v@wzl mmwfév@w=A F)ldt =

™

™ 2T T
= [Firwlars [ isnae= [ isolar

—T

Prostor bomo zato pogosto oznaéili kar z L' (brez oznake intervala).

Opomba. Vemo, da je mnozica zveznih funkcij C([—m,7]) gosta v L([—m,7]) (posled-
ica Luzinovega izreka iz razdelka 1 v prvem poglavju). Toda periodi¢no razsirjena funkcija
g € C([—m,7]) ni ve¢ nujno zvezna na vsej realni osi R. To je res natanko takrat, ko je
g(—m) = g(m). Takim funkcijam bomo rekli zvezne periodi¢ne funkcije in njihov prostor
oznaéili kar s C. Pri tem je C' C L' gosta podmnozica. Ce je namre¢ f € L' in € > 0,
obstaja g1 € C([—m,n]) z lastnostjo ||f — g1||1 < €/2. V splosnem ne velja g1 (—7) = g1(m),
toda g1 lahko na mnozici s poljubno majhno mero v blizini tock —n in 7 popravimo
do periodi¢ne zvezne funkcije g, za katero je npr. g(—m) = g(w) = 0, tako da je tudi
lg — g1lli < €/2. Potem je g € C blizu f. Podobno definiramo tudi mnozico AC abso-
lutno zveznih periodi¢nih funkcij, Lipschitzovih periodi¢nih funkcij Lip , funkcij z omejeno
variacijo BV, mnozico C'* zvezno odvedljivih periodi¢nih funkcij (tudi f/(—7) = /(7)) itd.

Definicija. Fourierove koeficiente integrabilne funkcije f € L' lahko definiramo v kom-
pleksni obliki:

~ 1 [7 )
cn = f(n) = —/ fe ™Mdt, n=0,41,+2, ...
2 J_,
ali v realni obliks:

s ™
ap = — f(t)cosntdt, b, = 1 f(t)sinntdt, n=0,1,2...
™) _x T J-m

Ce je funkcija f realna, so Stevila ay, by, res realna. ”Kompleksne”in ”realne”koeficente
povezujejo formule: a, = ¢, + c—p, by, = i(c, — c—y) oziroma ¢, = (a, — iby,)/2, c_p =
(an + 1by)/2 (n > 0).

Zaporedje J? = (J/‘\(n)) Fourierovih koeficientov imenujemo Fourierova transformiranka
funkcije f € L', prireditev f J‘A’pa Fourierova transformacija.
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Definicija. Fourierova vrsta za funkcijo f € L' v tocki « € R je definirana v kompleksni

obliki s predpisom:
S(f, x) ~ Z Cnemx _ Z f(n)emm
neL nes
ali v realni obliki s predpisom

o
S(f,z) ~aog/2+ Zancosnx—i—bnsinnx.

n=1

Na kratko (brez navajanja tocke x) bomo Fourierovo vrsto funkcije f oznacevali kar z S(f).
Delne vsote vrste S(f,x) so po definiciji v kompleksni obliki vedno simetri¢ne:

— E :ckeikz
[k|<n

kar ustreza delnim vsotam v realni obliki:

n
Spf(x) =ap/2+ Zak cos kx + by sin k.
k=1
Poudariti je treba, da je prirejanje Fourierove vrste dani integrabilni funkciji zaenkrat
zgolj formalno. O konvergenci vrste v tem ali onem smislu bomo govorili kasneje. Fourierova
vrsta je poseben primer splosne trigonometriéne vrste, kjer so koeficienti ¢,, (oziroma a,, by,)
poljubni. Delna vsota vsake trigonometri¢ne vrste je trigonometriéni polinom stopnje n.

Trigonometriénemu polinome f(x) = Z c] =ag/2 + Z a;j cos jo + b; sin jx pripa-
lil<n j=1
dajoca Fourierova vrsta se ujema s polinomom: S(f,z) = f(z), saj je
Y 1 —zk;t PRAEN —ikt i—k)x
f)y=o | f dt =" cj o it =) c] g dt = ¢,
lil<n ljl<n

¢e je |k| <m, in 0 sicer. Torej so delne vsote enake Sif(z) = f(z) za k > n.

ZGLEDI. V vseh naslednjih primerih (razen pod tocko f) naj bo funkcija f definirana
na intervalu [—7, 7) z danim predpisom:

b) f(z) =2, S(f,« NQZ n+1smmc’
i > sinnx
) f(x) = (msign(z) - 2)/2 S(f,x)"“nzl .
™ cos(2n + 1
d) f(z) = |zl, S(f, Ng__ o 1)
i cosmc;

o) fla) =2 S(f,0)~ 5 +4Z -

2 o .
f) f(z) = 2% na [0,27], S(f,) ~ 4% +4% <COZ;”LSC - WSlnnx>;
n=1

n

g) f(SC) :emz’ a ¢ A S(f,x) - SinﬂaﬂT Z %einm (ée a€Z,je S(f,CC) Neiaa}).
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Ogledali si bomo najbolj osnovne lastnosti Fourierovih koeficientov, na koncu pa Se
pomemben izrek o enoli¢nosti.

Trditev 1. Naj bosta f,g € L' in o, 3 € C. Tedaj za vsak n € 7 velja:

(8) (o + Ag)"(n) = af(n) + 5(n). )

(b) g(n) = f(_ﬁ)7 ée g(x) = f(x) za vsak z, in g(n) = f(—n), ée g(x) = f(—x) za vsak z,
(c) g(n) = e/\”“f(n), ée g(z) = f(:c +a) za vsak x in je a € R,

(d) g(n) = f(n—m), ¢e g(x) = €™ f(x) za vsak x in je m € Z,

(e) g(n) = f(k) zan="km in 0 za n/m ¢ Z, ¢e g(x) = f(mx) za vsak = in je m € N.

Dokaz. Tocke (a),(b),(c),(d) so trivialne. Dokazimo tocko (e). Ce je g(z) = f(maz),
m €N, in ¢e oznacimo w = e~ 2"7/Mm  dobimo

1 2m ) 1 2mm )
~ - = —InT ] — ¢ —mt/mdt _
9 = 5= [ Slmaye e = o /0 F(t)e

m

25w )
_ 1 Z/ f(t)efmt/mdt 1 721(] 1n7r/m/ f 7ms/md8_
2

2mm o e 2m71'

1~
- ij 1 / f —zns/mds
m =

Ker je w™ =1, je 330", W™t =0, ¢en Z 0 (mod m), in 7"
m). Torej je §(n) = f(k), ée n = km, in §(n) =0, ée n % 0 (mod m).

Wl =m, e n =0 (mod

Trditev 2. (a) Ceje f € L', za vsakn € Z velja |fA'( ) < 5= fll1, se pravi f( ) =0(1),
(In] — o0).

(1) Ce e f € BV, za vsak n # 0 velja |[Fn)] < grVins)(£). se pravi fm) = O(1/In),
(In] — o). A A

(c) Ceje f € AC, zavsakn € Z velja f'(n) = inf(n), se pravi f(n) = O(1/|n|), (|n| — o).

Dokaz. (a) Iz deﬁmclje Fourlerovega koeficienta v tocki nm dobimo oceno | 7l n)| <

= | [T f@em ] < & [T (0)ld = 5= fll. Ce je £ >0, velja celo f(0) = 2| £l

(b) Z uporabo formule za integracijo po delih v Riemann-Stieltjesovem 1ntegra1u (trditev
3.5) je
1

pr

1

e = 5

f(n) o _w f(t)d(—e™ Jin) =

efmt

_ s 1 " —int _ 1 " —int
= i O T 5 /_Fe G = Sim /_ﬂe af,
od koder sledi | f(n)] < 52V _n 7 (f)-

(c) Kot prej dobimo za n # 0 enakost

fon = g [ emtar = o [P0 ma = Fia Gin)

oziroma J?’(n) = mf(n) (glej trditev 3.6). Za n = 0 pa uporabimo periodi¢nost funkcije f
in (OIIR) za absolutno zvezne funkcije:

~ 5 | £0d=5-l5@ - r=m) o
Torej je [nf(n)] = [F/(n)| < 217/ in zato f(n) = O(1/ln]). (In] — oo).
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Opomba. Iz Riemann-Lebesguove leme bomo videli, da v tockah (a) in (c) velja celo
fA'(n) = o(1/|n]), (Jn|] — o0). Vse funkcije iz prejsnjega zgleda imajo omejeno variacijo in
tudi res se lahko prepricamo, da povsod velja f(n) = O(1/|n|). Funkciji pod (d) in (e) sta
zvezni periodicni, celo Lipschitzovi in torej v AC. Res velja fA'(n) = o(1/|n|).

Posledica (tocke (c)). Ceje f € Cl in f € AC, velja ﬁ(n) = —nzf(n) za, vsak
n € Z, torej fA'(n) = O(1/n?), (|n| — o). Fourierova vrsta tedaj enakomerno in absolutno
konvergira proti zvezni funkciji g € C' in velja g(n) = ]/”\(n) (vrsto smemo zaradi enakomerne
konvergence ¢lenoma integrirati). Kasneje bomo videli, da od tod sledi g = f.

Prav tako bi pri pogoju f € C™ in f(™ € AC spoznali f(m“)( ) = (zn)m+1f( ) za
vsak n € Z, torej f(n) = O(1/n™*1), (|n| — o).

Definicija (Lebesguov modul zveznosti). Za f € L! definiramo premik za h v levo
z fr(t) = f(t + h) in Lebesguov (integralski) modul zveznosti z

™

o f )= = £l = [ ") — F@)de = 1 - soiar

—T

Trditev 3. Za f € L' je limy_ w1 f(h) =0

Dokaz. Ce je g € C, za vsak € > 0 obstaja § > 0, da iz |h| < J sledi |g(t +h)—g(t)] <
€/(2m) za vsak t € [—, 7| (enakomerna zveznost). Torej tudi wig(h) <
Ce je f € L', lahko f aproksimiramo s funkcijo g € C, tako da je || f — gH1 < e. Tedaj je

I fn—=gnlls = [T |F(E+h) = g(t+R)lde = [T, 1f(s) = g(s)lds = [, |f(s)—g(s)lds = |If -

gl < ein velja w f(h) = Hfh—le < [l fa—gnll+ llgn — gl +lg = Fllx < wiglh)+2¢ < 3c,
¢e |h| < 4. Torej wyf(h) — 0 (h — 0).

Trditev 4. Za f € L' in vsak n € Z velja |f(n )]_%:/n)
Dokaz. =5 [T flx)e Medy = —5= [T f(t+m/n)e”"dt, toreJ 2f(n) = = [T [f(t)—
t+7r/n)] mtdt oziroma \f n)| < &= [T 1f(t) = ft+7/n)|dt = Lwi f(m/n).

Posledica (Riemann-Lebesguova lema): lim, f(n) =0.

~

Zaradi Riemann-Lebesguove leme velja naslednje: Ce je f € AC, je f(n) = o(1/n),
(In] — o0). Ceje f € C1, f' € AC. je F(n) = o(L/n2), (jn] — oo) itd.

Izrek 1 (Izrek o enoliénosti). Ce je f € L' in velja f(n) =0zawvsakn € Z, je f =0
v prostoru L', torej f =0 s.p.

Dokaz. V dokazu se bomo naslonili na dejstvo, da je mnozica trigonometri¢nih poli-
nomov gosta v prostoru C' (to bomo spoznali kasneje). Za zvezno funkcijo f € C iz
fA'(n) = 0 za vsak n sledi [ f(t)p(t)dt = 0 za vsak trigonometriéni polinom p. Zaradi
gostote teh polinomov (in zveznosti integrala v supremum normi) dobimo [ | f(¢)[*dt =
T f(t) f(t)dt =0, torle()—Ozavsakt

Ce pa je f € L', definirajmo F(z) = c+ [*_ f(t)dt za vsak z, kjer je ¢ = 5= ["_tf(t)dt
Ta funkcija je zvezna in perlodlcna (F(m) =c+ 27Tf(0) = ¢ = F(—mn)). Z integracijo po
delih pa se lahko takoj prepricamo, da velja tudi zanjo ﬁ(n) = 0 za vsak n € Z. Po prvem
delu dokaza sledi F(z) = 0 za vsak x in zato tudi f(x) = F'(z) = 0 skoraj za vsak z.
Torej je f = 0 v prostoru L.
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Posledica. Ce sta f,g € L' in velja f(n) =g(n), je f = g v prostoru L, torej f = g
s.p.

Opomba. Iz Riemann-Lebesguove leme vidimo, da je Fourierova transformacija f — ]‘A'
linearna preslikava iz L' v ¢(Z) (dvostranska zaporedja, ki konvergirajo proti 0 pri pogoju
[n| — o00). Zaradi trditve 2a je omejena (zvezna). Izrek o enoli¢nosti pove, da je injektivna.
Ni pa surjektivna. Obstajajo namreé¢ zaporedja (¢,), ¢, — 0 (|n| — 00), ki niso zaporedja
Fourierovih koeficientov nobene funkcije f € L' (obstajajo torej trigonometriéne vrste s
koeficienti ¢,, — 0, ki niso Fourierove). Konkreten primer (), sinnz/Inn) bomo spoznali
kasneje pri sinusnih vrstah (glej razdelek I1.9). Da Fourierova transformacija ne more biti
surjektivna sledi tudi iz izreka o odprti preslikavi iz funkcionalne analize (glej dodatek A).
To bomo videli ze v naslednjem razdelku (glej opombe za trditvijo 2.2).

2. Konvolucija in sumacijska jedra

Prostor L' bomo opremili s pomembno operacijo (konvolucijo), definirali homogene Ba-
nachove prostore in raziskali lastnosti Dirichletovega in Fejérjevega jedra.

Definicija. Za f,g € L' definiramo konvolucijo f x g € L' s predpisom

1 ™
(frg)@) =5 [ flz—t)g(t)dt.
m —T
Ali konvolucija sploh obstaja? Ali je v L'? Prepri¢ajmo se, da je dobro definirana in in-
tegrabilna. Najprej vidimo, da je (x,t) — f(x—t)g(t) merljiva funkcija dveh spremenljivk.
Poleg tega velja

/:rdt/:; |f(x —t)g(t)|dz = /_7; lg(t)] </_7; \f(a _t)|dx) g —

= [ 1s@lds [ lglar = 171l < <.

—T —T
Po Fubini-Tonellijevem izreku potem obstaja f * g skoraj povsod na [—7, 7], je merljiva
funkcija, integrabilna, torej v L', periodi¢na in velja

I xal = [ ot < o [* ([ 15t = algolar) as -

—r 2r ) & -

= [t ([ 156 - la ) @t = -l

2m —T —T

Nastejmo nekaj preprostih lastnosti konvolucije:
(a) f*xg = gx*[ (takoj sledi iz definicije z zamenjavo integracijske spremenljivke ¢t — x —1t),
(b) (f*g)*h = fx(gx*h) (sledi iz definicije z uporabo Fubinijevega izreka),
(c) (fxg)"(n) = f(n)g(n) za vsak n.

Dokazimo zgolj tocko (c). Uporabili bomo definicijo Fourierovih koeficientov in Fubinijev
izrek. Za vsak n € Z imamo:

T =5 [ Uro@ear= o [* [ fa—nge s -

:% .

e (z — t)e Mm@y /ﬂ g()e™™dt = f(n)g(n).

2
4m -7 -7

Tocki (a) in (b) lahko takoj dokazemo tudi z uporabo tocke (c) in izreka o enoli¢nosti.
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Izrek 1. Prostor L' je za vsoto in konvolucijo komutativna Banachova algebra brez
enote.

Dokaz. Algebraicne lastnosti so jasne. Videli smo, da velja || f xg|l1 < ||fll1]lg]l1/(27).
Poln prostor L! postane tako Banachova algebra (v ekvivalentni normi ||f|| = || f|1/(27)).
Nima pa enote e, torej e x f = f zavsak f € L', sicer bi po tocki (c) zgornjih lastnosti
imeli é(n) f(n) = f(n) za vsak f € L' in vsak n € Z. Ce bi pri danem n izbrali funkcijo
f(z) = ™ Dbiimeli f(n) =1 in zato é(n) = 1. To bi veljalo za vsak n, kar je v nasprotju
zZ Rlemann—Lebesguovo lemo.

Opombe. 1. Denimo, da sta f,g € L' in da je ¢ celo zvezna funkcija, se pravi g € C.
Potem je tudi konvolucija f * g zvezna funkcija. To sledi iz ocene

1 ™
(Fr)@)~(F)@)] < 5= [ 1F@lao=t)-ala'—0lde << 5 [ 170l = oo he
ki velja, ¢e je |x — 2’| < 6. Torej je f x g € C. Med drugim to velja, ¢e je f € LP in g € C
za vsak p z lastnostjo 1 < p < oo, saj je tedaj LP C L.

2. Ceje fe L™ je frxge C celo za vsak g € L'. V tem primeru namre¢ lahko g po
normi v L' aproksimiramo z zveznimi funkcijami h, za katere je f x h € C in velja:

|(f % g)(@) = (f * ) (@) < |((f * (g = h)(@)] + [(f = h)(x) — (f = h)(@")|+

+H(f = (b= g)@)] < 2l llollg — Rlly + [(h* g)(z) = (h* g)(z")] < 2€]| flloo + €.
3. Ceje f € LP, g € L9, kjer sta p in ¢ konjugirana indeksa, torej 1/p + 1/q = 1 velja
f*g € L' Pritem velja ||f * glli < ||flpllgllq/(27). Zdaj moramo uporabiti Holderjevo
neenakost (pri poljubnem z):

/ " f e — gt < ( / "1 -ty / " lg(®)17d) " = ||l llgll

—T —T —T

od koder z integracijo po x dobimo zeleno neenakost.

Definicija. Homogeni Banachov prostor je tak linearni podprostor B C L', opremljen
z normo || - || g, za katerega velja:
(i) B je Banachov prostor v normi || - ||z > 5=| - |11,
(ii) B vsebuje vse trigonometri¢ne polinome,
(iii) Hkrati s funkcijo f vsebuje B tudi premaknjeno funkcijo fs za vsak s, pri ¢emer je
| fsllB = || f|l B, preslikava s — fs pa je zvezna v normi || - || 5.

Zgledi za homogene prostore v L' so C, C", AC, LP za 1 < p < co. Prostor L pa npr.
ni homogen, ker preslikava s — fs ni zvezna v normi || - ||oo. Iz istega razloga tudi prostor

BV ni homogen.

Konvolucijo lahko definiramo tudi, ¢e je ena funkcija v homogenem Banachovem pros-
toru B, druga pa v L', vendar moramo pri tem ravnati drugace.

Naj bo najprej f € B in g € C. Potem lahko definiramo naslednji Riemannov integral
zvezne funkcije z vrednostmi v Banachovem prostoru B (glej dodatek, trditev A4):

frg(t)dt = ul)l‘m Zf—tkg te)(te — th—1)-
Zanj velja ocena (glej dodatek, trditev A4)

s ftg(t)dtllBS/ I/l slg(®)ldt = | f[Bllgll1-
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Ceje B=Cin f,g € C, velja ffﬂ forg(t)dt = 2w (f*g), saj je x — f(x) zvezen linearen
funkcional na prostoru C' in je zato

" Foaglt)dt() = Jim fo—tk ottt —ti 1) = [ o~ Dg(e)d = 2a(F ) (2).

Cepaje B=Ljin f € Ll, g € C, lahko f po normi v L' poljubno natanéno aproksimi-
ramo z zvezno funkcijo h. Pri tem se konvolucija f % g poljubno natan¢no aproksimira s
konvolucijo h*g in integral [7_ f_;g(t)dt z integralom [ h_;g(t)dt, tako da velja enakost
f fotg(t)dt = 2m(f % g) tudi za f € L'. Zdaj pa naj bores f € Bin g € C. Ker je
B C L', obstaja zaradi tocke (i) v definiciji homogenega Banachovega prostora integral
f f_tg t)dt € B tudi kot integral v L', ki se po prejsnji ugotovitvi ujema z 27(f * g).
Vidimo, da je v tem primeru f x g € B in da velja ocena || f * g||p < 2,THfHB||gH1

Iz zadnje ocene sledi, da je preslikava g — f * g omejen linearen operator iz prostora C,
opremljenega z normo ||.||1, v Banachov prostor B. Ker je C gost linearen podprostor v L,
lahko ta operator po zveznosti razsirimo na ves prostor L', pri Gemer velja zgornja ocena
za vsak g € L'. Dokazali smo naslednjo trditev (ki pove, da je homogeni Banachov prostor
B Banachov modul nad Banachovo algebro L! s konvolucijo kot modulskim mnozenjem).

Trditev 1. Naj bo B homogen Banachov prostor, f € B in g € L'. Tedaj je tudi
frgeBinwvelja|f*gllz < 5[ fll5llgll-

Kot zgled za uporabo konvolucije pokazimo, da lahko z njo izrazimo delne vsote dane
Fourierove vrste S(f,x). Upostevaje definicijo Fourierovih koeficientov lahko zapisemo:

Z f zkm _ Z / f fzktdtezkx _

\k|<n \k|<n

()Y ete0gr = = f() (@ — ).

27
|k|<n
Torej je Spf(z) = (f * Dn)(az), kjer smo z D,, oznacili ti. Dirichletovo jedro:

= Zeik —1+2Zcosk _ sin(n+1/2)z

Pl sin(z/2)

27T

za ¥ # 0 (mod 27) in D,(0) = 2n + 1. Dirichletovo jedro je zvezna periodi¢na soda
funkcija (trigonometriéni polinom stopnje n). Za njegove Fourierove koeficiente ocitno
velja D, (k) =1 za |k| < nin D,(k) =0 za |k| > n.

Poleg Dirichletovega jedra vcasih vpeljemo tudi konjugirano Dirichletovo jedro:

Dy (z) = Z (—isign ket = QZn:sin by — cos(x/2) — cos(n + 1/2)x

=n — sin(z/2)
za x % 0 (mod 27) in D, (0) = 0. Potem je (podobno kot prej)
Suf@) = (F D)) =5 [ F@)Dy(a 1)t = - [0 S (isign ket =
o |k|<n
. i 4 ; . T
= Z 2—(—151gnk)/ f(t)e etk = Z (—isign k) f (k)e™*®
kj<n <" - kl<n

delna vsota ti. konjugirane vrste S(f,z) ~ Z(—isign k) f(k)e™.
kEZ



44

Ta vrsta ni nujno Fourierova, se pravi, ne obstaja nujno integrabilna funkcija f, katere

Fourierovi koeficienti so enaki f(n) = (—isignn)f(n) za vsak n. Kadar obstaja, recemo
funkciji f konjugirana funkcija k funkciji f.

Zgled. Naj bo Fourierova vrsta kosinusna (tj. zapisana v realni obliki, kjer so vsi
koeficienti by, = 0), se pravi, S(f,z) ~ ao/2+ > -, ax coskz. Tedaj je konjugirana vrsta
ravno sinusna (z istimi koeficienti): S(f,x) ~ 3.5, agsinkz. Kasneje bomo npr. spoz-
nali, da je vrsta Y .-, cos kz/In k Fourierova, njej konjugirana vrsta » - ,sinkz/Ink pa
ni Fourierova.

Trditev 2. (a) |Dyl1 = £Inn+0(1) (n — ),
(b) |Dp|li =4Inn+O(1) (n — o0).

Dokaz. (a) Najprej vidimo, daje || Dyl = [7, [ Dy (2)]dz = [7 S0 4z Zapisimo
D,, v drugi obliki:

sin(n 4+ 1/2)x x sin nx

D, (x) = Sn(z/2) = sin nwctg§ + cosnz = 2

+gn($)a

2
kjer je gn(z) = (ctgg — —)sinnx 4 cosnz zvezna in zato integrabilna funkcija. Ocenimo
x

T X 2 1n 1n

lgnlls < 27 + / lete — ~lde = c. Tz 2P0 — g, (@)] < |Da(e)] < 2557 + [gu (@)
—Tr

sledi

™ s T .
2/ ]smnx] —c§/ ]Dn(x)\dx§2/ ’Slnnx’dx—i—c
= 7] —n |7l

oziroma || Dylly =2 7 ‘SI‘I;Tmld + O(1) (n — o). Od prej, iz zgleda ob koncu razdelka
dr = (4/m)Inn+ O(1) (n — o0), torej je

| sin nz|
||

1.1, pa vemo, da je [T

1Dn 1 = 2/ ‘SI‘I;TJC‘dx +0(1) = S nn+0(1) (n— ).
- T

(b) Podobno kot v tocki (a) lahko tudi sedaj zapisemo

. 2) — 1/2 4
D, (z) = cos(z/ )sinczjg; +1/2)z = ctg%(l —cosnx) + sinnz = . sin? % + Gn (),

2 nT
kjer je gn(x) = 2(ctg§ — Z)sin? - + sinnx zvezna in zato integrabilna funkcija z normo,
x

manjso od 2c. Torej

1Dl = 4/_” de—i—O(l) _ s/w st (n2/2) o) = s/m wdHO(l).

0 T 0

T sin?(t/2) T kDT gip?2 t/2 sin? t/2
/0 t Z /k; Z / t+km

k=0 "7
in hkrati (z Eulerjevo konstanto C')

2 (7 sin? t/2
Inn< H, == in?(t/2 t <
C+Inn<H, 7T/0 sm(t/)dt +1_ Z/ t—i—lmr <

Ker je

s 2 s n—1 1 s
< 2/ sin?(t/2)dt + —/ sin?(t/2)dt Z 7= 2/ sin?(¢/2)dt + H,,_1 < Cy + Inn,
0 T Jo 1 0
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dobimo 2 ;" sin (t/Q) dt =Inn+O(1) (n — o). Torej je | Dply = 4lnn+ O(1) (n — o),
kar je bilo treba pokazatl

Opombe. 1. Konstante L, = 5-||Dyl|l1 obicajno imenujemo Lebesquove konstante.
Zanje torej velja:

4
Ly, =—=Inn+0(1) (n — c0).
T
2. Ker ||Dy]||1 — 0o (n — o), hkrati pa je ||Dyllso = 1 za vsak n, ne obstaja konstanta

M > 0, da bi za vsak n veljalo || D,,||; < M||D,|s. To pomeni, da Fourierova transforma-
cija f +— f kot preslikava iz L' v ¢o(Z) ne more biti surjektivna (glej dodatek A).

Razli¢ne izrazave delnih vsot Fourierove vrste nam bodo koristile pri obravnavi konver-

gence Fourierovih vrst. Poleg njih bodo pomembno vlogo igrale tudi ti. Cesdrove delne
vsote, ki jih definiramo preprosto kot aritmeti¢ne sredine obi¢ajnih delnih vsot:

1 N
JNf = N—_anzosnf,

torej so tudi trigonometri¢ni polinomi stopnje N. V vsaki tocki = jih torej lahko zapiSemo
v obliki:

N N
onf (@) = 7 Y Sul @ i) LEa P 3 et
n=0 n=0 k|<N n=|k|

1 . | . |k N
- N — |k 1 thr _ 1— zkm — 1— zk‘z‘
— 7 2 (V= kD™ = 3 N+1) §j< N e

k<N [k|<N k<N

Ob tem naj omenimo, da se iz te izrazave Cesarovih delnih vsot vidi, da je O'/N\f (k) =
(1— %)f'(k‘) za |k| < N in 0 sicer, zato konvergira O'/N\f(k‘) proti f(k) za vsak k, ko
N — oo. To pomeni, da delne vsote oy f enakomerno konvergirajo proti f za vsak
trigonometri¢ni polinom f. Kasneje bomo spoznali, da je to res celo za vsako zvezno

funkcijo.

Tudi Cesarove delne vsote lahko izrazimo s konvolucijo, ¢e upostevamo ze znano dejstvo,
da je S,f = f* Dy:
1 N N
onF(@) = 7 2 Sef (@) = g D+ Da)(@) = (£ % F) (@),
n=0 n=0
kjer smo z Fiy oznacili ti. Fejérjevo jedro:
N

o 1 N sin(n +1/2)x
Fn(z) = Nl 2 Dn(x) = N +1 7;) sin(x/2)

N

1
ZQSID n+1/2)zsin(z/2) =

" 2(N + 1)sin?(z/2)
B 1 1 [sin(N +1)z/2\°
2N+ Dend(ayz) TSN L) = 7T ( sin(e/2) )
za x # 0 (mod 2m) in Fy(0) = 525 S0 1 Da(0) = 25 S0 g(2n+1) = N + 1.

Fejérjevo jedro ima Se nadaljnje koristne lastnosti:
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1. Fy je zvezna periodi¢na soda funkcija (trigonometriéni polinom stopnje N), ki je
poleg tega pozitivna Fy > 0.

1
9. — F Yz = ——— dr = 1.
o N (@)dw N+1 <2 (z)de
1 2 2
3. Fy(z) < r u za 0 <6< |z| <.

< <
(N +1)sin?(xz/2) — (N +1)a?2 — Na? — N<52
Posledica: 3- f5§|z|§ﬂ Fy(x)dz — 0 (N — 00), ée 0 <6 < .

1 sin(N 4+ 1)z/2\? _ (N +1)222/4 =2 2
4. F = <X /- - (N+1)< —N <
N () N+1( sin(z/2) >—(N+1)x2/7r2 T W+ < 5N zafz| <
.
AN
< . . _ 2 2 .
5. Fy(z )_71_*_]\[2 > za vsak |z < 7, kjer je A= 7%(1 + 72)/2

Iz tocke 4 namre¢ dobimo pri pogoju |z| < /N oceno

Nn?  Nrn%(1+7?) AN
Fy(z) < < =
N@)s 5= s 2(1+ N222) ~ 1+ N2z?’

iz tocke 3 pa pri pogoju |z| > 7 /N oceno

w2 72 (1 + 72) N(1+ 7?) AN
Fy(z) < 5 = 22/ (N2.2 N 52 = 2.2
Nz Nz?(m?2/(N?22) +72) 14 N2z 1+ N2z

Obakrat smo dobili oceno Fy(z) < Gy(z), kjer je Gn(x) = AN/(1 + N22?%). Za
racionalno funkcijo G lahko dobimo e druge ocene, npr. |z|Gy(z) < A/2 za |z| < 7, od
koder dobimo Fy(z) < Gy(x) < A/(2|z]) za 0 < |z| < 7.

Poleg tega je Gy odvedljiva in G'y(z) = —2AN3z/(1 + N?2%)2. Dejstvo, da je zaradi

T 2 Nm 2
, 3 xedx _ tdt <
/_7r |leG'y (z)|dz = 2AN / 7(1 T NZT) =2A /_N7r 7(1 e S

o 24t
<24 — — _—B
= /oo Arep 7=

funkcija = — xG'y () integrabilna, nam bo kasneje prislo prav.

3. Konvergenca Fourierovih vrst po normi

Najprej poglejmo, kako se vedejo delne vsote ali Cesarove delne vsote Fourierove vrste
glede konvergence v prostoru L' ali v kakinem drugem prostoru, npr. C, L™, LP, kjer je
1 < p < ooinp # 2. Konvergenco v prostoru L?, ki je preprostejsa in se da o njej povedati
veliko ve¢, bomo obravnavali v naslednjem razdelku.

Trditev 1. Naj bosta za vsak n > 0 kot doslej S, f n-ta delna in o, f n-ta Cesdrova
delna vsota Fourierove vrste funkcije f.
(a) Ceje f € L', je |SufllL = O(nn), (n — 00), in [lonfll < || fl1-
(b) Ce je f € L=, je ||Snfllec = O(lnn), (n — 00), in [lonflloo < [|.flloo-

Dokaz. Tocka (a) sledi iz ocen ||Spf|1 = ||f * Dylli < 5= || fIl1[|1Dnlli = Lall 1, kjer so
L, = O(Inn) Lebesguove konstante, in ||o, f|l1 = ||f * Ful1 < 27r||f|| |l = || f]l1, kjer
upostevamo, da je || F, |1 = 2.
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Tocko (b) dokazemo s podobnimi ocenami:

™

Suf@)| = 521 [ FODu@ = 0dt < oo [ 1D = 01t =

—T

1
= 5l llsolPnlly = Lull fllo = O(lnn) (n — oo)
za vsak x in torej tudi HS fHoo = O(lnn) (n — o). Podobno je

™

ruf @) = 5ol [ FOFs = 0] < 5l [ ol = e =

—T

— _HfHOO F (z = t)dt = || f]loo
in zato ||opn fleo < |If]co-

Opomba. Podobna ocena velja v vsakem homogenem Banachovem prostoru B, saj
lahko zaradi trditve 2.1 pisemo ||S,fllp = ||f * Dnllp < %HfHBHDnHl = L,||f|lp in

lowflls = If * Fulls < 31151 Falls = [1£115.

Trditev 2. Ce je f € BV in ima na intervalu [—m, 7] variacijo V(f), potem za n-to
delno vsoto S, f Fourierove vrste za f velja:

150 flloo < 1 flloo + V(f) /.

Dokaz. Funkcija f € BV je tudi omejena in po trditvi 1(b) velja ||oy flloo < ||flloo- Za
vsak n je

Suf (@)~ onf(e) = 3 FR — 37 (1= Ly fet = L S ket

n—+1

|k|<n |k|<n \k‘|<n
in zato po trditvi 1.2(b)
1 V() . (n+1/2V(f) _ V()
1S f (@) — onf(a ’<—|]€Z<n‘ flk +1k|z<n 27 = (n+1)m = s

oziroma ||Spf — onfllee < V(f)/m. Ker je ||Snflloo < [|Snf — onflloo + l|onflleo in ker
zaradi omejenosti funkcije f € BV velja |0y flloo < ||flloe (trditev 1(b)), dobimo zZeleno
neenakost.

Opomba. Definirajmo 7(n) = %HZ\mgﬂkf(kﬂ Ce je 7(n) < M za vsak n =
0,1,2,..., dobimo tako kot v dokazu zgornje trditve ||S,fllooc < ||fllcoc + M. Tu je veljalo
7(n) = O(1) (n — o00). Ce pa bi veljalo celo 7(n) = o(1) (n — 00), se pravi 7(n) — 0
(n — o0), bi imeli lim, S, f(z) = lim, 0, f(x) enakomerno po z in za vsak ¢ > 0 bi za
dovolj velike n veljalo [|Sy fllco < || flloo + €l fllocs za vsak n pa ||Sy, flloo < M|l flloo-

Imejmo poljuben homogen Banachov podprostor B C L'. Pokazali bomo, da je mnozica
trigonometri¢nih polinomov gosta v B in obravnavali tudi konvergenco Fourierove vrste v

B.
Trditev 3. Za vsak f € B velja ||onf — fllp — 0 (n — o0).

Dokaz. Ker lahko zaradi zveznosti Fejérjevega jedra za vsak n zapiSemo o, f = f*Fj,
5 f F,(t)f-¢dt v smislu abstraktnega Riemannovega integrala (glej dodatek, trdltev
A4), imamo za vsak dovolj velik n in vsak dovolj majhen § > 0 oceno

1 s
lowf = fllz =Nz | Ful®)(fe~ Ptla <

—T
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ﬂ%ﬁgﬂWh—M%+%J Fult)(ft — F)dtllp <

2 [t|>8

: ! il
<o H<6F()||fft—f\|3dt+% s Ey()|fot — fllpdt < /2 + —L1E < ¢

Posledica. MnoZica trigonometricnih polinomov je gosta v homogenem Banachovem
prostoru B.

X V posebnem primeru je to res za prostor L! in v njem velja izrek o enoli¢nosti: iz
f(k) =02zavsak k € Z sledi f =0 s.p. na R (glej izrek 1.1).

VpraSajmo se zdaj, ali Fourierova vrsta za f € B konvergira po normi prostora B, se
pravi, ali velja ||S,f — gllp — 0, (n — o0) za funkcijo g € B (ki je odvisna od f). Ker
za vsak f € B velja |f(k)| < 5= fllh < || f|l za vsak k, sledi iz ||Snf — g/lz — 0 enakost

§(k) = f(k) za vsak k. Po izreku o enolicnosti je tedaj g = f (v prostoru B), zato je pravo
vprasanje, kdaj velja ||S,f — fllp — 0, (n — o0) za vsak f € B. Odgovor nudi naslednji
izrek.

Izrek 1. ||S,f — fllB — 0, (n — o0) velja za vsak f € B natanko takrat, ko obstaja
konstanta M, da je |Snfllp < M| f||p za vsak f € B in vsak n € N.

Dokaz. Za vsak trigonometri¢ni polinom g velja S,g = g, ¢e je le n dovolj velik.
Mnozica takih polinomov pa je po zgornji posledici gosta v B, zato rezultat sledi, ¢e v
trditvi A3 v dodatku A vzamemo T,, = S,, — I, kjer je S, operator, ki vsakemu elementu
f € B priredi delno vsoto S, f in I identi¢ni operator na B.

Definirajmo normo operatorja S, s predpisom ||S,|lz = sup{||S.fllB; IIfllz < 1}.
VpraSanje konvergence Fourierove vrste v homogenem prostoru B se torej reducira na
vprasanje, ali je zaporedje ||Sy||p omejeno. Zaradi S,,f = f* Dy, in ||Sufllz < || f*Dnllp <
= fIlBI1Dnlli = Lullfll5 je vedno |[Syllz < Ln. Ce nam uspe dokazati tudi obratno

neenakost, lahko na vprasanje konvergence odgovorimo negativno.

Trditev 4. Ce je B eden od naslednjih prostorov: L',L> ali C, velja ||Sp|lp = Ln
(Lebesguove konstante).

Dokaz. Najprej obravnavajmo primer B = L. Videli smo ze, da je ||S,fll1 < Lnll |1
za vsak f € L' (primerjaj dokaz trditve 1), torej velja ||S,|;1 < L,. Po drugi strani ima
vsak ¢len zaporedja fy = Fn/(27), kjer je Fy N-to Fejérjevo jedro, normo 1 in velja
Snfn = %SHFN = %FN*Dn = %O‘NDn — %Dn (N — o0) zavsak z. Kerje ||S, fn|l1 =
wllonDnli < 5=[Dylli za vsak N, sledi po (LIDK) tudi ||Spfnli — 5=||Dalli = Ln
(N — 00). Torej zaradi ||Sy||1 > ||Snfn|l1 za vsak N velja ||Sy|/p1 > Ly za vsak n.

Podobno ze vemo, da je ||S, fllco < Ln||fllco za vsak f € Lo in vsak n (glej dokaz trditve

1), torej je ||Spllree < Ly, za vsak n. Naj bo f,(t) = sign(D,,(t)). Potem je || fnlloo =1 in
[Snllzee = [1Snfulloo = sup{|(fn * Dn)(@)|; @ € [=m, 7]} = [(fn * Dn)(0)] =

:%ﬂfmmm>w——|zumm (1))dt] =

—7
1

1
— [ |Dn()|dt = —||Dn1 = L
=5 | n()ldt = —[|Dully = L

Torej imamo spet enakost ||Sn||L°<> = L.
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Nazadnje si poglejmo Se prostor C, ki je zaprt podprostor v L*. Po eni strani imamo
|Snllc < Ly, zaradi ||Sy flloo < Ln||f|lcc- Po drugi strani lahko ravnamo podobno kot prej,
le da funkcijo sign(D,,(t)) na intervalih blizu nicel funkcije D,, s poljubno majhno skupno
dolzino (pod €) tako popravimo, da dobimo zvezno funkcijo ¢, z normo ||g,||cc = 1. Potem
je

1 ™
15nlle 2 [15ngnlloo 2 (gn * Da)(0)] = | | gn(t) Du(=t)dt| =
1 i . 1 4 1
> —| D, (t)sign(D,(t))dt| — e = — |Dy,(t)|dt — e = —||Dpll1 — € = L, —e.
27 2 27

—T —T

Ker je bil € poljuben, imamo |[|S,||¢ > L, oziroma celo ||S,||c = Ly, za vsak n.

Posledica 1. V prostorih L', L™ in C Fourierova vrsta S(f) ne konvergira po normi
za vsako funkcijo f.

Dokaz. Sledi iz trditve 4 in trditve A3.

Posledica 2. Naj bo xg poljubno realno stevilo. Potem obstaja zvezna funkcija f € C,
katere Fourierova vrsta S(f) ne konvergira v tocki x.

Dokaz. Denimo, da bi zaporedje S,, f(x¢) konvergiralo za vsak f € C. Potem bi bilo za
vsak f € C omejeno in bi obstajala taka konstanta My > 0, da bi veljalo sup,, | Sy f(z0)| <
M. Zaporedje omejenih linearnih funkcionalov f — S, f(x) bi bilo torej omejeno za vsak
f in po principu enakomerne omejenosti (glej izrek A3 v dodatku), bi bilo omejeno tudi
po normi, se pravi, da bi obstajala konstanta M > 0, neodvisna od f, tako da bi za vsak n
in vsak f € C veljalo |S,, f(x0)| < M||f||co- Za vsak x pa je S, f(x) = Spfoz,(z0) in zato
150 loe = SUB{ISnfomsy(@0)li @ € [~m,7]} < Msup{|fomsolloci @ € [~ 7]} = M fo.
Ker bi to veljalo za vsak f € C, bi imeli ||S,|c < M, kar pa je v nasprotju s trditvijo 4.

Opomba. Zadnja posledica pove, da obstajajo zvezne funkcije, katerih Fourierova vrsta
v poljubni (vnaprej izbrani) tocki ne konvergira. Brez posebnega dodatnega truda se da
ugotoviti, da obstajajo zvezne funkcije, katerih Fourierova vrsta ne konvergira na poljubni
(vnaprej izbrani) Stevni mnozici.

Katznelson in Kahane pa sta pokazala, da je to res tudi, ¢e Stevno mnozico nadomestimo
z mnozico z mero 0 (glej [15], str. 58). Ve¢ ne moremo doseci. Kot posledica znamenitega
izreka Carlesona iz leta 1966 (glej [8]) namre¢ Fourierova vrsta vsake zvezne funkcije kon-
vergira skoraj povsod na realni osi. Mimogrede, za splosne integrabilne funkcije to ni res.
Kolmogorov je leta 1926 dokazal obstoj funkcij f € L', katerih Fourierova vrsta S(f)
nikjer (tj. v nobeni tocki) ne konvergira (glej [15], str. 59).

Naj bo f € L'. Funkdciji f € L', za katero velja f(n) = —isign(n)f(n) za vsak n €
Z, retemo konjugiranka funkcije f (glej opombe h konjugiranemu Dirichletovemu jedru),
linearni preslikavi Q : f+— f (ki ni povsod definirana) pa konjugiranje. Podobno re¢emo
funkeiji f(,) € L', za katero velja f(p\)(n) = Xz, (n)f(n) za vsak n € Z, projiciranka
funkcije f, linearni preslikavi P : f ~ f(,) (ki tudi ni povsod definirano) pa projiciranje.
Ce obstaja ena od prirejenih preslikav, obstaja tudi druga, saj med njima veljata zvezi

fuy = 3O + f +if), F =i~ F ~ F(0).

Definicija. Recemo, da homogeni Banachov prostor B dopu$ca konjugiranje, ¢e je
konjugiranje @) definirano povsod na B in je omejen linearen operator iz B v B, tj. obstaja
konstanta M > 0, da velja ||Qf|lp < M||f||p za vsak f € B.
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Prav tako re¢emo, da homogeni Banachov prostor B dopusca projiciranje, e je proji-
ciranje P definirano povsod na B in je omejen linearen operator iz B v B, tj. obstaja
konstanta M > 0, da velja ||Pf||p < M||f||p za vsak f € B.

Ocitno dopusca homogeni Banachov prostor B konjugiranje natanko takrat, ko dopusca
projiciranje. Za vsak n ozna¢imo z e, funkcijo e, (z) = e"* z € R.

Izrek 2. Naj bo B tak homogeni Banachov podprostor v L', da je za vsak f € B in
vsak n € Z tudi e, f € B in velja |len fllp = ||fl|B. Tedaj dopuscéa B projiciranje natanko
takrat, ko v B vsaka Fourierova vrsta konvergira po normi.

Dokaz. Denimo najprej, da B dopusca projiciranje in je M > 0 taka konstanta, da
je |Pfllzg < M| f|lp za vsak f € B. Ker je ocitno S, f = e_,P(enf) — eny1Pe—n—1f),
velja tudi ||SyfllB < [|[P(enf)|lB + [|[Ple—n-1f)|lB < 2M||f||p in po izreku 1 imamo tudi
|Snf — fllB = 0 (n — o0) za vsak f € B.

Obratno, naj v B vsaka Fourierova vrsta konvergira, se pravi, da po izreku 1 obstaja
konstanta M > 0, da velja ||Snfllp < M| f||p za vsak f € B in vsak n. Pri dani funkciji
f € B oznacimo f, = e,Sp(e_nf) = Zz’io f(k)er in pokazimo, da je zaporedje (fy)
Cauchyjevo v B. Najprej za vsak n velja || fnllB = ||Sn(e—nf)|lB < M| f|l5- Naj boe >0
in N tako velik, da je |[Snyf — fllp < €. Tedaj za m,n > N/2 velja

(SN =D _(Snf) (ke =D _(Snf)~(K)ex = (Sn f)n
k=0 k=0

in 200 [ — fulls < [fn — (S8 Pulls + 1(Sx P — Fulls < 2M|Sy — fll5 < 2Me,
Zaporedje (f,) je Cauchyjevo in v polnem prostoru B konvergira k elementu g € B,
za katerega veleL\HgHB < M| fllp. Zaradi |g(k)| < |glli < |lgllp za vsak k velja
§(k) = limy_oo fn(k). Torej dobimo (k) = f(k) za k > 0 in §(k) = 0 za k < 0. To
pomeni, da je ¢ = Pf in da je projiciranje P povsod definiran omejen linearen operator
na prostoru B.

Posledica. Prostora L' in C ne dopuscata ne konjugiranja ne projiciranja.
Dokaz. Sledi iz izreka 2 in posledice 1 trditve 4.

V nasprotju s tem bomo v naslednjem razdelku spoznali, da prostor L? dopuscéa konju-
giranje in projiciranje, torej v njem vsaka Fourierova vrsta konvergira po normi. V resnici
to velja v vseh prostorih LP, 1 < p < oo, toda dokaz je v primeru p # 2 precej tezji in se v
to ne bomo spuscali. Ustrezni rezultat je vsebina izreka M. Riesza (glej npr. [17], izrek 8.6).

4. Kvadrati¢cna konvergenca

Prostor L? je med vsemi homogenimi Banachovimi podprostori v L' nekaj posebnega,
saj ni samo Banachov ampak celo Hilbertov. Normo porodi skalarni produkt

(o) = [ soawar

ki je zvezen v obeh argumentih, linearen v prvem in konjugirano linearen v drugem.
Zanj velja Cauchy-Schwarzova ocena [(f, g)| < || fll2/lg]|2. Sistem trigonometri¢nih funkcij
en(z) = e n € 7Z, je ortogonalen sistem v Hilbertovem prostoru L?, saj velja (e, ;) = 0
za m # n. Poleg tega je (e,,e,) = |len]|3 = 2, zato bi za ortonormirani sistem lahko vzeli

{\/%—Wen,n € Z}.
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Fourierove koeficiente funkcije f € L? lahko izrazimo s skalarnim produktom:
~ 1 (7 , 1
k)= — te Mt = —
f( ) QWKFf( )e 27_(_<f7ek‘>7

delne vsote pa z

Suf = 3 Fh)er = 5= 3 endes.

[k|<n [k|<n

1/2
Iz Cauchy-Schwarzove neenakosti sledi ["_[f(¢)|dt < V27 (ffﬂ |f(t)|2dt> za vsak

f € L?, torej je L> C L'. Seveda je tudi C C L?. Mnozica zveznih periodi¢nih funkcij
C je gosta ne le v L' ampak tudi v L?2. To sledi iz Luzinovega izreka iz I. poglavija,
vemo pa tudi, da |lo,f — fll2 — 0 (n — o) (trditev 3.3), saj je L? homogeni Banachov
podprostor v L' in so o, f zvezne periodi¢ne funkcije. V tem razdelku bomo pokazali, da
celo delne vsote Fourierove vrste funkcije f € L? konvergirajo po normi prostora L? proti f.

Izrek 1 (Riesz-Fischer). Naj bo (ck)rez tako dvostransko zaporedje kompleksnih stevil,
da je Y ez lck|* < 0o. Tedaj je trigonometricna vrsta ., ¢, €** Fourierova vrsta za neko

funkcijo f € L? s Fourierovimi koeficienti f(k‘) = ¢, za vsak k € Z in konvergira proti f
po normi prostora L?.

Dokaz. Zaradi ortogonalnosti sistema funkcij (eg)rez velja po Pitagorovem izreku
||Zm§|k\§nck€k||% = QWng‘k|§n|0k|2 — 0 (m,n — o0). Torej tvorijo delne vsote
Fourierove vrste Cauchyjevo zaporedje v L? in zato konvergirajo v polnem prostoru L2
proti neki funkciji f € L?. Ker je skalarni produkt zvezen, za vsak j € Z velja

-~ 1 1 . 1 .
FG) = 5-(fre) = 5 lim (Snfej) = o lim > rler ) = ¢
k|<n
Riesz-Fischerjev izrek karakterizira tiste trigonometri¢ne vrste, ki so Fourierove za funkcije
iz L?. Nekatere druge karakterizacije Fourierovih vrst za funkcije iz L? in iz drugih pod-
prostorov v L' bomo spoznali v naslednjem razdelku.

Izrek 2. Za vsak f € L? konvergirajo delne vsote S, f Fourierove vrste za f v normi
prostora L? proti funkciji f, se pravi ||Snf — flla — 0 (n — o0) in velja Parsevalova

enakost:
1713 = 27 5 Jel2 = 20 S F (k)2
keZ keZ
Dokaz. Z uporabo skalarnega produkta lahko izracunamo

HSnf_fH% = <f_Snf7f_Snf> = <f7f>_<STlf7f>_<f7Snf>+<Snf7Snf> =
= [F13+ 19 f15 = D erlen £) = > elfren).
|k|<n |k|<n

Ker je (f,ex) = {ex, f) = 2mcy in ||S,f||3 = 27 > lkl<n |cx|? dobimo konéno

I1Snf = £15 = IF15 =27 > [exl*.

|k|<n

Torej je 2m 3 1<, lce|? < || f13. Ocena velja za vsak n, torej tudi 27 Y, oy [ex]® < || f]|3.

To neenakost imenujemo Besselova neenakost. 1z nje spoznamo, da je ), -, lex|? < oo,
zato po izreku 1 in po izreku o enoli¢nosti Fourierova vrsta za f konvergira po normi pros-
tora L2 proti f. Torej velja ||Spf — fll2 — 0 (n — 00). Ker pa smo v dokazu videli, da je
1Snf — FlI3 = IIfII3 — 27 > |k|<n |c|?, velja tudi Parsevalova enakost.
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Opombe. 1. Parsevalova enakost je posplositev Pitagorovega izreka na vsote z neskonéno
mnogo ¢leni. Lahko jo povemo §e bolj splosno: za f,g € L? je

(f,9) =27y F(k)g(k).

~ ~

To sledi iz zveznosti skalarnega produkta: (f,g) = >, f(k)(er,9) = >, f(k)(g,ex) =

P —

2m >, f(R)G ().
2. Ker za vsako funkcijo f € L? velja ||S,f — fll2 — 0 (n — o), homogeni prostor L?
po izreku 3.2 dopus¢a konjugiranje in projiciranje.

Uporaba Parsevalove enakosti v analizi je mnogostranska. Tu si bomo kot zgled ogledali
posebno preprost konvergenéni izrek za Fourierove vrste. Najprej potrebujemo naslednji
rezultat.

Trditev 1. Ce je f € AC in f' € L?, velja y",,.4, 1F(n)| < oo.

Dokaz. Za absolutno zvezno funkcijo f vemo, da je f’(n) = mf(n) = inc, za vsak
n. Tedaj je po Cauchy-Schwarzu in Parsevalovi enakosti za funkcijo f' (in ob upostevanju

znanega dejstva, da je Y 7, # = %)
1/2 1/2
1 1
n#0 n#0 n#0 n#0

1/2
T oy s
1 DU I CT A
n#0

Posledica. Ce je f absolutno zvezna funkcija in je njen odvod f' € L2, konvergira
Fourierova vrsta S(f) proti f absolutno in enakomerno na vsej realni osi.

Dokaz. Pod danimi pogoji je

o0 o ) )
Z |ay, cos nz + by, sinnx| = Z lcne™ + c_pe” | < Z len| < oo,
n=1 n#0

torej 3, o |cn| konvergentna Stevilska majoranta Fourierove vrste, ki zato absolutno in

n=1

enakomerno konvergira proti zvezni funkeiji z istimi Fourierovimi koeficienti (enakomerno
konvergentno vrsto smemo ¢lenoma integrirati), se pravi proti f (izrek o enoli¢nosti).

V posebnem primeru konvergira S(f) proti f absolutno in enakomerno, ée je f € Lip
ali celo f € C1.

5. Sumabilnost Fourierovih vrst

Konvergenca Fourierovih vrst je zahtevno vpraSanje, nasploh te vrste nimajo dobrih
konvergenc¢nih lastnosti, lepSe pa se obnaSajo pri konvergenci v posploSenem smislu. Tako
namesto prave konvergence raje obravnavamo Cesarovo sumabilnost (glej dodatek B).

Fourierove vrste so funkcijske (trigonometri¢ne) vrste. Delne vsote so simetri¢ne, zato
so ¢leni vrste enaki f(k)e’ ™ + f(—k)e™** = a;, cos kx + by sin kx, Cesarove delne vsote pa
so nam tudi znane s konca 2. razdelka.
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Oglejmo si npr. tretji Tauberjev pogoj (glej dodatek B), ki se zdaj glasi |k(f(k:)elkm +
f(—=k)e =) — 0 (Jk| — oo) enakomerno po vseh € R. Ta pogoj je npr. izpolnjen, ce

velja kf(k) — 0, ko |k| — oco. V resnici sta oba pogoja ekvivalenta, kar sledi iz naslednje
trditve o splosnih trigonometri¢nih vrstah.

Trditev 1. Ce velja e +c_j,e™** — 0 (|k| — 00) za vsak x iz mnoZice E s pozitivno
mero, velja tudi ¢, — 0 (|k| — 00).

Dokaz. Clen ¢,e™® +c_pe~ 7 zapisimo raje v realni obliki ay, cos kz+ by, sin kz. Trditev
zadoSca dokazati za realne koeficiente ay, in by (sicer obravnavamo posebej realni in posebej
imaginarni del). Potem lahko zapiSemo naprej ay cos kx+ by sin kx = py, cos(kxz— ), kjer je

pr = y/ai + b3 in & = arctg(by/ax). Po predpostavki velja py, cos(kz — 6;) — 0 (k — o0).
Pokazati moramo, da pp — 0 (kK — o0), saj bo potem tudi ag, by — 0 (k — o0) oziroma
¢ — 0 (|k| — o0). Denimo, da p 4 0. Obstaja torej 6 > 0 in podzaporedje (nj) naravnih
stevil, tako da je pp, > d za vsak k. Tedaj mora veljati cos(nyz—dy,, ) — 0 (k — oo). Lahko
predpostavimo, da je mnozica E omejena, npr. E C [—m, 7] (sicer opazujemo E N [—7, 7],
ki ima tudi pozitivno mero). Po (LIDK) velja pri pogoju k — oo

lim [ cos®(npa — 0y, )dz = 0.
k—oo J 5
Po drugi strani pa je

1
/ cos?(npx — 0, )dx = 3 / (1 —cos2(ngx — dp,))dx =
E E

E 25 n in 26 T
= m(2 ) _ COS2 ~k / XE(z) cos 2nixdr + Sm2 —k / xe(r)sin 2ndz,
- -7

kar pa po Riemann-Lebesguovi lemi konvergira proti m(FE)/2. Torej dobimo m(E) =0, v
nasprotju s privzetkom.

Posledica (Cantor-Lebesguov izrek). Ce trigonometricna vrsta > i ket konver-
gira na mnoZici s pozitivno mero, konvergirajo koeficienti cx pri pogoju |k| — oo proti 0.

V prejsnjem razdelku smo videli, da niti za zvezno funkcijo Fourierova vrsta ne konver-
gira v vsaki tocki. To pomanjkljivost odpravimo, ¢e namesto konvergence Fourierove vrste
opazujemo njeno Cesarovo sumabilnost, kar je vsebina naslednjega pomembnega izreka.

Izrek 1 (Fejér 1904). Naj bo f € L.

(a) Ce v tocki x obstajata leva in desna limita, f(x—) in f(x+), Cesdrove delne vsote
onf(z) konvergirajo proti (f(z+) 4+ f(x—))/2. Ce je funkcija f zvezna v tocki x, velja
oxf(z) = f(@) (N — ).

(b) Ce je funkcija f zvezna na intervalu (o, 3) C R, konvergirajo Cesdrove delne vsote
onf proti f enakomerno na vsakem zaprtem podintervalu v (o, [3). Ce je f € C, velja
onf — f (N — o0) enakomerno na R.

Dokaz. Preoblikujmo Cesérove delne vsote:
1 [ 1 [
onf(x) == | fla—O)Fn(t)dt = — [ f(z+t)Fn(t)dt,

2 J_, 2 J_,

torej

onf(z) = %/ﬂ f(x+t);f(x_t)FN(t)dt.
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w, saj ima f desno in levo limito v

Dokazimo sedaj tocko (a). Ozna¢imo s =
tocki x. Potem je

i) 5= L _W (f(x+t)42rf(x—t) _8> Fa(t)it
1" (flat)+ f@ 1)
)

™ 2

- s> Fy(t)dt =

0 5
=5 [ G0 = o+ o [ (=)= fa)Faties

ram [ (@ 0)+ fa— 1) = 290w (0

in zato

on f(x —s|<—/|fa:+t Fla)| Fv (£)di+

1 é
+%/0 |f(x—1t) _f(:C—)|FN(t)dt+%/5 (|f(x + )]+ |f(x —t)| +2|s|) Fn(t)dt
Ce je § dovolj majhen, je |f(z +t) — f(z+)| < ein |f(x —t) — f(z—)| < ¢, tore]

€ é i
o ()~ 5] < < / <>dt+2N52 [ e+ 01+ 15 0] + 21shat <

e+ 5= (1 + 27s)

za vsak N in vsak e. V limiti dobimo limsupy_, . |on f(z) —s| < €. To velja za vsak € > 0,

torej
flat) + flz—)
5 .

Jim oy f(z) =s=

Ce je funkcija f zvezna v tocki z, je seveda s = f(z).

(b) Ce je funkcija f zvezna na intervalu (a, B), je enakomerno zvezna na vsakem zaprtem
podintervalu [a,b]. Zato za vsak € > 0 obstaja tak 6 > 0, da je |f(z +1t) — f(z)] < €in
|f(x —t) — f(z)| < € za vsak = € [a,b], kakor hitro je 0 < ¢t < 4. Tu je § odvisen le od e.
Prav tako je |s| = |f(z)| < M za vsak x € [a,b]. Pri danem ¢ lahko izberemo tako velik
N, da bo ob koncu prejsnje izpeljave

s (11l + 2lsl) < o (17 4+ 270) <
Torej dobimo oceno |on f(x) — f(x)| < 2¢ za vsak = € [a,b], ¢e je le N dovolj velik, kar
pomeni enakomerno konvergenco na [a, b]. Nazadnje, ¢e je [a,b] = [—7, 7], je konvergenca

v resnici enakomerna povsod na R.

Opomba. Ce je f zvezna v x, je smiselno pricakovati konvergenco oy f(z) — f(z)
zaradi
1 ™

1 )
onf@) = 5= [ fa—nFadt~ 5 / @ = )Pyt ~

5 T
~ @) / Pv(at~ fw)ge [ Pt fo)

2 o

Trditev 2. Ce je f € L', je limy . [|onf — f|1 = 0.

Dokaz. Po Fejérjevem izreku, tocka (b), velja |[ong — glloc — 0 (N — o00) za vsak
g€ C. Zavsak f € L', g € C je po trditvi 2.1(a)

lonf = flli < llonf —onglli + llong — glli + llg = fll1 < 2[lg = flli + llong — glli-
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Ker je mnozica C gosta v L', lahko izberemo g € C tako, da bo ||g — f||1 < ¢, nato pa Se
N tako velik, da bo tudi |[ong — g|l1 < 27|jong — glleo < €. Potem je |[onf — f]l1 < 3¢ in
trditev je dokazana.

Ta rezultat v resnici Ze poznamo iz trditve 3.3, saj je tudi L' homogeni Banachov pros-
tor. Isto seveda velja za prostor C' (zadnji stavek v izreku 1(b)).

Posledice Fejérjevega izreka.
1. (Izrek o gostoti). MnoZica trigonometri¢nih polinomov je gosta v L.

Dokaz. Za f € L' namreé velja on f — f ponormi prostora L', o f pa je trigonometriéni
polinom stopnje N.

2. (Weierstrassov izrek). Na vsakem podintervalu [a,b] je mnoZica (navadnih) poli-
nomov gosta v C([a,b]).

Dokaz. Ce je [a,b] C (—m, ), lahko funkcijo f € C([a,b]) razsirimo do zvezne peri-
odi¢ne funkcije na [—m, 7] oziroma R. Po Fejérjevem izreku konvergirajo Cesarove delne
vsote oy f proti f enakomerno na [a,b]. Vsak trigonometri¢ni polinom oy f pa lahko na
[a, b] enakomerno aproksimiramo s pripadajo¢im Taylorjevim polinomom. Torej je mnozica
polinomov na [a, b] gosta v prostoru C([a,b]. Druge intervale najprej z raztegom in pre-
mikom prevedemo na podinterval v (—m, 7).

3. (Izrek o enoliénosti). Ce je f € L' in f(n) =0 za vsakn € Z, je f = 0.

Dokaz. Za vsak N namrec velja oy f(z) = Z\nISN(l - %)ﬂn)emx = 0. Potem pa

je f =limy_oonf =0 v prostoru L'.
4. (Riemann-Lebesguova lema). Za f € L' velja f(n) — 0 (jn| — co).

Dokaz. Aproksimirajmo f s trigonometriénim polinomom p v normi prostora L', tako
da bo ||f — p|l1 < e. Naj bo naravno stevilo |n| vecje od stopnje polinoma p. Potem je

Fol = 3o [ (@) = plad)e el < 517 =l <

~

To velja za vsak dovolj velik |n|, torej f(n) — 0 (n — o0).

Izrek 2. (a) Ce je f € BV periodicna funkcija z omejeno variacijo, konvergira njena
Fourierova vrsta S(f,x) v vsaki tocki x proti (f(xz+) + f(z—))/2.
(b) Ce je f € AC periodicna absolutno zvezna funkcija, konvergira njena Fourierova vrsta
S(f) enakomerno na R proti f.

Dokaz. (a) Funkcija f € BV ima v vsaki tocki « levo in desno limito in po Fejérjevem
izreku velja oy f(z) — (f(z+) + f(xz—))/2. Fourierovi koeficienti take funkcije zadosc¢ajo

~

Hardyjevemu Tauberjevemu pogoju: n|f(n)| < V(f)/m, zato sledi tudi konvergenca delnih
vsot Sy f(z) — (f(2+) + f(2-))/2 (N — o).
(b) Po Fejérjevem izreku velja onf — f enakomerno na R. Fourierovi koeficienti ab-

o~

solutno zvezne funkcije zadoscajo Tauberjevemu pogoju: n|f(n)| — 0, zato sledi tudi
enakomerna konvergenca delnih vsot Sy f — f (N — o).
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h

flx+t)+ f(z—1)

5 dt = 0 sledi

1
Trditev 3. ZascERmsE(szhmO
h— 0

— S

NI ) =

Dokaz. Vemo, da je onf(z) = o [7 f(z — t)FN( )yt = 5= [T f(z + t)Fn(t)dt,
torej tudi on f(z) = o= [ % N (t)dt = Oﬂ MFN(t)dt. Tedaj je za

O<d<m e
fla+t)+ flz—t)

ons@ o<1 [ :
s
T Jo

f((L‘—l—t)—i—f((L‘—t) FN(t)dt+l/
mTJs
Pri h > 0 oznac¢imo I(h)

2
_ foh ‘f(:ert)JQrf(xft) _ S‘ dt.

—%meﬁg

Tl flx+t)+ flz—1)
2

— S

- 5‘ Fn(t)dt.

Po predpostavki velja I(h)/h —
0 (h — 0), zato za vsak € > 0 obstaja tak § > 0, da iz 0 < h < ¢ sledi I(h) < €h.

Spomnimo se, da za Fejérjevo jedro velja Fy f(z) < Gn(x), kjer je na desni racionalna
funkcija Gy (z) = AN/(1 + N?z?%) za primerno konstanto A. Poleg tega pa imamo Se
oceni |z|Gn(x) < A/2 < Ain [7_|2Gy(x)|dz < B za neko drugo konstanto B (glej konec

razdelka 2). Potem lahko prejsnja integrala ocenimo (pri prvem integriramo po delih):

§ _ § _
R R e [
™ Jo 2 ™ Jo 2

1 10 0 A+B

:4ﬁﬂﬂ®—i/Hm%@ﬁ§SMM®+E/tWMMﬁ§Li—&
us T Jo m T Jo 2m
1 (x+t)+ flx —1) T (x+t)+ f(x—1)
- — < — <
) 5 SFN()dt_N52 5 s|dt <
0
< — .
< S (11l + 2lsin)
Za vsak dovolj majhen § > 0 in vsak N dobimo torej oceno
A+ B
_sl <
on /() — sl < e+ = (11l + 2lsh),

se pravi, da je

limsuploy f(z) — 5| <
N—oo 27

in tudi limy_,oc on f(x) = s, ker je € poljuben.

Posledica 1. Ce je x € R Lebesquova tocka za funkcijo f € L', je
lim onf(x) = f(x).
N—o00

Dokaz. Za Lebesguovo tocko z velja %foh\f(x +t) — f(z)|[dt — 0 (h — 0) in (s
substitucijo ¢t — —t) tudi %foh |f(x —t) — f(z)|dt — 0 (h — 0). Torej velja (najprej za
h > 0, potem pa tudi za h < 0)

1 h
E/O
_2h/ |f(x+1t) — |dt+ / |f(z—t) — f(z)|dt — 0 (h — 0).

Iz trditve 3 tedaj sledi limy oo on f(z) =

ﬂw+ﬂ+f@—ﬂ

— f(x)| dt <
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Posledica 2 (Fejér-Lebesguov izrek). Za vsak f € L' velja limy . on f(x) = f(z)
s.p. x € R.

Dokaz. Po izreku 1.3.3 je skoraj vsaka tocka x € R Lebesguova za f.

Posledica 3. Ce za f € L' velja S, f(z) — g(x) (n — o0) s.p. © € R, je g(x) = f(z)
s.p. x € R.

Dokaz. Po posledici 2 velja oy f(z) — f(x) s.p. € R. Iz konvergence S, f(z) — g(x)
pa seveda sledi tudi konvergenca oy f(z) — g(z). Ker dveh limit ne more biti, velja

g(x) = f(z) s.p. x € R.

Kot posledico Fejérjevega oziroma Fejér-Lebesguovega izreka si oglejmo Se nekaj razlic-
nih karakterizacij Fourierovih vrst med trigonometri¢nimi vrstami z uporabo Cesdrovih
delnih vsot.

kz s Cesdrovimi delnimi vsotami o, (x) je

Trditev 4. Trigonometriéna vrsta Y., cyé€'
Fourierova
(a) za funkcijo f € L' natanko takrat, ko velja ||o, — f|l1 — 0 (n — o0),
(b) za funkcijo f € C natanko takrat, ko velja ||oyp — flloc — 0 (n — 00),
(¢) za neko funkcijo f € L? natanko takrat, ko velja sup,, ||on |2 < oo,

(d) za neko funkcijo f € L* natanko takrat, ko velja sup,, ||on|lec < 00.

Dokaz. Po Fejérjevem izreku, tocka (b), velja ||onf — flloc — 0 (n — o0) za vsako
funkcijo f € C in po trditvi 3 tudi ||o,f — f|l1 — 0 (n — o00) za vsako funkcijo f € L.
Obratno, ¢e velja |lop, — fll1 — 0 (n — o0) ali celo ||oy, — flloc — 0 (n — o0) za neko
funkcijo f € L' (oziroma celo f € C), velja tudi 7,(k) — A(k:) (n — o0) za vsak k € Z.

Toda "

k

on(k) =(1—- ——
Tn(k) = n+1

za vsak k, zato je tudi f(k) = ¢x za vsak k in vrsta je Fourierova za funkcijo f. Tocki (a)
in (b) sta dokazani.

Za dokaz tocke (c) najprej pomislimo, da je zaradi trditve 2.1 (glej tudi opombo za
trditvijo 3.1) |lonfll2 < || fll2 za vsak f € L? in za vsak n, saj je tudi L? homogeni Banachov
prostor. Torej je sup,, |0y f]l2 < co. Obratno, naj obstaja taka konstanta M > 0, da velja
lonlle < M za vsak f € L?. Tedaj po Pitagorovem izreku za o, € L? za vsak n velja

2
2n 3 (120 ) laP = Lol < 2
|k|<n
Po (LIMK) dobimo od tod v limiti (n — o0) oceno 27y, ; |cx[* < M?. Po Riesz-
Fisherjevem izreku (izrek 4.1) obstaja funkcija f € L?, tako da ||S, — f]l2 — 0 (n — o)
in vrsta je Fourierova za funkcijo f, se pravi fA'(k') = ¢, za vsak k.
Tocka (d) sledi iz tocke (c). Po eni strani vemo, da je [0y f|loc < [|f]loo za vsak n in
vsak f € L (trditev 3.1(b)). Po drugi strani iz ||o,||cc < M za vsak n sledi za vsak n
ocena

)Ck — Ck

K

lonll3 = / o (t)|2dt < 27 M2
—T

Torej je po tocki (c) vrsta Fourierova za neko funkcijo f iz L?. Po Fejér-Lebesgovem izreku

(posledica 2 trditve 3) velja potem tudi o,, = o, f — f s.p. na R. Ker je |o,(z)| < M s.p.

x € R in za vsak n, velja tudi |f(z)] < M s.p. z € R. Se pravi, da je f € L.
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6. Lakunarne Fourierove vrste

Posledica 3 trditve 5.3 pove, da Fourierova vrsta funkcije f € L' skoraj povsod kon-
vergira ravno proti funkciji f, ¢e sploh kam konvergira skoraj povsod. Kdaj pa velja
limy_ oo Snf(z) = f(z) s.p. © € R? Odgovor na to vprasanje ni tako preprost. Za vse
funkcije f € L' to gotovo ni res (Kolmogorov 1926). Po Carlesonu (1966) za f € L? to
velja. Po drugi strani to velja vedno, ko je izpolnjen kakSen od Tauberjevih pogojev. En
tak pogoj je npr. pogoj

(V)= g 3 gl =0 07— ),

saj smo v dokazu trditve 3.2 videli, da je |Sny f(z) —onf(z)| < 7(N), in zato iz on f(z) —
f(z) sledi Sy f(z) — f(x). Zdaj bomo definirali cel razred Fourierovih vrst, pri katerih je
pogoj T(N) — 0 (N — o0) vedno izpolnjen.

Definicija (Hadamard). Zaporedje (nj)r>o naravnih stevil je lakunarno, ¢e obstaja
tako realno Stevilo A > 1, da velja ng41 > Ang za vsak kK =0,1,2,....

Definicija. Lakunarna trigonometriéna vrsta je trigonometriéna vrsta z lastnostjo ¢, =
0, ¢e |n| # ng, kjer je (ng) lakunarno zaporedje naravnih stevil (v realni obliki so koeficienti

od 0 razli¢éni le za lakunarno podzaporedje naravnih stevil).

Lakunarno vrsto, pripadajo¢o lakunarnemu zaporedju (ny), lahko torej zapisemo v ob-
liki > 72, (ag cos ngx + by sinngx).

Trditev 1. Za lakunarne trigonometricne vrste

o o
Z(ck T | oy e IT) — Z(ak cos nix + by sin ngx),
k=1 k=1

katerih koeficienti konvergirajo k 0, je pogoj T(N) — 0 (N — o0) izpolnjen.

Dokaz. Ocenimo

m

1 1 1
TN =N > Inea| < N1 > mklfer] + k) = N1 > nnller] + [ex]) =
In|<N 0<ni<N k=0
1 & 1 e
N1 an(’%’ + le—k|) + N1 Z ng(|ee| + |e—kl)-
k=0 k=p+1
Ce je p izbran tako, da je |cx|, |c—x| < € za k > p (ker ¢ — 0, k — o0), dobimo
1 & 2¢ &
V) < 57 > neller] + le—k]) + N1 d g <
k=0 k=p+1
< LS len] o feel) + 22
s——— n C C_ —
SNT1 2 k(] ck k PR

sajje ng < /A" F zavsak k <min St ng < np (T+AT L AA™) < g, /(A1) <
AN/(X —1). Prvi ¢len konvergira z rasto¢im N proti 0, zato je limsupy_ o, 7(N) < fi/\l
za vsak € > 0 oziroma na koncu limy_, 7(N) = 0.

Izrek 1 (Kolmogorov). Ce ima funkcija f € L' lakunarno Fourierovo vrsto, konver-
gira le-ta skoraj povsod k funkciji f. Ce je f € C, je konvergenca enakomerna.
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Dokaz. Po posledici 2 trditve 5.3 velja onf — f s.p. na R. Ker je vrsta Fourierova,
konvergirajo njeni koeficienti zaradi Riemann-Lebesguove leme proti ni¢c. Zaradi laku-
narnosti vrste po trditvi 1 potem velja Hardyjev pogoj 7(N) — 0 (N — o0), torej velja
tudi S, f — f s.p. na R. Ker je ta pogoj enakomeren glede na x € R, iz enakomerne
konvergence Cesédrovih delnih vsot on f za zvezno funkcijo f € C sledi tudi enakomerna
konvergenca pravih delnih vsot Sy f.

Ker smo ravno pri lakunarnih zaporedjih in lakunarnih Fourierovih vrstah, obravnava-
jmo Se kaksno njihovo posebnost.

Lema 1. Ce je (ng) lakunarno zaporedje, obstaja tako naravno Stevilo s, da lahko vsak
n € N kvecjemu na s nacinov zapisemo v obliki n = ny +n; ali n = n, —n;.

Dokaz. Naj bo najprej n = nj, + nj, kjer je npr. k£ > j. Tedaj je ny > Anj in
zato n > (A + 1)n; ter np = n —n; > An/(A+1). Torej je An/(A+1) < np < n.
Ce pa je n = ng — ny, kjer je k > j, jen > (A — D)n; in ng = n+n; < An/(\ — 1),
oziroma n < ng < An/(A —1). Vedno torej velja An/(A+ 1) < ng < An/(A—1). Naj bo
ng, najmanjse in ng, najveGje stevilo ny s to lastnostjo. Potem je ng, > An/(A + 1) in
ng, < An/(A—1) in zato
nkQ ATl A+1

“A-1
Odtod vidimo, da jele s = ko — k1 + 1 stevﬂ ny iz lakunarnega zaporedja takih, da je
n = nj £n;, enako mnogo pa je tudi stevil n;. Ker je zaradi zgornje ocene s neodvisen od
n, je lema dokazana.

)\kQ k)l <

Lema 2. Za vsak par indeksov k, j € N oznacimo cp; = fF cos(npx+0y) cos(njr+9;)dx,
kjer je F' merljiva podmnozica v [—m, |, (0) poljubno zaporedje realnih stevil, (ng) pa laku-
narno zaporedje naravnih Stevil. Tedaj je Yy ,; |exi]? < .

Dokaz. Izraz za cj; predelajmo v obliko

1 1
Crj = 3 /Fcos((nk. +nj)z + (0 + 9;))dz + 3 /Fcos((nk. —nj)z + (0 — d5))dx =

= %cos(ék +6;) /

1
cos(ny + nj)rdr — 3 sin(d + 0;) / sin(ny + nj)rdx+
F

F
+1 cos(6y — 6;) / cos(ny — nj)rdr — lsin(ék - 5]-)/ sin(ny — nj)rdx.
2 F 2 F

Integrali v tem izrazuso s« pomnoieni realni Fourierovi koeficienti karakteristi¢cne funkcije

xr mnozice F. Oznacimo jih z a/ inb Potem je

nEn; npEn;:

™ 2 .
;|2 = (5) (a1, COS(Ok+0;) 0y SIN(O+0))+aly, . cOS(8—0)—b,, . sin(d5—0;))?

2
T
< 7( ng+n; +bnk+n +a’nk n; +bgk n)

Uporabili smo Cauchy-Schwarzovo oceno za konéno vsoto (skalarni produkt med vektorjem
koeficientov in vektorjem trigonometriénih funkcij). Dobimo torej oceno

|Ckf]|2 S 27T2(|C;lk+n]|2 + |C;lk—n]'|2)
in odtod

> e <27 (D e in, P+ D e P ] <2775 |2 < o0,

k#j k#j k#j n21
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kjer so ¢/, n > 1, Fourierovi koeficienti za funkcijo xz € L?, s pa je stevilo izrazav narav-
nega stevila n v obliki n = nj £ n; iz leme 1.

Izrek 2 (Zygmund). Ce ima funkcija f € L' lakunarno Fourierovo vrsto, je f € L.

Dokaz. Izrek zadoséa dokazati za realno funkcijo f. Ce je njena Fourierova vrsta oblike
S(f) ~ > cke™® ~ S (ag cosngx + b sinngx) ~ Yoo pr cos(ngx + 0k), moramo
dokazati, da je >, |cx|? < oo oziroma Y oo (a2 + b2) < 00 oziroma Y pe, pr < 00, kjer je
pi = ai + bz = 4|cp|? za k =1,2,3, ...

Po izreku Kolmogorova (izrek 1) konvergirajo delne vsote S, f — f s.p. na R, torej
gotovo povsod na podmnozici E C [—7, 7] s pozitivno mero m(E) > 0. Po izreku Jegorova
iz 1. poglavja za vsak € > 0 obstaja taka zaprta podmnozica F' C E, da je m(E \ F) < ¢
in je konvergenca S, f — f enakomerna na F. Stevilo € vzamemo tako majhno, da je tudi
m(F) > 0.

Izberimo dovolj velik indeks m in n > m. Tedaj je [, |Snf(x) — Smf(z)?dz < e€m(F).
Po drugi strani pa je

2

/F |Snf(z) — Smf(l“)|2d$ = /F Z prcos(ngx + 0) | dx =

m<k<n

= Z o3 / cos?(npx + 0 )dx + Z PiPj / cos(npx + 6) cos(njx + 0;)dx =
m<k<n F m<k,j<n,k#j F
— Z Crkph + Z CkjPkPs>
m<k<n m<k,j<n,k#j
¢e uporabimo oznake iz leme 1. Izberimo poljuben § > 0, pa lahko za vsak dovolj velik m
po Cauchy-Schwarzu in po lemi 1 ocenimo
1/2

> arimknil < S eyl S op<d > i

m<k,j<n,k#j m<k,j<n,k#j m<k<n m<k<n

Naj bo se m tako velik, da je |cxr — m(F)/2| < 9, saj vemo, da po Riemann-Lebesguovi
lemi ¢ = 5 cos?(npx + O )dr konvergira pri pogoju k — oo proti m(F)/2 (glej dokaz
trditve 5.1). Tedaj imamo

IO DI S I D0 TV S SR

m<k<n m<k<n m<k,j<n,k#j

+ [ 18:0@) = Suf(@)Pde 25 3" g+ Em(F)
F m<k<n
oziroma )
L(f) 3 4 < emF),
m<k<n
¢e je 6 < m(F)/8. Torej je >, r<n lex|? = %Zm<k§n p? < €2. To pa Ze pomeni, da je
> 22 lek|? < oo in po Riesz-Fischerjevem izreku je f € L2

Opomba. V resnici smo v dokazu Zygmundovega izreka potrebovali samo dejstvo, da
zaporedje delnih vsot S, f lakunarne Fourierove vrste za f konvergira (nekam) na mnozici
s pozitivno mero. Potem sledi f € L? (obratno je tudi res, kot je pokazal Carleson).
Pravzaprav niti ni treba, da je trigonometri¢na vrsta Fourierova, da le delne vsote S, (x)
konvergirajo za vsak x € E in je m(E) > 0. Spet dobimo Y, |ck|? < oo in po Riesz-
Fischerjevem izreku je to Fourierova vrsta neke funkcije iz L2.
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Se veg, isto bi skoraj na enak nacin z uporabo Cesédrovih namesto navadnih delnih vsot
lahko pokazali tudi v primeru, ¢e bi bila vrsta le Cesarovo sumabilna na mnozici s pozi-
tivno mero.

Posledica 1. Ce za lakunarno trigonometricno vrsto ., cx €™ velja >, |cx|> = oo,
potem ta vrsta ni Fourierova, ne konvergira in ni sumabilna na nobeni podmnoZici s pozi-
tivno mero (torej divergira skoraj povsod).

Dokaz. To sledi iz izreka 2 ob upostevanju zgornje opombe.
Posledica 2. Ce je f € L'\ L?, Fourierova vrsta S(f) ne more biti lakunarna.

Zgled. Trigonometricna vrsta - ﬁ cos 2Fz je o¢itno lakunarna, vendar je Y ore ai =

>0, 3+ = oo. Torej vrsta ni Fourierova.

Brez dokaza povejmo Se naslednji izrek o lakunarnih Fourierovih vrstah omejenih funkcij,
analogen Zygmundovemu izreku.

Izrek (Sidon). Ce ima omejena funkcija f lakunarno Fourierovo vrsto, je funkcija f
zvezna in za njene Fourierove koeficiente ¢y velja Y, |ci| < 0o, se pravi, da je vrsta tudi
absolutno in enakomerno konvergentna (k funkciji f ).

Dokaz. Glej npr. [2], str. 693.

Posledica. (a) Ce za lakunarno trigonometricno vrsto S Cr T
potem to ni Fourierova vrsta nobene omejene funkcije.

(b) Ce omejena funkcija f ni zvezna, njena Fourierova vrsta ne more biti lakunarna.

velja Y, |cx| = oo,

Dokaz. To je direktna posledica Sidonovega izreka.

Dotaknili smo se absolutne in enakomerne konvergence trigonometri¢nih vrst. Pogoj
> i lck] < oo je za to vsekakor zadosten. Kdaj je tudi potreben, pove naslednji Luzin-
Denjoyev izrek, katerega dokaz je podoben tako dokazu Cantor-Lebesguovega izreka (posled-
ica trditve 5.1) kot dokazu Zygmundovega izreka (izrek 2) in s katerim zaklju¢ujemo ta
razdelek.

Izrek 3 (Luzin-Denjoy). Ce trigonometricna vrsta Y, ¢, é"™®
na mnozici s pozitivno mero, velja Y, |cp| < 0o.

absolutno konvergira

Dokaz. Izrek zadosca dokazati za vrsto z realnimi koeficienti ay, in b,. Pogoj >, |cn| <
oo je ekvivalenten pogoju y o7 (|an|+|bn|) < 00, le-ta pa pogoju > 7 | pn < 00, kjer je spet
pn = /a2 +b2. Ce je e 6, tak, da je a, = p, cosd, in b, = p,sind,, je trigonometricna
vrsta dana z )7 | p, cos(nz — 0y,).

Denimo, da trigonometri¢na vrsta absolutno konvergira na mnozici E in da je m(E) > 0.
Tedaj velja na E tudi

o0 o0
an cos?(nz — 4,) < an| cos(nx — d,)| < oc.
n=1 n=1

Torej konvergira vrsta > oo ; py, cos?(nz — &,) povsod na E proti konéni merljivi pozitivni
funkciji f. Lahko predpostavimo, da je F omejena mnozica s pozitivno mero. Po izreku
Jegorova obstaja za vsak € > 0 zaprta podmnozica F' C E z lastnostjo m(E \ F') < ¢, tako
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da je na F' konvergenca enakomerna, za to lahko po F' ¢lenoma integriramo:

Z pn/ cos®(nx — 6, )dx = / an cos®(nx — 8, )dx = / f(z)dx < oo.
n=1 F Fo=1 F

Funkcija f je namre¢ na kompaktni mnozici F' zvezna in zato omejena in integrabilna.
Stevilo € > 0 lahko izberemo tako majhno, da je tudi m(F) > 0. Po Riemann-Lebesguovi
lemi konvergira [} cos?(na — 8,)dx proti m(F)/2. Obstaja torej tak indeks N, da velja
neenakost [, cos®(nz — 8,)dx > m(F)/4 zan > N. Torej je

m(F) S - 2
— Z]:Vpng Z;Vpn/Fcos (nx — dy)dx < 00

oziroma » > | pp < 00.

7. Veckratne Fourierove vrste

Ogledali si bomo samo najosnovnejse pojme v zvezi z veCkratnimi Fourierovimi vrstami,
ne zaradi razvijanja njihove teorije, ampak bolj zato, da jih bomo lahko uporabili za dokaz
izreka Minkowskega, ki ga bomo potrebovali v zadnjem poglavju.

Dogovorimo se za nekaj oznak. Element v r-razseznem evklidskem prostoru R", se pravi
r-terico realnih stevil, bomo oznadcili z x = (x1, 2, ..., x,), obi¢ajni skalarni produkt v R"
pazx-y=2x1y1 + T2y2 + ... + Y. Najbo I = [—m,7w]in [" =1 x I x ... x I (r-krat)
r-razsezna kocka v R in L!(I") ustrezni prostor integrabilnih funkcij na I". Pravzaprav
bomo funkcije periodi¢no nadaljevali na ves prostor R” s periodo 27 v vsaki spremenljivki.
Tedaj bomo na kratko pisali kar L! namesto L' (I").

Vektor (r-terico) k = (ki,ka, ..., k) € R", kjer so k; € Z za vsak i = 1,2,...,r, bomo
imenovali multiindeks. Ce je f € L', lahko vsakemu multiindeksu % priredimo Fourierov
koeficient ¢, = f(k) s predpisom

1

cr = 2/, f(z)e 2 dy

ali na dolgo
1 T iy T i
—i(k k ...tk
Chy ey ey = W/ f(z1,29,....;z)e i(kiz1+kezo+...+ rmr)dxldm2_“dxr’
—T —TT —T

funkciji f pa Fourierovo vrsto S(f,z):

% % %
§ :ckezk.x: § : § : § : Ckl7k27“.7krez(k1x1+k2x2+...+krzr)'

kezr ki=—oc0c ko=—00 kr=—o0

V posebnem primeru imamo pri funkcijah dveh spremenljivk Fourierove koeficiente

1 T " —i(mx+n
Cm,n = W/ f(x,y)e (mat y)dmdy

in dvojno (dvakratno) Fourierovo vrsto v kompleksni obliki

0o 0o
§ : § : Cmmez(mm—kny) = co0 + § :Cmpezmx +§ :Co’nezny +Z § :cm’nez(mm—kny).

m=—00 n=—00 meZ ne”L m#n

Oboje lahko zapiSemo tudi v realni obliki

1 ™ T 1 s s
A = —2/ f(x,y) cosmx cos nydzdy, al,, = — / f(x,y) cos mz sin nydxdy,
™ —rJ—-x ' ™ —mJ -7
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1 ™ ™ 1 ™ ™
b = = f (2, y) sinma cos nydxdy, b, ,, = = / f(z,y) sin mz sin nydxdy,
—T —T

—T —TT
oziroma

1
7900 + 3 Z (@m0 cos Mx + by, o sin ma)

L\’JI»—A

o
Z ag n, cos ny + bo n sin ny)+
m=1 n=1
oo oo
+ Z Z (@m,n €OS ML COS MY @)y, 1, COS T SINNY + by SINTNT COS Y + b, ) 80 Mz sin ny).
m=1n=1
Pri tem veljajo naslednje relacije (m,n > 1): ago = 4cp,0

am,0 — Z‘bm,O = 4cm,0 Ammn — ia;n,n - 'me,n - b;n,n = 4Cm,n7
Gm,0 + ibm,O = 407m,0 Amn — ’L'CL;mn + ibm,n + b;n,n = 4Cfm,na
agn — Z‘bO,n = 4CO,n am,n + ia;n,n - 'me,n + b;n,n = 4Cm,—n7
ao,n + b = 4co,—n Amyn + ia;nyn + by — b;n,n e [

Opomba. S konvergenco po tockah dvakratnih ali veckratnih Fourierovih vrst so (tako

kot s konvergenco navadnih Stevilskih veckratnih vrst) hude tezave. Gre za vpraSanje
vrstnega reda sumiranja ¢lenov oziroma za vprasanje, kako sploh definirati delne vsote.
Ker je moznih vec razlicnih odgovorov, imamo tudi ve¢ razli¢nih tipov konvergence. Tako
govorimo npr. pri dvojnih Fourierovih vrstah o
(a) kvadratni konvergenci, ¢e je Sn f(2,y) = 3 51<p 2o ji<n cx, 7€) in posljemo n — oo,
(b) krozni konvergenci, Ce je Sy f(z,y) =303 p2yi2<p2 cx, ;€'Y in pogljemo r — oo,
(b) pravokotni konvergenci, ¢e je Sn f(2,y) = 3 k1<m 2o|jj<n cx, ;€' **9Y) in pogljemo m,n —
oo, itd.
Glede na tip konvergence so npr. tudi za dvojne Fourierove vrste dobili razlicne rezul-
tate. Nekateri so podobni tistim pri navadnih Fourierovih vrstah, nekateri pa so povsem
drugac¢ni. Tako so npr. za kvadratno konvergenco ugotovili, da Fourierova vrsta S(f,z)
konvergira s.p. = € R? proti f, ¢ée je f € L?, kar je analogija Carlesonovega rezultata. Za
krozno konvergenco je, kot kaze, problem s.p. konvergence za funkcije iz L? e odprt (glej
[1]). Za pravokotno konvergenco pa je C. Fefferman leta 1971 podal primer zvezne funkcije
dveh spremenljivk, katere Fourierova vrsta nikjer ne konvergira.

Kvadrati¢na konvergenca, se pravi konvergenca v prostoru L?, je lazja in rezultati enaki
kot pri navadnih Fourierovih vrstah. Prostor L? = L?(I") je Hilbertov, s skalarnim pro-

duktom
/ f dZC—/ / f L1, X2,y T )g(xl)xQ)'“a )deldCEQ dx?“

za f,g € L?. Torej so Fourierovi koeficienti (z multiindeksom k)

ﬁ(fv ek>7

kjer je e, = ™7 za vsak multiindeks k. Funkcije ex/(27)"/#, kjer tece k po vseh mul-

tiindeksih, sestavljajo ortonormiran sistem. Pravokotne delne vsote (z multiindeksom
n = (n1,ng,...,n;)) so

Snf(SC) = Z Cke Z Z Z Chy ko, k (k1$1+k2m2+...+krmr).

|k|<n |k1]<n |k2|<n2 |kr|<np

Podobno kot v izreku 4.2 najdemo ||S,f — flI3 = ||fII3 — (27)" > lkl<n |ck|? in Besselovo
neenakost (27)" 3", czm |ck]® < || f||3. Odtod vidimo, da Fourierova vrsta funkcije f € L?

pravokotno konvergira v normi prostora L? proti neki funkciji ¢, ki ima iste Fourierove
koeficiente kakor f. To je, velja ||S,f — gll2 — 0 (ming ng — 00).

Cl —

ik-x r/2
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Za r = 2 npr. imamo za poljubna indeksa M > m, N > n (glej skico):

-m—1 N m —n—1 N
ISa.8 f = Smnlls < (27)? Z SlenglP+ >0 | D0 lerlP+ DD lersl? ] +
—M j=_nN k=—m \j=—N j=n+1

M

N
+ D > el | =0 (mn, MN — o).

k=m+1j=—N

Ker se da pokazati (glej spodnjo opombo), da velja izrek o enoli¢nosti, mora biti g =
f s.p. Nazadnje velja tudi v primeru veckratnih Fourierovih vrst Parsevalova enakost
(zapisana z multiindeksi):

113 = @)™ Y fenl.
kezr

Opomba. Naj bo h € L*(I?) in [T [T h(z,y)e~metrY) dady = 0 za vsak m,n € Z.
Tedaj je [™_ (f h(x,y)e mydy) e M dy = 0 zavsak m,n € Z, torej [7_h(z,y)e” ™dy =
0 za vsak n € Z s.p. x. Natancneje, za vsak n obstaja merljiva mnozica A,, z lastnostjo
m(A5) =0, tako da je [T h(z,y)e”"™dy = 0, ¢e je 2 € An. Naj bo A = Npez Ay, pa je
tudi m(A°) = m(UnezAS) < 3 ,cz m(AS5) = 0. Poleg tega velja [© h(z,y)e”™dy = 0
za vsak n € Z, ¢e je x € A. Torej je h(z,y) = 0 s.p. y, ¢e je z € A. Potem pa je
res tudi [ [" |h(z,y)|dzdy = [, (f |h(z, y)|dy) dx = 0, se pravi, h(z,y) = 0 s.p.
x,y € [-m, | X [-m, 7.

Riemann-Lebesguova lema. Za f € L' je ¢, — 0 (max; |k;| — o).
Dokaz. Ceje f € L? sledi dokaz iz konvergence vrste >, |cx|2 < co. Ker je L? C L! gost
podprostor (posplositev Luzinovega izreka na ve¢ spremenljivk npr. pove, da je mnozica

zveznih funkcij gosta v L1), za vsak f € L! in vsak € > 0 obstaja g € L?, tako da je
|lf —glli <e@2m)". Potem je

ekl = [F () < I(f = 9)" (k)| + 1§(k)| <

g(k)| < e+ |g(k)|.

1
(2m)"

Odtod je lim SUPmmax; [kj|—o0 lck| < € oziroma M a, (ko0 lex| = 0.

Veckratne Fourierove vrste uporabimo v teoriji konveksnih mnozic v evklidskem pros-
toru.

Trditev 1. Naj bo K konveksna mnoZica v R", simetriéna glede na koordinatno izhodisce
in taka, da je njena prostornina vecja od 27, tedaj obstaja v K vsaj ena od 0 razliéna tocka
s celimi koordinatams.

Dokaz. Lahko predpostavimo, da je K omejena mnozica, sicer jo presekamo z dovolj
veliko kroglo tako, da presek $e vedno zados¢a predpostavkam trditve. Naj bo f € L2(R")
funkcija z lastnostjo f = 0 zunaj mnozice 27 K. Za vsak x € R" definirajmo

= Z f(2x + 4mp).
pEL”

Ker je pri vsakem z zaradi omejenosti mnozice K stevilo od 0 razlicnih ¢lenov konéno,
celo omejeno z neko konstanto M, neodvisno od z, je funkcija g dobro definirana. O¢itno
je periodi¢na s periodo 27 glede na vsako spremenljivko in merljiva. Poleg tega je g € L2,
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kjer je L? = L?(I") in kot prej I" = I x I x ... x I (r-krat), I = [0,2x]. To sledi iz ocene
lg(@)* =1 fRe+4mp)? <M Y |f(2x + 4mp)

pEL" pEL"

veljavne za vsak = (po Cauchy-Schwarzovi neenakosi), od koder dobimo z integracijo

ngz<M2/ 120 + drp)Pde = 2L /\f )t = S I3 < oo

PEL”

Fourierovi koeficienti funkcije g so ¢ = ﬁ 7 g(x)e”*dz in v posebnem primeru do-
bimo podobno kot prej

(27)"¢q :/ Dz =3 / £z + 4mp)d

pPEL"

fende = o [ fwde= o [ pa

R Rr T2 ok
Poleg tega velja Parsevalova enakost:

) Elaf - ol = [ lo@Pdo= [ 13 fe+imp)Pda.

pEL”
Pokazimo, da obstaja tocka x € I" ter razlicna multiindeksa p,q € Z", p # ¢, tako da
je f(2z + 4mp)f(2x 4+ 4wq) # 0. Pa denimo, da to ni res. Tedaj za vsak z € I" in za

poljubna multiindeksa p # ¢ velja f(2x + 47p) f(2z + 4wq) = 0. Pokazali bomo, da pri
predpostavkah trditve to privede do protislovja. Parsevalova enakost nam v tem primeru

da
2
oy el = 32 [ 1en+ 4w = oo e
pPELT
Izberimo za f karakterlstlcno funkcijo mnozice 2 K. Tedaj je

. 1 27m)"
(27T) Z ‘Ck’2 = ?Hf”%Q(RT) - ( 27“) V(K)
k

oziroma Y, |cx|? = V(K)/2". Poleg tega je

, 1 (2m)"

(2m) co = o 27rKf(t)dt =%

oziroma ¢y = V(K)/2". Ker je vedno |co|> < Y, |ex|?, velja (V(K)/27)? < V(K)/2", od
koder sledi V(K)/2" <1 oziroma V(K) < 2" v nasprotju s predpostavko V(K) > 2".

Dokazali smo, da obstaja taka tocka = € I" in taka multiindeksa p # ¢, da je f(2z +

47p) f(2x 4+ 4wp) # 0. Tedaj je 2z + 4np € 27K in hkrati 2z + 4wq € 27 K. Zaradi

simetri¢nosti mnozice K, je tudi —2x —4mq € 21K, zaradi konveksnosti pa celo 2r(p—gq) €

27K oziroma p — q € K. Ker sta p in ¢ razlicna multiindeksa, je p — ¢ od 0 razli¢na tocka

v K s celimi koordinatami.

Posledica. Trditev 1 velja tudi, ¢e je K zaprta konveksna simetri¢na mnoZica v R" z
lastnostjo V(K) > 2".

Dokaz. Mnozico K lahko od zunaj poljubno natan¢éno aproksimiramo s konveksnimi
simetri¢nimi mnozicami K; D K z lastnostjo V(K;) > 2". Po trditvi 1 vsaka mnozica
K vsebuje od 0 razlicno tocko x; s celimi koordmataml Ker lahko iz (omejenega) za-
poredja (x) izberemo konvergentno podzaporedje (tako podzaporedje je konstantno od
nekje naprej) in je K zaprta mnozica, je limitna tocka tega podzaporedja v K in ima
seveda cele koordinate.
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Izrek 1 (Minkowski). Naj bo A nesingularna kvadratna matrika reda r z realnimi
koeficienti. Za poljubna pozitivna Stevila 61,92, ...,0, z lastnostjo |detA| < §193...0, 0b-
staja tak vektor x = (x1, 29, ...,x,) | s celimi komponentami, da velja |(Ax)i| < 6 za vsak
k=1,2,...,7.

Dokaz. Definirajmo mnozico K = {z € R"; |(Az);| < 6y za k = 1,2,...,r}. To je
zaprta konveksna simetri¢na mnozica s prostornino

1
V(K :/ dx:/ det(A™Y)|dy = 2"6109...6, > 2.
)= i |yk|sak,w€’ ‘ol |detA|

Upostevali smo, da y = Az definira bijektivno zvezno preslikavo in da je det(A~!) Ja-
cobijeva determinanta inverzne preslikave. Po posledici trditve 1 obstaja v K tocka
r = (21,22,...,2,) s celimi koordinatami. Zanjo veljajo zelene relacije.

Pristavek. Izrek Minkowskega velja tudi za matriko A s kompleksnimi koeficienti, ce
nastopajo v mjej vrstice v konjugiranih parih in pripadata vrsticama iz istega para enaki
stevili 0y,.

Dokaz. V matriki A naj bo npr. m vrstic realnih, 2n vrstic pa (konjugirano) kom-
pleksnih, pri ¢emer je m 4+ 2n = r. S permutacijo vrstic lahko dosezemo, da je prvih
m vrstic realnih, naslednjih n kompleksnih, zadnjih n pa konjugiranih prejsnjim. Potem

Ao
lahko permutirano matriko A zapiSemo v blo¢ni obliki: A = | Ay + 1Ay |, kjer so Ag, A1
A —iAs
Ao
in A, realne matrike. Definirajmo novo realno matriko A’ = | A; |. Ker je
Ag
Ao Ao
detA’ = det A =det | A1 +1A45 =
Ag Ag
1 Ao 1 Ao 1
= Wdet A + 1Ay = %ndet A+ 145 = %ndetA,
(=2i) “2iAy (=2i) A —idy | (20

je tudi matrika A’ nesingularna. Poleg tega velja

|detA'| = in|detA| < %5152...(» = 5180y 2102 Omn D1 Ot 2 Ot 2
2 2 (V2)" (V2)"
6m+1 5m+2 5m+n ) 2
= 0102...0m, : :

Oznacimo 0), = 6y za k = 1,2,...,min o), = 0}, = Omak/V2zak =m+1,m+2,..,m+n.

Po izreku 1, uporabljenem za matriko A’, obstaja vektor = = (x1,29,...,2,) s celimi
komponentami, tako da je [(A'z),| < &) za vsak k = 1,2,...,7 oziroma

|(A0x)k| S 6l€ Za k = 1’2’ "'7m7
|(A1£C)J| < 5m+j/\/§’ |(A2£C)J| < 5m+j/\/§ za ] = 1,2, ey N
Torej velja tudi |(Aox)i| < 0k za k =1,2,...,m ter
(A1 £iAz)z);| = |(A12); £ i(A2w)| = \/(Alx)? + (A22)3 < \/531+j/2 + 01 /2 = Omtj

za j =1,2,...,n. Zato je |(Azx)k| < 0 za k =1,2,...,r in dokaz je koncan.
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8. Konvergenca Fourierovih vrst po tockah

Konvergence delnih vsot Fourierove vrste po tockah smo se ze dotaknili, ko smo obrav-
navali konvergenco Cesarovih delnih vsot (Ce je izpolnjen ta ali oni Tauberjev pogoj, iz
konvergence slednjih sledi konvergenca Fourierove vrste). V tem razdelku bomo predstavili
dva klasi¢na konvergenc¢na izreka in omenili nekaj drugih kriterijev za konvergenco. Obrav-
navali bomo tudi vprasanje integriranja Fourierove vrste.

Najprej preoblikujmo Dirichletovo jedro in izpeljimo asimptoti¢no vedenje delnih vsot
Fourierove vrste za dano funkcijo f € L'. Ker za z # 0 (mod 27) velja

Dy, (z) = 81ns(zl(—|g—v/12/)2)x _ S + cosnx + (ctg(z/2) — 2/x) sin nz,
je
S f(z) = % fe= 0Dy (0t - % Ha+ D (1)t =
:% " fet )Smntdt+—/ Fla+t) cosmsdH—7T i  Flat)(ete(t/2)~2/1) sin s

Zadnja dva ¢lena z rasto¢im n konvergirata proti 0 po Rlemann—Lebesguovi lemi, zato
imamo pri poljubnem 0 < d < 7

50 f(@) :§ e

sin nt

dt +o(1) (n — o00) =

sm nt 1 x4+t

/ f(z dt + — Msinntdt—i—o(l) (n — o00).
[t|>0

Drugi integral spet konverglra proti 0, ko n — oo, po Riemann-Lebesguovi lemi, saj je

-1 ( ) >s1(t) integrabilna funkcija. Torej je koncno

I innt
(a) Suf@) =+ [ fla+ 05 e+ o) (n— oc).
-5
Upostevaje sodost funkcije sinnt/t lahko to formulo prepisemo v
1[0 sinnt
) S.0(@) = = [ 11+ 0 + 1o = )1+ of1) (0 = o).

V posebnem primeru f(x) = 1 za vsak z, ko je tudi S, f(x) = 1 za vsak x, dobimo iz
formule (b)

2 [%sinnt
1:—/ su;n dt +o(1) (n — o0).
0

Odtod lahko izpeljemo znan rezultat, da je
0 i no o3 6 o
t
/ Pl = lim [ ldr = lim / Smt” dt =Z.
0 0

T n—oo fq T n—00 2

Upostevaje (b) lahko za poljuben s € R zapisemo

sin nt

1 é
(¢) Snf(fﬂ)—sz—/o[f(w+t)+f($—t)—2] dt +o(1) (n — o0).

™

Odtod dobimo potreben in zadosten pogoj za konvergenco delnih vsot Fourierove vrste
proti Stevilu s.

Izrek 1. Fourierova vrsta je konvergentna in ima vsoto s natanko takrat, ko velja

1 )
—/O [f(@+ 1) + flx — ) — 25]

sin nt

dt -0 (n— o0).
T
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Dokaz. Sledi takoj iz formule (c).
Druga preprosta posledica je ti. Riemannov princip lokalizacije za Fourierove vrste.

Izrek 2. Ce je f =0 na intervalu (x — 8,z + 0), je
lim S, f(z) = 0.
n—oo

Dokaz. Iz (a) ali (b) dobimo v tem primeru relacijo S, f(z) = o(1) (n — o).

Princip lokalizacije pove, da je konvergenéno vedenje Fourierove vrste S(f) v tocki x
odvisno samo od lokalnih lastnosti funkcije f v blizini tocke z. Z dugimi besedami, dve
funkeciji, ki se ujemata v okolici tocke x, imata Fourierovi vrsti, ki v tocki x hkrati obe
konvergirata ali obe divergirata.

Izrek 3 (Dini). Ce je funkcija fps(t) = f(HtHJ;(x*t)*Qs integrabilna na intervalu

[0,6], je lim, oo Snf(z) = 5. Ce v tocki x obstajata leva in desna limita funkcije f, je
f(l‘+)-2Ff(w—)

s = . Ce je f zvezna v tocki z, je s = f(x).

Dokaz. Iz formule (¢) vidimo, da je v primeru integrabilnosti funkcije f; s po Riemann-
Lebesguovi lemi izpolnjen pogoj izreka 1, torej je S, f(z)—s = o(1) (n — c0). Ce obstajata
leva in desna limita, f(x+) in f(z—), funkcije f v tocki z, sledi iz integrabilnosti funkcije
fz,s nUjNO 5 = 7f(m+);f(x_)
je seveda s = f(x).

, sicer bi v blizini tocke 0 nastopile tezave. Ce je f zvezna v z,

Posledica. Za funkcijo f € L' velja S, f(x) — f(x) (n — 00) v vsakem od nasledngjih
Primerov:
(a) f je Lipschitzova v okolici tocke x.
(b) f je zvezna v x in obstajata (koncna) levi in desni odvod v x.
(c) f je odvedljiva v tocki x.

Dokaz. (a) Ce je f Lipschitzova v okolici tocke z (s konstanto M), je v x zvezna,
zato jo s = f(@) in | fr ()] < (f(x+) — F@)] + |f(z — 1) — F@)])/t < 2M za vsak
t blizu x. Torej je funkcija f, f(,) integrabilna v okolici tocke x. Po izreku 3 zato velja
Suf(z) = F(@) (n— o0).

Ce je f zvezna v x s kon¢nim levim in desnim odvodom ali ¢e je celo odvedljiva v z, je
v okolici x Lipschitzova, tako da tocki (b) in (c) sledita iz tocke (a).

Trditev 1. Bodita f,g € L' in g omejena funkcija. Tedaj konvergira pri pogoju
(In] — o0) integral [T f(x+t)g(t)e~"dt proti 0 enakomerno za x € R.

Dokaz. Naj bo |g(t)] < M za vsak ¢t in € > 0. Po izreku o gostoti lahko izberemo
tak trigonometriéni polinom p(z) = > <y cre’™ da velja ||f — pll1 < ¢/M. Za poljuben

n € 7 ocenimo
T T ™

|| fa+tge ™ dt) < | [ [f(z+t)—pla+t)]gt)e ™ dt|+] [ pla+t)g(t)e ™ dt| <
<MIf=plit Y lall [ o@e®d < e 2 S fenligln — bl
|k|<N o [k|<N

od koder dobimo po Riemann-Lebesguovi lemi lim supy,, o | /7, f(z + t)g(t)e "dt| < e
za vsak x in odtod limy, o |7 f(z + t)g(t)e""dt = 0 enakomerno po z.
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Opomba. V izpeljavi formul (a),(b) in (c) na zacetku razdelka po trditvi 1 vsi izrazi
o(1) konvergirajo enakomerno proti 0 pri pogoju n — oo.

Izrek 4 (Jordan). Naj bo f € L.
(a) Ce ima funkcija f v okolici (x—0, z46) tocke x omejeno variacijo, velja lim, oo Sy f(x) =
f(90+)-2Ff(w—) .
(b) Ce je f € C(a,b) N BV(a,b), velja lim, .o Spf(z) = f(x) enakomerno na vsakem
zaprtem podintervalu [a, §] C (a,b).
(c) Ce je f € CNBV([—m, 7)), velja lim, oo Spf(x) = f(x) enakomerno na R.

Dokaz. Kot prej oznacimo s = w in uporabimo formulo (c) z zacetka razdelka.
Ker gre v vseh treh primerih za funkcije z omejeno variacijo v okolici tocke x, zadoSca
izrek dokazati za realne funkcije, ki so narasc¢ajoce v okolici tocke x. Pri poljubnem § > 0
zapisimo

)
Suf(2)—s = - /0 @t~ fat)]

™

sin nt 1 sin nt

6
ey RUCEES)

Ker je funkcija f(z +t) — f(z+) > 0 narascajoca, funkcija f(z —t) — f(z—) < 0 pa
padajoca, dobimo po drugem izreku o povprecni vrednosti (iz razdelka 1.3) za primerna
Stevila, (51, 52, 0 < 51, 52 < 6 odtod

dt+o(1) (n — o0).

Snf(x) — 8=

1 sin nt 1 / 9 sinnt

é
= [fe+8) = ez [

Izberimo € > 0. Ker je

0 nd _: nd : né1 3 T
‘/ smntdt’:’/ mnudu‘S’/ Smudu\—i—]/ smudu§2/ Smuduﬁ?m
& t ng U 0o u 0 u 0o U

imamo pri dovolj majhnem § > 0 oceno
1Snf(x) = s| < 2|f(z +0) = fla+)| + 2[f(z — ) — fz—)[ + |o(1)] < 4e +[o(1)].

Torej je limsup,,_, . |Snf(x) — s| < 4e oziroma lim,, . S, f(z) = s in velja tocka (a).

Poleg tega velja naslednje. Ce je f zvezna na (a,b) in je [a, 8] C (a,b), je f enakomerno
zvezna na [a, 3], zato je tedaj § odvisen le od ¢ in ne od z. Ce pogledamo, kje smo uporabili
Riemann-Lebesguovo lemo, iz opombe pred izrekom oziroma iz trditve 1 vidimo, da tudi
o(1) — 0 (n — o0) enakomerno po z. Torej je konvergenca S, f — f(x) enakomerna na

[a, B] in veljata tudi tocki (b) in (c).

dt + [f(z = 6) = flz=)]=

; - dt +o(1) (n — o).

d2

Posledica 1 (Dirichlet 1829). Ce je f omejena funkcija s konéno mnogo nezveznos-

tmi prve vrste (skoki) in s konéno mnogo ekstremi (npr. odsekoma zvezna in odsekoma

odvedljiva), njena Fourierova vrsta v vsaki tocki x konvergira proti vrednosti w

To je bil zgodovinsko prvi znani izrek o konvergenci Fourierovih vrst.

Posledica 2. Ce je f € AC, je konvergenca S, f — f (n — o0) enakomerna.

Dokaz. V tem primeru je namre¢ f € C'N BV ([—m,n]) in lahko uporabimo izrek 4(c).
Kot vemo, celo za zvezne funkcije Fourierova vrsta ne konvergira nujno v vsaki tocki

(ampak le skoraj povsod), kaj Sele, da bi bila konvergenca enakomerna. Ce pa ¢lenoma
integriramo Fourierovo vrsto, ima dobljena vrsta v tem pogledu precej lepSe lastnosti.
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Izrek 5 Naj bo f € L', fo t)dt za vsak x, ¢, = f( ) za vsak n € Z in

C = F f F(z)dz. Teda] vrsta Zn?éo melm konvergira enakomerno na R in za
vsak x velja
F(z) =cz+C+ Z ;—Zemz.
n#0

Dokaz. Pisimo G(z) = F( ) — cox. To je zvezna periodicna funkcija, saj je F(x +
2m) = [TV @)dt = [T f()dt + [T f()dt = F(x) + F(27) in zato G(z + 27) =
F(z + 2m) — co(z + 27) = F( ) — cox + F(2m) — 27rco = G(z ) Upoétevali smo, da je
F(2m) = 2wy po definiciji koeficienta c¢y. Ker je G(x fo — ¢p)dt za vsak z, je
G € AC C BV. Po Jordanovem izreku (izrek 4) oziroma nJegov1 posledici Fourierova
vrsta za G enakomerno konvergira proti G. Za Fourierove koeficiente funkcije G dobimo

0) =5 [7 G(x)dz = &= [7_F(z)dz = C in G(n) = a\’(n)/m = fA’(n)/m = ¢p/in za
n # 0, saj je G’ = f—cp s.p. Torej je Fourierova vrsta za G enaka G(x) = C’+Zn¢0 ?—gemx,
pri cemer je konvergenca enakomerna.

Posledica. Fourierovo vrsto funkcije f € L' smemo ¢lenoma integrirati na poljubnem
intervalu [a,b], ne glede na to, ali sama vrsta konvergira. Pri tem je

/ab f(tydt = colb—a) + > ZC—Z (emb - e") .

n#0

Dokaz. Po izreku 5 je fo t)dt = cox + Zn;éo o e 7a vsa x € R. Vstavimo = = b in
T = a in obe konvergentni vrsti odstejemo.

Iz izreka o integriranju Fourierovih vrst dobimo koristen potreben pogoj za to, da je
dana trigonometri¢na vrsta Fourierova.

Trditev 2. Ce je trigonometricna vrsta Y., ., cn €™ Fourierova, vrsti D nz0 Cn /T 0
>0 1 bn/n, kjer je by, = i(cn, — c—p), konvergirata.

Dokaz. V izreku 5 izberimo z = 0 in dobimo F(0) = C + 3, ., . Ker je F(0) =0,

imamo »°, o cn/n = —iC = —5- o+ [T F(x)dx. Poleg tega je
Zb /n—l(ch/n—Zc_n/n>—Zch/n—C—% F(z)dz.
n#0

Zgled. 1. Iz razvoja (m —x)/2 = > > sinnz/n za 0 < z < 27 lahko npr. tako]
izra¢unamo vsoto > oo ; 1/n% = 72/6.

2. Iz trditve 2 vidimo, da sinusna vrsta > -, % ni Fourierova, ¢eprav koeficienti
monotono konvergirajo proti 0. Potreben pogoj > .-~ ,b,/n < 0o namre¢ ni izpolnjen,
saj vrsta y 0, Win ne konvergira. Kasneje bomo videli, da sinusna vrsta y -, %
konvergira za vsak x. Prav tako bomo videli, da konjugirana kosinusna vrsta > > , €50

n=2 Inn
konvergira za vsak x #Z 0 (mod 27) in je poleg tega celo Fourierova vrsta.

Dinijev in Jordanov izrek lahko gledamo kot kriterija za lokalno konvergenco Fourierove
vrste, saj sta njuni predpostavki dva (razliéna) zadostna pogoja za konvergenco v tocki .
Denimo, da za funkcijo f velja f(z) = w

funkcije

. Potem je Dinijev pogoj integrabilnost

fog@)(®) = [f(z+1) + fle— 1) = 2f(@)]/t

v blizini tocke x, Jordanov pa omejena variacija funkcije f v blizini tocke .
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Dinijev in Jordanov kriterij sta ne samo razlicna ampak med seboj tudi neprimerljiva.
To pomeni, da obstajajo primeri, ko po enem kriteriju lahko ugotovimo konvergenco
Fourierove vrste, po drugem pa ne.

Zgled. 1. Izberimo npr. funkcijo f, definirano s predpisom f(x) = —1/In(|z|/27) za
x # 0 in f(0) = 0. Preprosto se vidi, da je f € BV ([—m,7]), saj je za x < 0 padajoca,
za x > 0 pa naraScajoca. Po Jordanovem kriteriju njena Fourierova vrsta konvergira celo
enakomerno na vsej realni osi. Dinijevega kriterija pa npr. v tocki x = 0 ne moremo
uporabiti, saj je foo(t) = 2f(t)/t zaradi sodosti funkcije f. Ta funkcija pa ni integrabilna
v blizini tocke 0, saj je za vsak 6 > 0

/‘5 f(t) /5 dt /Wr ds /1n<5/2ﬂ> du _
—dt=— | ——— =~ = — — = +o0.
o t o tln(t/2m) 0 slns oo u

2. Za drug primer vzemimo npr. funkcijo f, definirano z f(x) = /|z|sin(1/|z|) za
x #01in f(0) = 0. Kot vemo, ta funkcija nima omejene variacije v nobeni okolici tocke 0,
zato Jordanovega kriterija ne moremo uporabiti. Po drugi strani pa po Dinijevem kriteriju
konvergira v tocki 0, saj je pri poljubnem ¢ > 0

/\f ]dt—2/6‘f()’dt—2/ \/_]sm \dt§2/06%:4\/5<oo.

Oglejmo si §e kaksen drug kriterij konvergence. Za f € L' in 0 < ¢t < § oznac¢imo
Ox(t) = flx +t) + f(x —t) — 2f(x). Potem je, kot vemo, lim, f06 ¢y ()22 dt = 0
potreben in zadosten pogoj za konvergenco Sy, f ( ) — f(x) (izrek 1).

Naj bo v, funkcija povprecja, definirana z ¢, (0) = 0 in

= [ ot

Ta funkcija je zvezna v tocki 0, se pravi ¢, (u) — 0, ko u — 0, za vsako Lebesguovo tocko
x za funkcijo f ali za vsako tocko x, v kateri obstajata leva in desna limita funkcije f in
velja f(z) = 7f(x+);f(m_).

Izrek 6 (de la Vallée-Poussin). Ce je funkcija v, zvezna v tocki 0 in ima omejeno
variacijo na intervalu [0, 9], velja Sy, f(x) — f(z) (n — o0).

Dokaz. Ocitno je [ti),(t)] = ¢, (t) s.p. t. Torej velja

s . 5 . ) s i
/0 qbz(t)smtntdt:/o [t¢x(t)]'snlntdt=/0 qp;,(t)sinntdt'f—/o ¢x(t)%ntdt.

Prvi integral konvergira k 0 po Riemann-Lebesguovi lemi, ker je ¢! € L([0,6]) zaradi
Y, € BV([0,4]). Pokazimo, da konvergira k 0 tudi drugi integral.

Po Jordanovem izreku (izrek 4) Fourierova vrsta za 1), v toc¢ki 0 konvergira proti ¢, (0) =
0. Upostevajmo, da je v, soda funkcija. Potem pa po izreku 1 velja

sin nt

dt =10

é
lim [¢x (t) + ¢x(_t) - 2¢x(0)]
n—oo 0
oziroma lim,, fO(S Wy (t) %dt = 0, kar je potrebno in zadostno za konvergenco Fourierove
vrste.

Novi kriterij bomo primerjali s prejsnjima, za kar pa potrebujemo dejstvo, da je zvezna
funkcija g na intervalu [a,b], ki je odvedljiva na (a,b), odvod ¢’ pa je na tem intervalu
integrabilen, absolutno zvezna na [a,b] (glej posledico izreka 1.5.4).
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Trditev 3. Kriterij de la Vallée-Poussina je mocnejsi od Dinijevega in od Jordanovega
kriterija, tj. ¢e lahko ugotovimo konvergenco Fourierove vrste po kateremkoli od teh dveh
kriterijev, jo lahko ugotovimo tudi po de la Vallée-Poussinovem kriteriju. Obratno pa ne
velja: obstajajo primeri, ko lahko konvergenco ugotovimo po de la Vallée- Poussinovem kri-
teriju ne pa po Dinijevem oziroma Jordanovem kriteriju.

Dokaz. Trditev zadosca dokazati za realno funkcijo f. Naj bo najprej izpolnjen
Jordanov pogoj. Ce ima funkcija f omejeno variacijo v okolici tocke z, jo ima tudi
funkcija ¢, v okolici tocke 0. Torej je ¢, razlika dveh narascajoc¢ih funkcij. Potem
pa isto velja tudi za funk(:lJo . To se vidi tako: ¢&e je npr. Ze ¢, narascajoca, je
1 fo dz(u)du < ¢p(t) < t+h ¢z (u)du za vsak (dovolj majhen h > 0) in zato tudi

1 t+h t+h
¢x(t+h)_t+—h 0 ¢z( t+h/¢x +—h ] sz() =

1 [ith ¢
=t [t 2k [ sz A [ = vt

Odtod neposredno sledi, da je 1, razhka dveh narascajocih funkcij, ce velja to za ¢,. Torej
je tudi ¥, € BV([0,4]), ce velja to za ¢,. Poleg tega je funkcija ¢, zvezna v tocki 0, saj iz
flx) = %, kar je nasa stalna predpostavka, sledi ¢, (t) — 0, ¢e t — 0. Potem pa
je znano, da velja pri pogoju t — 0 tudi ¥, (t) — 0, se pravi, da je tudi funkcija v, zvezna
v tocki 0. Torej je izpolnjen de la Vallée-Poussinov pogoj, kar pomeni, da ta kriterij ni
slabsi od Jordanovega.

Naj bo zdaj izpolnjen Dinijev pogoj f(s ‘%(t 60l 31 < 0. Ker je Ve (t) =1 fo ¢z (u)du, je

50 = 00— 3 [ ontu
s.p. t in imamo zato za t > 0 oceno
, 1 I
0] < Flo (0] + 5 | low(wldu

Pokazali bomo, da je desna (in s tem tudi leva) stran integrabilna funkcija.
Izberimo 0 < € < § in integrirajmo po delih:

1 i L 5 u(t)
| [ etwlae = [Coawlan =5 [Coslau+ [ 22D

Ker je ¢,(0) = 0 in iz integrabilnosti funkcije |¢,(t)|/t sledi zveznost funkcije ¢, v tocki 0,
obstaja limita lim._ 1 Jo |¢e(u)|du = |¢(0)] = 0. Po predpostavki obstaja tudi konéna

lim._g ff Mdt. Torej obstaja limita desne strani (ko € — 0). Potemtakem obstaja tudi
limita leve stram in Je zaradi pozitivnosti integranda enaka njegovemu Lebesguovem inte-
gralu. Funkcija fo |2 (u)|du je torej integrabilna na intervalu [0, 6]. Isto po predpostavki
velja za funkcuo |6 (t)|/t. 1z prejsnje ocene tako sledi, da je funkcija ¢! integrabilna na
0,6]. Poleg tega je [ ()] = 2 I du(u)du] < [ 2y 0 (+ — 0), se pravi, da je v,
zvezna tudi v 0 (drugje je povsod odvedljiva). Po 1zreku 1.5.4 je zato funkcija v, absolutno
zvezna, torej ima omejeno variacijo na intervalu [0,6]. Izpolnjen je de la Vallée-Poussinov
pogoj, torej ta kriterij ni slabsi od Dinijevega.

Ker pa sta, kot smo videli, Dinijev in Jordanov pogoj neprimerljiva, mora biti de la
Vallée-Poussinov kriterij res mocnejsi in dokaz je koncan.

Brez dokaza omenimo Se dva kriterija za konvergenco Fourierovih vrst, ki sta v zvezi s
funkcijo ¢, (dokaz glej v [2], str. 249 in 254):
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1. (Young) Ce je funkcija ¢ zvezna v 0, funkcija 0,(t) = té(t) pa ima omejeno variacijo
v okolici tocke 0 in je Vig ) (0) = O(h) (h — 0), velja Sy, f(x) — f(z) (n — o00). Ta kriterij
je mocnejsi od Jordanovega, ni pa moé¢nejsi od Dinijevega in je z njim neprimerljiv. Prav
tako Youngov kriterij ni primerljiv z de la Vallée-Poussinovim (glej [2], str. 251 - 254).

2. (Lebesgue) Ce velja f05 % - %T(u) du — 0 (h — 0,h > 0), velja tudi S, f(x) —

f(x) (n — o0). Ta kriterij je mo¢nejsi od vseh prejsnjih kriterijev (glej [2], str. 258), tezko
pa ga je preveriti v posameznih primerih.

9. Sinusna in kosinusna vrsta

Razdelek obravnava konvergenco trigonometri¢nih vrst, v katerih nastopajo zgolj si-
nusi ali zgolj kosinusi. Posebna pozornost je namenjena vprasanju, kdaj je taka vrsta
Fourierova.

Definicija. Trigonometri¢no vrsto oblike (C) ao/2+ > 72 ai coskz imenujemo kosi-
nusna vrsta, oblike (S) »°77; aisin kx pa sinusna vrsta.

Veckrat bomo kosinusni vrsti rekli vrsta (C), sinusni pa vrsta (S). Pri sinusni vrsti tudi
obi¢ajno potihem privzamemo, da je ag = 0. Osnovni konvergencni izrek je naslednji.

Izrek 1. Naj bo ar \, 0 (k — c0). Tedaj velja:
(a) Vrsta (C) konvergira za vsak x # 0 (mod 2m) in enakomerno za § < |z| <7 pri d > 0.
(b) Vrsta (S) konvergira za vsak x in enakomerno za 6 < |z| < m pri poljubnem 6 > 0.

Dokaz. (a) V dodatku C izberimo by = 1/2 in by = coskx za k = 1,2,3,.... Potem za
vsak n velja B, = 1/2+ >"}'_, coskx = Dy(x)/2, kjer je D,, Dirichletovo jedro. Za x # 0
(mod 27) imamo oceno
sin(n 4+ 1/2)z

2sin(z/2) 2
oziroma |B,| < g5, ¢e je 0 < |z| < . Po trditvi C2 vrsta (C) konvergira za x # 0 (mod
27) oziroma celo enakomerno za § < || < 7, ker je tedaj ocena za |B,| neodvisna od x.

(b) Zdaj izberimo by, = sinkx za k = 1,2,... iz za vsak n dobimo B, = Y, sinkz =

D,,(z)/2 (konjugirano Dirichletovo jedro). Za x # 0 (mod 27) je

o =y - [

oziroma |By| < %, ¢e je § < |z| < 7. Po trditvi C2 vrsta (S) konvergira za 2 # 0 (mod
27) oziroma celo enakomerno za § < |z| < 7, ker je tedaj ocena za |B,| neodvisna od z.
Poleg tega ocitno vrsta (S) konvergira tudi pri x = 0 (mod 27).

™

1
|Bn| = §‘Dn(x)’ = <

]

™

]

Posledica. Vsota kosinusne ali sinusne vrste je zvezna funkcija za x Z 0 (mod 2 ).

Dokaz. To je res za vsak 6 > 0 na obmoéju § < |z| < 7 zaradi enakomerne konvergence
funkcijske vrste z zveznimi ¢leni.

V naslednjem izreku uporabljamo pojem omejene konvergence funkcijske vrste. To
pomeni, da delne vsote S,, konvergirajo v vsaki tocki dane mnozice E in so hkrati na F
enakomerno omejene funkcije: obstaja taka konstanta M, da velja |S,(z)| < M za vsak
n € N in za vsak x € E. Omejena konvergenca je Sibkejsa od enakomerne konvergence (iz
enakomerne sledi omejena, ne pa obratno). Na omejeno konvergenco bomo naleteli tudi
pri kasnejsih izrekih.



74

Izrek 2. Naj za koeficiente vrste velja ay, > 0 za vsak k.
(a) Za kosinusno vrsto je ekvivalentno:
(i) Vrsta (C) konvergira enakomerno na R.
(ii) Vrsta (C) konvergira povsod na R.
(iii) Velja ap/2 + Y peq a < 00.
(b) Za sinusno vrsto je pri pogoju ai \, 0 (k — 00) ekvivalentno:
(i) Vrsta (S) konvergira omejeno na R.
(i1i) Velja sup,,> na, < oo.
(¢) Za sinusno vrsto je pri pogoju ai \, 0 (k — o0) ekvivalentno:
(i) Vrsta (S) konvergira enakomerno na R.
(iii) Velja na, — 0 (n — 00).

Dokaz. (a) Implikaciji (i) = (ii) in (ii) = (iii) sta ocitni. Iz (iii) pa seveda sledi
absolutna in enakomerna konvergenca vrste (C).
Tocki (b) in (c) za sinusno vrsto dokazimo skupaj. Izberimo zaporedje x,, = o

o =
1,2,... Potem je 7/4 < kz, < 7/2 za n/2 < k < n in imamo oceno

Z a sin kx,, > sin(m/4) Z ar, > (n —[n/2))an/V2
k=[n/2]+1 k=[n/2]+1

oziroma Sy (Tn) — Sppyg(Tn) > %nan. Ce vrsta (S) konvergira omejeno, je |S,(z)] < M
za vsak n in vsak x € R, torej tudi na, < 4v/2M za vsak n. Ce pa je konvergenca vrste
(S) celo enakomerna, mora veljati na, — 0 (n — o).

Obratno, naj bo ¢, = sup,,>,, na, za vsak m. Ce velja na, < M za vsak n (oziroma
na, — 0, ko n — 00), velja tudi ¢,, < M za vsak m (oziroma c,, — 0, ko m — o0).
Zadosca pokazati, da vrsta (S) konvergira omejeno (oziroma enakomerno) na intervalu
[0, 7] (tedaj bo zaradi lihosti ¢lenov konvergirala tudi na [—m, 0] in zaradi periodi¢nosti na
vsej realni osi). V ta namen bomo izpeljali oceno |}, -, apsinnz| < (7 + 2)c¢,y, za vsak
m in vsak x € [0, 7], od koder bo takoj sledila omejena oziroma enakomerna konvergenca.

Najbo 0 <z < min N tak, da je /(N +1) <z < 7/N. Po izreku 1 v tocki = vrsta
(S) konvergira. Po posledici trditve C2 iz dodatka C (kjer izberemo by, kot v dokazu izreka
1(b) in je zato tudi B,, < 7/z) za vsak m velja

| Z ap sinnx| < Z ap|sinnx| + | Z ap sinnx| <

n>m mn<m+N n>m—+N

27
<z Z nap+—am+N < TN +2(N+1D)amen < mCn+2(m+N)amen < (742)cp,.
m<n<m—+N z
Oceno smo izpeljali pri pogoju x > 0, o¢itno pa velja tudi za x = 0. UpoStevaje prejsnji
komentar je izrek tako dokazan tudi v drugo smer.

Posledica. (a) Ce je ar > 0 za vsak k in Y ne; ax < o0, je (C) Fourierova vrsta zvezne
funkcije, ki je vsota te vrste.

(b) Ce wvelja ag \, 0 in sup, >, na, < oo, je (S) Fourierova vrsta omejene funkcije, ki je
vsota te vrste. -

(c) Ce welja ay, \, 0 in na, — 0 (n — o0), je (S) Fourierova vrsta zvezne funkcije, ki je
vsota te vrste.

Dokaz. Po izreku 2 pri omenjenih pogojih obe vrsti omejeno konvergirata proti omejeni
merljivi funkciji f. Po (LIDK) so Fourierovi koeficienti te funkcije ravno koeficienti ay,
saj smemo vrsto ¢lenoma integrirati. V primeru (a) in (c) je konvergenca po izreku 2 celo
enakomerna, zato je tudi limitna funkcija zvezna.
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Naslednji rezultat govori o absolutni (in enakomerni) konvergenci kosinusne in sinusne
vrste.

Izrek 3. Naj bo (ay) kompleksno zaporedje in naj velja |ag| \, 0 (k — o0).

(a) Ce vrsta (C) konvergira absolutno v eni sami tocki xo € R, velja Y 5o, |ax| < oo in
vrsta (C) konvergira absolutno in enakomerno na vsej realni osi.

(b) Ce vrsta (S) konvergira absolutno v eni sami tocki xg # 0 (mod 7 ), velja > 50, |ag| <
oo in vrsta (S) konvergira absolutno in enakomerno na vsej realni osi.

Dokaz. (a) Lahko predpostavimo, da je 0 < zp < 7 (za 9 = 0 ali zyp = 7 je konvergenca
vrste ), |ay| o¢itna, za druge vrednosti stevila zp pa upostevajmo sodost in periodi¢nost
funkcije kosinus). Potem je

kz:l |ag cos kxg| > ; |ag,| cos® kzg = 3 ; lak| + 3 ; |ak | cos 2kx.

Leva stran konvergira po predpostavki, druga vrsta na desni pa po izreku 1(a), ker je

229 # 0 (mod 2m) zaradi 0 < xp < w. Torej mora konvergirati tudi prva vrsta ), |ag|.

Odtod takoj sledi, da vrsta (C) konvergira absolutno in enakomerno na vsej realni osi.
(b) Naj konvergira vrsta » -, |ag sin kzg| za zg # 0 (mod 7). Potem lahko ocenimo

o0 o o
22 |ag sin kxg| > Z |lax| sin? kxg + Z lap_1|sin?(k — 1)zo >
k=0 k=1 k=1

oo [e.¢] oo
. . 1
> ,;1 lag|(sin? kzg + sin?(k — 1)zg) = kgl |ag| — 9 kzl lag|(cos 2kzg + cos 2(k — 1)xp) =

oo oo oo
= Z lag| — cos xg Z lag| cos(2k — 1)zg > (1 — | cos zg]) Z |ak|.
k=1 k=1 k=1
Odtod sledi ), |ak| < oo, torej tudi absolutna in enakomerna konvergenca vrste (S).

Doslej smo pozornost posvecali (splosni, omejeni, enakomerni ali absolutni) konvergenci
kosinusne in sinusne vrste. V naslednjih dveh izrekih pa bomo obravnavali vprasanje, kdaj
je taka vrsta Fourierova.

Za zaporedje (ay) definirajmo Aay = ap —apy1 in A2ap = Aay, — Nagy1 = ap —2ap11+
apyo za vsak k =0,1,2,.... Ceje A2ay > 0, reéemo, da je zaporedje (ay) konveksno.

Izrek 4. Naj bo (a) zaporedje realnih stevil z lastnostjo a — 0 (k — o0) in A2ay >0
za vsak k = 0,1,2, .... Tedaj obstaja nenegativna funkcija f € L', da konvergira vrsta (C)
(a) za vsak x # 0 (mod 2m) proti f(z) in je Fourierova za f,

(b) po normi prostora L' proti f natanko takrat, ko velja ay,lnn — 0 (n — o).

Dokaz. (a) Po trditvi C5 iz dodatka C velja a,, > 0, Aa, > 0 za vsak n, nAa, —

0 (n— o0) in >_0° (n+ 1)A%a, = mAay, + an, za vsak m. Po isti trditvi je zaporedje
(an) kvazikonveksno, se pravi, da velja Y o0 ((n + 1)A%a,, = ag < oo (glej definicijo C3).
Za vsak t € R definirajmo

o0

g(t) = 3 (0 + 1) A2a, Fy (1),

n=0

kjer je F,, Fejérjevo jedro. Potem je g > 0 s.p. Ker je
[e.e] o0

> (4 1)A%an||Fulli =21 (n+1)A%a, = 2mag,
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zgornja vrsta namre¢ konvergira po normi v L' proti funkciji ¢ € L', delne vsote pa so
nenegativne. Izracunajmo Fourierov koeficient funkcije g v tocki k € Z (upostevajmo
njegovo zvezno odvisnost od norme funkcije):

N T - 2 Kl _
g(k) —nzo(n—i—l)A anFh(k) = %(nﬂm an(l =) =

= Z (n+ 1 an ’k‘ Z N2 an = \k!AaW +ag — ’k‘Aaw = Q|-
n=k| n=|k|

Torej je Fourierova vrsta funkcije g kosinusna:

oo oo
g~ ap+ Z ak(eikx + efik‘“) =aqag+ 2 Z ay, cos k.
k=1 k=1
Vemo, da ta vrsta konvergira za vsak z # 0 (mod 2m) proti neki funkciji h, torej je za
take z tudi Cesdrovo sumabilna proti h. Po Fejér-Lebesguovem izreku pa je skoraj povsod
Cesarovo sumabilna k g, torej je h = g s.p. na R in zadnja kosinusna vrsta je Fourierova
tudi za h. Potem vrsta (C) konvergira k funkciji f = h/2 € L! za vsak x #Z 0 (mod 27).
Zaradi zveznosti funkcije f pri teh vrednostih za x in zaradi ¢ > 0 s.p., je tudi f > 0
povsod na definicijskem obmocju. Poleg tega je vrsta (C) Fourierova za funkcijo f.
Za dokaz tocke (b) moramo oceniti normo funkcije S, — f, kjer je S, delna vsota
kosinusne vrste. V ta namen dobimo po Abelovih formulah za parcialno sumacijo (glej
dodatek C, kjer vzamemo by = 1/2 in by = coskx za k > 1, tako da je B, = 1/2 +

Y op_qcoskx = Dy (z)/2):
n—1

1
Sp(x) =ap/2 + Zak coskx = Z AayDy(z) + §anDn(:c) =
n—2 1 1
= Z A2ay(k + 1) Fy(z) + EAan,lnFn,l(:C) + EanDn(:c).
25
Potem je za  # 0 (mod 27) tudi

1
(@) = Sal) = 5h(z) = Sulz) =
n—2 1 1
—— Z AN2ap(k 4 1) Fj(z) — = Z A2ap(k 4+ 1)Fy(z) — 5 O8an 1nFy () = 5anDn()
k 0 k 0
oziroma
£ - 1i ikl + 1) F(@) + 5 D 1 F 1 (2) + an] Da ()
5 5 n— n— 3n|n\T)|.
x =9 = k\T 9 Ap—1M 1\x 2a
Z integracijo dobimo
|f —Splh <7 Z (k+1)A%ay, + mndayn_1 + man Ly,
k=n—1

kjer so L,, Lebesguove konstante. Torej je ||f — Sp|l1 — manLy < o(1) (n — o0), saj ostali
¢leni konvergirajo proti 0. Na isti na¢in bi dobili wa, L, — || f — Sull1 < o(1) (n — 0), se
pravi tudi oceno ||| f — Sp|l1 — manLy| < o(1) (n — o0). To pomeni, da je

lim ||f — Sy||1 = 0 natanko takrat, ko velja a,L,, — 0 (n — c0).
n—oo
Ker pa je an,L, = %an Inn+a,0(1) (n — o) in a, — 0 (n — 00), dobimo koné¢no zeleni

rezultat
lim [[f —Sul1 =0 <= ap,Inn — 0 (n — o).
n—oo



7

Opomba. Izrek 4 omogoca konstruirati kosinusno Fourierovo vrsto s poljubnim vnaprej
predpisanim konveksnim zaporedjem koeficientov, ki konvergirajo k 0. Ce upostevamo se
trditev C8 iz dodatka C, vidimo, da obstajajo Fourierove vrste s koeficienti, ki poljubno
pocasi konvergirajo proti 0. Zaporedje (1/Inn),>2 je npr. konveksno (glej zgled za defini-
cijo C3 v dodatku C) in konvergira proti 0, zato je vrsta > >~ , 2% Fourierova. Ker pa
je apInn = 1 za vsak n, vrsta ne konvergira po normi prostora L!.

Izrek 5. Naj bo (ay) zaporedje realnih Stevil z lastnostjo ap, \, 0 (k — o0) in f(x) =
> e, agsinkx za vsak x € R (vrsta konvergira po tockah). Tedaj je f € L', sinusna vrsta
pa Fourierova vrsta za funkcijo f natanko takrat, ko je >.°7  an/n < oo. V tem primeru
velja || f — Sp|lt — 0 (n — o0).

n=1

Dokaz. Potrebnost pogoja Y .2 an/n < 0o za to, da je vrsta (S) Fourierova ze poz-
namo (glej trditev 8.2, kjer so ustrezni koeficienti pri sinusih oznaceni z by,). Ker vrsta (S)
povsod konvergira k f, je (S) Fourierova vrsta za f (to je posledica Fejér-Lebesguovega
izreka v 5. razdelku).

Dokaz obratne trditve je daljsi. Naj velja a, \, 0 (n — o0) in > »7, a,/n < oo.
Najprej se prepricajmo, da je tedaj f € L'. Ker je f liha funkcija, zadoséa pokazati, da
je [ |f(@)|dz < co. Kot v dokazu izreka 2(b),(c) za 0 < & < m izberimo tako naravno
stevilo n, da je m/(n+ 1) < x < w/n (takrat smo pisali N) in ocenimo

n oo n n
. . 27
If(z)] <| g ag sin kx| + | E ag sin kx| < E ak + —ant1 < g ar +2(n + 1ay,

k=1 k=n+1 k=1 k=1

Torej dobimo z integracijo

e [ e a5 [ e zor Sk (S )

n+1)

:QWZ_:lak;(E—n_i_1)+47rnz:1an/n:QW;ak/lﬂ—i—@r;an/n:&r;an/n < 0.

Pokazimo, da ||f — Sp|l1 — 0 (n — o0). Odtod bo potem sledilo, da je (S) Fourierova
vrsta za f. Najprej kot v dokazu tocke (b) prejsnjega izreka zapisimo delno vsoto S, z
uporabo Abelovih formul v drugaéni obliki:

n n—1
1 -
Sp(x) = Z ag sin kx = 3 Z AagDg(z) + —anDyp(x) =
k=1 k=0
1 . i, 1
=3 Z Aag(Dg(z) — sin kz) kzo Aay sin kz + 2anDn(av)

Pisimo Ej(z) = Dy(x) — sin kz, pa vidimo, da za 0 < z < 7 velja
cos(x/2) — cos(k + 1/2)x

Eilz) = —sinka = 2)(1 — >
() sin(z/2) sin ka = ctg(z/2)( coskzx) >0
in
n—1
1
Z NagEx(x Z Aay sin kx + Q%Dn(x)

Ker vemo, da je |Dy(x)| < 27T/|x| za 0 < z < m in D(0) = 0, velja a,Dy(z) — 0 (n — 00)
za vsak x. Prav tako hitro vidimo, da konvergira vrsta %220:1 Aay, sin kx absolutno in
enakomerno, saj ima konvergentno stevilsko majoranto %220:1 Aay = ay. Torej je g(x) =
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2302 Dag sin kx zvezna funkcija. Ker povsod velja S, (z) — f(x) (n — 00), velja povsod
tudi 3 Zz;é AapE(z) — h(x) (n — 00), kjer je h liha in pozitivna na [0, 7]. Poleg tega je
f=g+h. Kerje fe L'inge C C L', jetudi h € L', njeno normo dobimo z integracijo
po ¢lenih (kar nam tudi pove, da vrsta iz norm konvergira):

s 0 T 1 [e’e]
Al = 2/0 \h(z)|dz = kZOAak/O Ep(z)dz = ikZOAakHEkHl.

Ker je Ey(x) = Dy(z) — sinkz, lahko takoj izpeljemo ||Ey|1 = ||Dill1 + O(1) (k —
00) = 2Ink + O(1) (k — o0) (glej konec razdelka 2). Torej je tudi Y ;o Aaglnk =
> opey Dagl|Egllh + O(1) (k — oo) (vrsta konvergira) in zato a,Inn = Inn) 2 Aap <
Yope, Daglnk — 0 (k — o0).

Ker lahko zapiSemo f(z) = 13°0°  AapEx(z) + 2 3°7° , Aay sinkz, lahko iz vrste za
Sp(z) dobimo f(z) — Sp(z) = 3 300, AayEx(z) + 5 Zzo . Dagsinkx — a, D(z). Potem
je z integracijo

1 1 & 1 _
|f = Sullh < 2 ZA%HEklll T ZAC% + §anIIDII1 =
k=n

1 o
=3 Z Aag||Egll1 + man + anlnn + o(1) (n — o0).
k=n
Zaradi konvergence delnih vsot proti funkciji f po normi prostora L' pa so Fourierovi
koeficienti funkcije f ravno koeficienti ay. Torej je (S) Fourierova vrsta za funkcijo f.

Poglejmo na zadnja dva izreka o kosinusni in sinusni vrsti Se z drugega, skupnega
glediséa. Naj velja aj, \, 0 (k — 00). Z By(z) oznacimo D, (x)/2 za vrsto (C) in D,,(z)/2
za vrsto (S). Vemo, da v vsakem primeru velja |B,(z)| < 7/|z| za x # 0 (mod 27) in
|Bn|li = O(Inn) (n — o). Naj bo f funkcija, h kateri povsod (razen morda v nekaterih
tockah) konvergira ena ali druga vrsta. Potem lahko z Abelovo parcialno sumacijo zapisemo
za katerokoli od obeh vrst S, (z) = Z;é AagBg(x) + an By (x). Ker za x # 0 (mod 2m)
velja Sp(x) — f(z) in anBp(x) — 0 (n — o0) je za take x res f(z) = Y o Dag By (z).

Ce velja > ne o Aagl|Brll1 < oo, konvergira zgornja vrsta po normi v prostoru L' proti
funkeiji f, ki je tudi v L', in vrsta (C) oziroma (S) je Fourierova vrsta za f. Toda, kot
vemo, velja 7, AakHBkHl < oo natanko takrat, ko velja Y 72, AayInk < co. Za vsak
n pa je
n

ag

k:—l_ k’
=2

Z AagInk = Z ag[Ink—In(k—1)]—ap+1Inn < Z ag In( 1+—
k=1 k=2 k=2

se pravi tudi Y7, AapInk < 2% 7°, % Dokazali smo trditev:

Trditev 1. Pri pogoju a, \, 0 (n — o00) in Y > a,/n < oo sta vrsti (C) in (S)
Fourierovi.

Opombe. 1. Za vrsto (S) velja, kot vemo, tudi obratno: ¢e je Fourierova, mora
biti Y7, an/n < oo (trditev 8.2). Tako smo Se enkrat ugotovili, da je za sinusno vrsto z
monotonimi koeficienti pogoj > - ;| a,/n < 0o potreben in zadosten za to, da je Fourierova.
Za vrsto (C) z monotonimi koeficienti ta pogoj ni potreben, kot kaze zgled kosinusne vrste
S 00, SNE pri katerem pogoj ni izpolnjen, saj vrsta Y oo, —— divergira, kljub temu
pa je vrsta Fourierova, saj je zaporedje (1/Inn) konveksno (glej zgled za definicjo C3 v

dodatku C) in lahko uporabimo izrek 4).
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2. Samo pogoj a, \, 0 (n — 00) pa ni dovolj za to, da je (C) Fourierova vrsta. Da se
namre¢ pokazati, da je poleg tega potrebna konvergenca Aay,Inn — 0 (glej npr. [2], str.
229). Brez nje kosinusna vrsta z monotono proti 0 konvergirajo¢imi koeficienti ne more
biti Fourierova. To je npr. res za vrsto s koeficienti a, = 1/m za 9(m—1)? <n< om®
tem primeru velja a,, \, 0, vendar pa Aa,Ilnn = (1/m —1/(m +1))m?In2 — 2.

Razdelek zaklju¢imo Se z enim zanimivim rezultatom. Kot smo videli, kljub pogoju
an \, 0 (n — o0) funkcija f(x) = > .7 a,sinnz, ki obstaja v vsaki tocki z, ni nujno v

L' (zgled: a, = 1/Inn). Kljub temu pa velja trditev:

Trditev 2. Ce je a, \, 0 (n — o0), je v vsaki tocki x € R funkcija f(x)sinnz zvezna
za vsak n in velja a, = % J7_ f(x)sinnada.

Dokaz. Pisimo

o0 o
2f(x)sinx = 2 Z ap sinnzxsinx = Zan[cos(n — 1)z —cos(n+ 1)x] =

n=1 n=1

o
=aj +ascosz + Z(an+1 — Qp—1) COSNZ.
n=1
Upostevajmo, da je Y o7 o |ant1 — an—1] < D omogDan + Y oo Nap—1 = az + a3 < 00 in
je zato vrsta > 2 (ant1 — ap—1) cosnz absolutno in enakomerno konvergenta. Torej je
funkcija f(x)sinz zvezna, njeni Fourierovi (kosinusni) koeficienti pa so

ai, a2/2, (a3 — al)/2, (a4 — ag)/Q,
Zato je pri vsakem n zvezna tudi funkcija f(z)sinnx = f(x)sin z(sin nz/sin x) in lahko jo

integriramo. Za kosinusne koeficiente funkcije f(x)sin x dobimo relacije a1 = % ffﬂ f(x)sin zdzx,

as =1 [T 2f(x)sinzcoszdr in

1 (7 1 (7
S e / 2f(x)sinx cos nxdx = — f(z)[sin(n + 1)z — sin(n — 1)z]dz

. . < . ™ .
za vsak n = 2,3, ..., od koder rekurzivno izracunamo, da velja a,, = % f_ﬁ f(z)sinnzdx za
n=3,4,...

Trditev velja tudi v primeru, ¢e je zaporedje (a,) kompleksno in ima omejeno variacijo
(glej dodatek C). Dokaz je prakticno isti.
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II1. poglavie : TRIGONOMETRICNE VRSTE

1. Riemannova teorija trigonometri¢nih vrst

Definicija 1 (Riemannova funkcija). Naj bo S(z) ~ 3, ., c,e™ trigonometri¢na
vrsta z omejenimi koeficienti (tj. |c,| < M za vsak n € Z in neko konstanto M > 0).
Riemannova funkcija trigonometriéne vrste S je funkcija Fyg, definirana z vrsto:

Fs(x) = cox?/2 — Z %emx.

n#0

Riemannovo funkcijo F torej dobimo z dvakratno formalno integracijo trigonometri¢ne
vrste. Ker integrirana vrsta zaradi omejenosti koeficientov ¢, konvergira absolutno in
enakomerno na vsej realni osi, je Fg zvezna funkcija na R (Fg(x) — coz?/2 celo zvezna
periodi¢na).

Naslednji izrek je temelj cele teorije in povezuje pojem Riemannove sumabilnosti (glej
dodatek B) z dugim Schwarzovim odvodom (glej razdelek 1.6).

Izrek 1 (Riemann). Trigonometricna vrsta S z omejenimi koeficienti je v tocki x € R
Riemannovo sumabilna k vrednosti s natanko takrat, ko obstaja drugi Schwarzov odvod Rie-
mannove funkcije Fs v tocki x in je enak s. Na kratko: S(x) — s (R) <= D?Fgs(x) = s.

Dokaz. Izberimo h > 0 in izracunajmo

N2Fg(z,2h 1
BN L (Fue +20) + Fs(a — 20) — 2F5(@)] =

1 | Cn T inla o .
=z 5[(x+2h)2+(x—2h)2_2x2] _Zﬁ [e (x+2h) | gin(z—2h) _ oq } _
n#0

. ginh _ g—inh 2 : sinnh\?
— = o (T ) e Mot ()

n#0 n#0

Ce za desno stran uporabimo oznako S(z, h) iz teorije Riemannove sumabilnosti (glej do-

datek B), vidimo, da za vsak b > 0 velja 25220 — (5 h). V limiti, ko & — 0, dobimo
na levi strani drugi Schwarzov odvod D?Fg(z), na desni pa vrednost, kamor je Rieman-

novo sumabilna trigonometri¢na vrsta > _, ¢, in izrek je dokazan.

ne”L

. . ; - 2 .
Opomba. Ker je pri dan'em h konvergenca v?ste ZneZ cpe"™ (%) enakomernz?, je
S(z, h) zvezna funkcija, kar je skladno z zveznostjo Riemannove funkcije Fis oziroma njene
druge diference.

Posledica. Za vsak f € L' je Fourierova vrsta za f skoraj v vsaki tocki x € R Rieman-
novo sumabilna k f(x).
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Dokaz. Vsako Fourierovo vrsto lahko ¢lenoma integriramo, integrirana vrsta enakomerno
konvergira proti integralu ustrezne funkcije (glej izrek I1.8.5). Ce to storimo dvakrat, do-
bimo

c
/ dt/ f(s ds-A+Bx+cox2/2—an ™ = A+ Bx + Fs(x).
n£0
Od tod je D?*Fs(z) = D?g(z) = ¢"(x) = f(x) s.p. z in rezultat sledi po izreku 1.
Spomnimo se, da je zvezna funkcija F' gladka v tocki z, ¢e velja A?F(x, h)/h — 0, kadar

h — 0 (glej definicijo 1.6.2). Ce je ta konvergenca enakomerna po iz neke mnozice E,
govorimo o enakomerni gladkosti funkcije F' na mnozici E.

Izrek 2 (Riemann). Ce koeficienti ¢, trigonometricne vrste S(x) ~ >, o7 ¢n €™ kon-
vergirajo proti 0, je njena Riemannova funkcija Fs enakomerno gladka na R.

Dokaz. Izberimo zaporedje (h;) realnih stevil z lastnostjo 0 < h; < 1/2 za vsa i =
0,1,2,... in h; — 0 (i — o0). Podobno kot v dokazu izreka 1 zapisimo

A%Fg(z,2h; .sin? kh; > , 1o sin? kh;
AFs( o) _ cohi + ) cpe E TN op 4 > (ere™ + e_yo ) T

. 2h. 2.
4h; 0 k?h; P k?h;
m . .
= S;0Co + Z sik(ckezm + kaefmz),
k=1
) . 2
L. . sin“ kh; sin kh;
kjer je s;0 = h; in s = i2h, L= ( " Z> h;.

Preverimo potrebne in zadostne pogoje za regularnost matrike S = (s;;) v izreku B1.
Ocitno za vsak i in k velja 0 < s;; < h;, zato imamo s;;, — O (z — 00) pri poljubnem k&

(tocka (i) Toplitzovih pogojev). Za k > 1 velja tudi s < 47 . Ce definiramo n; = [1/h;]
(celi del) za vsak i, lahko za vsak i ocenimo
[e) n;—1 1 [e)
> skl = Z EE Z [sik] < nihi + 5 Z ﬁ SUH ) D
k=0 k=n; v k= =n; k=n;
+(ni—1)hi< +TLZ'—1 n—l_

ker je n; > 2. Torej velja tocka (ii) Toplitzovih pogojev. Tocke (iii) pa ni treba preverjati,
ker dokazujemo konvergenco proti 0.

Metoda, ki zaporedju funkcij ¢y in (cpe™™™ + c_pe™ za k > 1 priredi funkcijsko za-
poredje A2 Fg(x,2h;)/(4h;), je torej regularna. Ker velja (cpe™*® +c_re ) — 0 (k — o0)
A?Fg(x,2h;)

4h;

enakomerno za vsak = € R, velja tudi — 0 (i — 00) enakomerno za x € R.
Trditev 1. Ce trigonometricna vrsta S konvergira proti 0 povsod na intervalu (a,b),
Riemannova funkcija Fg obstaja in je na intervalu (a,b) linearna.

Dokaz. Ker vrsta S konvergira na mnozici s pozitivnho mero, konvergirajo po Cantor-
Lebesguovem izreku (posledica trditve I1.5.1) koeficienti ¢, vrste S pri pogoju |n| — oo
proti 0. Torej so omejeni, zato Riemannova funkcija Fig obstaja in je zvezna.

Ce trigonometriéna vrsta povsod na intervalu (a,b) konvergira proti 0, je po trditvi
B2 na (a,b) tudi Riemannovo sumabilna k 0. To pomeni, da je povsod na (a,b) drugi
Schwarzov odvod enak 0 (izrek 1). Po Schwarzovi lemi (lema 1.6.1c) pa iz D?Fg(x) = 0 za
x € (a,b) sledi, da je Fg linearna funkcija na (a, b).
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Izrek 3 (Cantor). Ce trigonometricna vrsta S(x) konvergira proti 0 za vsak x € R, so
vsi njeni koeficienti enaki 0 (torej velja S =0).

Dokaz. Po trditvi 1 (kjer je interval vsa realna os) je Riemannova funkcija Fyg linearna
na R. Torej obstajata konstanti A in B, tako da za vsak z velja A+ Bx = Fg(x) oziroma

C .
A+ Br = coz?/2 =) 5’
+ Bz = cpx*/2 3¢
n#0

Ce primerjamo vrednost obeh strani v tockah 7 in —m, dobimo ob upostevanju sodosti
funkcije coz?/2 in periodiénosti funkcije, doloéene z vrsto na desni strani, da mora biti
B = 0. Ce primerjamo $e vrednosti v 0 in 27, najdemo ¢y = 0. Torej ostane

_ C_n inx
A= Z 2¢
n#0
Ker vrsta na desni strani enakomerno konvergira, dobimo od tod z integracijo po ¢lenih,
da so vsi koeficienti enaki ni¢: A =0 in ¢, =0 za n # 0. Torej je res S = 0.

Zgornji izrek je znameniti Cantorjev izrek o enolicnosti iz leta 1870. Tako ime ima
zaradi naslednje posledice.

Posledica. Ce trigonometriéna vrsta S povsod konvergira k funkciji f, je razvoj funkcije
f v trigonometri¢no vrsto en sam.

Dokaz. Dvojni zapis f(z) = >, cpcne™ = > o0 cgei"zAs povsod konvergentnima
wmnT

vrstama bi pomenil, da trigonometri¢na vrsta » _,(c), — ¢,)e"™ povsod konvergira k 0.

Po izreku 3 bi dobili ¢, = ¢, za vsak n € Z.

Trditev 2. Ce trigonometricna vrsta S konvergira proti 0 povsod na intervalu (a,b)
razen v koncéno ali stevno neskonéno mnogo tockah, Riemannova funkcija Fs obstaja in je
na intervalu (a,b) linearna.

Dokaz. Ker konvergira tudi v tem primeru trigonometriéna vrsta na mnozici s pozi-
tivno mero, konvergirajo po Cantor-Lebesguovem izreku koeficienti ¢, proti 0, zato je po
izreku 2 Riemannova funkcija ne le zvezna ampak tudi enakomerno gladka na R. Ce je
izjemnih tock konéno mnogo, razdelijo (a,b) na konéno mnogo podintervalov. Na vsakem
od njih je po trditvi 1 Riemannova funkcija Fg linearna. Ker kolen v izbranih tockah
zaradi gladkosti ne more biti, je funkcija Fg linearna povsod na (a,b). Ce pa je izjem
Stevno neskoncno, lahko uporabimo lemo 1.6.6 za primer f = 0 in zaradi gladkosti funkcije
Fs povsod (izrek 2) ter njene simetriéne odvedljivosti D?Fg = 0 razen v $tevno mnogo
tockah (izrek 1) dobimo njeno linearnost.

Posledica. Ce trigonometricna vrsta S konvergira proti 0 povsod razen v stevno mnogo
tockah, je S = 0.

Ta posledica razsirja veljavnost klasicnega Cantorjevega izrek na primer Stevno mnogo
izjem. Naslednji izrek pa je pomembna posplositev Cantorjevega izreka v drugo smer.

Izrek 4 (de la Vallée-Poussin). Ce trigonometricna vrsta S povsod na R z iz
jemo Stevno mnogo tock konvergira (ali je po Riemannu sumabilna) proti (konéni) funkciji
feL jeS=S(f), Fourierova vrsta za funkcijo f.



83

Dokaz. Zaradi konvergence na mnozici s pozitivno mero velja ¢, — 0 (n — 00). Naj
bo Fs Riemannova funkcija trigonometri¢ne vrste S. Po izreku 1 je D*Fg(z) = f(z) za
vsak x, razen v étevno mnogo 1ZJemah po izreku 2 pa je Fg povsod na R gladka funkcija.
Po lemi 1.6.6 je Fg(x) = [ dt fo s)ds + Az + B in zato F§(x) = [ f(s)ds + A za vsak
x. Pokazali bomo, da je S Fourlerova vrsta za f. Izracunajmo drugo dlferenco funkcije
Fg:

A?Fg(x,2h) = Fs(x + 2h) + Fs(z — 2h) — 2Fg(x) = /Ozh[Fé(:c +t) — Fg(z —t)]dt =

:/O%dt/:tf(s)ds:/o% dt/_ttf(x+u)du

Odtod je za vsak k #£ 0

T h
% NFS(x 2h)e” Ry = 2i e ke / : dt / f(z 4 u)dudz =
2h 2h
/ dt/ du— f T+ u)e mdm—/ dt/ (— f(s)e ‘”“ds> du =
zk;t —ikt —~ i 2kh
—f( )/0 z’ik:e :—f( )/0 sin ktdt = f( )(1—0082kh)—4f( )smT

Prav tako je 5= [" A?Fg(z,2h)dz = 4n2 £(0).
Po drugi strani vemo, da je A*Fg(z,2h) = 4h? Y, _; cpe™ (%)2 (glej dokaz izreka

1). Ker pri h > 0 vrsta enakomerno konvergira, jo lahko élenom; integriramo in dobimo
» [T A2Fs(z,2h)dz = 4h%cy, za k # 0 pa 5= [T A?Fg(x,2h)e *2dy = 478 sin? kh.

Sledi ¢, = f(k) za vsak k € Z in velja S = S(f).

Posledica 1 (Izrek du Bois-Reymonda). Ce trigonometricna vrsta S povsod na R
konvergira proti omejent merljivi funkciji f € L, je S Fourierova vrsta za funkcijo f.

V posebnem primeru je S Fourierova vrsta za zvezno funkcijo f, ¢e povsod velja S — f.
To je posplositev Cantorjevega izreka, ki ga dobimo v primeru f = 0.

Posledica 2. Sinusna in kosinusna vrsta z monotonimi, proti 0 konvergirajo¢imi koe-
ficienti, sta Fourierovi natanko takrat, ko sta njuni vsoti integrabilni funkciji.

Dokaz. Vemo, da sinusna vrsta (S) v vsaki tocki konvergira k funkciji f, ki je zvezna
povsod, razen morda v tockah x = 0 (mod 27), kosinusna vrsta (C) pa konvergira proti
funkciji f povsod razen v prejsnjih tockah (glej razdelek 9). Ce je vrsta (S) oziroma (C)
Fourierova, je po Fejér-Lebesguovem izreku Fourierova ravno za funkcijo f, torej je f € L'.
Ce pa je f € L', uporabimo de la Vallée-Poussinov izrek (z izjemnimi tockami z = 0 (mod
27)) in vrsta (S) ali (C) je Fourierova.

De la Vallée Poussinov izrek dopusca kvecjemu Stevno mnogo izjem. Po drugi strani ni
dovolj, da bi privzeli samo, da trigonometri¢na vrsta konvergira skoraj povsod. Pa¢ pa bi
bil rezultat tudi v tem primeru isti, ¢e bi dodatno zahtevali, da je zaporedje delnih vsot
trigonometri¢ne vrste povsod, razen v Stevno mnogo tockah, omejeno.

Izrek 5. Ce trigonometricna vrsta S(z) konvergira proti funkciji f € L' skoraj za vsak
x € R in je za vsak z, z izjemo Stevno mnogo tock, zaporedje delnih vsot (S, (x)) omejeno
(tj. obstaja konstanta K(z), tako da je |Sy(z)| < K(x) za vsak n = 1,2,...), je S = S(f),
Fourierova vrsta za f.
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Dokaz. Naj bo E taka mnozica, da S(z) — f(z) za z ¢ E in je m(E) = 0. Po
Cantor-Lebesguovem izreku koeficienti vrste S konvergirajo k 0 in Riemannova funkcija
Fs obstaja. Ker lahko privzamemo, da so ¢leni trigonometriéne vrste S in funkcija f realni
(sicer posebej gledamo realni in posebej imaginarni del), smemo predpostaviti, da je tudi
Fg realna funkcija.
Ker je 22s@2h) _ S cpe'r® (M)Q in je zaporedje delnih vsot (S,(z)) za vsak x

J AR2 k Ck Th J p J n )
razen za Stevno mnogo izjem v E, omejeno s konstanto K (z), sledi iz regularnosti Rieman-
nove metode, da je za vsak tak x tudi \%\ < M(zx) za vsak h in za neko konstanto
M(z) > 0 (glej opombo na koncu dodatka B). Torej sta z isto konstanto omejena tudi
zgornji in spodnji drugi Schwarzov odvod v tocki z: ]E2F5(x)] < M(x), |D*Fs(z)| <
M(z). Poleg tega je D*Fg(x) = f(x) za v ¢ E, za * € E pa lahko spremenimo
f tako, da velja npr. f(z) = D?Fgs(x). Zdaj lahko uporabimo lemo 1.6.5 in dobimo
Fs(z) = [, dt f;o f(s)ds+ Az + B za x € R. Tako kot v dokazu de la Vallée Poussinovega

izreka potem sklepamo, da je S = S(f), torej Fourierova vrsta za f.

Posledica. Ce velja S(z) — 0 skoraj za vsak x € R in je za vsak x, z izjemo Stevno
mnogo tock, zaporedje delnih vsot (Sy(x)) omejeno, je S = 0.

Ta rezultat bomo potrebovali v 3. razdelku pri izreku Barijeve, da je vsaka Stevna unija
zaprtih mnozic enoli¢nosti spet mnozica enoli¢nosti.

Pri pogojih de la Vallée-Poussinovega izreka smemo trigonometri¢no vrsto ¢lenoma in-
tegrirati na poljubnem podintervalu, saj je tedaj vrsta Fourierova za neko funkcijo f € L'
in lahko uporabimo izrek I1.8.5. Integrirana vrsta konvergira k integralu funkcije f.

Dokazimo to Se na drug nacin.

Izrek 6 (o integriranju trigonometriénih vrst). Ce trigonometricna vrsta S povsod
na intervalu (a,b), razen morda v Stevno mnogo tockah, konvergira (ali je po Riemannu
sumabilna) h koncni funkciji f € L', smemo vrsto S ¢lenoma integrirati na poljubnem

zaprtem podintervalu [, B] C (a,b) in integrirana vrsta konvergira proti | f f(t)dt.

Dokaz. Po Cantor-Lebesguovem izreku konvergirajo koeficienti ¢, proti 0, zato Rie-
mannova funkcija obstaja in je povsod gladka na R. Povsod na intervalu (a, b), razen morda
v §tevno mnogo tockah, je D?Fg = f, torej po lemi 1.6.6 velja Fg(x) = f;ﬂo dt f;o f(s)ds +
Az + B za x,z0 € (a,b). Se pravi, da je F§(x) = ffo f(t)dt + A, kjer je A= F{(xg), in F§
je absolutno zvezna funkcija na (a, b).

Po drugi strani je vrsta ) £0 2% po Riesz-Fischerjevem izreku Fourierova za neko
funkcijo g € L? (saj je 2 n£0 lea|?/n? < M3, 20 1/n? < oo za neko konstanto M > 0).
Po izreku o integraciji Fourierovih vrst (izrek 8.5) je

x
C .
/ g(t)dt = =" —5e™ + C = Fg(x) — coz”/2+ C

0 n#0 "
za neko konstanto C, se pravi g(z) = Fg(z) — cox s.p. na R, tako da je g skoraj povsod
na (a,b) enaka absolutno zvezni funkciji. Vrsta ), , €™ je potem Fourierova tudi za
to funkcijo in po Jordanovem izreku na vsakem zaprtem podintervalu [«, 5] enakomerno
konvergira proti njej. Torej imamo na [«, 3] enakomerno konvergenco ffo fiydt+ A =
Fi(x) = cox + 32,4 & ein® od koder sledi

m

/j f()dt = co(B—a)+ > f_:; (emﬁ - eim) .

n#0
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2. Mnozice enoli¢nosti in ordinalna Stevila

V tem razdelku bomo pozornost posvetili mnozici izjemnih tock, ko rezultat Cantor-
jevega izreka o enolilnem razvoju funkcije v trigonometriéno vrsto se vedno velja. Ceprav
nekaj o tem ze vemo, bomo deloma sledili zgodovinskemu razvoju, ki je Cantorja pripeljal
do odkritja ordinalnih Stevil.

Ce trigonometriéna vrsta konvergira (divergira) v tocki z, konvergira (divergira) tudi
v vseh homolognih tockah x 4 2kw, k € Z, zato zadosca opazovati tocke po modulu 27.
Vsaj kar se konvergence ali divergence trigonometri¢nih vrst tice, bomo torej odslej vse
mnozice imeli za podmnozice intervala [0, 27), ¢etudi tega ne bomo kar naprej ponavljali.

Definicija 1. Podmnozica E C [0,27) je mnoZica enolicnosti, ¢e iz konvergence trigo-
nomeg-tricne vrste S(x) ~ >, o5 cpe™ proti 0 za vsak = ¢ E sledi ¢, = 0 za vsak n € Z.
Na kratko: ¢e iz konvergence S(x) — 0 za vsak = ¢ E sledi S = 0. Mnozice, ki niso
mnozice enoli¢nosti, imenujemo mnozice vecli¢nosti.

Mnozica enoli¢nosti je torej nekaksna izjemna mnozica. Ne more se zgoditi, da bi od 0
razli¢na trigonometri¢na vrsta povsod drugje konvergirala. Pri mnozicah veclicnosti pa se
to lahko zgodi. O¢itno je vsaka podmnozica mnozice enoli¢nosti tudi mnozica enoli¢nosti in
obratno, vsaka mnozica, ki vsebuje mnozico vec¢licnosti, je tudi sama mnozica vecli¢nosti.

Klasi¢éni Cantorjev izrek (izrek 1.3) pove, da je prazna mnozica mnozica enoli¢nosti,
njegova posplositev (posledica trditve 1.2) pa, da isto velja za vsako Stevno neskonéno
mnozico. Slednje je prvi dokazal Young. V 3. razdelku bomo spoznali, da je Stevna
unija zaprtih mnozic enoliCnosti spet mnozica enoli¢nosti, od koder ponovno sledi Youn-
gov rezultat. Zdaj pa se najprej prepricajmo, da nobena mnozica enoli¢nosti ne more biti
prav obsezna, saj mora imeti mero nic.

Trditev 1. Ce je m(E) > 0, je E mnoZica veclicnosti.

Dokaz. Ker je E omejena mnozica (vsebovana v [0,27)) s pozitivno mero, obstaja
zaprta omejena podmnozica F' C E, ki ima prav tako pozitivno mero m(F') > 0. Naj bo
f = xr karakteristi¢cna funkcija mnozice F' in S = S(f) njena Fourierova vrsta. Ta vrsta

ni identi¢no enaka 0, sa je npr. ¢g = f(0) = = 02” flz)dz = %:) > 0. Po drugi strani
za vsak x ¢ F velja S(f,z) — 0 po Riemannovem principu lokalizacije (glej izrek 11.8.2).

Torej je F', in s tem tudi E, mnozica vecli¢nosti.

Naravno se postavi po eni strani vpraSanje, ali ni morda ze vsaka neStevna mnozica
mnozica vecli¢nosti, in po drugi strani, ali ni morda vsaka mnozica z mero 0 mnozica
enolicnosti. To pa ni res, obstajajo tudi neStevne mnozice enoli¢nosti (seveda pa morajo
imeti mero 0) in obstajajo mnozice vecli¢nosti z mero 0. Prvi tak primer je odkril Mensov
1916 (glej [2] str. 804). V zadnjem poglavju bomo za simetricne perfektne mnozice s
konstantnim delilnim razmerjem (glej razdelek 1.2) znali natanko povedati, kdaj so mnozice
enoli¢nosti in kdaj veclicnosti.

Glavno sredstvo v dokazu Cantorjevega izreka je bila trditev 1.1, ki je v primeru kon-
vergence trigonometriéne vrste S v vseh tockah intervala (a,b) zagotavljala, da je Rie-
mannova funkcija Fs na (a,b) linearna. Kasneje smo ugotovili, da je mozno imeti konéno
ali kvec¢jemu Stevno neskonéno mnogo izjemnih tock, v katerih konvergenca ne velja (glej
trditev 1.2). Koné¢no izjem je poznal ze Cantor, ki se je tudi vprasal, kaj se zgodi, ¢e je
izjem Stevno neskonéno. Ceprav rezultat ze poznamo, zaradi zanimive povezave z ordinal-
nimi §tevili sledimo Cantorjevemu razmisljanju.
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Ce ima zaporedje izjemnih tock eno samo stekalisée, lahko sklepamo takole: Rieman-
nova funkcija je po trditvi 1.1. linearna na vsakem odprtem intervalu, ki ga doloc¢ajo
izolirane tocke zaporedja. Zaradi izreka o gladkosti (izrek 1.2) je linearna povsod, razen
morda v stekaliséu. Ker je to stekalisée edino, tudi v njem ne more imeti kolena, torej
je Riemannova funkcija linearna povsod. Enako lahko sklepamo, ¢e ima zaporedje izjem-
nih tock konéno mnogo stekalisé. Kaj pa ce je stekalis¢ Stevno neskoncéno, imajo pa ta
stekalis¢a kon¢no mnogo stekalis¢? Tedaj najprej odstranimo vse izolirane tocke (v njih
mora biti Riemannova funkcija gledka). Ostane neskonéno mnogo stekalis¢, med katerimi
odstranimo vsa izolirana stekalis¢a, tako da dobimo konéno mnogo tock, v katerih imamo
spet gladkost in smo na koncu. Ta metoda deluje, dokler lahko v konéno mnogo korakih
postopoma odstranimo izolirane tocke, izolirana stekaliSca, izolirana stekaliS¢a stekalisc
itd. in pridemo do konéne mnozice oziroma, na koncu, do prazne mnozice.

Vse take Stevne mnozice so zaprte. Ce jih lahko v konéno korakih reduciramo na prazno
mnozico, recemo, da imajo konc¢en Cantor-Bendizov rang. V resnici je to vedel ze Cantor,
ko je prouceval konvergenco trigonometriénih vrst in se preko njih dokopal do pojma or-
dinalnega oziroma kardinalnega Stevila.

Naredimo Se korak dalje in si oglejmo nekatere topoloske lastnosti zaprtih Stevnih
mnozic. Naj bo E # () neprazna zaprta omejena, torej kompaktna, Stevno neskonéna
mnozica in E' mnozica vseh njenih stekalis¢ (neizoliranih tock, ki so limite nestacionarnih
podzaporedij tock iz E). Potem je E’ tudi neprazna zaprta Stevna podmnozica v E. Da
je zaprta in vsebovana v FE, je znano iz sploSne topologije, Stevna pa je kot podmnozica
stevne mnozice E. Ce bi bila prazna, bi imela mnozica E same izolirane tocke in kompak-
tno mnozico E bi lahko zapisali kot (Stevno) neskonéno unijo (relativno) odprtih mnozic
(singletonov), kar ni mozno. Velja pa tudi E’ # E. Ce bi namre¢ tu imeli enakost, bi bila
mnozica E brez izoliranih tock, zato nobena enotockasta mnozica ne bi bila (relativno)
odprta v E. Toda E = Uycg{x} je Stevna unija, F pa kot kompaktna podmnozica v R
poln metriéni prostor. To nasprotuje Baireovemu izreku (glej dodatek A).

Zdaj si ogledamo podmnozico E” = (E') C E’. Lahko je prazna (¢e je bila E’ konéna),
sicer pa velja zanjo isto, kot je veljalo za E’. Tako lahko nadaljujemo in dobimo vloZeno
zaporedje zaprtih tevnih mnozic E© > EM) 5 | definiranih rekurzivno z E© = E,
E+D = (E™) . Ce na nobenem koraku ne dobimo prazne mnozice, so vse mnozice E()
med seboj razlicne. Vendar tudi tedaj Se nismo koncali. Definiramo E®) = ﬂ;’f:OE(”).
Tudi to je omejena zaprta Stevna podmnozica v E. Ker je E(™ # @ za vsak n, je tudi
E©) = in lahko nadaljujemo E@t) = EW) p+2) — g+ itd. dokler ne koncamo s
prazno mnozico ali dokler ne definiramo E(2%) = ﬂ;;OZOE(“’*"). Kar se tu dogaja, je nekaj
novega. Ta postopek nas naravno pripelje do pojma ordinalnega stevila.

Teorija ordinalnih stevil je danes dobro znana (glej dodatek D), zato lahko marsikateri
njen rezultat koristno uporabimo pri dokazovanju v analizi, algebri in na drugih podrocjih
matematike. Dobro je vedeti, da so ordinalna Stevila z neko (naravno) relacijo < dobro ure-
jena, da imajo nekatera od njih (ti. navadna ordinalna stevila) svojega neposrednega pred-
hodnika, druga, limitna, pa ne. Prvo limitno ordinalno stevilo w je hkrati prvo neskonéno
ordinalno Stevilo, obstaja tudi prvo nestevno odrinalno stevilo € itd. (glej dodatek D).
Posebno ucinkovito sredstvo pri dokazovanju izrekov je ti. princip transfinitne indukcije,
s katerim lahko dokazemo, da velja neka lastnost L za vse elemente dane mnozice, indek-
sirane z ordinalnimi Stevili, manjsimi od danega ordinalnega Stevila ~y. Dovolj je dokazati,
da za 8 < v velja L((3), ¢e velja L(«) za vse o« < 3 (glej konec dodatka D). Navadno to
dokazemo posebej za navadna in posebej za limitna ordinalna Stevila.

Kot zgled uporabe transfinitne indukcije si oglejmo naslednjo posplositev Cantorjevega
izreka, ki pove, da je vsaka zaprta Stevna mnozica mnozica enoli¢nosti.
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Izrek 1. Ce trigonometriéna vrsta S konvergira k 0 povsod razen na zaprti Stevni
mnozici E, je S = 0.

Dokaz. Naj bo E© = E, E(®) = E@=1) za ysako navadno ordinalno stevilo « in
E® = ﬂa<5E(o‘) za vsako limitno ordinalno stevilo 8. Posebej oznac¢imo z {2 najmanjse
nestevno ordinalno Stevilo.

S transfinitno indukcijo bomo pokazali, da je za poljubno ordinalno stevilo o < €2 Rie-
mannova funkcija Fg, pripadajoca trigonometri¢ni vrsti S, linearna na vsaki komponenti
komplementa mnozice E(®. Denimo, da to Ze velja za vsa ordinalna Stevila a < 3, pri
¢emer je 5 < €, in dokazimo indukcijski korak (da velja zgornja lastnost tudi za ordinalno
stevilo 3). Lo¢imo dva primera:

1. Ordinalno stevilo [ ima neposrednega predhodnika @ = 3 — 1. Naj bo (a,b) ena od
komponent komplementa mnozice E® in naj bo [¢,d] C (a,b). Ker je [¢,d] kompaktna
mnozica, je v njej le konéno mnogo tock z; iz mnozice E(®), sicer bi v [c, d] obstajalo vsaj
eno stekalisée mnozice E®, torej tocka iz E®) | kar pa vemo, da ni res. Med tockami x;
je Fg linearna funkcija, v tockah z; pa gladka. Torej je Fs linearna povsod na [c,d]. Ker
to velja za poljuben zaprt podinterval [¢,d] C (a,b), je Fs linearna povsod na (a,b).

2. Ordinalno §tevilo 8 je limitno §tevilo. Torej je E®) = ﬂa<gE(°‘). Spet izberimo
poljuben zaprt podinterval [c,d] C (a,b), kjer je (a,b) komponenta komplementa mnozice
E®) . Torej je kompakten interval [c, d] pokrit s komplementi mnozic E@ o < . Zaradi
kompaktnosti mnozice [c, d] in naras¢ajoce druzine teh komplementov, obstaja Ze eno samo
ordinalno stevilo oy < 3, tako da je [¢,d] vsebovan v komplementu mnozice E(1). Po in-
dukcijski predpostavki je zato Fs linearna funkcija na [c, d], se pravi na intervalu (a, b).

Dokazali smo, da je Riemannova funkcija Fg linearna na vsaki komponenti komple-
menta vsake od mnozic E®, o < Q. Ce so vse mnozice E(® neprazne, so med seboj
tudi razlicne (glej komentar pred uvedbo ordinalnih stevil). Po drugi strani pa vse ne
morejo biti neprazne, sicer bi imeli ve¢ kot $tevno mnogo (toliko je vseh ordinalnih stevil
a < ) razliénih padajo¢ih podmnozic v tevni mnozici E. Obstaja torej ordinalno stevilo
a < Q z lastnostjo E(® = (). Tedaj pa je Riemannova funkcija Fg linearna na komple-
mentu prazne mnozice, torej na R in zato je (tako kot v dokazu Cantorjevega izreka) S = 0.

Vemo, da je v resnici vsaka Stevna mnozica mnozica enolicnosti. Zgornji dokaz s trans-
finitno indukcijo pa deluje le za zaprte Stevne mnozice.

3. Rajchmanova teorija trigonometri¢cnih vrst

Pri nadaljnji obravnavi splosnih trigonometri¢nih vrst se bomo naslonili na integrabilne
funkcije z absolutno (in enakomerno) konvergentno Fourierovo vrsto.

Definicija 1. A= {f € L'; ¥, ,|f(n)] < 0o} = {f € L'; f el (z)}.

Zaradi absolutne in enakomerne konvergence za vsak f € A velja f(z) =), f(n)e
in f je zvezna funkcija.

Mnozica A je vektorski prostor in celo algebra. Absolutno konvergentni vrsti namrec
smemo zmnoziti. Dobljena vrsta konvergira k produktu vsot in je spet absolutno konver-

~

inT

gentna. Algebra A je normirana, ¢e uvedemo normo ||f[la = >, .z |f(n)] < co. V tej
normi je celo polna, torej Banachova algebra.
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Za vsak n € Z definiramo konvolucija zaporedij fin g s predpisom

=3 f(k)g = (f*9)(n).

keZ

Z!%!—Z\Zf g(n —k !<ZZ\ B)llg(n — k)| =
=Y 1FBID_1Gn = k)| = [ fllallglla < oo,
k n

je konvolucija zaporedij dobro definirana in vrsta iz Clenov absolutno konvergira. Torej
. . o _ an . . . .
tudi trigonometricna vrsta h(z) = ) ., c,e™" konvergira absolutno in enakomerno in

Ker je

definira zvezno funkcijo h, pri ¢emer je ¢, = ﬁ(n) za vsak n € Z. Torej je h funkcija z
absolutno konvergentno Fourierovo vrsto, se pravi h € A. Poleg tega je (po Fubiniju)

hz) =" cne™ = >3 f(k)G(n—k)e™ Z F(k)e™ " Gn—k)e'"MT = f(z)g(x).
n n k n

Torej je produkt funkcij f,g € A spet v A.

Definicija 2. Naj bo f € A, S(f) njena (absolutno konvergentna) Fourierova vrsta
in S(x) ~ >, cpe™ poljubna trigonometricna vrsta z omejenimi koeficienti ¢,. Tedaj
definiramo ti. Rajchmanov produkt vrst S(f) in S s predpisom

(S(f)- S)(w) ~ Y Cpe™
nez

~

kjer je Cp = (c* f)(n) = > kez cef(n — k) za vsak n € Z, tj. konvolucija zaporedij ¢ in 7.

Zaradi omejenosti zaporedja ¢ je konvolucija zaporedij dobro definirana, saj velja |C),| <
Sy e F(n — k)| < supy gl S | F(n — k)] = [£]la supy lex] < o0 7a vsak n € Z.

Trditev 1. Ce je zaporedje c = (c,) omejeno, je omejeno tudi zaporedje C = (Cy). Ce
velja ¢, — 0 (|n| — 00), velja tudi C,, — 0 (|n| — o0).

Dokaz. Ravnokar smo videli, da je zaporedje C' omejeno. Za dokaz drugega dela trditve
pa piSimo

Col < Jenfn—k) = > lallftn—k)+ > lellftn—k) <
k

|k|<|n|/2 |k[>n|/2

SSl;pl%l Yo 1fm)+ Sup |Cl~c|Z|f )| =0 (|n] — o0).

|m|>[n/2 [kl>n]

Poleg algebre A definirajmo Se podalgebro Ag tistih funkcij iz A, ki imajo hitro proti 0
konvergirajoce Fourierove koeficiente.

Definicija 3. Ag = {¢ € L; ZZOZO(ZW% 6(n)]) < oo}
Ocitno velja Ag C A in oc¢itno je Ay podprostor v A.

Trditev 2. Ag = {¢ € L'; .,z [no(n)| < 00}.
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Dokaz. Trditev sledi iz enakosti

o0 In|
ST s = DD " [em)l =Y (Inl + Do(n)],
k=0

k=0 |n|>k n n

kar je po eni strani vecje od ) |n$(n)| in po drugi strani manjse od 2 |n$(n)|

Iz trditve 2 tudi takoj izpeljemo, da je Ag podalgebra saj je

erw \—Z!n2¢
ZIZM) p(n — k |+|Z¢ d(n—k)|) <
<> ko(k) rZ\wn— \+Zr¢ Il — k)h(n — k)| < oo.

k
Zadosten pogoj za pripadnost funkcije ¢ podalgebri Ag je pogoj d(n) = O(1/|n)?) (jn| —
00). Tedaj namrec velja |n$(n)| <MY, .0 # < 00. V posebnem primeru je to res,
¢e je funkcija ¢ € O3, vsaj trikrat zvezno odvedljiva. Tedaj ima ¢" Fourierove koeficiente
enake —in®g(n) — 0 (In| — oc) in je zato G(n) = O(1/Inf*) (In| — o). Gotovo je torej
¢ € Ag, ce je ¢ € C*, neskoncnokrat odvedljiva funkcija.

Pomozna trditev. Naj bo E C [0,27], ¢ € Ag in ¢(x) =0 za x € E. Naj bo S
trigonometricna vrsta s koeficienti ¢,, — 0 (|n| — o0) in C, = >, cxp(n — k) koeficienti
Rajchmanovega produkta S(¢)-S. Potem velja Z\nISN Cpe™ — 0 (N — o0) enakomerno
pox € L.

Dokaz. Izberimo x € F, N € N in zapiSimo:

Z Cnei Z chezka}¢ z(n k)z

[n|<N [n|<N k
_ chezlm Z ¢ z n—k)r _ chezkx Z ¢(m)ezmz _
|n\<N k m=—N—k
Z cke Z ¢ zma:+ Z ckezlm Z ¢(m) imx Sl( )—i—Sg(x)
|k|<N/2 |k|>N/2 m=—N—k

Upostevajmo, da je za x € E res ) gg(m)eim“ = ¢(x) = 0 in zato npr.

N—k R ‘ —N—-k-1 R A 00 R ‘
Z ¢(m)ezmx — _ Z ¢(m)ezma} o Z (b(m)ezmx'
m=—N—k m=—00 m=N—k+1

Podobno velja za druge podmnozice M C Z: ) 1/ gg(m)eimm = =D meM gg(m)eim”*’.
7 zamenjavo vrstnega reda sumiranja dobimo:

N—k
1Si@) < D exl] Z $(m)eim\§s1;p\cky S Y dm)em <

Ik|<N/2 = KI<N/2 |m+k[>N
< Supl%l > Z |6(m)| < Supl%l (> |6(m 0 (N — o0),
Ik|<N/2 \m+k\>N J=N/2 |m|>j

kjer smo na koncu uvedli j = N — |k| (glej skico).
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N2 N/2 “k
m = -N-k

Drugo vrsto pa ocenimo z:

N—-k
[So(@)l < D7 el D dlm)e™| <

k|>N/2  m=—N-k

< sup |ck|2| Z $(m)eimz|§

kI>N/2 W mikl<N
sup el (D" DT o)+ > D 1ém)) <
KI>N/2 oSN itk <N k|<N |m+k|>N

o0

< sup el Q2D lom)) + D (Y le(m))) =

KI>N/2 520 |m)>; 7=0 |m|>j

=2 sup || D (D [s(m)]) = 0 (N — o0),

KI>N/Z - k=0 m|>j

kjer smo v predzadnji vrstici v prvi vsoti pisali j = |k| — N, v drugi vsoti pa j = N — |k
(glej skico).

N/2

~V

-IN/2 N2 N
-N/2
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Dodatek. Za vsak n € Z naj bo x — ¢(n, x) zvezna funkcija na [0,27] z lastnostjo

Y (D b)) < oo

k=0 |n|>k

kjer je konvergenca enakomerna po x € [0,2x]. Postavimo
x) = qu(n,x)emx
n

(vrsta enakomerno in absolutno konvergira ter definira zvezno funkcijo ¢*). Za wvsako
trigonometriéno vrsto S s koeficienti ¢,, — 0 (|n| — o0) definirajmo tudi v tem primeru
"koeficiente Rajchmanovega produkta”S(¢*) - S s predpisom

x) = Z ck.qg(n —k,x)
k

(ti "koeficientiso zaradi pogoja glede ¢ dobro definirani). Ce je E C [0,2x] taka podmnoZica,
da je ¢*(x) =0 za x € E, potem velja enakomerno po x € E:

S Col@)e™ 0 (N — o0).
In|<N
Dokaz. Dokaz poteka enako kot v pomozni trditvi, le da je zdaj C,, = C’n(x) in
¢(m) = ¢(m,z), tako da sta obe kolicini Se odvisni od z. Zdaj dobimo oceni (glej
dokaz pomozne trditve): |Si(z)| < Squ;’Ck‘ijN/Q(Z\m\ZjW(Tflvﬂv)’) — 0 (N — o0)
enakomerno po € E in |S2(2)| < 28upjgs /2 (k] D g0 (2 jm =k [0(m, @)]) — 0 (N — o0)
enakomerno po x € E. Torej je 3, <y Cp(r)e™® — 0 (N — o00) enakomerno po = € E.

Trditev 3 (Osnovna trditev Rajchmanove teorije). Naj bo ¢ € Ay, S trigonome-
tricna vrsta s koeficienti ¢, — 0 (|n] — o0) in Cp = Y, cxd(n — k) koeficienti Rajch-
manovega produkta S(¢p) - S. Tedaj velja enakomerno po vseh x € R:

Z Cre™ — () Z cpe™ = Z (Cp — ¢(x)cn)e™ — 0 (N — o).

In|<N In|<N In|<N

Dokaz. Definirajmo ¢(n,z) = gg(n), Gejen #0,in ¢(n,z) = $(0) — ¢(z), te jen = 0.

Za vsak n je to zvezna funkcija in velja

i(ZM)(nw Z|¢nm|+zz|¢m =

k=0 |n|>k k=1|n|>k
16(0) — p(@)] + D 1om) + > D 16m)] < [o@) + Do)+ D > [é(n)| =
n#0 k=1|n|>k n k=1 |n|>k
D+ ) <M+ ST [e(n)] < o,
k=0 |n|>k k=0 |n|>k

ker je ¢ zvezna funkcija in zato omejena z neko konstanto M > 0. S predpisom ¢*(x ) =
Yo gZ)(n 7)e™® je dobro definirana zvezna funkcija gb* Upostevaje deﬁmcuo funkcije qb se

lahko prepri¢amo, sa za vsak z € [0, 2] velja ¢* (z) = ¢(0)—¢(z )+Zn¢o P(n)e™ = p(z)—
¢(x) = 0. Po dodatku k pomozni trditvi tedaj velja tudi 3=, <y C(z)e™ — 0 (N — o)
enakomerno po vseh z € [0, 27]. Toda po drugi strani je za vsak n res

Cu() =D cxd(n — k) = cn(0(0) — d(x)) + > cxd(n — k) =

k k+#n
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= Z ckgg(n — k) — ¢(x)cy, = Cp — d(x)cp.
k
Torej velja 3, < n(Cn — d(x)e,)e™ — 0 (N — oo) enakomerno po z € R.

Videli smo, da je C° C Ap. V nadaljevanju bomo potrebovali nekatere neskonénokrat
odvedljive funkcije s posebnimi lastnostmi (glej dodatek E). Nosilec take funkcije, tj. za-
prtje mnozice tock, v katerih ima funkcija ¢ € C'*° od 0 razli¢no vrednost, oznac¢imo s
supp ¢. Za nas bo pomembno, da obstajajo funkcije ¢ € C°° s predpisanim nosilcem,
npr. enakim danemu zaprtemu intervalu. Ali: za vsako kompaktno podmnozico K, ki
je vsebovana v odprti mnozici V' na realni osi, obstaja ¢ € C'°°, tako da je supp ¢ C V
in je ¢p(z) =1 za x € K (glej trditev E1). Kasneje bomo potrebovali e druge podobne
rezultate, zbrane v dodatku E, npr. izrek o razclenitvi enote.

Izrek 1 (Riemannov princip lokalizacije za trigonometri¢ne vrste). Naj bo
S trigonometriéna vrsta s koeficienti ¢, — 0 (|n| — 00). Ce je Riemannova funkcija
Fs linearna na odprtem intervalu (a,b), konvergira S na intervalu (a,b) proti 0 in sicer
enakomerno na vsakem zaprtem podintervalu [c,d] C (a,b).

Dokaz. Lahko predpostavimo, da je interval (a, b) dolzine kve¢jemu 27 in celo vsebovan
v intervalu [0, 27]. Sicer izrek dokazemo za vsak podinterval krajse dolzine.

Naj bo [¢,d] C (a,b) in ¢ € C° taka funkcija, da je ¢(x) =1 za x € [c,d] in supp ¢ C
(a,b). Ker je p € C™, je ¢ € Ag. Naj bo T = S(¢) - S Rajchmanov produkt s koeficienti
Cn=> ckgg(n — k). Po osnovni trditvi 3 velja 3, (Cy, — ¢(z)c,, )™ = 0 enakomerno po
vseh x. Torej ta vrsta konvergira enakomerno po vseh z tudi v Riemannovem smislu:

: 2
lim Y (Cp — ¢(z)c,)e™ <sm nh> =0.

h—0 nh
n

Ker je funkcija Fg linearna na (a,b), za vsak x € (a,b) in dovolj majhen h > 0 velja
A%Fg(z,2h) = 0, zato je

e ((SinnA? A2Fg(z, 2h
lim chemz (SH;LZ > = }ILIL% w =0.
n

h—0 4h2

Potem pa je za vsak x tudi

. ina [ SinNh 2
p e (228 <o

in zato

9 . AN?Fp(z,2h) e (SRR
Torej je Riemannova funkcija Fr vrste T' linearna povsod na R in tako kot v dokazu
Cantorjevega izreka sledi C,, = 0 za vsak n € Z.
Po osnovni trditvi Rajchmanove teorije (trditev 3) je zato ), ¢(x)cne™ = 0 enakomerno
na R. To velja tudi enakomerno na [c,d], kjer pa je ¢(x) = 1. Torej velja Y, ¢,e™® =0
oziroma S — 0 enakomerno na [c, d).

i

Opomba. Ce je S = S(f) Fourierova vrsta za funkcijo f € L' in je f = 0 na (a,b),
lahko Fourierovo vrsto na vsakem zaprtem podintervalu [c,d] C (a,b) ¢lenoma integriramo
dvakrat; dobljena vrsta konvergira proti [ dt f(f f(s)ds = 0. Torej je Riemannova funkcija
Fg(y) na (a,b) linearna. Po izreku 1 na (a,b) velja S(f) — 0 enakomerno na zaprtih pod-
intervalih. Torej je izrek 1 posplositev Riemannovega principa lokalizacije za Fourierove
vrste (izrek I1.8.2).
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Rajchmanovo teorijo lahko izkoristimo tudi za dokaz naslednje lastnosti mnozic enoli¢nosti.

Izrek 2 (Bari). Naj bo (E))n>1 zaporedje zaprtih mnoZic enolicnosti in E = U2 | E,,.
Tedaj je tudi E mnoZica enolicnosti.

Dokaz. Predpostavimo, da obstaja trigonometriéna vrsta S # 0 z lastnostjo S(z) — 0
za vsak © ¢ E. Ker je m(E) = 0, saj imajo vse mnozice enoli¢nosti E; po trditvi 2.1 mero
0, velja po Cantor-Lebesguovem izreku (posledica trditve I1.5.1) ¢, — 0 (|n| — o0).

Naj bo G mnozica tistih x € R, pri katerih zaporedje (S, (z)) ni omejeno. Ocitno je
G C F, saj zunaj mnozice F trigonometri¢na vrsta S konvergira in je zato tam zaporedje
delnih vsot S, (z) omejeno. Prav tako G ni prazna mnozica. V nasprotnem primeru bi
namre¢ bilo zaporedje delnih vsot povsod omejeno, vrsta S pa bi konvergirala k 0 zunaj
mnozice F, torej skoraj povsod, od koder bi po izreku 1.5 dobili S = 0, kar ni res.

Ker lahko zapisemo G = N2, Up>i {z; [Sn(z)| > k}, je G Steven presek odprtih
mnozic. Znano pa je , da lahko tedaj napravimo G za poln metriéni prostor v metriki,
ki je ekvivalentna obicajni (glej opombo za izrekom Al). Za vsak i = 1,2, ... definirajmo
mnozice F; = E; NG, ki so zaprte mnozice v polnem metri¢nem prostoru G. Njihova unija
jevse: UX F; =UX(E;NG) =GNURE; =GN E = G. Po Baireovem izreku (izrek
A1) mora imeti vsaj ena od mnozic F; neprazno (relativno) notranjost, se pravi, obstaja
tak 7 in tak odprti interval I, daje ) #GNI C F;. Kerje GNI C F;NI C GN1, velja
celoGNI=F,NI.

Pokazali bomo, da vrsta S konvergira k 0 povsod na intervalu I. Odtod bo sledilo, da je
G NI =, saj na G vrsta S ne konvergira. To pa bo v neposrednem nasprotju s prej$njo
ugotovitvijo, da je G NI # (), in dokaz bo koncan.

Izberimo tako funkcijo ¢ € C*°, da bo ¢(z) > 0 za vsak z € [ in ¢(z) =0 za x ¢ I.
Nadalje definirajmo Rajchmanov produkt 7' = S(¢) - S. Pokazali bomo, da je T'= 0, od
koder bo po osnovni trditvi 3 (" — ¢(x)S — 0) sledilo S — 0 za vsak € I. Za dokaz
dejstva T' = 0 pa je dovolj videti, da T' — 0 zunaj mnozice enoli¢nosti F;, kjer je 4 izbrani
indeks.

Cex ¢ I, je¢p(z)=0,zato iz T — ¢(x)S — 0sledi T — 0. Ce z ¢ E, velja S — 0, zato
iz T —¢(x)S — 0 spet sledi T' — 0. Preostane Se primer, ko je z € ENI, vendar pa = ¢ E;.
Izberimo eno tako tocko zg € (ENI)\ E;. Ker je mnozica E; zaprta, obstaja podinterval
J C I zlastnostjo zg € J C J C I in JN E; = (). Izberimo novo funkcijo qﬁ € C*°, tako da
je qb(:co) — 1in supp ¢ C J, ter definirajmo Rajchmanov produkt T=25 (gb) T s koeficienti
C,,. Pokazali bomo, da je zaporedje delnih vsot za T omejeno povsod in da T — 0 s.p.

Zax ¢ J, je d(x) = 0, zato iz enakomerne konvergence T — ¢(z)T — 0 sledi enakomerna
konvergenca T — 0. Torej je zaporedje delnih vsot trigonometriéne vrste 7' v tocki x ¢J
omejeno. Za x ¢ G je po definiciji mnozice G omejeno zaporedje delnih vsot vrste S,
torej velja zaradi T' — ¢(x)S — 0 isto tudi za zaporedje delnih vsot vrste T' in zaradi
T — ¢( )T — 0 tudi za zaporedje delnih vsot vrste T. Ker je GNJ C GNI C F;, C E;
in GNJ C E;NJ =0, je torej zaporedje delnih vsot za T omejeno povsod. Poleg tega
T — 0 zunaj E (ker velja isto za S in zato tudi za T). Velja torej T — 0 s.p. na R.
Po izreku 1.5 dobimo odtod T = 0, zato iz enakomerne konvergence T — ¢(z)T — 0
sledi v tocki zp tudi T — 0. Ta tocka je bila poljubna tocka iz (E'NI)\ E;. Druge
primere smo spoznali zZe prej, zato velja T' — 0 povsod zunaj F;. Ker pa je E; mnozica
enoli¢nosti, sledi odtod T' = 0. To pomeni, da velja .S — 0 na intervalu I. Dokaz je konc¢an.

Posledica (Young). Vsaka §tevna mnoZica je mnoZica enoli¢nosti.

Dokaz. Sledi takoj iz izreka 2, ker je vsaka mnozica z eno tocko zaprta mnozica in
hkrati mnozica enoli¢nosti.
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Kako pa je z unijo poljubnih (ne nujno zaprtih ) mnozic enoli¢nosti? Z uporabo ak-
sioma izbire se da konstruirati primer dveh mnozic enoli¢nosti, katerih unija ima pozitivno
mero in zato ni mnozica enolinosti (glej [16], str. 46). Ne ve pa se npr., ali je unija dveh
Borelovih mnozic, ki nista zaprti, spet mnozica enoli¢nosti.

4. Mnozice razreda H

Obravnavo mnozic enoli¢nosti nadaljujmo s posebnim razredom takih mnozic. Ce je
E podmnozica v [0,27] in m naravno Stevilo, naj pomeni mE mnozico {mz,z € E},
reducirano po modulu 27, tj.

max
E = {mz — 2 [—] € EY.
m {mx T o x }

Definicija 1 (Rajchman). Mnozica E C [0,27] je v razredu H, ¢e obstaja tak interval
I C [0,27] in tako narascajoce zaporedje naravnih stevil (ng) (tj. no < ny < ng < ...), da
za vsak k velja nyENIT = 0.

Trditev 1. Ce je mnozica E iz razreda H, je tudi njeno zaprtje E tudi iz razreda H.

Dokaz. Za vsako naravno stevilo m velja mE C mE, saj je mnozenje z od 0 razli¢nim
realnim stevilom (x — ma) homeomorfizem na R, redukcija po modulu 27 pa (kot kvo-
cientna preslikava) zvezna; torej preslika zaprtje v zaprtje. Ce torej niE nima praznega
preseka z odprtim intervalom I, tudi ngF nima praznega preseka z I. Odtod sledi, da je
tudi £ v razredu H, ¢e velja to za mnozico E.

Iz A C Bin B € H pa ocitno vedno sledi A € H.

Zgledi. 1. Vsaka konéna mnozica E je v razredu H. Ce so 1,3, ..., Tm € F racionalni
veckratniki Stevila 27, naj bo ng,ni,ne,... zaporedje vseh skupnih veckratnikov imeno-
valcev racionalnih Stevil x;. Potem je ngx; = 0 po modulu 27, se pravi ngx; € 277Z, za
i = 1,2,...,m. Za vsako nadaljnjo tocko x € FE, ki ni racionalni veckratnih Stevila 2,
pa je mnozica {nxx; k =0,1,2,...} gosta po modulu 27 v intervalu [0, 27), zato obstaja
podzaporedje (ny,) z lastnostjo ng,z — 0 (i — oo) po modulu 27. Torej za vsak dovolj
majhen € > 0 velja ng, E N [¢, 21 — €] = () za vsak i.

2. Cantorjeva mnozica na intervalu [0, 27], tj. mnozica £ = 2w E, /3 = 27{} ;" 6/ 3F;
5k € {0,2}} pripada razredu H. Tu lahko izberemo I = 27{z; 1/3 < 2 < 2/3} in ny, = 3F
za vsak k = 0,1,2, ... Cantorjeva mnozica je namre¢ podobna svoji prvi (ali zadnji) tretjini,
zato je za vsak k mnozica 3*E enaka E (po modulu 27). Torej je 3*E NI = () za vsak k.

3. Ni pa vsaka Stevna mnozica v razredu H. Konstruiramo lahko celo zaprto stevno
mnozico z enim samim stekaliSéem, ki ni v  H. Ker je vseh odprtih intervalov oblike
27(a,b), kjer sta a,b € Q in je 0 < a,b < 1, stevno neskonéno, jih lahko numeriramo z
naravnimi Stevili: Iy, I, I3,... Za vsako naravno stevilo n in za vsak i < n naj bo 7,;
poljubna tocka iz intervala I;/n. Tedaj zaporedje r11,721,72,2,73,1,73,2,733, ... konvergira
proti 0, saj so vsa Stevila r,, ; < 2m/n. Najbo E = {r,;; n € N, i <n}U{0}. Ker za vsak
n velja nry,; € I;, ¢e je i < n, se nobeno zaporedje niE ne more v celoti (tj. za vsak k)
izogniti nobenemu podintervalu I C [0, 2x]. V vsakem intervalu I namre¢ lahko najdemo
"racionalen”interval I; in za dovolj velik indeks ny > i je ngry,, ; € I; C 1.

Mnozica E iz zadnjega zgleda torej ne pripada razredu H, je pa po izreku 2.1 (ali izreku
3.2) mnozica enoli¢nosti. Da je obratno vedno res, pove naslednji izrek.

Izrek 1 (Rajchman). Vsaka mnoZica razreda H je mnoZica enolicnosti.
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Dokaz. Izrek zadoséa dokazati za zaprte mnozice iz razreda H, saj je po trditvi 1
zaprtje vsake mnozice iz H spet v H, po drugi strani pa je tudi vsaka podmnozica mnozice
enoli¢nosti spet mnozica enoli¢nosti.

Naj bo torej E zaprta podmnozica razreda H in I C [0, 27] tak odprt interval, (ng), ng <
ny < ng < ..., pa tako zaporedje naravnih stevil, da je nyE NI = () za vsak k = 0,1,2, ...
Denimo, da je S(z) ~ > ¢, trigonometriéna vrsta z lastnostjo S(z) — 0 za z ¢
E. Pokazati moramo, da je ¢, = 0 za vsak n € Z. Ker je noE NI = () in zato £ N
niol = (), konvergira S proti 0 na mnozZici s pozitivno mero, zato lahko najprej po Cantor-
Lebesguovem izreku ugotovimo, da velja ¢, — 0 (|n| — o0).

Izberimo funkcijo ¢ € C* z lastnostjo supp ¢ C I in 5(0) = 1 (slednje dosezemo
z mnozenjem z ustrezno pozitivno konstanto). Za poljuben k = 0,1,2,... definirajmo
or(x) = d(ngx). Ceje x € E, za vsak k velja npz ¢ I in je zato ¢p(xz) = 0. Oglejmo si
Rajchmanov produkt T%®) = S(¢) - S ~ > C’T(Lk)emx7 kjer je c® Yom cm;ﬁk(n —m) =
Yom cn_mak(m). Pokazali bomo, da velja Cg{) — ¢, (k — o0) za vsak n € Z.

Fourierove koeficiente za funkcije ¢ znamo izracunati: ggk(m) = gg(n), cejem=mn-n
in ¢p(m) = 0 sicer. Zato je (i) >, [ox(m)| = >, |6(n)| = ||¢]|a (saj vemo, da je ¢ €
Ao C A), (il) (0) = $(0) = 1 in (iii) limp_oo dr(m) = 0 za m # 0. Odtod je CF) =
Y o Cn—m®r(m) = Z|m|§N Cn—m®r(m) + Z|m|>N Cn—m®r(m) za poljuben N > |n|. Prva
vsota zaradi (ii) in (iii) konvergira k c,, druga pa je omejena z supj,, s n [¢n—m| D, |$k; (m)]
< ||¢lla supjjjs N—pn lcj| zaradi (i). Pri dovolj velikem N je zato druga vsota poljubno

majhna, ne glede na k. Torej za vsak n velja c® _, cn (k— 00).

Po osnovni trditvi Rajchmanove teorije (glej trditev 3.3) za vsak k velja T®) — ¢, (z)S —
0 enakomerno po z € R. Za = € E je ¢y (x) = 0, torej imamo tedaj T®) — 0. Za z ¢ E pa
velja S — 0, torej imamo spet T*) — 0. Po Cantorjevem izreku je zato T*) = 0, se pravi
CT(Lk) = (0 za vsak n in za vsak k. Posljimo k — oo, pa dobimo ¢, = 0 za vsak n oziroma
S = 0. Mnozica F je tako mnozica enoli¢nosti.

Posledica. Cantorjeva mnozica E = 2mE) 3 je mnoZica enolicnosti.

Dokaz. Prej smo spoznali, da je Cantorjeva mnozica E poseben primer mnozice iz
razreda H. Torej je po izreku 1 mnozica enoliCnosti.

Dobili smo primer nestevne mnozice enoli¢nosti (z mero ni¢). V zadnjem razdelku bomo
spoznali tudi primer mnozice z mero ni¢, ki pa ni mnozica enoli¢nosti.

V naslednji trditvi bo treba pokazati, da velja S(f)-S =0za vsak f € Assupp f CV,
kjer je V odprta podmnozica v [0,27]. Ker je K = supp f kompaktna mnozica, jo
pokriva ze kon¢no mnogo odprtih intervalov I;, iz katerih je sestavljena mnozica V', npr.
K c Lhul,U..UI,. Po trditvi E2 (o razclenitvi enote) obstajajo funkcije h; € C* z
nosilei v I; in vsoto > it hi(z) =1 za xz € K. Potem je f = >", fhi = >.7", fi, kjer
je fi = fhi in supp fi C supp h; C I; za vsak i. Ce pokazemo S(f;)-S = 0 za vsak
i=1,2,...,m, bo veljalo tudi S(f)-S = 0.

Trditev 2. Naj bo S poljubna trigonometricna vrsta z omejenimi koeficienti ¢, in
V C [0,27] odprta mnoZica. Ce je S(¢)-S =0 za vsak ¢ € C*> s supp ¢ C V, velja tudi
S(f)-S=0zavsak f e Assupp fCV.

Dokaz. Zaradi komentarja pred formulacijo trditve je dovolj dokazati S(f)-S =0 za
vsak f € A s supp f C I, kjer je I C V odprt interval. Izberimo ¢ > 0 in ¢ € C™® z
lastnostjo ¢(x) = 1 za = € supp f in supp ¢ C I. Ker Fourierova vrsta za f enakomerno
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in absolutno konvergira proti f, konvergirajo njene delne vsote, ki so trigonometri¢ni poli-
nomi, v normi algebre A proti f. Obstaja torej tak trigonometriéni polinom P, da je
lf— PHA < €/||¢|la. Tedaj (ob upostevanju, da je ¢(z) =1 za x € supp f) velja

1f = Polla =3 IFn) — Pon) =3 | / (2)6(a))einvdz] =

2m
el [ V@)~ P@o@le el = 37 7o) ~ Poo)

=Ifé = Polla<|f = Plalolla <e
Torej lahko vsako funkcijo f € A s supp f C I po normi v A poljubno natan¢no aproksimi-
ramo s funkcijami P¢ € C*°, kjer je supp P¢ C I. Poleg tega je S(P¢)-S = 0 po pred-
postavki, zato velja tudi S(f)-S = S(f—P¢)-S. Za ustrezne koeficiente C,, Rajchmanovega
produkta S(f) -.S dobimo oceno

\C\—\chkf Pe)” \<Z\cn kll(f = Po)~ (k)| <

< suplen| Y [(f = Pg) (k)| = |[f = Pgllasup|en| < esup |epml.
m L m m
To velja za vsak n in vsak € > 0. Torej je C), = 0 za vsak n oziroma S(f)-S = 0.

Od tod sledi zelo uporaben kriterij za to, da je zaprta mnozica E mnozica enoli¢nosti.
Uporabili ga bomo za dokaz, da so tudi elementi nekoliko splosnejSega razreda H (") mnozic,
ki ga bomo definirali v tem razdelku, mnozice enoli¢nosti (glej izrek 3).

Izrek 2. Zaprta podmnozica E C [0,27] je mnoZica enolicnosti, ¢e obstaja (po normi v
A s konstanto C > 0) omejeno zaporedje funkcij f, € A z lastnostjo E N supp fr, = 0 in

ﬁl(O)Hl, ﬁl(k)HOzakaéO(nHoo).

Dokaz. Denimo, da tako zaporedje funkcij f, € A obstaja. Naj bo S trigonometri¢na
vrsta z lastnostjo S(z) — 0 za = ¢ E. Na mnozici supp fo C E€, ki ima zaradi zveznosti
funkcije fy pozitivno mero, vrsta konvergira, zato njeni koeficienti po Cantor-Lebesguovem
izreku konvergirajo proti 0. Za vsako funkcijo ¢ € C'°° velja osnovna trditev 3.3, se pravi
S(¢)- S —¢(x)S — 0, iz nje pa sledi S(¢) - S = 0, ¢e je supp ¢ C E°. Po trditvi 2 velja za
vsak n tudi S(fy,) - S = 0. Torej je Y ﬁ(k‘)cm_k = 0 za vsak n in vsak m € Z. Izberimo

N € N in pisimo
N7 Fak)emi+ Y Falk)em—i = 0.
|k|<N |k|>N

Izberimo poljuben € > 0. Zaradi ﬁL(O) — 1in fn(k') — 0 za k #0, ko n — oo, prva vsota
konvergira proti ¢,,. Za drugo vsoto pa pri dovolj velikem N, takem da je supjy s n [em—k| <
€, velja

|52 Futbgen-el < s len-sl S IFalh)] =l sup em-s] < Ce.
|k|>N ko[>
Torej je \ZWSNﬁl(k)cm,kl < Ce za vsak m in n, v limiti |¢,| < Ce za vsak m. Ker je

bil € poljuben, dobimo ¢,, = 0 za vsak m. Torej je S = 0 in £ mnozica enoli¢nosti.

Predno definiramo Se druge razrede mnozic enoli¢nosti, potrebujemo definicijo hiperrav-
nine v Z".
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Definicija 2. Hiperravnina Hy(p,q) v Z" je dana z od 0 razli¢cnim celostevilskim vek-
torjem p = (p1,p2, ..., pn) € Z™ in celim stevilom g. Po definiciji je

H,(p,q) ={meZ"; m -p=q}.

Tu je seveda tudi m = (mq, ma,...,my) € Z™ in m-p = myp; +maopa+ ...+ myp, skalarni
produkt.

Podobno kot v primeru n = 1 za poljubno podmnozico E C [0,27] in za poljuben
celostevilski vektor m = (mq,ma,...,my) € Z" definirajmo mE € [0,27]" kot mnozico
vektorjev oblike (mjz, max,...,myz); x € E, reducirano po modulu 27 glede na vsako
komponento, torej na kratko mE = {(miz, mox,...,m,x); = € E}.

Definicija 3 (Piatetskij-Shapiro). Mnozica E C [0,27] je v razredu H™ za n € N,
¢e obstaja tak m-razsezen kvader I = I} x Iy x ... x I, kjer so I; intervali v [0,27], da
mnozica {m € Z"; mFE NI = ()} ni vsebovana v nobeni konéni uniji hiperravnin v Z".

Trditev 3. Za razrede H™ weljajo naslednje lastnosti:
(i) HV = H,
(i) H™ ¢ H®+D 24 vsak n,
(ii) iz E € H™ sledi E € H™.

Dokaz. (i) Pri n = 1 je vsaka hiperravnina v Z sestavljena iz ene same tocke in
mnozica {m; mE NI = (} lezi na neskonéno mnogo hiperravninah natanko takrat, ko
je neskoncna, se pravi, ko obstaja neskonéno narasc¢ajoce zaporedje naravnih Stevil ny z
lastnostjo ngE NI = (.

(ii) Ce (myz, max, ..., mpx) & Iy X Iy X ... x I,, tudi (myx, mazx, ..., mpz, mpx) ¢ I x Iy x
wox Iy xIy. Ceje (my,ma,...,mp,my) € Hyp1((p1, 02, s Py Pnt1), Q) je (M1, may ...ymy,) €
H,((p1,p2,---,Pn),q). Obakrat je potrebno koné¢no ali neskonéno mnogo hiperravnin.

(iii) Ce velja mE NI = () in je I odprt kvader, je tudi mE NI = § in obratno. Obe
mnozici vektorjev sta enaki.

Naj omenimo, da iz A C B in B € H™ vedno sledi A € H™,

Izrek 3 (Piatetskij-Shapiro). Vsaka mnoZica razreda H™ pneN, je mnozica eno-
liénosti.

Dokaz. Dovolj je dokazati izrek za zaprte mnozice razreda H(™. Naj bo torej E taka
mnozica, I = I} x I x ... x I,, pa tak odprti kvader in (m¥)) tako zaporedje v Z", da je
m®ENT =0 in da élen m® ne lezi v prvih k hiperravninah v Z™ (vseh hiperravnin v
Z" je stevno neskoné¢no in jih lahko uredimo po vrsti).

Zavsak j =1,2,...,n izberimo g; € A, tako da je suppg; C I in g;(0) = 1. Ce ozna¢imo
¢ = [I;_ lgjlla, je ¢ > 1. Za vsak k naj bo mk) = (mgk),m(;), ...,m%k)) in za vsak k in
definirajmo

fi(@) = [ g5 (mP).
j=1

Potem velja: (i) fr € A, || fx]|a < ¢. Zavsak j je namre¢ funkcija g](-k), definirana z g(k) (x) =

J
gi(mPx), v A, saj je [lg]la = lgjlla < oo, in je zato tudi | fulla < Ty g4 =

H?:1 llgjlla = ¢ < oo in je torej fi € A.
ii) ENsuppfr = 0. Ce je namre¢ x € E, za vsak k obstaja tak j, da m™y ¢ .. Zato je
J J

gj (mgk)x) =0 in torej fx(x) =0.
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(iii) ﬁ;(O) — 1in fk(q) — 0za q#0, ¢e k — oco. Ko bomo to pokazali, po po izreku 2
mnozica E mnozica enoli¢nosti. ‘ R ‘
Izracunajmo f(q). To je koeficient pri €'%* v trigonometriéni vrsti fx(x) = > " fr(q)e'?®,

(*)

ki je produkt trigonometriénih vrst za funkcije 9;

n
:Hg](k) g]mkx HZQJ p] zm p]a: Z Z ng zqa:
j=1

Jj=1 pj q mp=qj=1

, torej

To pomeni, da je
n n n
= > Jlaw) = > [Taw)+ > 113
m-p=q j=1 m-p=q,(Vj)|p;|<N j=1 m-p=q,(37)|p;|>N j=1

Za vsak € > 0 izberimo N tako velik, da je > .y [9;(m)| < € za vsak j = 1,2,...,n
Tedaj lahko drugo vsoto pri vsakem k ocenimo z

> [Hae)< > H\ @)l +-+ > J[lgiwe)l <

mp=q,(37)Ip;|>N j=1 m-p=q,|p1|>N j=1 m-p=q,|pn|>N j=1
<n 3 @) [T Y. @) < nee.
lp1[>N j#1 pj
Izberimo kg tako velik, da m(*0) mo+l) "~ ne lezijo v nobeni hiperravnini oblike

{z;p-x = q} z lastnostjo p # 0 in |p;| < N za j = 1,2,...,n. To lahko storimo, ker je takih
hiperravnin le konéno mnogo, saj je ¢ izbrano celo stevilo, razlicnih vrednosti za p; pa je
le (2N + 1)™. Loc¢imo dva primera:

(a) ¢ # 0. Tedaj je za k > ko mnozica indeksov, po katerih seStevamo v prvi vsoti, prazna,
zato je \fk(q)] < nce. Torej za vsak € > 0 obstaja N € N in ky € N, da velja ta ocena za
vsak k > ko. To pomeni, da ﬁ(q) — 0 (k — o0).

(b) ¢ = 0. Tedaj je v prvi vsoti mozen le ¢len s p = 0 (sicer bi za k > ko vektor m*) lezal
na ”prepovedani”hiperravnini v skladu z izbiro kg). prva vsota je torej pri k > ko enaka
H?:1 g;(0) = 1, druga pa je kot prej omejena z nce. Torej za vsak € > 0 obstaja ko, tako

da za k > ko velja | f4(0) — 1| < nce. To pomeni, da velja f,(0) — 1 (k — 00).

5. Pisotova Stevila

Realna stevila, ki jih bomo zdaj definirali, so posebna podmnozica celih algebrai¢nih
stevil (glej dodatek F) in bodo imela kasneje pomembno vlogo pri odgovoru na vprasanje,
kdaj je simetri¢na perfektna mnozica nad intervalom [0, 27| s konstantnim delilnim razmer-
jem mnozica enoliCnosti.

Definicija 1. Realno stevilo a > 1 je Pisotovo stevilo, ¢e je a celo algebrai¢no Stevilo,
za konjugirana stevila «; pa velja |a;| < 1. Mnozico vseh Pisotovih stevil bomo oznaéili z S.

Zgledi. 1. Vsako naravno §tevilo m > 1 je Pisotovo. Minimalni polinom f(z) =z —m
je stopnje 1, zato konjugiranih stevil ni.

2. Pravi ulomki m/n, n # 1, niso niti cela algebrai¢na Stevila, zato tudi ne Pisotova.

3. Stevilo o = (14 v/5)/2 je Pisotovo. Njegov minimalni polinom je f(z) = 2% —2 —1,
edino konjugirano stevilo je (1 — +/5)/2 in je po absolutni vrednosti manjse od 1.

4. Stevilo & = /2 ni Pisotovo, ¢eprav je celo algebrai¢no stevilo z minimalnim poli-
nomom f(z) = x? — 2. Konjugirano stevilo je namre¢ —+/2, ki pa po absolutni vrednosti
ni manjse od 1. Pa¢ pa sta npr. Stevili 1 + /2 in 1 + v/3 Pisotovi, §tevilo 1+ v/5 pa ne.
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Opombe. 1. Charles Pisot (1910 - 1984), ki je ta Stevila podrobneje obravnaval, je
pokazal, da je v vsaki realni algebrai¢ni razsiritvi stopnje n obsega Q neskon¢no mnogo
Pisotovih stevil iste stopnje.

Pois¢imo npr. vsa Pisotova stevila v Q(v/2), torej vsa Stevila oblike a + bv/2, a,b € Q,
ki so Pisotova. Minimalni polinom je 22 — 2az + a® — 2b%. Ker is¢emo cela algebrai¢na
Stevila, mora biti 2a € Z in a® — 2b®> € Z. Oboje hkrati je mozno le v primeru a,b € Z,
saj dobimo za a = a1/2 in a; liho §tevilo protislovje z drugo zahtevo a? — 2b? € Z. Torej
so vsa cela algebraicna stevila v Q(ﬂ) oblike a + bv/2, a,b € Z. Za Pisotova stevila mora
veljati a + bv/2 > 1 in la — b\/§\ < 1. Lahko se prepricamo, da morata biti obe celi stevili
a in b pozitivni in da za vsak b > 1 obstaja vsaj en tak a > 1, da par (a,b) zados¢a obema
zahtevama. Torej je v Q(y/2) neskonéno mnogo Pisotovih Stevil.

2. Kasneje bomo spoznali, da je mnozica vseh Pisotovih Stevil zaprta in ima zato na-
jmanjsi element. To minimalno Pisotovo Stevilo je enako realnemu korenu «q kubicne
enacbe 22—z —1 = 0 in sicer je priblizno ag ~ 1.3247... Mnozica vseh Pisotovih stevil S je
Stevna, tako kot mnozica vseh algebrai¢nih stevil. Ugotovili so, da mnozica S’ vseh njenih
stekalis¢ ni prazna in vsebuje npr. vsa naravna Stevila, vecja od 1, vse potence o, m > 2
in o € S itd. Najmanjse stevilo v S’ je stevilo 7 = (14 +/5)/2, ki nastopa pri zlatem rezu.
Tudi visje izpeljane mnozice S”, S” itd. niso prazne, velja npr. min S” = 2.

Definicija 1. Z {z} ozna¢imo razdaljo realnega stevila x do najblizjega celega Stevila,
torej {z} = dist(x,Z).

Za vsak = € R seveda velja 0 < {z} <1/2.

Trditev 1 (Pisot). Naj bo o Pisotovo Stevilo in vy realno celo algebraicno Stevilo v
Q(w). Tedaj konvergira {ya*} — 0 (k — o0) wsaj geometrijsko.

Dokaz. Naj bo f minimalni polinom Stevila « stopnje n. Kot obicajno oznacimo
ap = «, stevila ag, a9, ..., a,—1 pa naj bodo k a konjugirana stevila. Ker je v € Q(a) =
Q[a], obstaja tak polinom h z racionalnimi koeficienti, da je v = h(«) (glej trditev F6).
Oznac¢imo vy = v in v; = h(ey;) zai = 1,2,...,n — 1. Potem so po trditvi F7 tudi 7; cela
algebrai¢na Stevila.

Za vsak k € N je izraz Z?;ol yiak = Z?;ol h(a;)ak simetriéni polinom v spremenljivkah
g, a1, ..., n—1 z racionalnimi koeficienti, torej tudi sam racionalno Stevilo, ker se izraza
z elementarnimi simetri¢nimi funkcijami v teh spremnjivkah, ki so ravno koeficienti min-
imalnega polinoma f, torej cela Stevila (glej [23], str. 174). Ker cela algebraiéna stevila
sestavljajo kolobar (trditev F4), je tudi izraz Z?;()l viak celo algebraicno stevilo. Ker je
hkrati racionalno stevilo, je navadno celo stevilo (trditev F3), torej v Z. To pomeni, da je
{yak} = {375 vial}. Zaradi ocene | 305 viaf| < SR illaulf — 0 (k — o0) (saj je
|| < 1 za vsak ¢ > 1) velja tudi

n—1 n—1 n—1
ek = D maly =13 mof] < Q3 hul)( max Joal)* — 0 (p — o).
=1 =1 =1

1<i<n—
Kovergenca je torej vsaj geometrijska.
Pisot je pokazal, da velja tudi obrat zgornje trditve. V ta namen potrebujemo dve lemi

o tem, kdaj predstavlja dana poten¢na vrsta racionalno funkcijo. Tu bomo ti dve lemi
samo navedli, njun dokaz najde bralec v dodatku G.
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Lema 1 (Kronecker). Potencna vrsta f(z) = > 222, a;z7 predstavija racionalno funkcijo
natanko takrat, ko obstaja tako naravno stevilo n, da so za k > n enake 0 vse determinante:

ag ap a9 e Qg

ar amg as oo Qg1
Ak = | ay as a4 oo ARy

ag  Qkg+1 A2 ... G2k

Dokaz. Glej dodatek G.

Lema 2 (Fatou). Ce ima vrsta f(x) = > 5o, ckz® cele koeficiente ¢y in predstavija
racionalno funkcijo, lahko zapisemo f(z) v obliki f( ) = P(2)/Q(z), kjer sta P in Q poli-
noma s celimi koeficienti brez skupnega faktorja in je Q(0) = 1.

Dokaz. Glej dodatek G.

Izrek 1 (Pisot). Realno Stevilo a > 1 je Pisotovo natanko takrat, ko obstaja tako
realno Stevilo v # 0, da velja Yy~ sin? myak < oo.

Dokaz. Potrebnost pogoja smo v resnici videli ze v trditvi 1. Ce je namre¢ o Pisotovo
Stevilo, lahko vzamemo za -y katerokoli realno celo algebraiéno stevilo iz Q(«), npr. v = 1.
Videli smo, da tedaj konvergira {ya¥} — 0 geometrijsko, torej vrsta Y o {vaF}? < oo
konvergira in zato toliko bolj konvergira tudi vrsta

[e.e] oo oo
Z sin? mya® = Z sin? r{ya*} < 72 Z{’yak}z
k=0 k=0 k=0

Obratno, naj bo « > 1 tako realno stevilo, da za neko §tevilo v # 0, v € R, velja
S osin?myaf < oo, Pisimo ya* = ai, + €, kier je ar € Z in ¢, = £{ya*}, torej
lex| < 1/2. Po predpostavki je ZZO,O €2 < 00, saj je

E ek. E sin? e, = = E sin? m(ax + €x) E sin? 7r’ya < 0.

kO

Pokazatl moramo, da je stevilo a Plsotovo. Najprej se prepri¢ajmo, da predstavlja vrsta
Y oreo apz® s celimi koeficienti aj, racionalno funkcijo. V ta namen si oglejmo determinanto

ag ag a9 e Qg

ap ag as oo Afy1
Ak = | ay as a4 oo ARy

ag  Qk+1 A2 ... G2k

in pokazimo, da je Ap = 0 za vsak dovolj velik k. Pisimo b, = ap — aag_1 = qep_1 —
ex. Torej je po Cauchy-Schwarzovi oceni b7 < (a2 + 1)(e2_, + €7) in vista Y oo, b2 je
konvergentna. Potem lahko zapisemo (s transformacijo stolpcev od zadaj):

a b1 bg bk

aq b2 b3 . bk—l—l
Ak = | a2 bg b4 e bk+2

ag bpr1 bgy2 ..o Do

in po Hadamardovi lemi (lema G1) velja ocena
k41 k42

2k k
Za Zzﬂ Zzﬂ 06 <O a))RiRy... Ry,
i=k
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kjer smo oznacili R; = Zfoj b? za vsak j = 1,2, .., k. UpoStevajmo Se definicijo celih §tevil
a;, pa dobimo Se oceno
k k A ‘
Za = Z ol — ) = Z(’yQaQZ — 2yl + €2) =
=0 =0
k A k ‘ k a2 o 4
2k;(,y2Za22—2k_2,yzeiaz—ka—k+(z 6?)04_%;) < a2k(,72 ) 1+7 1+§) _ ca2k
o — o —
‘ j i=0

kjer je ¢ = ¢(7y, a) konstanta, neodvisna od k. Torej je

Ai S COéQleRQ...Rk- = C(OéQRl)(azRQ)...(OéQRk).
Zaradi konvergence vrste > .2, bf velja a?R; — 0 (j — o0), zato je za dovolj velik j, npr.
J > Jjo, izpolnjena neenakost (o?R;) < 1/2. Torej za k > jo velja

A} < (0 R) (02 Ba)...(0” Ry, (5) 9 — 0 (k — o0)

Ker je Ai celo Stevilo, mora biti A = 0 za vsak dovolj velik k in po Kroneckerjevi lemi 1
predstavlja vrsta > 22 aiz" racionalno funkcijo.

Po Fatoujevi lemi 2 lahko potemtakem piSemo Y 2o, arz® = P(2)/Q(z), kjer sta P in
@ polinoma s celimi koeficienti brez skupnega faktorja in je Q(0) = 1. Naj bo Q(z) =
14 qiz + @222 + ... + ¢,2". Tedaj je

o0
P(z)
f(z) = Zek‘z nyaz —Zakz az_1+Q1Z+---+ann.

k=0

Ker za |2] < 1 vrsta > 3o, ex2" absolutno konvergira, saj je |ex| < 1/2 za vsak k, je
konvergenéni polmer za to vrsto vsaj 1, zato je f racionalna funkcija, ki v tocki z = 1/«
ne sme imeti pola. Torej mora biti 1/« enostavna nicla polinoma @ (da se pol v P/Q
pokrajsa s polom v /(1 — az)). Moznost, da bi bila 1/a veckratna ni¢la za @, ne pride
v postev, ker bi tedaj morala biti 1/« ni¢la tudi za P in bi bila tako P kot @ deljiva z
minimalnim polinomom za 1/a. To pa ni mogoce, ker P in @) nimata skupnega faktorja.
Drugih nicel, razliénih od 1/a, pa v obmo¢ju |z| < 1 polinom @ ne sme imeti, ker je f tam
analiticna funkcija.

Po drugi strani vemo, da ¢z — 0 (k — 00), saj vrsta > p,€r konvergira. Izberimo
poljuben € > 0 in tako velik m, da je supj,, |€x| < €. Za |z| < 1 imamo tedaj oceno:

oo
k k; k
(L= [zDIf ()] < (1 —1z]) ZIE@IIZl (1—1z) Z|€k||z| (1=120) > lexllzl* <
k=m+1
m
(1 —1lz)) Z|€k||z|k+SUP|€k|| < (1= 12) Y lell2lF + e
k=0 k=0

Torej velja (1 — |z|)|f(2)| — 0 (|z| 1), kar pomeni, da pri |z| = 1 funkcija f nima pola,
se pravi, da so vse druge ni¢le polinoma @, razen 1/a, po absolutni vrednosti ve¢je od 1.

Polinom ¢(2) = 2"Q(1/2) = 2" + q12™ + q22" 2+ ... + ¢,, ima za koeficiente cela stevila,
vodilni koeficient pa je 1. Ena njegova nicla je «, torej je a celo algebrai¢no Stevilo. Kon-
jugirana Stevila k a pa so po absolutni vrednosti vsa manjsa od 1, saj velja to za vse druge
nicle polinoma g. Torej je a Pisotovo stevilo.

Opomba. Iz dokaza izreka 1 vidimo, da je (1 — az)f(z) = v — (1 — az)P(2)/Q(z)
= v — P(2)/Q1(z), kjer je @1 okrajsan polinom . Vstavimo z = 1/a in dobimo
v = P(1/a)/Qi(1/a) = —aP(1/a)/Q'(1/a), saj je Q(z) = (1 — az)Q1(z) in Q'(z) =
—a@Q1(z) + (1 — az)Q(z), se pravi, Q'(1/a) = —aQ1(1/a). Torej je v € Q(w).
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Posledica. Vsaka potenca Pisotovega stevila je tudi Pisotovo Stevilo.

Dokaz. Ce je o Pisotovo stevilo, velja Y reo sin? mya® < oo za 0 # v € R. Potem pa
velja priistem ~ tudi ) ;2 sin? myak? < oo za vsak p € N. Torej je tudi a? Pisotovo Stevilo.

Izrek 2. Vsakemu Pisotovemu Stevilu o pripada realno stevilo v z lastnostjo 1 < v < «
in > 52 o sin® myak < 92,

Dokaz. Naj bo P(z) = 2"+ ¢12" ! + ... + ¢, minimalni polinom za « in Q reciproiéni
polinom: Q(z) = z"P(1/z) = 1+ q12+ ... + ¢,2". Razvoj racionalne funkcije P(z)/Q(z) =
ag + a1z + as2® + ... v potenéno vrsto ima cele koeficiente, ker so tudi ¢; cela §tevila po
trditvi F5, in je regularen za |z| < 1/a.

Ce ima polinom P tudi stevilo 1/ za niclo, velja

P(z) = (z —a)(z — 1/a)P(z) = (2* — (a+ 1/a)z + 1) Py (2).

Ker so koeficienti za P cela Stevila, produkt vseh morebitnih nicel polinoma P; pa po
absolutni vrednosti manjsi od 1, mora biti P;(z) = 1 za vsak z. Torej je

P(z) =2 — (a+1/a)z +1,

kjer je a4+ 1/a € N. Potem pa je tudi o* + 1/a* € N za vsak k, kot lahko hitro preverimo
z indukcijo. V tem primeru pa je sin?maf = sin?(n/a¥) < 7%2/a?*. 1z a > 1 sledi
a+1/a > 2, torej celo a + 1/a > 3, kar pomeni, da je a > 2 in zato o?/(a? — 1) < 4/3.
Tako vidimo, da izrek v tem primeru velja (pri v = 1), saj imamo oceno

xD xD
1 w202 4772
-2k 2 _ 2
kg_osm Tt < kg_o PE i < =5 < 9m-.

Oglejmo si $e primer, ko 1/« ni ni¢la polinoma P. Tedaj prav gotovo velja P # @ in
polinom P ni simetricen. Lahko izberemo tako realno stevilo 3, da je funkcija f(z) =
B/(1 — az) — P(z)/Q(z) regularna na vsem enotskem disku |z| > 1. Pisimo P(z) =
(z —a)Pi(z) in Q(z) = (1 — @z)Q1(z). Potem sta tudi P, in 1 med seboj reciproi¢na
polinoma in velja § = (1/a—a)Pi(1/a)/Q1(1/a). Ker je |P1(2)/Q1(2)] = 1 za |z| = 1, saj
je Q1(z) = 2" 1P (1/2) = 2" 1P (Z) = 2" ' Pi(2), je po principu maksima za analiti¢ne
funkcije |P;(1/a)/Q1(1/a)| < 1. Torej je |f| < a —1/a < . Lahko izberemo celo § > 0,
sicer v definiciji funkcije f ulomku P/@Q spremenimo predznak. (Primer § = 0 ne more
nastopiti, ker bi to pomenilo, da je 1/« nicla za P.)

Poleg tega lahko izrazimo f(z) = Zzio(ﬂak — ay)2*, kjer vrsta konvergira tudi za
|z| = 1. Ker je zaradi reciproi¢nosti polinomov

()] <B/(a=1)+[P(2)/Q(2)| = B/(a =)+ 1 < (a—1/a)/(a=1) +1=2+1/a <3,

dobimo po Parsevalovi enakosti

2w

[e.e]
2y (e~ = IfIB = [ If(e)Pat < 15m.
k=0 0
Torej je
[e.e] [e.e] oo
Z:sin2 mBak = Z:sin2 m(Bar — ay) < 7 Z(ﬁak —ay)? < 9n°.
k=0 k=0 k=0

Ce je > 1, lahko izberemo v = 3. Ce pa je 8 < 1, obstaja tako naravno stevilo m, da
je 1/a™ < B < 1/a™ ! torej 1 < a™fB < a. Tedaj izberemo v = a™f3 in imamo

o o o
Z sin? mya = Z sin? 7Ba™tk < Z sin? 7ok < 972,
k=0 k=0 k=0
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Posledica 1. Ce zaporedje Pisotovih stevil o, konvergira proti stevilu o > 1, je tudi o
Pisotovo stevilo.

Dokaz. Vsakemu stevilu «,, pripada po izreku 2 stevilo -, z lastnostjo 1 <, < o, in
Y reo sin? my,af < 972. Ker je zaporedje stevil 7, omejeno, lahko iz njega izberemo kon-
vergentno podzaporedje. Predpostavimo, da velja v, — v, v > 1. Tedaj velja za vsak N
v limiti (n — o0) tudi Z]kvzo sin? mya® < 972 in to ostane v veljavi, ko posljemo N — oo.
Torej je po izreku 1 stevilo a Pisotovo.

Posledica 2. Stevilo 1 ni limita Pisotovih Stevil.

Dokaz. Denimo, da €, — 0 (n — o00) in da so vsa Stevila 1 + ¢, Pisotova in naj bo
B > 0 poljubno realno stevilo. Potem so po posledici izreka 1 Pisotova tudi vsa Stevila
oy = (1+en)[ﬁ/€"]. Toda hitro vidimo, da a,, — e® (n — o0). Ker je e’ > 1, je po posledici
1 e? Pisotovo stevilo. To velja za poljuben 8 > 0, se pravi, da je Pisotovo vsako stevilo,
vecje od 1, kar pa vemo, da ni res.

Izrek 3. MnoZica S vseh Pisotovih Stevil je zaprta.
Dokaz. Sledi iz posledic 1 in 2.

Opombe. 1. Ni znano, ali je Stevilo o > 1 Pisotovo, ¢e obstaja realen v # 0, tako da
velja {ya"} — 0 (n — oo) brez dodatnega pogoja glede hitrosti konvergence (primerjaj
izrek 1). Znano pa je, da to velja, ¢e je npr. (a) y/n{ya™} — 0 (n — o) ali pa je (b)
tevilo @ > 1 algebrai¢no in velja {ya"} — 0 (n — o0) (Pisot). Glede na tocko (b) se torej
zastavlja vpraSanje, ali obstaja transcendento Stevilo a > 1 z lastnostjo {ya"} — 0 (n —
o0) za vy # 0.

2. Namesto pogoja {ya"} — 0 (n — o0) zadosca v tocki 1(a) poleg algebrai¢nosti
Stevila o > 1 zahtevati, da ima zaporedje (ya") le konéno mnogo stekalis¢ po modulu 1
(glej [5], Theorem 5.6.2).

3. Posledica Pisotovega rezultata (a) iz tocke 1 je naslednja: Ker pri pogoju l < g <p
okrajsani ulomek p/q ni Pisotovo stevilo, velja (p/q)" 4 0 (mod 1). Znano je, da ima v
tem primeru zaporedje (p/q)"™ po modulu 1 neskonéno mnogo stekalis¢, ni pa znano, ¢e je
gosto oziroma morda celo enakomerno porazdeljeno na intervalu [0,1]. Problem predstavlja
npr. ze tako preprost ulomek kot 3/2 (racunalniska simulacija kaze, da bi zaporedje (3/2)"
lahko bilo enakomerno porazdeljeno po modulu 1).

4. Leta 1935 je J.F. Koksma pokazal, da je za vsak realen v # 0 (npr. za v = 1) skoraj
za vsak a > 1 zaporedje (ya™) enakomerno porazdeljeno po modulu 1. Kljub temu pa ne
poznajo nobenega konkretnega stevila o > 1 s to lastnostjo. Znan je le konkreten o > 1,
da je zaporedje (a™) gosto po modulu 1. Koksma je prav tako pokazal, da je zaporedje
(va™) enakomerno porazdeljeno po modulu 1 tudi za vsak o > 1 in skoraj za vsak vy # 0.

5. Podobno kot Pisotovo stevilo lahko definiramo tudi ti. Salemovo stevilo. To je tako
celo algebrai¢no stevilo o > 1, katerega konjugirana stevila zadoscajo neenakosti |o;| < 1,
i = 1,2,....,mn — 1, pri ¢emer vsaj za eno od njih velja enakost. Tako celo algebrai¢no
Stevilo je nujno sode stopnje, enake vsaj 4. Znotraj enotskega kroga lezi natanko eno
konjugirano Stevilo, ostala pa so vsa na enotski kroznici. Poleg tega imajo Se druge lepe
algebrai¢ne lastnosti. Za vsako Salemovo stevilo « je zaporedje (a™) gosto po modulu 1,
ni pa enakomerno porazdeljeno po modulu 1 (glej npr. [5], Chapter 5).

V izreku 1 smo karakterizirali Pisotova Stevila s konvergenco vrste, lahko pa jih karak-
teriziramo tudi z neskonénim produktom. To bomo storili na zacetku naslednjega razdelka.
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6. Salem-Zygmundov izrek

V tem razdelku bomo za simetri¢ne perfektne mnozice s konstantnim delilnim razmer-
jem ugotovili, kdaj so mnozice enoli¢nosti. Pri tem bomo povezali Rajchmanovo teorijo
s teorijo algebrai¢nih (Pisotovih) stevil. Prej pa potrebujemo Se eno karakterizacijo Piso-
tovih stevil, to pot z neskon¢énimi produkti.

Trditev 1. Naj bo 0 < £ < 1. Tedaj za vsak u € R konvergira neskonéni produkt
D(u) = [[32, cos ugk.

Dokaz. Znano je (glej npr. [24], str. 384) da pripogoju0 < a < 1zavsakk =0,1,2,...
neskonéni produkt [[72 (1 —ay) konvergira (proti od 0 razlicnemu Stevilu) natanko takrat,
ko konvergira vrsta > . ax. V produktu I'(u) je

ap = 1 — cosuc® = 2sin?(u/2)ek,

torej vedno ax > 0 in aj < 1 za vsak tako velik k, da velja |ul|¢|F < 7/2, saj je tedaj
sin?(u/2)€F < 1/2. Poleg tega je

23 sin®(u/2)e" < (u?/2) > ¢ < 0.
k=0 k=0

Torej produkt [, cos ué® konvergira proti stevilu I'(u), ki je razlitno od 0 natanko
takrat, ko so vsi faktorji razli¢ni od 0.

Izrek 1. Najbo 0 < & <1, & #1/2, u € R inD(u) =[], cosué®. Tedaj je stevilo
0 = 1/¢ Pisotovo natanko takrat, ko I'(u) /0 (u — o0).

Dokaz. Denimo, da I'(u) 4 0 (v — o0). Tedaj obstaja tako narascajoce zaporedje
realnih stevil ug, up — oo, in tako Stevilo § > 0, da je |T'(ug)| > ¢ za vsak k. Naj bo
my, najvecje naravno Stevilo, za katerega velja w0™* < uyp. Potem lahko zapiSemo wuj =
ALk kjer je 1 < A\, < 6. S prehodom na podzaporedje lahko brez skode predpostavimo,
da zaporedje (\g) konvergira, npr. Ay — A (k — 00), pri Cemer je 1 < A < 6.

Za vsak k imamo zaradi |T'(uy)| < | cos mALO™ cos TALO™ L. cos TALO cos TA,| oceno

m mi

y . . _ mk . 2 ‘.

5 < H0082 A0 = H(l ~sin mAp67) < oo Litosin? T
J=0 j=0

Od tod dobimo 37", sin? A7 < In(1/62), se pravi za i < k tudi

m; my
Z sin? mA,07 < Z sin? 7,67 < In(1/6%).
Jj=0 J=0
Ce posljemo k — oo, dobimo Z;'n:io sin? A7 < In(1/6%). To velja za vsak i, torej imamo
v limiti ¢ — co oceno
o
D sin® wA67 <1In(1/6°) < oo,
j=0
saj tudi m; — oo (i — o0). Po izreku 1 je zato § = 1/¢ Pisotovo stevilo.
Obratno, naj bo 6 = 1/£ od 2 razliéno Pisotovo Stevilo, se pravi 0 < £ < 11in § # 1/2.
Tedaj pa imamo

IT(m60%)| = | cos 70* cos *~1... cos w)|| cos /6 cos w /6% cos w/63...|

za vsak k. Ker je 6 Pisotovo stevilo, so vsi faktorji cos 709 razlicni od 0. Ce bi bil
kaksen faktor enak 0, bi veljalo 67 = m; + 1/2, kjer je m; € Z. Toda to ni mogoce, saj
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ima nerazcepni polinom 27 — mj — 1/2 z racionalnimi koeficienti vse nicle po absolutni
vrednosti enako velike, 6 pa je Pisotovo Stevilo, zato ne more biti nicla tega polinoma.

Poleg tega je Z;’io sin? 167 < oo, torej konvergira proti stevilu C2, C' > 0, tudi neskonéni
produkt []72, cos® 87, zato za vsak k velja

[e.9]
| cos 0% cos T0* L ... cos w| > H |cos 67| = C.
j=0

Prav tako konvergira proti nekemu pozitivnemu stevilu D > 0 tudi neskon¢ni produkt

[e.e]
H|cos7r/«93|,
j=1

ker § # 2 in je 6 Pisotovo §tevilo, zato (kot prej) enakost #/ = 2 ni mozna za noben
j > 1. Torej imamo skupaj |T'(76%)] > CD > 0 in zato za up = 70, k > 0, velja
[(ug) 4 0 (k — o0).

Opomba. Ce je £ = 1/2, izrek ne velja. V tem primeru je namre¢ Stevilo § = 1/¢ = 2
Pisotovo, kljub temu pa velja

I(u) = H cos uc® = H cos(u/2F) = sin 2u/2u,
k=0

k=0
saj je 21 sin(u/2") iz cos(u/Qk) = sin 2u za vsak n, in zato I'(u) — 0 (u — o0).

Spomnimo se zdaj definicije simetri¢ne perfektne mnozice s konstantnim delilnim razmer-
jem €, Kjer je 0 < € < 1/2 B = N B Tuso B = (0,1], B = [0,6] U1 - &1,
itd. mnozice, ki jih zaporedoma konstruiramo z odstranitvijo srednjega dela vsakega od
prejsnjih intervalov v danem razmerju (glej razdelek 1.3). Mnozico E¢ smo zapisali tudi v
obliki

(e 9]

Eg = {(1 — f) Zekgk_1§ € € {071}}7

k=1

in ji priredili Lebesguovo singularno funkcijo L¢. Tu bomo sicer potrebovali nebistveno
spremenjeno funkcijo, definirano nad mnozico 27 E¢ namesto nad FE:

o0

Le(z) =) en/2",

k=1
e jex =2m(1— &) > 70, ex&F L, in je L¢ linearna in zvezna sicer.

Trditev 2. Naj bo 0 < § < 1/2 in E¢ simetricna perfektna mnoZica s konstantnim
delilnim razmerjem §. Nadalje naj bo L¢ Lebesguova singularna funkcija nad mnoZico
2 k. Ce za vsak m € 7 definiramo ¢, = fozﬂ e "ML (x) kot Riemann-Stielljesov inte-
gral funkcije ey, (x) = e~ po funkciji Le, velja:
(a) ¢ = (—1)™D(mm(1 — &), kjer je T'(u) = [[5e cosué® za vsak u € R.

(b) Ce je S trigonometricna vrsta s koeficienti ¢y, je Rajchmanov produkt S(f)-S =0 za
vsak f € C™ z nosilcem supp f C (2mE¢)°.
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Dokaz. Ker je ey, zvezna funkcija, L¢ pa ima kot narascajoca funkcija omejeno variacijo,
Riemann-Stieltjesov integral, ki definira ¢,,, obstaja. Lahko ga aproksimiramo z Riemann-
Stieltjesovo vsoto, kjer so delilne in izbrane tocke ravno leva krajisca intervalov, ki sestavl-

)

jajo mnozico 2w E{" . Dobimor

2
Cm :/We_immdLg(x) = lim Z ie_im%(l—f)zzzl%fk*l —
0

n— n

(ei)E{O,l}"

n

1 e : - 1 A _
:T}LH;OQ_H Z He_27”m(1_§)5k§k Y im — H(1+e—27rzm(1—§)§k 1) _
(es)€{0,1}" k=1 k=1

n
_ T}LH;O H efm'm(lfg)fk_l . (em'm(lfg)fk_l + efm'm(lfg)fk_l)/Q _

k=1

n—oo n—oo

= lim e~ "MI-OIL T lim ] cosmm(1 - )b =
k=1

= e M H costm(l — &)EF 1 = (=1)™T(wm(1 - £)).
k=1

Dokazali smo tocko (a), zdaj pa se lotimo Se tocke (b). O¢itno je |¢| < 1 za vsak m,
zato Rajchmanov produkt S(f) - S obstaja za vsako funkcijo f € C*°. Njegovi koeficienti
so zaradi enakomerne konvergence vrste enaki

Cu= 3 Fln— e =3 Fln—m) [ e dLa) =

2w

27 R . .
_ /0 S Fln—m)e ™ dLg(x) = (¢)e~™dL¢ ().

0

Ce ima funkcija f svoj nosilec supp f vsebovan v (2mE¢)¢, je zadnji integral ocitno enak
0. Torej je C), = 0 za vsak n in zato S(f)-S = 0.

Izrek 2 (Salem). Ce je 0 < ¢ < 1/2 in 1/€ ni Pisotovo stevilo, mnoZica 2w E¢ ni
mmnoZica enolicnosti.

Dokaz. Za vsak m € Z naj bo ¢, definiran tako kot v trditvi 2 in S trigonometri¢na
vrsta s koeficienti ¢,,. Potem S # 0, saj je npr. ¢y = 1. Po izreku 1 velja I'(u) =
[12cosué® — 0 (u — oo), ker 1/¢ ni Pisotovo stevilo. Torej velja po trditvi 2(a) tudi
cm = (=1)"T'(mm(1 —&)) — 0 (Jm| — o0). Zato lahko uporabimo osnovno trditev Ra-
jchmanove teorije, ki pravi, da S(f)-S — f(x)S — 0 enakomerno po x € R za f € C*.
Ker pa je S(f)-S =0, ¢e je supp f C (2mE¢)¢ (trditev 2(b)), sledi, da S — 0 za vsak
x ¢ 2rEe. Torej 2mE¢ ni mnozica enolicnosti.

Izrek 3 (Zygmund). Naj bo 0 < £ < 1/2 in 6 = 1/£ Pisotovo Stevilo stopnje n. Tedaj
pripada mnozica 2n B¢ razredu H (n),

Dokaz. Dokazimo najprej poseben primer n = 1, ko je § = 1/£ naravno Stevilo ve¢je od
2. Tedaj je dokaz lazji in iz njega lepSe vidimo idejo za dokaz sploSnega primera. Pokazati
moramo, da je mnoZica E = 2rE, v razredu H (1) = H, se pravi, poiskati odprt interval I
in tako neskon¢no zaporedje naravnih Stevil n,, da je n,E NI = () za vsak p.
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Naj bo x € E¢. Tedaj obstaja zaporedje (ex), kjer je € € {0,1} za vsak k =0,1,2, ...,
tako da lahko zapiSemo

_ k _ —k
x—(l—ﬁ)Zekf —TZEke .
k=0 k=0
Za vsak p € Nin N € N imamo
00 P p+N 00
P = (0-1)) et =(0-1)) et F+(0-1) Y e FH(0-1) D b
k=0 k=0 k=p+1 k=p+N+1
=(O-D> a0 -1 T+ (0—1)> e =51+ S5+ Ss.
k=0 j=1 >N

TujeS1=(0—-1) Y4 gertP " eNinSz=(0-1)>, yep07 <(0-1)2 52y 1077 =

6—N. Srednja vsota Sy = (6 —1) Z;V:1 €p+;077 paima 2V moznih vrednosti: 1, g, ..., Ton,

za vsak nabor (€p41, €pt2, ..., €p+N), € € {0,1}, eno. Vrednosti z; lezijo na intervalu [0, 1].
Definirajmo mnozico

Fy = {2z €0,1]; obstajaic {1,2,...,2V}, |z — ;| <67V}

Tedaj za vsak p € N in vsak N € N velja "1 E; C Fy po modulu 1 oziroma 0P E =
27T9p+1E§ C 2nFy po modulu 27. Ker je Fny konéna unija intervalov, sestavljena iz
kvecjemu 2V intervalov dolzine 20~%, je mera mnozice Fy najvec 2%V - 20~V = 2(2/0)",
mera mnozice 27 Fy pa najve¢ 47(2/6)" in konvergira pri pogoju N — oo proti 0. Za
dovolj velik N obstaja torej tak odprti interval I, da je 2rFy NI = (). Tedaj za vsak p € N
velja tudi APHTENT = . Ce v definiciji 4.1 izberemo np = 6P+ € N, vidimo, da mnozica
FE pripada razredu H.

Lotimo se zdaj splosnega primera, ko je n € N poljuben. Stevilo 1 — ¢ = (8 — 1)/6
je algebrai¢no, saj je v Q(f). Obstaja tak polinom P; z racionalnimi koeficienti, da je
(0 —1)/60 = Py(0). Za primerno naravno Stevilo K je potem K (6 — 1)/0 = P(0), kjer
je P polinom s celimi koeficienti. Ker cela Stevila algebrai¢na Stevila tvorijo kolobar, je
K (0 — 1)/0 celo algebrai¢no stevilo v Q(#). Izberimo §e poljuben polinom R s celimi
koeficienti, ki Stevila 6 nima za niclo, in postavimo v = R(6). Potem je v # 0 celo
algebrai¢no stevilo v Q(6).

Za vsak x € E¢ in vsak par naravnih stevil p, N € N imamo, podobno kot prej:

KOP~x = Kgyi ekep_k -
0
k=0
0-1 & o, -1 & o 6-1 »
= KT’YZ%GP +KT’YZEI)H9 J +KT’y Z €pti0 7 = S1+ S2 + Ss.
k=0 Jj=1 >N

Tu je (kot prej) [S3] = K%Y X ju n 407 < KOG Y50 n 077 = K|yl /0N

Naj bodo 61,602, ...0,,—1 konjugirana Stevila k 6 in v; = R(6;) za ¢ = 1,2,...,n — 1. Kot
vemo so to k v konjugirana stevila. Potem je (upostevaje 0y = 6, y9 = )

n—1 9: — 1 p ) n—1 0. — 1 p ) n—1 p )

N Y e VAR WAL e
i=1 : i=0 ’ i=0

Jj=0 J=0 Jj=0

simetri¢ni polinom s celimi koeficienti v spremenljivkah 6, 61, ..., 0,_1. Ker ga lahko izraz-
imo kot polinom s celimi koeficienti v elementarnih simetri¢nih funkcijah istih spremenljivk,
je njegova vrednost celo Stevilo.
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Naj bo M = maxj<ij<n—1|(0; —1)/6;|. Za vsak i =1,2,...,n — 1 dobimo oceno

Oi—1 N~ o S p—j il
IKH—iviZEj@ | < KMl Y17 < KM i
7=0 7=0
saj je |60;] < 1 zavsak i =1,2,...,n — 1. Zdaj bomo izbrali v in N v skladu z naslednjo
trditvijo:

Pomozna trditev. Stevili v = R(0) # 0, kjer je R polinom s celimi koeficienti, in
N € N lahko izberemo tako, da bo za vsak i =1,2,...,n — 1 veljalo
Kbl _ 1 bl 1

ON+1 — n2N/n+2’ KMl _ ‘91‘ — n2N/n+2'

Dokaz. Definirajmo kompleksno matriko A reda n, kjer vrstice nastopajo v konjugi-
ranih parih:

r K K K 2 K —1 7
FIES FIES] g FIES] 0 oNF1 o™
KM K 0 KM 92 KM anl
1—101] 1—]61] 71 1—61] "1 1—[01]"1
_ KM KM KM pn2 KM pn—1
A=1 T e 1702102 AL

KM KM 0 KM 02 KM n—1
L T=0n_1] 1—]0n_a1]°n=1 1506, 1]'n—1 - 1206, 1] n—1 |

Izracunajmo determinanto matrike A. Ker je 6; # 0; za i < j, dobimo veckratnik Vander-
mondove determinante, ki je razlicna od 0, namreé

10 6 .. ot

n—1 1 6 6 .. 0!

K T KM ) L,
detA:9N+1il_Ill_|9i| 1 6, 63 .. 6}

1 6,1 62, .. 0"

Torej je det A = C/6N # 0, kjer je C konstanta, neodvisna od N. Izberimo §; = § =
1/(n2N/"+2) za i =10,1,2,...,n — 1. Tedaj je
1
[detA] = [C1/0% < ——5mm = 0"

za dovolj velik N, ker je 6 > 2 oziroma 2/0 < 1. Po izreku Minkowskega za kompleksni
primer s konjugiranimi vrsticami (izrek I1.7.1) potem obstaja celostevilski od 0 razlicen
vektor ¢ = (co,c1,...;cn1) € Z" z lastnostjo, da je |(Ac);| < 0 zai =0,1,2,...,n —1
oziroma

1
2 —1
|—0N+1 (CO +Cl(9+029 + ... +Cn71‘9n )| S 2n2N/n+1’
1
2 -1
Ty (0 Tl ealid -t el < o

zai=1,2,...,n—1. Torej lahko izberemo v = co+c10+c20*+...+¢,_ 10" 1 = R(0) € Q(9)
iny =c+c10; + 6201-2 + ...+ Cn_ltgln_l = R(@Z) € Q(@) zai1=1,2,...m — 1.

Upostevajmo pravkar dokazano pomozno trditev in oceno, ki smo jo izpeljali pred tem,
pa dobimo

g1 = il 1 1, 1
2: i ‘E:,p*j § d 1) = (1= )=
| ; 1K 0; i oejei < , 1KM1— 6] <(n 1)HQN/"Jr2 = n)QN/"JFQ.
1= Jj= 1=
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Potem je za S§ = S5 — Z?:_ll K%-1,, ?:0 ejﬁffj tudi

0;
K|~| 1 1 1
/
53] < ON+1 +(1 - E)QN/nJrz = 9N/n+2°

Torej imamo K@Pyx = Sy + Sy + Sz = S} + So + S4. Tu je S| € Z in |S}| < 1/2N/n+2)
vsota Sy pa lahko zavzame le konéno mnogo razliénih vrednosti z1, 22, ..., zon (pri razliénih
izbirah €,; € {0,1}). Torej je stevilo K0Pz po modulu 1 oddaljeno od konéne mnozice
{1,229, ..., xon } kvecjemu za 1/2N/7+2,

Oglejmo si cel vektor takih tock (K0P lyz, KOPT2yx, ..., KOPT"yz), Kjer je x € E¢. Za
vsako komponento izracunajmo ustrezno vsoto Sz; v njej nastopajo (€p42,...,€prN41) za
prvo, (€p43,...,€p+N+2) za drugo, ..., (€pynti,..., €prN4n) za zadnjo komponento. Vseh
razliénih indeksov za cel vektor je torej N +n — 1, vsak ¢; zavzame vrednost 0 ali 1,
cel vektor zato zavzame 2V+"~1 yrednosti v [0,1]” po modulu 1. Oznacimo te vrednosti
21,29, e, ZoN4n—1. Vsaka tocka z = (KOP vz, K0P 2yz, ..., KOPTyx) je torej po modulu
1 neki tocki 2 blize kot 1/2N/"+2 se pravi, ||z — z;|| = maxi<i<p |2(i) — 2 (3)| < 1/2N/7+2,

Naj bo Fy mnozica tistih tock y € [0,1]", pri katerih obstaja k € {1,2,3,...,2N+n=1}
da velja ||y — 2| < 1/2N/"+2. Ker je n-razsezna prostornina mnozice Fy enaka najvec
oN+n=1(9 /9N/nt+2yn — 1 /9 mnozice 2 Fy pa najvec (27)"/2 in je E C 2w Fy, obstaja tak
odprt kvader I = I} x Iy x ... x I, # 0, da je ((K~0PTY, Kn0P+2 . K0Pt )ENT = () za
vsak p=1,2,....

Nasploh K@P*i~, j = 1,2,,,,n niso cela stevila. Velja pa {Ky0P*7} — 0 (p — o0),
ker je 6 Pisotovo stevilo in je K+ celo algebrai¢no stevilo v Q(6). Zato lahko izberemo
dovolj velik indeks pg in kvader I’ = I] x I}, x ... x I, C I, I' # (), tako da velja za p > po
tudi mP E NI’ = 0, kjer je m,,; najblizje celo stevilo k stevilu K0P/ za vsak j, torej
Mmpy; = K0Pt £ {Ky0P7 ) in mP) = (my 1, mpy2, 0 Mpin)-

Preostane Se pokazati, da lahko izberemo p > po tako velik, da m® ne lezi v nobeni
izmed konéno mnogo vnaprej izbranih hiperravnin, npr. v prvih [ hiperravninah (glede na
neko ureditev), danih z enac¢bami m - o) =g, 0£ W) e ZVinq, € Zza k =1,2,...,1.
To vidimo takole. Ce je 0 # v € Z", je

n n n n
m® .y = ZK’WJ-HPH - Z(:E{Kfyﬁpﬂ})vj = K0P ! Zvﬂj*l - Z(:t{K’pr”})vj.
Jj=1 Jj=1 j=1 j=1
Tu je Z?:l ijj 1 £ 0, ker je stopnja Pisotovega Stevila enaka n. Zato velja konvergenca
|[KygP 370 0077 — oo (p — o0). Po drugi strani pa velja | Y5, (£{ K67/ })v;| —
0 (p — 00), ker je 6 Pisotovo stevilo (trditev 5.1). To pomeni, da velja tudi [m® - v| —
oo (p — o0). Torej vsi vektorji m®, p > py ne morejo lezati na konéno mnogo hiperrav-
ninah, ker bi bile tedaj vrednosti skalarnih produktov m® . v®) za k=12, ..,1 omejene.

Izreka 2 in 3 dasta osnovni izrek tega poglavja, ki karakterizira mnozice enoli¢nosti med
simetriénimi perfektnimi mnozicami na [0, 27] s konstantnim delilnim razmerjem.

Izrek 4 (Salem-Zygmund). Naj bo 0 < { < 1/2. MnoZica 2rE¢ je moZica enolicnosti
natanko takrat, ko je 8 = 1/& Pisotovo Stevilo.

Opombe. 1. Tako je npr. mnozica 27 E;/3 mnozica enolicnosti, mnozica 2rE3/19 pa
ne, ¢eprav ima manjse delilno razmerje in je v tem pogledu drobnejsa od prejsnje (seveda
pa ni njena podmnozica). Ker se da pokazati, da razteg tudi ohranja lastnost enoli¢nosti
(glej [2], str. 801), je mnozica enolicnosti tudi klasiéna Cantorjeva mnozica E /3.
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2. Salem - Zygmundov izrek karakterizira mnozice enoli¢nosti med vsemi simetri¢nimi
perfektnimi mnozicami s konstantnim delilnim razmerjem §. Za sorodne mnozice 2mE,),
0 <& < 1/2zai=0,1,2,.., ki smo jih tudi obravnavali v razdelku 1.3, karakteri-
zacija enoli¢nosti ni znana in le v posebnih primerih lahko o tem kaj povemo. Ce je
>, (1 —2&) < oo, ima seveda taka mnozica pozitivho mero in je zato po trditvi 2.1
mnozica vec¢licnosti. V nasprotnem primeru pa je npr. zadosten pogoj za enoli¢nost
naslednji: > ;&2 < oo (glej [16], str. 103). Ta pogoj ni ne aritmetiéni ne algebrajski,
ampak analitiéni. Se zelo dale¢ pa je do karakterizacije enoli¢nosti za splosne perfektne
mnozice.
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DODATEK

A. Bairov izrek in posledice

Naj bo A podmnoZica metriénega prostora X, A njeno zaprtje in A° notranjost tega
zaprtja. Spomnimo se, da je podmnozica A gosta v X, ¢e je A = X (oziroma A = X).
Lahko bi tudi rekli, da je podmnozica A povsod gosta.

Sorodna pojma sta nekje gosta mnozica (ko je A° # () in njegovo nasprotje nikjer gosta
mnozica (ko je A° = ). Ocitno zaprtje nikjer goste mnozice ni nikjer gosto. Isto velja za

podmnozico nlkjer goste mnozice. Zaradi A° = A° je za nikjer gosto mnozico A komple-
ment zaprtja A° povsod gosta mnozica in obratno.

Izrek A1l (Baire). Naj bo X poln metri¢ni prostor.
(a) Ce so Gp, n=1,2,... odprte goste podmnozice v X, je podmnozica N2, G, gosta v X.
(b) Prostor X ni Stevna unija nikjer gostih mnoZic.

Dokaz. (a) Najprej pokazimo, da N> ,G, # 0. Ker je G; odprta mnozica, obstaja v njej
zaprta krogla B;. Lahko privzamemo, da je njen polmer 71 < 1. Ker je tudi GoNBY odprta
mnozica, obstaja v njej zaprta krogla By s polmerom 1o < 1/2 itd. Zaporedje vlozenih
zaprtih krogel By D Bs D ... je tako, da za njihove polmere velja r, — 0 (n — 00). Potem
N, By, # 0 in seveda N2, B,, C By, C Gy, za vsak k; torej N2, Gy, # 0.

Naj bo zdaj B poljubna zaprta krogla v X in zato tudi sama poln metri¢ni prostor. Za
vsak n je BN G, relativno odprta gosta podmnozica v B. Po prvem delu dokaza je potem

> (BNGy) #, torej] BN (NS2,Gy,) # 0. Ker je to res za vsako zaprto kroglo B C X, je
Npe Gy gosta podmnozica v X

(b) Iz X = U2, A, A° # 0, bi sledilo tudi X = U, A4, oziroma N, A, = . To pa

po tocki (a) ni mogoce, ker so vse mnozice Z; povsod goste in odprte.

Posledica. Ce je X poln metri¢ni prostor in X = U2 1 Ay, je vsaj ena od mnozic A4,
nekje gosta, torej A,,° # 0.

Opomba. Enostavno vidimo, da je vsaka zaprta podmnozica polnega metri¢nega pros-
tora polna v relativni topologiji. Zanimivo pa je, da lahko tudi vsako odprto podmnozico
G v polnem metri¢nem prostoru (X, p) napravimo za poln metri¢ni prostor v ekvivalentni
metriki. Naj bo dist(z, GY) = inf{p(z,y);y € G} razdalja tocke x € G do komplementa
C ; 1 - .

G% in f(x) = Jiste.go) 22 ¢ € G. Potem je s predpisom

podana na mnozici G ekvivalentna metrika (tj. doloca isto topologijo), v kateri postane G
poln metri¢ni prostor.

Se ve¢, isto lahko storimo na vsaki G5 mnozici G = N2, Gr , kjer so Gy odprte
podmnozice v polnem metricnem prostoru (X, p) (lahko vzamemo, da padajo). V tem
primeru definiramo za vsak k na Gy tako kot prej novo metriko dj in piSemo

_k di(z,y)
27— G.
Z 1+dg(x,y)’ Y €
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Tudi ta metrika je ekvivalentna izhodni metriki p in lahko se prepricamo, da je v njej
mnozica GG poln metri¢ni prostor.

Pomemben primer metri¢nega prostora je normiran vektorski prostor X (¢e je poln,
ga imenujemo Banachov prostor). Zaprto kroglo s sredis¢em v tocki zp in polmerom rg
obi¢ajno oznaéimo z B(zg, 7). Ce bo sredisée v 0, bomo pisali krajse B,,. Prostor vseh
omejenih linearnih operatorjev iz normiranega prostora X v normiran prostor Y oznacimo
z B(X,Y). Vsak tak operator je zvezna preslikava.

Naslednji dve trditvi potrebujemo pri dokazu izreka o odprti preslikavi. Dokaz prve
uporablja Bairov izrek oziroma njegovo posledico.

Trditev Al. Naj bo X normiran, Y Banachov prostor in T : X —'Y linearen surjek-
tiven operator. Potem obstaja tak ry > 0, da je By C T'B,,.

Dokaz. Ker je T' surjektiven linearen operator, je Y = Uy, T'B,,. Ker je Y poln pros-
tor, obstaja po posledici Baireovega izreka tak indeks m, da je ﬁ:l # (). Torej obstajata
Yo €Y, ro > 0, tako da je B(yo,70) C TBy,. Pokazimo, da je tudi B,, C TBy,. Ce je
llyll < 7o, je yo+y,y0 —y € B(yo,70) C T By, in zaradi simetri¢nosti tudi y — yg € T By,.
Odtod zaradi konveksnosti mnozice TB,, sledi y = 3(yo + y) + 3(yo — y) € TB,. Ker je
torej By, C TB,, je B1 C ﬁm/ro in lahko vzamemo 1 = m/ry.

Trditev A2. Naj bo X Banachov, Y normiran prostor in T' € B(X,Y). Ce obstaja
tak r1 > 0, da velja By C T B,,, obstaja tudi tak r > 0, da je By C T'B,.

Dokaz. Naj bo |ly]]| < 1. Ker je y € By, obstaja y; € TB,,, da je ||y — w1 < 1/2.
Potem je 2(y — y1) € B in obstaja yo € TB,,, da je [|2(y — y1) — yo| < 1/2, torej
ly — (y1 +v2/2)|| < 1/22 itd. Ce smo ze nasli yi,ya, ..., yn z lastnostjo

n
ly = we/2" 1 <1727,
k=1

je spet neka tocka y,11 € T'B,,, tako da je

n
12"y = > yk/25) = il < 1/2
k=1

oziroma
n+1

ly = /281 < 1720
k=1
Zaradi te zveze, ki velja za vsak n, je y = > ro yr/2F" L. Toda za vsak k je yp = Ty,
x, € By, zato je

o0 [e.e]
Y= ZTxk/Qkfl = T(Z /2871,
k=1 k=1

Vrsta > 50, 21/25 ! pav X konvergira, saj je > oo [logl /2871 <7 S0, 1/28 =2 =
r. Torej je x = Y 32y x3/28 " € By iny = Tx.

Preslikava topoloskega prostora X v topoloski prostor Y je odprta, ¢e preslika odprte
mnozice iz X v odprte mnozice iz Y. Denimo, da sta X in Y Banachova prostora in
T : X — Y linearna zvezna surjekcija. Iz trditev Al in A2 sledi, da obstaja tak r > 0, da
je B1 C TB,. Potem velja tudi By, CT'B; in za vsak rg > 0 tudi B C TBy,.

ro/r
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Izrek A2 (o odprti preslikavi). Ce sta X,Y Banachova prostora in T € B(X,Y)
surjektiven operator, je T odprta preslikava.

Dokaz. Naj bo G odprta mnozica v X, tako da obstaja zaprta krogla B(xg,r9) C G.
Torej velja TB(xo,79) C TG oziroma TB,, = TB(xg,79) — 90 C TG — xy. Po prejsnji
opombi obstaja tak r > 0, da je B, , C TB,, C TG — xg oziroma B(zq,r0/r) =
B,/ + 1o CTG. Torej je TG odprta mnozica v Y.

Posledica. Ce je T: X — Y zvezna linearna bijekcija med Banachovima prostoroma,
je zvezna tudi inverzna preslikava T~'; torej je T izomorfizem Banachovih prostorov.

Dokaz. Po izreku o odprti preslikavi je T odprta, zato obstaja tak r > 0, da je
By C TB,. Torej je T"'By C B, oziroma | T~ 'z|| < r za vsak z z normo 1. Se pravi, da
je [T~ < rin zato T~ € B(Y, X).

Odtod npr. sledi, da sta dve normi, v katerih je X Banachov prostor, med seboj ekviva-
lentni (tj. obstajata konstanti m, M > 0, da za vska z € X velja m||z|; < |z| < M||z|1),
¢e je za neko konstanto M > 0 in vsak z res ||z| < M||z|;.

Bairov izrek potrebujemo tudi za dokaz principa enakomerne omejenosti.

Izrek A3 (Princip enakomerne omejenosti). Naj bo X Banachov, Y normiran
prostor in A C B(X,Y') poljubna mnozica (druZina) omejenih linearnih operatorjev z last-
nostjo suppe 4 || Tx|| < co. Potem welja tudi suppc 4 || T < oo.

Dokaz. Za vsako naravno stevilo n naj bo X,, = {z € X; || Tz| < n za vsakT € A}.
Mnozice X, so zaprte in zanje velja X = U2 ; X,,. Ker je X poln metri¢ni prostor, obstaja
tak m, da je X5, # 0. Torej obstaja zaprta krogla B(xg,79) C X, se pravi da za vsak y,
llyl| < 7o, velja y + zo € B(xg,709) C Xy, in zato tudi

ITyll = 1T (y + 20) = Txoll < [ T(y + o) + [[Tzol| < 2m

za vsak T' € A. Izberimo ||z|| < 1. Tedaj je y = roz vektor z normo manjso ali enako 1
in velja | Tx| = ||Ty||/ro < 2m/rg za vsak = € By. Torej za vsak T' € A velja ||T|| < 2m/ro.

Trditev A3. Naj bosta X,Y Banachova prostora, Xog C X gosta podmnozica in (T),)
tako zaporedje omejenih linearnih operatorjev iz X v'Y, da T,x konvergira v X za vsak
x € Xg, kon — oo. Potem konvergira Thx v X za vsak x € X natanko takrat, ko obstaja
taka konstanta M > 0, da je | T,|| < M za vsak n.

Dokaz. Ce T,z konvergira za vsak € X, je omejeno v Y za vsak x € X. Torej za vsak
x obstaja konstanta M, > 0, tako da je ||T,x|| < M, za vsak n. Po principu enakomerne
omejenosti potem obstaja taka konstanta M > 0, da je ||T,,|| < M za vsak n. Obratno,
naj bo to res. Ker za vsak z € X in vsak ¢ > 0 obstaja ¢ € Xo, da velja ||z — z¢| < €,
dobimo za vsak m,n € N in vsak x € X

Tz — Thz|| < || Tmx — Tinaol| + | Tmzo — Tnxol| + [|Thzo — Trnz|| <
2M ||z — mo| + [[Tinzo — Tnwol| < 2Me + [|Tinzo — Thol|-
Ker zadnji ¢len konvergira proti 0, ko m,n — oo in je € poljuben, sledi odtod pri poljubnem

x € X Cauchyjeva lastnost zaporedja (T},z), kar pomeni, da to zaporedje konvergira v Y.

Za konec razdelka si oglejmo Se definicijo integrala zvezne funkcije, definirane na konénem
intervalu [a, b] in z vrednostmi v danem Banachovem prostoru X.
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Trditev A4. Naj bo X Banachov prostor in f : [a,b] — X poljubna zvezna funkcija.
Za vsako delitev D = {a = tg,t1,...,t, = b} naj bo kot obicajno |D| = maxi<p<y |tk —tr—1]-
Potem obstaja limita

lim thk th — th—1)-

‘D‘HO

To limito imenujemo Riemannov integral funkcije f z vrednostmi v Banachovem pros-
toru na intervalu [a, b] in zapiSemo na obic¢ajen naéin z f; f(t)dt. Ce obstaja, je ta integral,
se pravi limita zgornjih (integralskih) vsot, element Banachovega prostora X. Konvergenca
je v smislu norme prostora X, |D| — 0 pa pomeni, da delitev gostimo z dodajanjem novih
delilnih tock, tako da velja tudi n — oc.

Dokaz trditve. Pokazimo, da se pri poljubnih dveh dovolj drobnih delitvah D in D’
ustrezni integralski vsoti razlikujeta med seboj poljubno malo. Lahko predpostavimo, da
je npr. delitev D' nadaljevanje delitve D (sicer obe primerjamo s skupnim nadaljevanjem).
Naj bo € > 0 poljuben, § > 0 tako majhen, da je [|f(t) — f(t)|| <€, Ceje |t —t| < in
|D| < 6. Za vsak delni interval [t;_1,1;] iz delitve D naj bodo ty_1 = ti 0, i1, .-tk jp = tk
delilne tocke iz D', ki pripadajo omenjenemu intervalu. Potem je

Y )t = te1) = D> Flte) (g — teg-1)ll =
k=1

k=1j=1

| ZZ S () e — 1)l < ZZ 1f ) = f (il (b j — trj—1) < €(b—a).

k=1 j=1 k=1 j=1
Ker je bil e poljuben, to pomeni, da tvorijo integralske vsote Cauchyjevo (posploseno)
zaporedje, ki v Banachovem prostoru konvergira.

Iz trikotniske neenakosti za vsote sledi limitna neenakost za integrale:

b b
II/ oral S/ 1 (@)lde. (A1)

Naj bo 8e T': X — X omejen linearen operator na Banachovem prostoru X. Potem

velja , ,
T/ f(t)dt:/ TF(t)dt

kar sledi iz zveznosti in linearnosti operatorja T. V posebnem primeru velja to za vsak
omejen linearen funkcional ¢ na X, torej

b b
o / f(t)dt) = / o(f (1))t
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B. Linearne sumacijske metode

Eden od nacinov, kako spremeniti eno neskonéno zaporedje v drugo, je linearna metoda,
dolocena z neskonéno kompleksno (ali realno) matriko S = (s;;). Ce sta (zy) k>0 10 (¥i)i>0
zaporedji (neskonéna stolpca), je transformacija S : (zp) — (y;) podana z matriénim
mnozenjem y; = y_p- SikZr, ¢ = 0,1,2,... Matrika S = (s;;,) mora biti seveda taka, da je
za vsak ¢ vrsta konvergentna.

Definicija. Linearna metoda (matrika) S je regularna, ¢e iz xp — x (kK — oo) sledi
(Sx); — z (i — o0).

Naslednji izrek podaja potreben in zadosten pogoj za regularnost linearne metode.

Izrek B1 (Toplitz). Linearna sumacijska metoda, dana z neskonéno matriko S =
(sik), je reqularna natanko takrat, ko so izpolnjeni naslednji pogoji:
(i) lim; 00 s;x = 0 za vsak £k =0,1,2,....
(ii) Obstaja C >0, da velja y 72 o |sik] < C < o0 za vsak i=0,1,2,....

Dokaz. Naj bodo vsi trije pogoji (i), (ii) in (iii) izpolnjeni in naj velja x — = (k — 00).

Torej za vsak € > 0 obstaja N, da iz k > N sledi |z — x| < e. Zaradi konvergence obstaja
tudi konstanta M > 0, da je |z — x| < M za vsak k. Pisimo

o0 o0 o0
Yi = E SikTp = T § Sik + § sig(xp — ).
k=0 k=0 k=0

Tedaj je
o0 N o0
i — 2| <[l Y s =1+ D lsinllor —al+ D Jsiller — 2| <
k=0 k=0 k=N+1

00 N
<zl s — 1+ M sl + Ce
k=0 k=0
oziroma limsup;_, . |yi — x| < Ce. To velja za vsak € > 0, torej je lim; .o |y; — x| = 0, se
pravi, da velja y; — x (i — 00).

Naj bo zdaj metoda S regularna. Ce je (z3) = (0,0,...,0,1,0,...), kjer je enka na m-
tem mestu, je y; = Sim za vsak i, se pravi (y;) ravno m-ti stolpec matrike S. Ker ¢leni
zaporedja (xy) konvergirajo k 0 in je metoda regularna, velja tudi s;, = y; — 0 (i — c0),
torej tocka (i). Ce izberemo zaporedje samih enk, e = (1,1,1,...), dobimo zaradi regu-
larnosti 2 sik — 1 (i — 00), torej tocko (iii). Nazadnje lahko ugotovimo, da je s pred-
pisom fl-(n) () = > p_o SikTr, © = (x1), dano zaporedje omejenih linearnih funkcionalov
na prostoru cg vseh kompleksnih zaporedij, ki konvergirajo proti 0. Znano je, da je du-
alni prostor k ¢y ravno prostor I! vseh absolutno sumabilnih kompleksnih zaporedij in
da je torej norma funkcionalov fi(n) dana z Hfi(n)H = > p_olsik]. Ker za vsak = € ¢
obstaja lim;_, o lim, o fi(n)(x), obstaja za vsak x € ¢y konstanta M, > 0, tako da je
| fl-(n) ()] < M, za vsak n,i. Po principu enakomerne omejenosti (izrek A3) potem obstaja

taka konstanta M > 0, da je tudi Hfl-(n)H < M oziroma Y p_q|sik| < M za vsak n,i. To
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pomeni, da za vsak ¢ velja >~ |sik| < M oziroma tocka (ii).

Opombe. 1. Ce je z = 0, tocke (iii) ne potrebujemo, kar se vidi iz dokaza zadostnosti
v zgornjem izreku.

2. Ce je sy, > 0 za vsak i, k, tocka (i) sledi iz tocke (iii), saj so vsote > oo |sik| =
> reo Sik omejene, ker konvergirajo k 1 pri pogoju i — oo.

3. Ce so x; = x1(t) omejene funkcije na nekem intervalu [a,b], lahko v dokazu za-
dostnosti Toplitzovih pogojev namesto absolutne vrednosti vzamemo supremum normo
|Z|loc = Supg<i<p |z(t)] in iz enakomerne konvergence zaporedja funkcij (zy), torej iz
|z — z|le — 0 (k — o0), tako kot prej izpeljemo ||y; — /|loc — 0 (k — 00), torej
enakomerno konvergenco zaporedja (y;).

4. Iz tocke (ii) Toplitzovega izreka takoj sledi, da vsaka regularna linearna sumacijska
metoda preslika omejena zaporedja v omejena.

Zgledi. 1. Metoda podzaporedja. Naj bo (n;);>0 poljubno podzaporedje naravnih stevil.
Izberemo S = (s;i), kjer je six = 0 za k # n; in s, = 1 (v vsaki vrstici je le en od 0
razlicen element, enak 1). Potem za vsako zaporedje x = (x1) velja (Sx); = xp, za vsak i.
Toeplitzovi pogoji so izpolnjeni in metoda je regularna.

2. Cesdrova sumacijska metoda. Zdaj izberemo matriko

1 0 0 0
S:1/21/208

1/3 1/3 1/3

in dobimo (Sx), = W Spet hitro vidimo, da so T6plitzovi pogoji izpolnjeni
in metoda je regularna.

Jasno je, da lahko vsako regularno sumacijsko metodo uporabimo tudi za seStevanje
Stevilskih (in funkcijskih) vrst. Zaradi pomembnosti nekaj ve¢ prostora namenimo obrav-
navi Cesarove sumabilnosti vrst. Ponovimo:

Definicija. Stevilska vrsta Y 5 ¢ z delnimi vsotami S, = 3"j_, ¢k je Cesdrovo suma-
bilna k vrednosti s, ¢e aritmeti¢ne sredine (tj. Cesérove delne vsote) oy = ﬁ ZnNzo Sn
konvergirajo k s.

Lahko se prepricamo, da je o, = > ;' ((1 — niﬂ)ck za vsak n € N oziroma S,, — o, =
n+r1 Y k—o kci. 1z izreka B1 sledi, da je Cesdrova metoda regularna. Lahko pa to dokazemo
neposredno brez sklicavanja na Toplitzov izrek.

Trditev B1. Cesdrova metoda je reqularna.

Dokaz. Pokazati moramo, daiz S,, — s sledi 0,, — s (n — 00). Ker je metoda linearna,
zadosca pokazati, da iz S,, — 0 sledi 7,, — 0. Ker delne vsote S,, konvergirajo, so omejene,
zato obstaja konstanta M > 0, da je |S,| < M za vsak n. Poleg tega za vsak € > 0 obstaja
k € N, da za n > k velja |S,| < €. Izberimo N > k. Tedaj je

k N

1 1 k+1 N —k
< |— S. —_— S| < —M .
|UN|_N+1T;O n|+|N+1n;+1 n|_N+1 +N+16

To velja za vsak N > k. Posljimo N — oo, pa je limsupy_, |on| < €. Kerjee > 0
poljuben in |on| > 0, sledi limy_,o o = 0.
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Obratno nasploh ne velja, kot pokaze zgled nekonvergentne vrste Zzozo(—l)k . Tu je

Sp =1, ¢e je n sodo stevilo, in 0, ¢e je n liho stevilo. Po drugi strani pa oy — 1/2, saj je
1 % g _ N+l 1 1 2§1 g _ N+l _1
g = = —_ — g = — = = —.
NTON+1 &M TN+ 2 YT T oN 2 & TN T ON 42 2

n=0 n=

Vcasih iz oy — s sledi S, — s pri nekaterih dodatnih pogojih glede prvotne vrste
oziroma glede njenih koeficientov. Takim dodatnim pogojem pravimo Tauberjevi pogoji,
ustreznim trditvam pa Tauberjevi pogoji (po avstrijskem matematiku Tauberju). Oglejmo
si nekaj preprostih Tauberjevih pogojev.

Zgledi. Naj bo (cx)r>0 poljubno zaporedje kompleksnih stevil in S, = ") ¢ za vsak
n > 0. Naslednji pogoji so Tauberjevi.

1. Pogoj ¢, > 0 za vsak k. Tedaj so vse delne vsote S,, pozitivne in narasc¢ajo. Velja

2N 2N
1 1 N+1 1
- S > S > Sn > ~Sn.
T2N 2N+1;) ”—2N+1n§:V "EON 110N =N

Ce zaporedje ooy konvergira, je omejeno, npr. ooy < M za vsak N, zato velja tudi
Sy < 2M za vsak N in zaporedje Sy konvergira.

2. Pogoj %HZZ:O ke, — 0 (n — o). Ker je S, — o, = %HZZ:O kcy, velja
Sp —on — 0 (n — 00). Zaporedji S, in o, isto¢asno konvergirata ali divergirata.

3. Pogoj ¢, = 0o(1/k) (k — o0). V tem primeru velja ke — 0 (k — 00). Ker je metoda
aritmeti¢nih sredin regularna (trditev 1), velja tudi n+r1 > ko ke — 0 (n — o0). Torej po
tocki 2 zaporedje S, konvergira natanko takrat, ko konvergira zaporedje o,,.

4. Pogoj ¢, = O(1/k) (k — oo) (Hardy). To pomeni k|ci| < M za vsak n in za primerno
konstanto M > 0. Izberimo N,k = 1,2, ... in definirajmo
N+k—1
1 N N
ONk = E Z]:V Sj = (1 + ?)UNH:A - ?UN—l-
=

Posljimo N,k — oo tako, da ostane N/k omejeno. Ce tedaj oy — s, potem odtod sledi
tudi oy — 5. IzraCunajmo

| Nkt | Nkt 1 Ntk N+k N
ONK—SN = 7 > S-Sy = - > (8;—Sn) = - > (N+k—j)ej = > (1- e
j=N j=N+1 Jj=N+1 J=N+1

Torej je

N+k N+k

1 Mk
’UN,k_SN‘S'Z ‘CjISM'Z ;§N+1'
j=N+1 j=N+1

Izberimo tak k = ky, da je izpolnjena neenakost ky < Ne/M < kx + 1 za vsak N. Tedaj
je long — Sn| < Ne/(N +1) < e. Poleg tega iz N — oo sledi ky — oo, pri Cemer je
N/kn < M(kn +1)/(ekn) < 2M /e omejeno zaporedje. Torej iz oy — s (N — o00) sledi
ON,ky — 8. Dobimo

1SN = s| < [SN —ony |+ lonky — 8] <lonpy — 5| +e€

oziroma limsupy_,o, |SN — s| < Iimsupy_,o [Ny — S| + € = € za vsak € > 0, se pravi
SN — s (N — 00).



118

Opombe. 1. V tocki 4 bi dobili isto oceno |on — Sny| < ME/(N + 1), ¢e bi namesto
Jlejl < M za vsak j imeli pogoj Tn i = %Z;yj]\]fﬂﬂcﬂ < M za vsak N in k.

2. Ce bi bili koeficienti zvezne funkcije, se pravi, ¢e bi obravnavali funkcijske vrste
na danem intervalu, in bi Tauberjevi pogoji veljali enakomerno na tem intervalu, bi iz
enakomerne Cesarove konvergence dobili enakomerno konvergenco. Vcasih bi tako lahko
sklepali tudi na konvergenco v dolo¢eni normi itd.

Za teorijo Fourierovih oziroma splosnih trigonometri¢nih vrst so pomembne tudi druge
sumacijske metode. Definirajmo Se eno tako metodo.

Definicija (Riemannova sumacijska metoda). Vrsta ) 7 c, naj ima omejene
koeficiente. Za vsak dovolj majhen h > 0 definirajmo

> sinkh\? sin0
S(h) = =0.
(h) ZC’“( kh ) © 0

k=0

Recemo, da vrsta Riemannovo konvergira k vrednosti s, ¢e velja limy_,o S(h) = s.

Opombe. 1. Zgornja funkcija S(h) obstaja, ker je

2

Z| smkh |<s | |1i1 T sup |cx| <
c up |cx|—= — = ——=suplc 0.

2. Ce so koeficienti vrste omejene funkcije na intervalu [a, b] in velja SUpP, <, <p |k (2)] <
M za neko konstanto M, vrsta pri vsakem h > 0 enakomerno konvergira in doloca zvezno
funkcijo S(h) = S(h,z) na [a, b].

Trditev B2. Riemannova metoda je reqularna.

Dokaz. Predpostavimo, da vrsta » p-cg, se pravi tudi zaporedje delnih vsot S, =
Zf:o cj, k =0,1,2,..., konvergira proti vrednosti s. Z Abelovo sumacijsko formulo (glej
dodatek C) lahko zapisemo

- sinkh\? sin kh \ 2 sin(k + 1)h 2 sinnh
ZC’“( kh > _kzos’“[( kh ) _( (k+1)h > T

k=0

Zadnji ¢len konvergira pri pogoju n — oo proti 0, ker so delne vsote S, zaradi konvergence
omejene. Torej imamo v limiti
sin kh '\ 2 sin(k + 1)h\?
kh (k+1)h ’

in o 2 . sinx xcosx —sinx
(222)% Ker je njen odvod u/(z) = 2 : 5

[e.9]

00 . 2
> (Si) -~
=0

k=0

Definirajmo funkcijo u(x) =
x x
v tocki 0 zvezen, sicer pa velja ocena

s1n2x sinz  sinx 3
< 2 < —
|/ (2)] I I+2—l—=1=< =

je v’ € LY(RT). Torej za funkcijo u velja

> Ju((k + 1)h) —uk:h|<2/
k=0

pri ¢emer je celo Y 7 [u(kh) — u((k + 1)h)] =1 za vsak h.

k+1 ')
2)ldz = / ! (&))de = [ | gty < 00,
0
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Tako lahko S(h) izrazimo s funkcijo u v obliki S(h) = "7 Sk[u(kh) — u((k + 1)h)].
Za s = limy_, 4 Sk torej imamo
S(h) = s =Y (Sk — s)[u(kh) — u((k + 1)h)].
k=0
Izberimo poljubno zaporedje h; > 0 z lastnostjo h; — 0 (i — oo) in pi§imo s;; =
u(kh;)—u((k+1)h;). Potem je S(h;) = > sikSk in sumacijska metoda (Sy) — (S(h;)) je
linearna. Pokazimo, da matrika (s;;) zados¢a vsem pogojem Toplitzovega izreka. Tocka (i)

i da s — sin kh; 2_ sin(k+1)h; 2 0 (i Kkar i Tocko (i ..
pomeni, da s;; = ( % s — 0 (i — 00), kar je res. Tocko (ii) smo v resnici

ze spoznali, ko smo ocenili 777 [six] = D 32 [u((k + 1)hs) — u(kh;)| < [[W/[|prwey < 00,
tocka (iii) pa je tudi izpolnjena, saj je > po o Sik = Y peolt(khi) — u((k + 1)h;)] = 1. Po
Toplitzovem izreku velja S(h;) — s (i — o0o0) za vsako zaporedje h; > 0, h; — 0 (i — 00).
Potem pa velja tudi S(h) — s (h — 0) in Riemannova metoda je regularna.

Opomba. Tako kot vsaka regularna linearna metoda tudi Riemannova metoda prevede
omejena zaporedja v omejena zaporedja. Ce so torej delne vsote Sj prvotne vrste omejene,
je omejena tudi funkcija S(h). To se vidi tudi direktno iz zapisa

S(h) = Sklu(kh) — u((k + 1)h)].
k=0
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C. Monotona in konveksna zaporedja

Imejmo dve zaporedji kompleksnih stevil (ag), (bg), pri Cemer naj tece indeks k od 0
naprej. Ce uvedemo oznaki Aay = ap — app1 za k = 0,1,2,... in By, = Z?:o b;, lahko
(pri poljubnem n > 1 oziroma pri poljubnem paru m,n, 0 < m < n) napiSemo naslednje
Abelove formule za delno sumacijo:

n n—1
(a) Z apby = Z ANap B + ap, By,
k=0 k=0
n n—1
(b) > apbe =Y AapBi+ anBp — amBnm,
k=m+1 k=m
n n—1
(c) Z apbyr = Z Aay By, + an By, — G Br—1,
k=m k=m

Dokaz teh formul je preprost, npr. za (a): > ;_gaxby = > p_gar(Br — By—1) =

—1 —1
ZZ:O ap By, — ZZ:l apBr_1 = ZZ:O apBy, — ZZ:O ak+1Bk = ZZ:O ANap By, + a, B, (Vza—
memo b_; = 0 in zato B_; = 0). Druga formula sledi z odstevanjem prve pri vrednostih
n in m, zadnja je le varianta druge. Abelove formule za parcialno sumacijo so analogija
znanim formulam za integracijo po delih.

V naslednjih trditvah obdrzimo oznake, ki smo jih vpeljali na zacetku za dani dve za-
poredji (ax) in (bg), B pa naj bo dana konstanta.

Trditev C1. Ce je ar > 0, Aagp > 0 in |By| < B za vsak k = 0,1,2,..., velja za
0 <m <n ocena

n
‘ Z akbk\ < QamB.
k=m

Dokaz. Po formuli (c) je | Y 7_, apbr] < 2021 Aag|Bi| 4 an|Bn| + am|Bm-1| <
B (XRoh, Sak + an + ) = 2B,

Definicija C1. Realno zaporedje (ay) je padajoce, ¢e je Aay > 0 za vsak k =0,1,2, ...,
in nara$cajoce, ¢e je Nap < 0 za vsak k=0,1,2,....

Dejstvo, da je zaporedje (ax) padajoCe in konvergira k 0, bomo pogosto oznacili kar z
ar \, 0 (k — 00).

Trditev C2. Ce je a;, \, 0 in |By| < B za vsak k, vrsta > re o akby konvergira.

Dokaz. Po trditvi C1 je | Y )_,, arbk| < 2a,, B. Ker desna stran po predpostavki kon-
vergira k 0, je to Cauchyjev kriterij za konvergenco vrste.
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Posledica. Pri pogojih ap \, 0 in |Bg| < B za vsak k = 0,1,2, ... velja za vsak m > 0
ocena

o0
‘ Z akbk\ < QamB.
k=m
Opomba. Ce so ¢leni b, = bp(z) funkcije, definirane na pomnozici E C R, in je kon-
stanta B neodvisna od x € F, je konvergenca vrste enakomerna na F.

Zgled. 1. Potencna vrsta >~ apz®, kjer velja a;p \, 0, konvergira za vsak z € C
z lastnostjo |z| < 1, razen morda za z = 1. Za |z| < 1, z # 1 imamo namre¢ oceno
|Bn| =Y k02" = |1 — 2""1/|1 — 2] < 2/|1 — 2] in lahko uporabimo lemo 2.

2. V posebnem primeru dobimo Leibnitzov kriterij za alternirajoce vrste: ¢e ap \, 0,
vrsta Yo o(—1)Fay konvergira.

3. Ce predpostavke trditve 2 niso izpolnjene, tudi sklep ne velja. Kot zgled lahko vza-
memo npr. naslednje pare zaporedij: (i) ap = 1, by = (=1)F, (ii) ap = (=1)F/k, by =
(=1, (iii) ap = 1/k, b = 1.

Definicija C2. Kompleksno zaporedje (ax) ima omejeno variacijo, ¢e je naslednja vrsta
konvergenta: » 7 |Aag| < oo.

Zaporedje z omejeno variacijo nujno konvergira. Iz Y 32 ;|Aag| < oo namrec sledi, da
vrsta y o, Aay konvergira, torej konvergira zaporedje (a,).

Trditev C3. Ce ima zaporedje (ax) omejeno variacijo, vrsta > i br pa konvergira,
konvergira tudi vrsta Z;O:o aby,.

Dokaz. V tem primeru je am, — an = Y p—t Aag in zato |am — an| < S0 [Aag).
Poleg tega obstaja konstanta M > 0, tako da je |an| < |ao| + Y7z |Aak| < M. Torej
imamo po formuli (b) oceno

n

n—1
| awbil < B |Aag| + |an(Br — Bu) + (an — am) Bi| <

k=m+1 k=m
n—1 n—1
< B |Aag|+|an|[By—Bm|+|an—am|B < 2B Y |Aag|+M|By—By| — 0 (m,n — o).
k=m k=m

Opomba. Tudi ta trditev ne velja, ¢e predpostavke niso izpolnjene. Zgled: (i) ax =
(=DF, b = (=1)*/k ali (i) ax = 1 + 1/k, b, = (=1)*. Ce pa je vrsta Y 3, by, funkcijska
in konvergira enakomerno na mnozici F/, poleg tega pa je konstanta B neodvisna od x € E,
je tudi vrsta Y 72 apby enakomerno konvergentna.

Trditev C4. Realno zaporedje (ay), ki je monotono in omejeno, ima omejeno variacijo.
Realno zaporedje z omejeno variacijo lahko zapisemo kot razliko dveh padajocih omejenih
zaporedij.

Dokaz. Ce je zaporedje (a;) monotono in omejeno, konvergira, zato je > e |Aa| =
+1lim, oo Zz;(l] Aap = £(ap — limy, o0 ay).

Obratno, naj bo (ay,) realno zaporedje z omejeno variacijo. Ce pisemo u,, = Y ore, | Dagl,
je zaporedje (u,,) padajoce, omejeno in velja Au,, = |Aa,| > Aay,. Pisimo se v, = u, —ay,
za vsak n = 0,1,2,... Potem je Av, = Au, — Aa, > 0 za vsak n = 0,1,2,... Zaradi
lan| < lao] + X p_g|Dak| < M za neko konstanto M, je zaporedje (a,) omejeno, zato je
omejeno tudi zaporedje (vy,). O¢itno je a, = u, — v, in Au, >0, Avy, > 0.
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1z trditve C4 ponovno vidimo, da vsako zaporedje z omejeno variacijo konvergira.

Izraz Aay, imenujemo véasih prvo diferenco zaporedja (ay). Uvedimo Se oznako za drugo
diferenco: N2?ay, = A(Aay) = Nag — Nagy1 = ay, — 2ag11 + ajy2. Definirajmo $e dva ko-
ristna pojma o realnih zaporedjih.

Definicija C3. Realno zaporedje (a,) je konveksno, ¢e je A2ap > 0 za vsak n =
0,1,2,.... Realno zaporedje (a,) je kvazikonveksno, ¢e velja > oo j(n+ 1)|A%a,| < cc.

Zgled. Konveksni zaporedji sta npr. a, = 1/n ali a,, = 1/Inn. Glede prvega se takoj
prepri¢amo, da je A%a, = n(n++)(n+2) > 0. Pri drugem pa upostevajmo, da iz n> > n? —1
sledi n/(n — 1) > (n+ 1)/n oziroma Inn — In(n — 1) > In(n + 1) — Inn. Torej zaradi

In(n+1) > In(n—1) dobimo 1/In(n—1)—1/Inn > 1/Inn—1/In(n+1) oziroma A2a,, > 0.

Trditev C5. Naj bo (a,,) konveksno zaporedje, ki konvergira k 0. Potem velja:
(i) an > 0, Na, >0 za vsak n,
(ii) nANay, — 0 (n — 00),
(iii) Yo, (n+1)A2%a, = mAay, + an za vsak m in zaporedje (a,) je tudi kvazikonveksno.

Dokaz. (i) Iz a,, — 0 (n — o0) sledi Aa,, — 0 (n — o0), zato ne more za noben ng
veljati Aay, < 0. Odtod bi namrec za n > ng sledilo Aa,, < Aay,, < 0 in Aa, ne bi moglo
konvergirati proti 0. Torej za vsak n velja Aa, > 0. Na povsem enak nacin pa odtod
spoznamo, da je tudi a, > 0 za vsak n.

(ii) Kot obicajno oznacimo z [z] celi del stevila . Potem je §Aa, < (n —[n/2])Aa, <
Aap o141 + Dapjgq2 + o+ Dan = app 941 — any1 — 0 (n — 00). Torej velja nAa, —
0 (n — 00).

(iii) Nazadnje Se izratunajmo naslednjo vsoto: Y oo, (n+1)A%a, =Y 00 S0 Ala,
= Z;”:_Ol Yoo A2ant S50 S A2a, = mAam 4+ Y e, Dag = mAay, + an,. Zdaj
namre¢ ze vemo, da a, — 0 in Aa, — 0 (n — o00) in zato npr. » p°  Aap = ap,. Pri
zgornjem izracunu bi lahko uporabili tudi formulo (c) z zacetka razdelka.

Iz (iii) v limiti (m — oo) takoj sledi, da je zaporedje (a,) kvazikonveksno.

Trditev C6. Vsako kvazikonveksno zaporedje, ki konvergira k 0, ima omejeno variacijo.

Dokaz. 1z > 20 ((n + 1)|A%a,| < oo sledi >0, [A%a,| < co. Torej konvergira vrsta
S0 o A%ay, in s tem tudi zaporedje (Aay,). Ker a, — 0 (n — 00), velja tudi Aa, — 0
(n — 00). Odtod dobimo Aa, = Y 5o, A2ay za vsak n in zato |Aa,| < Y5, [A2ay.
Sestejmo Se po n in imamo

00 00 00 o k 0
o 1Aan] <Y D A% =)0 A e =) (k+ 1) A% < oo
n=0 n=0k=n k=0n=0 k=0

Eden od nacinov, kako konstruirati konveksno zaporedje, ki konvergira proti 0, je prika-
zan v naslednji trditvi.

Trditev C7. Naj bo a > 1 in (ng) strogo naraséajoce zaporedje naravnih Stevil z
lastnostjo

1

n22(14—§a;:ij

n1, (k+ Dngyr > 2kng — (B — Dngp—1, k=2,3,...

Ce je (an) zaporedje, definirano z ag = a, a, = 1/k zan =ny, (k=1,2,...) in linearno pri
vmesnih indeksih, je zaporedje (a,) padajoce, konvergentno k 0 in konveksno.
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Dokaz. Ocitno je po konstrukciji a,, > 0 in a, \, 0 (n — 00). Lastnost zaporedje (ng)
zagotavlja, da absolutna vrednost naklonov poligonske ¢rte, ki povezuje zaporedne tocke
(0,a),(n1,1),(n2,1/2), ..., pada. Prva od zgornjih neenakosti neenakosti namre¢ pove, da
jo (a—1)/my > (1—)/(ny —m1), druga pa (ghy — 1)/ (n— 1) > (5~ ghp)/ (s — 1)
za vsak k > 2.

Ta rezultat lahko izkoristimo za konstrukcijo konveksnega zaporedja padajocih Stevil,
ki poljubno pocasi konvergira proti 0.

Trditev C8. Naj bo (¢,,) poljubno zaporedje z lastnostjo ¢, > 0 za vsak n in ¢, —
0 (n — o0). Tedaj obstaja konveksno zaporedje (ay), tako da velja a, > ¢, za vsak n in
anp — 0 (n — 00).

Dokaz. Izberimo najprej tak nj, da je ¢, > 1/2 za vsak n > np, nato pa tako ve-
lik a > 1, da so vse tocke (0,¢p), (1,¢1),..., (n1 — 1,¢n,-1) pod daljico, ki povezuje tocki
(0,a) in (n1,1). Induktivno lahko izberemo tako strogo narascajoce zaporedje naravni
Stevil ng, ns, ..., da veljajo poleg pogoja za konveksnost poligonske ¢rte iz trditve C7 tudi
neenakosti ¢, < 1/(k+1) zan > ng (k > 1). Potem poligonska ¢rta majorizira vse tocke
(n,cp) in za iskano konveksno zaporedje lahko vzamemo zaporedje (a,) iz trditve C7.
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D. Ordinalna Stevila in transfinitna indukcija

Pojem ordinalnega Stevila je v tesni zvezi z dobro urejenostjo mnozic, zato si najprej
oglejmo nekaj osnovnih dejstev o linearno urejenih mnozicah.

Definicija D1. Neprazna mnozica M je linearno urejena z relacijo <, ¢e za elemente
x,y,2 € M velja
(i) < x (refleksivnost),
(i) r<yiny <z = x =y (simetricnost),
(i) s <yiny <z = =z < z (tranzitivnost),
(iv) z <y ali y < x (trihotomija).

Definicija D2. Definiramo $e druge relacije med elementoma z,y € M: (1) < y, ¢e
r<yinz#y, (2) x>y cey<wz (3) x>y cey<u

Definicija D3. Mnozica M je dobro urejena z relacijo <, ¢e je z njo linearno urejena
in ima vsaka neprazna podmnozica A C M najmanjsi element, tj. obstaja tak a € A, da
jea < xzavsak x € A.

Iz teorije mnozic je znano, da se da vsako neprazno mnozico M dobro urediti z neko
relacijo < . To dejstvo je ekvivalentno aksiomu izbire.

Definicija D4. Naj bo mnozica W # () z relacijo < dobro urejena in naj bo a € W.
Tedaj imenujemo podmnozico W, = {x € W; = < a} zacetni odsek mnozice W, dolocen z
elementom a.

Izrek D1 (Princip transfinitne indukcije). Ce je W # () dobro urejena mnoZica z
relacijo < in je podmnozica A C W taka, da iz W, C A sledi a € A, je A=W

Dokaz. Denimo, da A # W. Potem je W \ A # () in zaradi dobre urejenosti mnozice
W obstaja najmanjsi element a € W\ A. Tedaj je W, C A, vendar a ¢ A.

Definicija D5. Linearno urejeni mnozici A in B sta urejenostno izomorfni (A ~ B),
¢e obstaja med njima urejenostni izomorfizem, tj. bijektivna funkcija f iz A na B, tako

da iz x <y sledi f(x) < f(y).

Opomba. Ker iz y < x zaradi bijekcije sledi f(y) < f(z), je res tudi obratno, da iz
f(z) < f(y) sledi z < y.

Hitro se lahko prepricamo, da je relacija = refleksivna, simetri¢na in tranzitivna, torej
ekvivalenéna. Vsaki linearno urejeni mnozici A priredimo doloceni simbol ord A (tip ure-
jenosti) tako, da imata linearno urejeni mnozici A in B isti simbol natanko takrat, ko
sta urejenostno izomorfni: ord A = ord B <= A ~ B. Ce je A dobro urejena mnozica,
imenujemo ord A ordinalno stevilo, pripadajoce (dobro urejeni) mnozici A.
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Zgledi. (a) ord® = 0. (b) Mnozica {1,2,...,n} je z naravno urejenostjo dobro ure-
jena in velja ord {1,2,...,n} =n. (¢) ordN = w. (d) Mnozica Q z naravno urejenostjo ima
ord Q = n, ki pa ni ordinalno stevilo, ker Q z naravno urejenostjo ni dobro urejena mnozica.

Definicija D6. Bodita «a, 3 ordinalni stevili, se pravi a =ord A in 8 =ord B, kjer sta
A in B dobro urejeni mnozici. Tedaj definiramo urejenost ordinalnih stevil:
(i) a < 3, ¢e obstaja tak z € B,daje A~ B, ={y € B; y <z} in
(i) a < f, e jea< falia=p.

Trditev D1. Definicija urejenosti ordinalnih Stevil ni odvisna od tega, kateri pred-
stavnici med dobro urejenimi mnoZicami izberemo za A in B: Ce je A ~ A, B' ~ B in
obstaja tak x € B, da je A~ B, potem obstaja tudi tak ' € B', da je A’ ~ B.,.

Dokaz. Naj bosta f: A — Ain g: B — B’ urejenostna izomorfizma in pisimo
x' = g(z). Tedaj preslika g zacetni odsek B, na zacetni odsek B/,. Ce je h : A — B,
urejenostni izomorfizem, je go ho f: A" — B!, tudi urejenostni izomorfizem.

Trditev D2. Ce je A dobro urejena mnoZica in je f urejenostni izomorfizem iz A na
neko podmnozico v A, je x < f(x) za vsak x € A.

Dokaz. Denimo, da obstaja tak z € A, da je f(x) < x. Naj bo a najmanjsi = s to
lastnostjo (tak a obstaja zaradi dobre urejenosti mnozice A). Ker je f urejenostni izomor-
fizem, iz f(a) < a sledi f(f(a)) < f(a) < a. Toda to je v nasprotju z minimalnostjo
elementa a.

Izrek D2. Naj bosta A in B dobro urejeni mnoZici. Tedaj velja:
(i) Mnozica A ni urejenostno izomorfna nobenemu svojemu zacetnemu odseku.
(i1) Ceje Ay = Ay zaw,y €A, jex =y.
(iii) Ce je A =~ B, obstaja natanko en urejenostni izomorfizem iz A na B.

Dokaz. (i) Denimo, da bi obstajal z € A in urejenostni izomorfizem f : A — A,.
Potem je po trditvi 2 < f(x), kar ni mogoce, ker je f(z) € A, in zato f(z) < x.

(ii) Denimo, da je A, =~ A, in da & # y. Lahko vzamemo, da je x < y. Tedaj je A,
zacetni odsek dobro urejene mnozice A, ~ A, kar po tocki (i) ni mogoce.

(iii) Naj bosta f,g urejenostna izomorfizma iz A na B. Potem je h = f~! o g ure-
jenostni izomorfizem iz A na A. Po trditvi 2 je x < h(x) za vsak z € A, torej tudi
f(x) < f(h(x)) = g(z) za vsak © € A. Zamenjajmo vlogi izomorfizmov f in g, pa dobimo
se g(z) < f(x) za vsak x € A. Torej velja f = g.

Izrek D3. Za ordinalni stevili o, 3 veljo natanko ena od naslednjih treh mozZnosti:
a<f,a=p p<a.

Dokaz. Iz izreka D2(i) sledi, da se opisane moznosti med seboj izkljucujejo. Iz A ~
B, C Bin B~ A, C A binpr. sledilo, da je mnozica B, torej tudi A, urejenostno
izomorfna nekemu zacetnemu odseku v A,, kar ni mozno. PokaZimo, da vsaj ena od
moznosti res velja.

Upostevajmo, da je poljubna unija zacetnih odsekov, ¢e ne izérpa vse mnozice, spet
zacetni odsek v dani dobro urejeni mnozici (v komplemetu unije namre¢ obstaja najmanjsi
element, ki dolo¢a zacetni odsek).

Bodi a = ord A, 8 =ord B, kjer sta A in B neprazni dobro urejeni mnozici. Naj bo &F
druzina vseh preslikav f, ki so urejenostni izomorfizmi iz A ali iz zaCetnega odseka v A na
B ali na zacetni odsek v B. Druzina ¥ ni prazna, saj npr. vsebuje urejenostni izomorfizem
f:{a} — {b}, kjer sta a in b najmanjsa elementa v A oziroma v B. Druzino calF delno
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uredimo z relacijo <, definirano z: f < g, ¢e je Dy C D, in je g razsiritev izomorfizma f.
Vse verige, tj. vse linearno urejene podmnozice v F pa so delno urejene z inkluzijo. Vsaka
linearno urejena druzina verig ima svojo unijo za zgornjo mejo v druzini vseh verig V, zato
po Zornovi lemi obstaja v 'V maksimalna veriga €. € je linearno urejena podmnozica v F.
Ce je h taka preslikava, da je Dy, = UteeDy in je h|p, = f za vsak f € C, jetudi h € F,
saj je Dy enak A ali zacetni odsek v A in je h urejenostni izomorfizem na B ali na zacetni
odsek Ry, v B (iz x < y sledi h(x) = f,(z) < f,(y) = h(y)). Ce bi bila Dy, in Ry, zacetna
odseka, npr. Dj = A, in D; = By, bi preslikavo h lahko razsirili z x — y do novega
urejenostnega izomorfizma h € F, pri cemer h ¢ C in C ne bi bila maksimalna veriga v F.
Torej mora biti D, = A ali R, = B. Ce je Dy = A, dobimo av = f ali a < 3. Ce Dy, # A,
mora biti Ry = B in tedaj je 8 < a.

Izrek D4. Z relacijo < je vsaka neprazna mnozica S ordinalnih stevil dobro urejena.

Dokaz. Najprej je < relacija linearne urejenosti v S. Da je refleksivna, je jasno iz
definicije. Antisimetri¢nost sledi iz izreka D3, v katerem je dokazana tudi trihotomija.
Tranzitivnost je tudi o¢itna, saj iz A = B, in B = () takoj sledi A =~ C, za ustrezen z
(primer A ~ B ali B =~ C je se lazji).

Dokazimo Se dobro urejenost. Izberimo v =ordC € S. Ce velja v < f za vsak
B € S je dobra urejenost dokazana. Ce pa obstaja tak f € S, da je § < ~, mnozica
R = {z € C; obstaja o € S, @« = ordC,} ni prazna in je kot podmnozica dobro ure-
jene mnozice tudi sama dobro urejena. Naj bo a najmanjsi element v R in a =ord C,.
Pokazimo, da je @« < (B za vsak 8 € S. Res: e je v < B, je a < v < 3. Ce pa je
8 < «, obstja b € C, tako da je 8 =ord Cy. Torej je celo b € R in zato a < b. Sledi
a =ord C, <ord (% in mnozica S je dobro urejena.

Definicija D7. Za poljubno ordinalno §tevilo o > 0 ozna¢imo P, mnozico vseh ordi-
nalnih Stevil 8 < a.

Izrek D5. (i) Za vsako ordinalno Stevilo o je mnozica P, z relacijo < dobro urejena,
pri cemer je o =ord P,.
(ii) Za vsako kardinalno $tevilo a obstaja ordinalno Stevilo o, da je card P, = a.

Dokaz. (i) Po izreku D4 je tudi mnozica P, dobro urejena. Naj bo o =ord A in 5 < a.
Potem obstaja x € A, tako da je 3 =ord A,. Po izreku D2(ii) je ta x z § natanko dolocen.
Pisimo ¢(f3) = z, pa je ¢, kot se hitro vidi, urejenostni izomorfizem iz P, na mnozico A.
Torej je o =ord P,.

(ii) Naj bo A taka mnozica, da je a =card A. Po aksiomu izbire lahko A dobro uredimo,
pripada naj ji ordinalno stevilo & =ord A. Potem je po tocki (i) ord P, = o« =ord A. Torej
sta mnozici P, in A urejenostno izomorfni, P, ~ A. Ker je med P, in A bijekcija, jima
pripada isto kardinalno Stevilo a =card A =card P,.

Posledica (paradoks Burali-Forti). MnoZica vseh ordinalnih Stevil ne obstaja.

Dokaz. Denimo, da bi taka mnozica W obstajala. Potem bi bila po izreku D4 dobro
urejena z relacijo <. Oznacimo vy =ord W. Po izreku D5(i) je tudi v =ord P, =ord W,,.
Torej bi bilo ord W =ord W, oziroma W ~ W,,, kar pa je po izreku D2 nemogoce.

Izrek D6. Obstaja tako ordinalno Stevilo 2, da ima mnoZica Pq naslednje lastnosti:
(i) Ce je a € Pq, je P, stevna mnoZica.
(ii) Po ni Stevna mnoZica.
(iii) Ce je C $tevna podmnozica v Pq, obstja tak 3 € Po, da je o < 3 za vsak o € C.
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Dokaz. Naj bo ¢ kardinalno §tevilo, ki je mo¢ kontinuuma in po izreku D5 izberimo
ordinalno stevilo v, tako da je card P, = ¢. Mozno je dvoje: (1) Vsak element v P,
ima kve¢jemu Stevno mnogo predhodnikov, tj. ordinalnih Stevil, manjsih od njega. Tedaj
postavimo © = . (2) Mnozica elementov v P, ki imajo neStevno mnogo predhodnikov,
ni prazna. Tedaj vzamemo za {2 najmanjSega od njih. Mnozica P, je z {2 dobro defini-
rana. V obeh primerih je za vsak o € Py mnozica P, Stevna (tocka (i)), sama mnozica
Pqo pa gotovo ni Stevna (tocka (ii)). Dokazimo Se (iii). Naj bo C C Pq poljubna Stevna
podmnozica in D = UgecP,. Potem je D Stevna unija Stevnih mnozic, torej tudi sama
Stevna mnozica in zato razlicna od Pg. Izberimo 8 € Py \ D. Ce bi bil < a za neko
ordinalno stevilo a € C, bi bil § € D, kar pa ni res. Torej velja a < 3 za vsak o € C.

Opomba. Ordinalno stevilo € iz izreka D6 imenujemo najmanjse nestevno ordinalno
stevilo. Kardinalno Stevilo mnozice Py obicajno oznacimo z Np, torej 81 =card Py. Zna-
menita hipoteza kontinuuma trdi, da je X; = ¢ (kontinuum). To je ekvivalentno trditvi, da
je vsaka neskonéna podmnozica v R bodisi Stevna bodisi ima kardinalnost ¢ kontinuuma.
Znano je, da je ta hipoteza neodvisna od Zermelo-Fraenkelovega sistema aksiomov teorije
stevil (kar je dokazal P.J. Cohen).

Ker je vsak mnozica ordinalnih Stevil dobro urejena, ima najmanjsi element. Nima pa
vsaka mnozica ordinalnih Stevil najvecjega elementa. Mnozica P, = {n; 8 < a} lahko ima
najvecji element (kadar je npr. « kon¢no ordinalno Stevilo), lahko pa ne (kadar je npr.
a = w, najmanjSe neskonc¢no ordinalno Stevilo, ali @ = €2, najmanjSe nesStevno ordinalno
stevilo). Ce je By € P, najvecji element, velja § < fy < a za vsak 3 € P, in re¢emo, da je
Bo neposredni predhodnik ordinalnega stevila . Ce pa najvecjega elementa v P, ni, Stevilo
« nima neposrednega predhodnika in recemo, da je tedaj a limitno ordinalno Stevilo.

Tudi transfinitno indukcijo, ki velja, kot smo videli za dobro omejene mnozice (glej
izrek D1), lahko izrazimo v jeziku ordinalnih stevil. Radi bi npr. pokazali, da velja neka
lastnost za vse elemente dane (neskoncéne, morda celo nestevne) mnozice M. To mnozico
dobro uredimo in ji pripiSemo neko ordinalno stevilo v =ord M. Ker je po izreku D5 tudi
ord P, = v, sta M in P, urejenostno izomorfni mnozici. Namesto za elemente mnozice M
lahko dano lastnost dokazujemo kar za elemente mnozice P, .

Princip transfinitne (oziroma ordinalne) indukcije se potem glasi:

Naj bo L lastnost, smiselna za neko mnoZico elementov, indeksiranih z vsemi ordinalnims
Stevili, manjsimi od vy, torej z ordinalnimi stevili iz mnoZice P, . Ce za vsak § < v iz
veljavnosti L(a) za vsak oo < (B sledi veljavnost L(3), velja L(a) za vsak o < 7.

Dokaz je isti kot za izrek D1, le prepisemo ga v jezik ordinalnih stevil. Indukcijski korak
dokazemo posebej za navadna ordinalna Stevila (taka, ki imajo neposrednega predhodnika)
in posebej za limitna ordinalna Stevila. Zgled za uporabo transfinitne indukcije je dokaz
izreka I11.2.1.
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E. Neskonénokrat odvedljive funkcije

Oznac¢imo s C*°(R) mnozico vseh neskonénokrat odvedljivih kompleksnih funkcij na re-
alni osi. Pravzaprav bomo obravnavali le realne funkcije iz C*°(R).

Naj bo
1
em:{ceﬁ el <1

0 , sicer

kjer je ¢ pozitivna konstanta. Lahko se prepri¢émo (in tudi sicer je dobro znano), da
je 8 € C*®(R) (problem je odvedljivost pri z = +1). Ker je §(z) > 0 za |z| < 1 in
O(x) = 0 za |z| > 1, je nosilec funkcije 6 enak intervalu [—1,1], torej supp 0 = {z €

f(z) # 0}~ = [-1,1]. Poleg tega je 8(0) = ¢ > 0. Konstanto ¢ dolo¢imo tako, da je
Jg 0(z)dx = f_ll 0(z)dr = 1.

Za vsak € > 0 definirajmo Se

2
1 €T _€ _
bu(x) = Lo(%y= | e Jal<e
€ ¢ 0 , sicer
potem je supp 6. = [—¢, €], sicer pa ima funkcija 6. iste lastnosti kot 6.

Za vsak € > 0 in za vsak zaprt interval [c,d] C R naj bo ¢ konvolucija med 6 in x| 4
se pravi

¢(w):>qc,d}*0€:/ Xje.q)(t)0e(z — t)dt = /0 (x —t)d

Ta funkcija tudi pripada mnozici C*°(R) in zanjo velja 0 < ¢(z) < 1 za vsak x. Njen
nosilec je supp ¢ = [c — €,d + €], poleg tega pa je ¢(x) = 1 za x € [c + €,d — €], Ce je €
dovolj majhen, manjsi od (d — ¢)/2.

Trditev E1. (a) Naj bo [c,d] C (a,b). Tedaj obstaja ¢ € C*(R) z lastnostjo ¢(x) =1
za x € [e,d] in ¢(x) =0 za x ¢ (a,b) (celo suppp C (a,b)).

(b) Naj bo K C V, kjer je K kompaktna in V' odprta podmnozica v R. Tedaj obstaja
¢ € C®(R) z lastnostjo p(x) =1 zax € K in ¢(x) =0 za x ¢ V (celo suppp C V).

Dokaz. (a) Izberimo tako majhno Stevilo € > 0, da bo tudi [c — 2¢,d + 2¢] C (a,b).
Potem lahko za funkcijo ¢ izberemo konvolucijo ¢ = X{c—c g4 * 0 in dobimo ¢(x) =1 za
x € [¢,d] in suppp C [c — 2¢,d + 2¢] C (a,b), torej ¢(x) =0 za x ¢ (a,b).

(b) Kompaktna mnozica K je pokrita z disjunktnimi odprtimi intervali, iz katerih je
sestavljena odprta mnozica V. Iz njih lahko izberemo kon¢no mnogo podintervalov; naj
bodo Ii, I, ..., I, zaprti intervali, ki so vsebovani v V in katerih unija vsebuje K. Za
vsakega od njih lahko najdemo funkcijo ¢; € C*°(R), tako da je ¢;(z) = 1 za = € I; in
¢i(x) = 0 zunaj neke okolice intervala I;, ki se ne seka z drugimi intervali I;, j # ¢, in ki v
celoti pripada odprti mnozici V. Lahko dosezemo, da so tudi nosilci supp ¢;, i = 1,2,...,n
med seboj disjunktni. Potem vzamemo ¢ = ¢1 + ¢o + ... + Pp.



129

Trditev E2 (Razclenitev enote). Naj bo K kompakina podmnozica v R in Vi, Vs, ...,
Vi, koncno pokritje mnoZice K z odprtimi mnoZicami V;, se pravi K C V1 U Vo U ...UV,,.
Tedaj obstajajo funkcije h; € C*®(R), tako da je supp h; C V; za i = 1,2,...,n in je
Yo hi(z) =1 za vsak x € K.

Dokaz. Za vsak x € K obstaja tak indeks i € {1,2,...,n} in tak odprt interval I, da je
x €I, C I, CV;. Zaradi kompaktnosti mnozice K konéno mnogo takih intervalov pokrije
K, torej K C I, UIl,,U..UI, . Najbo K; = U{sz; ij C V;} kompaktna mnozica,
vsebovana v V;. Po trditvi E;(b) obstja g; € C*°(R), tako da je gi(z) = 1za z € K; in
supp gi C Vi
Naj bo h1 =J1, hg = (1 — gl)gg, hg = (1 - gl)(l — gz)gg, ... in sploéno
hp = (1= g1)(1 = g2)...(1 = gn—1)gn-

Tedaj za vsak i velja supp h; C supp ¢ C Viin Y i =1—(1—g¢1)(1 —g2)...(1 — g,). Ker
je K C U K;, za x € K velja tudi ) ;" | hi(z) = 1.
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F. Algebraicna stevila

V tem kratkem razdelku si bomo ogledali nekaj splosnih lastnosti algebrai¢nih Stevil.

Definicija F1. Algebrai¢no stevilo je kompleksno Stevilo, ki resi polinomsko ena¢bo
Anx™ + ap_12" L+ ...+ a1z + ag = 0 s celimi koeficienti ay, € Z, k = 0,1,2, ..., n.

Ekvivalento lahko recemo, da algebrai¢no stevilo resi polinomsko enac¢bo oblike =" +
an_12"" 1 + ... + ag = 0 z racionalnimi koeficienti a;, € Q, k = 0,1,2,...,n — 1 in vodilnim
koeficientom 1.

Polinom f najnizje stopnje z racionalnimi koeficienti in z vodilnim koeficientom 1,
katerega koren je dano algebraicno Stevilo «, se imenuje minimalni polinom Stevila a.
Ta polinom je nerazcepen nad Q, se pravi, da ga ne moremo zapisati v obliki f = gh, kjer
sta ¢ in h tudi polinoma z racionalnimi koeficienti. Njegovo stopnjo imenujemo stopnja
algebraic¢nega Stevila «. Drugim korenom minimalnega polinoma f recemo konjugirana
stevila. Korene minimalnega polinoma za algebrai¢no Stevilo «, ki je stopnje n, bomo
zapisali v obliki ag, a1, ao, ..., a1, kjer je ap = « in so a1, as,...,a,_1 k a konjugirana
Stevila.

Trditev F1. Naj bo f minimalen polinom algebraicnega Stevila o stopnje n > 1 in naj
bodo ag = v, aq, ..., i1 VST njegovi koreni. Potem so ti koreni med seboj razlicni, polinom
f pa je minimalen tudi za vsakega od njih.

Dokaz. Naj bo f; minimalni polinom za stevilo o, 1 < i <n—1. Ker je tudi f(a;) =0
in je {f € Q[X]; f(a;) = 0} glavni ideal, generiran s f;, je polinom f deljiv s f;, torej
f = fig za polinom g € Q[X]. Ce bi bil g stopnje vec kot 0, bi bil polinom f razcepen, kar
ni res, ker je minimalni za a. Torej je ¢ = 1 (konstanten polinom) in f = f; minimalen
tudi za q.

Denimo, da bi bilo Stevilo «; veckratni koren minimalnega polinoma f. Tedaj bi veljalo
tudi f'(a;) = 0, kjer je f' € Q[X] odvod polinoma f, torej polinom z nizjo stopnjo od
stopnje polinoma f, in polinom f ne bi bil minimalen za c.

Definicija F2. Stevilo a je celo algebraicno stevilo, Ge je koren polinomske enacbe
2" + ap_12" '+ ...+ ap = 0 s celimi koeficienti a;, € Z, k=0,1,...,n — 1.

Trditev F2. Ce je a algebraicno stevilo, obstaja tako naravno $tevilo m, da je ma celo
algebraicno stevilo.

Dokaz. Naj bo m naravno Stevilo, ki je enako vodilnemu koeficientu a,, polinomske
enacbe anz™ + ap_12" ' 4+ ... + ag = 0 s celimi koeficienti ay, ki ji zadoséa Stevilo «
(vedno lahko privzamemo, da je a, > 0). Potem zados¢a stevilo ma polinomski enacbi
2" 4+ bp_12™ 4 ...+ by = 0, kjer so b, = m" " La;, cela stevila. Torej je ma celo alge-
brai¢no Stevilo.
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Trditev F3. Celo algebrai¢éno stevilo, ki je racionalno, je navadno celo Stevilo.

Dokaz. Ce racionalno §tevilo o = p/q zadoséa enachbi 2" + a, 12" 1+ ...+ a9 =0 s
celimi koeficienti ay, € Zj, velja p” + ap_1p" 'q + ... + apg™ = 0 in potenca p"™ mora biti
deljiva s q. Ce sta si p in ¢ tuji Stevili, sledi odtod g =1ina=p € Z.

Trditev F4. MnozZica celih algebrai¢nih stevil je kolobar za sestevanje in mnoZenje.

Dokaz. Bodita « in (3 celi algebraicni Stevili in naj velja P(a) = 0, kjer je P(x) =
T+ A 12™ 4. +ap, ar, € Z za vsak k. Nicle polinoma P naj bodo a = ag, aq, ..., 1.
Podobno naj bo Q(3) = 0, kjer je Q(x) = 2" +b, 12" ' +...4+bg, by € Z za vsak k, polinom
z ni¢lami 8 = By, a1, ..., Bn—1. Sestavimo polinom F(x) = P(z—(y)P(z—/1)...P(x—Fn-1),
ki ima za koeficiente simetri¢ne polinome nicel 3y, 531, ..., Bn—1 s celimi koeficienti, vodilni
koeficient pa je 1. Vsak tak simetri¢ni polinom se da izraziti kot polinom v elementarnih
simetri¢nih funkcijah spremenljivk (g, 81, ..., Bn—1 s prav tako celimi koeficienti (glej npr.
[23], str. 174). Ker so elementarne simetri¢ne funkcije v o, 51, ..., Bn—1 ravno koeficienti
bn-1,..-,b0, ki so cela §tevila, so tudi koeficienti polinoma F' cela §tevila. O¢citno velja
F(a+B) = P(a)P(a+ B — B1)...P(a+ 8 — Br—1) = 0, zato je a + 8 nicla polinoma F s
celimi koeficienti in vodilnim koeficientom 1, se pravi tudi celo algebrai¢no stevilo.

Prav tako naj bo G(z) = 2™ + am—10,2™ ' + ... + aoB" za k = 0,1,2,....,m — 1 in
G(z) = Go(z)G1(x)...Gp—1(x). Kot prej vidimo, da je G polinom s celimi koeficienti in
vodilnim koeficientom 1, ki ima Stevilo af = «agfy za niclo. Torej je tudi af celo alge-
brai¢no Stevilo.

Trditev F5. Minimalni polinom celega algebrai¢nega Stevila ima cele koeficiente.

Dokaz. Naj bo P tak polinom s celimi koeficienti in vodilnim koeficientom 1, da je
P(a) =0, innaj bo f minimalni polinom za «. Tedaj je polinom P deljiv s polinomom f, se
pravi P = f@Q, kjer je () polinom z racionalnimi koeficienti in vodilnim koeficientom 1. Ko-
eficienti polinoma f so elementarne simetri¢ne funkcije njegovih nicel a = ag, aq, ..., a1
Ker je P(a;) = 0 za vsak 7, so tudi konjugirana Stevila cela algebrai¢na Stevila. Po trditvi
F4 tvorijo taka stevila kolobar, torej so tudi koeficienti polinoma f cela algebraicna Stevila.
Ker so hkrati racionalna Stevila, so po trditvi F3 navadna cela stevila.

Definicija F3. Qla] = {p(a); p € Q[X]}, Qo) = {4; p,q € QIX], g(e) # 0}

Hitro se lahko prepricamo, da je Q[a] najmanjsi kolobar, Q(a) pa najmanjsi obseg, ki
vsebuje Q in Stevilo a. Poleg tega ocitno velja Qo] C Q(«).

Trditev F6. Ce je a algebraicno stevilo, je Qo] = Q(a) (enostavna algebraicna
razsiritev obsega Q).

Dokaz. Preslikava p — p(a) je algebrai¢ni homomorfizem iz Q[X] v C z zalogo vred-
nosti Qo] in jedrom J = {p € Q[X]; p(a) = 0}. Jedro je ideal v glavnem kolobarju
Q[X], torej generiran z minimalnim polinomom f Stevila a. Velja Q[X]/J = Qla]. Ker
je f nerazcepen, je J = (f) maksimalen ideal in zato Q[X]/.J obseg. Torej je Q[a] obseg,
vsebovan v Q(«a). Ker pa je Q(a) najmanjsi obseg, ki vsebuje Q in «, je Q[a] = Q(«).

Trditev F7. Naj bo « algebraicno Stevilo in o5, © = 1,2, ...,n — 1, njemu konjugirana
Stevila. Ce je v = p(a), kjer je p € Q[X], celo algebraicno Stevilo, vsebovano v Qa], so
tudi v; = play), 1 =1,2,...,n — 1, cela algebraicna Stevila, konjugirana Stevilu .
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Dokaz. Ker je v celo algebraiéno stevilo, ima po trditvi F5 njegov minimalni poli-
nom h cele koeficiente. Naj bo F(z) = h(p(z)), torej F' € Q[X]. Potem je F(a) =
h(p(c)) = h(y) = 0, zato je polinom F' deljiv z minimalnim polinomom f Stevila a. Se
pravi, da je F' = fg, kjer je ¢ € Q[X]. Potem velja tudi F(«;) = f(a;)g(e;) = 0 in
h(v:) = h(p(ey)) = F(ay) = 0 za vsak i = 1,2,....,n — 1. Stevila ; torej zadoscajo isti
enacbi h(x) = 0 kot «. Torej so tudi cela algebrai¢na Stevila in konjugirana Stevilu ~.
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G. Potenc¢ne vrste racionalnih funkcij

V tem dodatku bomo raziskali vprasanje, kdaj predstavlja dana poten¢na vrsta racio-
nalno funkcijo in si ogledali nekaj lastnosti takih vrst s celimi koeficienti.

Trditev G1. Potencna vrsta f(z) = Z;io cjzj predstavlja racionalno funkcijo natanko
takrat, ko obstajajo konstante qo, q1,...qn, ki niso vse enake 0, tako da za vsak k > n velja
relacija:

qock + q1Ck—1 + ... + GnCr—pn = 0.

Dokaz. Naj bo f(z) = p(z)/q(z) racionalna funkcija, kjer je p polinom stopnje m in
q(z) = @o+q1z2+...qn2". Lahko predpostavimo, da je m < n, kjer pa n ni ve¢ nujno stopnja
polinoma ¢. Ce namre¢ to ni res, lahko nenicelne ¢lene v ¢ dopolnimo z nicelnimi, dokler s
potenco ne presezemo m. 1z p(z) = q(2)f(2) = (qo + q12 + ... + @2")(co + c12 + c22® + ...)
dobimo p(z) = qoco+ (qoc1+qico)z+ ...+ (gocn+qicn—1+ ...+ qnco) 2™ + ... Ker je p polinom
stopnje m, je za k > m ustrezni koeficient pri potenci z¥ enak 0. Torej velja Zelena relacija
tudiza k> n >m.

Obratno, ¢e obstajajo konstante qq,q1, ..., ¢n, ki niso vse enake 0, tako da velja goc +
q1Ck—1+ ... + gncp—n = 0 za k > n, takoj vidimo, da je potencéna vrsta, definirana z enacbo
p(2) = (g0 + @12 + ... + @n2™) f(2) polinom stopnje m < n. Torej je f = p/q racionalna
funkcija.

Trditev G2 (Kronecker). Potencna vrsta f(2) = 3272, ¢jz predstavlja racionalno
funkcijo natanko takrat, ko obstaja tako naravno Stevilo n, da so za k > n enake 0 vse
determinante:

cho C1 Co .. Cpk

Cl1 C2 C3 ceo Ck41
Ak = | C2 C3 Cyq v Ck42

Ck Ck+1 Cgy2 .- C2k

Dokaz. Ce je f racionalna funkcija, obstaja po trditvi G1 naravno stevilo n in take
konstante qg,q1,-..,qn, ki niso vse enake 0, da je qocx + qrcg—1 + ... + qnCip—pn = 0 za
vsak k > n. Za k > n je torej v determinanti Ay zadnjih n + 1 stolpcev (z indeksi
k—n,k—n+1,.. k) linearno odvisnih, se pravi, da je Ay = 0.

Obratno, naj bo Ay =0 za k > n in Ag # 0 za k < n (tako da je n najmanjsi indeks,
pri katerem je ustrezna determinanta enaka 0). Pokazimo, da velja med koeficienti ¢; taka
relacija kot v trditvi GI1.

Zadnji stolpec v A, je linearna kombinacija prvih n stolpcev, npr. ¢,4; = —q1¢nyj—1 —
q2Cntj—2 — .. — qncj za j = 0,1,2,...,n. Oznacimo gy = 1 in dy,4j = qoCnyj + q1Cpyj—1 +
. +qnej za vsaj j = 0,1,2,.... Pravkar smo videli, da je d,y; = 0 za j = 0,1,2,...,n,
pokazati pa Zelimo, da velja d,; = 0 za vsak j > 0. Potem bo za vsak k > n izpolnjena
relacija iz trditve G1 in zato f racionalna funkcija.



134

Dokazujemo z indukcijo. Denimo, da je k > nindaveljad,;; =0zaj=0,1,2,....k—1.
Determinanto Ay zapisimo v obliki:

Cp, . Cp
An—l
Ay = Cn—1 -+ Chin—1 | _
Cpn ... Con—1 Con voo Ckin
Cr .- Ck+n—1 Ck4n .- C2k
dp o dy,
A1 : :
— d2n71 dk—l—n—l
Cp ... Con—1 dgn dk-l—n
C ... Ck+n—1 dk+n dgk

Vsakemu stolpcu z indeksom vsaj n smo pristeli linearno kombinacijo n prejsnjih stolpcev
(s koeficienti q1,q2,...,qn), zacensi od zadaj. Ker je dpy; = 0 za j < k, so v zadnji de-
terminanti vsi koeficienti v zadnjih £ —n + 1 stolpcih nad kodiagonalo desnega spodnjega
kvadrata enaki 0. Torej je A = (—1)k+”An,1d£I_Z+1. Zaradi A,—1 # 0 in A = 0 (ker
k > n), je odtod djyy, = 0. Z indukcijo je potem d,1; = 0 za vsak j > 0.

Pomozna trditev. Ce so koeficienti aj v potencni vrsti Z;‘io ajzj cela Stevila brez
skupnega faktorja in velja isto tudi za koeficiente b; v potencni vrsti Z;io bjzj, potem so
brez skupnega faktorja tudi koeficienti v formalnem produktu teh dveh vrst, torej v potencéni
orsti Y peo c2”, kjer je c = Z?:o ajbp—j za vsak k > 0.

Dokaz. Dovolj je pokazati, da niso vsi koeficienti ¢ deljivi z istim praStevilom p. Pa
denimo, da je res nasprotno, da je torej vsak ci, kK > 0, deljiv s prastevilom p. Naj
bo ay prvi koeficient v vrsti Zﬁo ajzj, ki ki deljiv s p. Torej iz zgornje formule za cj
sledi ¢, = axby (mod p). Ker ay ni deljiv s p, mora biti by deljiv s p in zato velja tudi
ck+1 = agby (mod p). Zdaj dobimo, da mora biti by deljiv s p in zato cxy2 = agbs (mod p)
in by deljiv s p. Induktivno tako izpeljemo, da je b; deljiv s p za vsak j, kar je v nasprotju
s predpostavko.

Trditev G3 (Fatou). Ce ima vrsta f(z) = > re ck2” cele koeficiente ¢y, in predstavija
racionalno funkcijo, lahko zapisemo f v obliki f = P/Q, kjer sta P in Q polinoma s celimi
koeficienti brez skupnega faktorja in je Q(0) = 1.

Dokaz. Naj bo f(z) = > 12, cx2®, kjer so ¢ € Z za vsak k, racionalna funkcija.
Zapisemo jo lahko v obliki okrajsanega ulomka (tj. kvocienta polinomov, ki sta si tuja nad
R):

f(Z) — P(Z) _ po+piz+ ... +szm

Q(z) Qo+ q1z + ..qn 2"
kjer lahko predpostavimo, da je m < n in vsa Stevila qg, q1, ..., ¢, niso enaka 0. S primerjan-
jem koeficientov dobimo naslednje relacije: goco = po, qoc1+91¢o = P1y -+, Q0Cm +q1Cm—1+
et qmC = Pm; QoCk+q1ck—1+...+qrco = 0zam < k < ninqgock+qick—1+...+qnCk—pn =0
za k > n. Homogeni sistem enacb za n < k < 2n — 1 je torej netrivialno (in neenoli¢no)
resljiv. Komponente resitve g; so odvisne samo od celih stevil ¢; in poljubnih parametrov,
zato lahko te parametre izberemo tako, da so g; cela Stevila. Potem pa iz prvih m + 1
zgornjih relacij vidimo, da so tudi p; cela Stevila.

)
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Poleg tega lahko predpostavimo, da cela stevila qg, q1, ...q, nimajo skupnega faktorja.
V nasprotnem primeru bi namre¢ tudi Stevila pg, p1, ..., P imela isti skupni faktor, saj
se enoli¢no izrazajo s prejsnjimi kot linearne kombinacije s celimi koeficienti. Ta skupni
faktor bi lahko v ulomku P/Q pokrajsali.

Ker sta si polinoma P in @) tuja nad obsegom R, sta si tuja tudi kot elementa kolo-
barja Q[X], zato obstajata po znanem izreku iz algebre (glej [23], str. 152) taka polinoma
Ui,Vi € Q[X], da je PU; + QV; = 1. Pomnozimo to enakost z najmanjsim skupnim
imenovalcem m vseh koeficientov v Uy in Vi, pa najdemo polinoma U in V' s celimi koe-
ficienti, za katera velja PU + QV = m. Torej lahko naravno stevilo m zapiSemo v obliki
m = Q(fU +V) = QR, kjer je R = 19 + r1z + ... poten¢na vrsta c¢ celimi koeficienti.
Ker koeficienti v @ niso vsi deljivi z m (sicer bi imeli skupni faktor, to moznost pa smo
predhodno izlo¢ili), morajo biti po pomozni trditvi vsi koeficienti v R deljivi z m. Torej
je m = qoro = qorym oziroma qor{, = 1. Ker sta go in r{ celi stevili, je to mozno le, ¢e
je g0 = +1. Ce po potrebi pomnozimo vse koeficiente pj z —1, lahko doseZemo, da je

Q(0) =qo = 1.

Pri ocenjevanju determinant Ay, iz Kroneckerjeve trditve G2 veckrat potrebujemo nasled-
njo Hadamardovo neenakost iz vektorske geometrije, ki primerja prostornino vecrazseznega
paralepipeda s kvadrom z enakimi robovi:

T

7

Lema G1 (Hadamard). Za determinanto D realne matrike s stolpci (a1, as, ..., ax)
(by,ba,....,bp) T, ..., (r1,79,...,7k) " velja ocena

k

k
D < (3 aB)(Y 1) (Y.

i=1 i=1
Geometrijski dokaz je nemara o¢iten, algebrai¢ni pa ne, zato lemo v celoti dokazimo,
¢eprav njen dokaz spada v linearno algebro.

Dokaz leme. Neenakost je dovolj pokazati za primer, ko so stolpci a = (a1, as, ..., ak)T,

b= (by,bo, ..., bk.)T, ey 7= (1r1,79, ...,rk)T linearno neodvisni, sicer je neenakost trivialna.
Pisimo
ay ag ... ag aq b1 e
D2 _ b1 b2 bk as b2 e T2 _
Ty ... Tk ap bp .. Tk
2
; a doiaibi o D a-a a-b a-r
= - )
doiriai ;i iriz r-a r-b ... r-r
kiersoa-a=>", a?, a-b=>,a;b;, ... skalarni produkti. To je determinanta Grammove

matrike na stolpcih a, b, ..., r, zato je dovolj pokazati, da velja za determinante Grammovih
matrik nad neodvisnimi stolpci za vsak n naslednja neenakost:

detl(x1,z2, ..., xn, x) < detD(x1, zg, ..., x, )detT'(z).
Iz te relacije bo potem z indukcijo za vsak n sledilo
detI’(z1, zo, ..., zy) < detD'(zq)detD(z2)...detl(xy, ),

kar je v bistvu iskana neenakost v Hadamardovi lemi, saj je detI'(z) = z - z.
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Naj bo y = ¢121 + ¢y + ...chp, ¢; € R pravokotna projekcija vektorja x € R*t! na
podprostor R”, ki ga razpenjajo vektorji x1, xo, ..., z,. Tedaj zaradi pravokotnosti vektorja
y—xnaR"velja (y —x) -2; =0zavsak i =1,2,....,n in (y — ) - y, torej

(1‘1 . 1‘1)61 + (.%'2 . .%'1)02 + ...

(1‘1 . 1‘2)61 + (.%'2 . .%'2)02 + ...

(z1-xpn)cr + (2 - xp)eg + ...
(1 -z )ey + (22 ) + ...

+ (2 - z1)en + (2 21)(=1) = 0
+ (2 - wa)en + (2 - 29)(=1) = 0

+ (xp - xp)en + (- 2p)(—1) =0
+ (zp -z )ep+(x-y )(=1)=0

Sistem linearnih enacb je netrivialno resljiv, zato je determinanta (transponirane) ma-

trike sistema enaka 0, torej

r1 -1 X1-T2 Tl Tp XX T o
1
0 roT1 X9+ T2 Xr9 Ty XX _ F(.’El, ,CCn) . _
. . . ..‘. xn ’ x
Ty X1 Tp- T2 Tp Ty Ty T - vz, Ty
r-r1 X-IT2 Ty T-Y
0 1T
F(.’I]l, 71'”) : F(xlv 7-7571)
o | T :
Ty X
T - X T-Ty XY T X1 T Xy 0
Dobimo torej
r1 T
r
(x - y)detl'(z1, ..., xp) + (@1, 2n) =0.
Ty T
T X T Xy 0
Upostevajmo, da je detl'(z1,....,2,) >0inz-y=xz-z—(z—y)-(r—y)=y-y >0, pa
dobimo
r1 T
(x - x)detDl(x1, ..., zp) + D@1, ) =
Ty T
x-T . T Ty 0
=[(z —y) - (x —y)]detl(z1,...,x5) < (- z)detD(xq, ..., 2y)

oziroma detI'(z1, ..., z,, z) < detl'(x)detI'(x1, ...

;).
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