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I. INTEGRIRANJE FUNKCIJ

1. Nedoloceni integral

Poleg odvajanja funkcij je za uporabo pomembno, da jih znamo tudi integrirati. Z in-
tegralom rac¢unamo dolzine krivulj, povrsine krivocrtnih likov, prostornine teles omejenih
s ploskvami. Brez integriranja npr. ne bi mogli resevati diferencialnih enacb (glej zadnji
razdelek), veliko fizikalnih koli¢in je podanih v integralski obliki itd.

Osnovni pojmi

Iskanje nedolo¢enega integrala neke funkcije je obraten problem kot iskanje odvoda:
Dana je (zvezna) funkcija f, is¢emo tako odvedljivo funkcijo F, da je F'(z) = f(x) za vsak
x. Tej funkciji recemo primitivna funkcija ali nedoloéeni integral (dane funkcije f).

Nedoloceni integral ni enoli¢no dolo¢en, funkciji F' lahko pristejemo katerokoli konstanto,
saj velja (F(z)+C) = F'(x)+C" = f(x). Poleg tega se poljubna dva nedolo¢ena integrala
za isto funkcijo f na danem intervalu I lahko razlikujeta le za aditivno konstanto. Res, ¢e
je G'(x) = F'(z) za x € I, je (G(z) — F(x)) = 0 in zato G(z) = F(x) 4+ C po posledici
Lagrangevega izreka.

Nedoloceni integral zapiSemo z integralskim znakom: F(z) = [ f(z)dz. Zapis izhaja
. . . d 5 . d . .
iz Leibnizove pisave odvoda ¢y = 9. Ce je 3¢ = f(x), je dy = f(x)dz in y = [ f(z)dx.
Funkcijo, ki jo integriramo, imenujemo na kratko integrand.

ZGLED. [2zdx =2*+ C, [cosxzdr =sinxz + C. Tu je C poljubna konstanta.

Opomba. Ce za dana integrala F in G velja F'(z) = G'(z) za vsak = € [a,b] razen za
¢ € (a,b), je njuna razlika F(x) — G(z) konstanta, ki pa je na posameznih podintervalih

[a,c) in (c,b] lahko razlitna. Zgled sta npr. funkciji F(z) = arctg}2 in G(z) = arctgz,
ko je F'(z) = ﬁ = G'(x) za © # 1, vendar pa je F(z) — G(z) = /4 za z < 1 in

F(z) — G(z) = =37 /4 za x > 1 (glej sliko 1).
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Za preproste funkcije lahko njihov integral kar uganemo in ga zapiSemo v tabelo.
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Tabela elementarnih integralov

n+1
/m”dm: 1+C’, n#—1
d d
/—len\xl—i—C / gg =tgr 4+ C
T cos?x
. . dx
efdr=e*+C —— = —ctgr + C
N smdggcc
/a’”dx:a—+C,17éa>O /7:arcsinx+0
Ina 1 — 2
d
/sinxdm:—cos:c+C /1+;:c2 = arctgr + C'
x
coszdr =sinz + C ————=In(z+ V22 +a)+C, a#0
/ o = In( )+C. a#

V zadnjem primeru lahko z odvajanjem naknadno preverimo, da je dobljena funkcija res
nedolocen integral dane funkcije. Pri nekaterih integrandih z ugibanjem ne gre. Potrebno
je poznati nekatera splosna pravila za integriranje. Oglejmo si tri osnovne metode.

Metoda dekompozicije

Integrand skusamo preoblikovati, najveckrat prevesti na vsoto ali razliko znanih inte-
gralov. Pri tem upoStevamo, da velja:
1) [(u(z) +v(z))dz = [u(zx)dz + [v(z)dx
2) [kf(z)dz =k [ f(z)dx

Ti dve pravili preverimo z odvajanjem (upostevamo, da podobno velja za odvode).

ZGLEDI. (a) /((2:6 —1)2 + 32%)de = /(73@2 — 4z + 1)dz = 7/x2dac - 4/xd:c+
/dx:7x3/3—2x2+:c+0

2+ 4 dx

Metoda substitucije

Uvedemo novo integracijsko spremenljivko t, tako da je = = x(t) odvedljiva funkcija.
Pri tem se spremeni tudi diferencial dx = 2/(t)dt in s tem celoten integrand:

[ t@de= [ siate)

Ce smo substitucijo z = x(t) izbrali pametno, je novi integral preprostejsi od prejsnjega
in ga znamo resiti direktno.
dx 1 [dt 1

1
ZGLEDILI. (a) / 57 1-3] 73 In|t|+C = 3 In |2z — 1| + C; uvedli smo substi-

tucijo # = 3t + 1 oziroma 2z — 1 = t. Na sploh je [ f(az + b)dz = 1F(az +b), ¢e je
[ f(z)dz = F(z) in a # 0.

dt
(b) /tgwdw = —/? =—In|t|+ C = —1n |cosz| + C. Zdaj je dobra izbira z = arccost

oziroma cosx = t, saj je — sinx dx = dt.

3z2dx dt
c —_— = =2V/t+C =2Va3+ 1+ C. Tu smo izbrali 3 + 1 = ¢ in dobili
( ) /:[,‘3 +v1 \/_
3z2dx = dt. Se bolje bi bilo izbrati 23 + 1 = ¢2. S tem bi hkrati odpravili tudi kvadratni
koren iz drugega integrala in dobili Se bolj preprost integral.



Metoda integracije po delih (per partes)

Formula za integracijo per partes je [udv = uv — [wdu, kjer sta u in v funkciji spre-
menljivke z. Izpeljemo jo iz dejstva, da je uv = [d(uwv) = [(udv + vdu) = [udv + [vdu.
Integriranje po delih uporabljamo, kadar je integrand produkt dveh raznorodnih funkcij,
npr. produkt polinoma in eksponentne (logaritemske, trigonometri¢ne) funkcije ali pro-
dukt eksponentne in trigonometri¢ne funkcije.

72 1 x? 72 .
ZGLEDL (a) [ zlnzdx = 5 Inx — 3 xdx = 5 Inx — = + C. Izbrali smo u = Inxz

in dv = xdx.
b) /:c2emdac = z%e” — 2/:cemdx = 12 — 2(xe” — /e””dm) = 2%e® — 22e” + 20" 4+ C =
2

(
(x* — 2z + 2)e” + C. Zdaj smo morali dvakrat integrirati per partes. Prvi¢ smo izbrali
u = 2, drugi¢ u = x, obakrat pa dv = e*dzx.

Pri nekaterih tipih integralov, npr. pri integriranju racionalnih funkcij, ali pri inte-
gralih, kjer nastopajo kvadratni koreni iz kvadratnih izrazov, so potrebni posebni prijemi.
V teorijo integriranja takih funkcij se tu ne bomo resneje spuscali, podali pa bomo nekaj
preprostih napotkov in zgledov.

Metode za integriranje racionalnih funkcij

Racionalna funkcija je kvocient dveh polinomov: f(x) = p(x)/q(x). Ce je stopnja Stevca
vecja ali enaka stopnji imenovalca, oba polinoma najprej med seboj delimo, da dobimo
celi del in ostanek: p(z)/q(x) = s(z) + r(x)/q(z). Polinom znamo integrirati (¢lenoma),
preostalo racionalno funkcijo pa po potrebi razstavimo na ti. parcialne ulomke, nato pa
integriramo vsak parcialni ulomek posebej. (Uporabimo torej neko varianto metode dekom-
pozicije.)

11 1 1
ZGLED. Zaradi ST )je/ e _1 / da _/ dr 1\ _
2-1 2z-1 x+1 ?2—-1 2 x—1 x+1

—1
e =1 o
|z + 1]

1
—In
2

V tem primeru je bila razélenitev na parcialne ulomke zelo enostavna. Imenovalec pa
ima v splo$nem veckratne linearne in veckratne v realnem nerazcepne kvadratne faktorje,
npr.

_ k1 ko km (.2 /.2 lo 2 In
q(z) = g(r—a1)™ (x—a2)™...(x—an) " (*+p12+q1)* (27 +p2x+q2)?...(x° + ppx+qp)

Razclenitev na parcialne ulomke je zdaj oblike:

r(x A A A
() _Aun 12 - ;klk
g(z) x—a1 (v —a) (x —ay)k
A A A
2 22 et s .
r—ay (z—ag) (z —az)"
A A A
ml + m2 4o+ mkmk
T—am (= am)? (= ap)km
Bz + Ciy Biax 4 Ci2 B,z + Cy,
2+pr+qa (@P2+pr+qa)? T (@ +prt+a)h
Bz + Cy Baax 4 Ca2 Boj,x + Cy,
224+ px+q (22 +pr+q)? T (2 +pax + q2)
Bpix + Cnl Bopx + CQn Bnlnx + Cnln

x? 4+ PnT + qn (-’EQ + prT + Qn)Q
Koeficiente moramo Se dolociti z odpravljanjem ulomkov.

(-’EQ + pnx + Qn)l" .



Clen oblike A/(z — a)* je enostavno integrirati; dobimo Aln |z — a|, ¢e je k = 1, in
(A/(1—k))/(x—a)*1, ceje k > 1. Clen (Bx+C)/(x?+pr+q) z nerazcepnim imenovalcem
zapisemo v obliki (Bx + C)/(2?+pr+q) = (B/2)(2x+p)/(z* +px +q) + D/ (2% + px +q),
kjer je D = C' — Bp/2. Integral prvega clena se izraza z (B/2) In(x? + px + ¢). Imenovalec
drugega ¢lena pa preoblikujemo v popolni kvadrat: 22 +pz+q = i((2x +p)2 4 (4g—p?)) =

dg—p~ p (1+ (ﬂ)Q), saj je 4g — p® > 0, in uvedemo novo spremenljivko t = \/2%.

v/ 4q—p?

Rezultat integriranja je potem —22 21+p

V- V-

tudi na visjo potenco [, so integrali poleg teh dveh oblik tudi oblike h(x)/(x? +px +q)"" 1,
kjer je h polinom stopnje 2] —

Najbolje je torej za integral splosne racionalne funkcije p(z)/q(z), kjer je stopnja imen-
ovalca vsaj tolikSna kot stopnja Stevca in je imenovalec razstavljen v zgornji obliki, vzeti
nastavek:

pe) ,  pla)
/ @™ = @)

ByIn(2? + prx + q1) + BaIn(z? + pox + @)+ ... + Bop ln(x2 + Pn + qn)+

2C4 2x + p1 2C T+ po 2x + pp
Vg —pi

arctg . Ce pa nastopajo nerazcepni faktorji

|x —a1| + Ao In|z —ag| + ... + Ay In |z — ap |+

arctg

+ arctg ,
VAaq —p? V4g — pl V 4qz - p2 \/ -p2 Vg, — p2

kjer je ¢(z) polinom z istimi linearnimi in kvadratnimi faktorji, kot so veckratni faktorji v
q(x), vendar nastopa vsak na potenco, ki je za ena manj kot pri polinomu ¢(z), polinom
p(z) pa naj ima stopnjo za eno manjso kot polinom §(z). Koeficiente potem dolo¢imo
tako, da obe strani najprej odvajamo, nato pa odpravimo ulomke in primerjamo dobljene
koeficiente pri razlicnih potencah spremenljivke x na obeh straneh enacbe. Kadar tako
ravnamo, retemo, da smo integral izrac¢unali z metodo nedolocenih koeficientov.

xdx
(x =12 @22 +2x+1)

uzenemo z zgornjim nastavkom

ZGLED. Integral I = /

9 2C 2 +1 D
I=Aln|z—1|+ Bln(z +x+1)+\/§ 7 +x—1'
Najprej dolo¢imo A, B,C in D iz primerjave odvajane leve in desne strani. Po odpravi
ulomkov dobimo z = (A + 2B)x? + (-=3B + C — D)x?> — (2C + D)z + (-A+ B+ C — D),
resimo ustrezen sistem linearnih enacb in najdemo A = B =0, C = D = —1/3. Kon¢ni

1 2 2 1
rezultat integriranja je potem [ = — — arctg T + C1, kjer je C7 poljubna

3(x—1) 3V3 V3

arctg

konstanta.
Metode za integriranje korenskih funkcij

Najprej si oglejmo primer, ko pod korenom nastopa linearna ali lomljena linearna
funkcija. Lahko so razli¢ni koreni, le radikand mora biti vedno isti. Ce je npr. pod
. ar +b

Semo

cx + cx +d
menljivke odpadejo vsi koreni. Problem prevedemo na integracijo racionalnih funkcij, kar

7e poznamo (je pa z integracijo lahko Se veliko dela).

korenom izraz =¥, kjer je p taka potenca, da po zamenjavi spre-

ZGLED. S substitucijo L‘r—m = t3 oziroma z = 1+t§, od koder je dx = (1+t3)2, dobimo
5/1 t3dt
/ T Ydr = —6 i+ t3)2’ ki jo lahko potem integriramo po metodah za integriranje

racionalnih funkcu

Naslednji primer, ko se da integral popopolnoma izra¢unati, je primer, ko nastopa pod
kvadratnim korenom kvadratni trinom az? + bz + ¢, a # 0. Oznacimo y = vaz? + bx + c,



integrand pa naj bo racionalna funkcija spremenljivk x in y, torej
P(z,y) _ Pi(z)+ P(x)y
Qlz,y)  Qi(z) + Q2(z)y’

kjer so P, P2, Q1, Q2 polinomi v z. Odpravimo koren iz imenovalca, pa imamo

Pi(2)Q1(x) — Po(z)Q2(2)y? L B@)@i(@) — Au(2)@a(z)
Q1(2)2 = Qa(w)2y? Q@2 = Qa2
Prvi ¢len je racionalna funkcija, ki jo znamo integrirati, drugi pa je produkt racionalne
funkcije in korena y oziroma racionalna funkcija, deljena s korenom y, torej oblike
H(X) _ F(x) n R(x)
Gy y Gy
¢e polinoma G in H po potrebi med sebj Se delimo.

R((L‘,y) -

R(‘T’y) =

F(z)dx

Oglejmo si najprej, kako izracunamo integral I = / = / __S\jar
Vax?+bxr+c

Z metodo nedolocenih koeficientov (odvajanje obeh strani in primerjanje ulomkov) ugo-

tovimo, da lahko vedno zapiSemo

F
ﬂ w/ax +bx—|—c—|—K/
Vax? +bx +c \/axQ—i-bx—i-c

kjer je Fj(z) polinom, stopnje za eno manjse od stopnje polinoma F, in K neka kon-
stanta. Odtod vidimo, da je treba znati izracunati samo zadnji ¢len. V ta namen zapisSimo
kvadratni trinom v drugi obliki: 4a(ax? + bx + ¢) = (2ax + b)? — D, kjer je D = b* — 4ac
njegova diskriminanta. Pri izracunu ustreznega integrala uvedemo novo integracijsko spre-
menljivko ¢ = 2ax + b, dt = 2adz, upostevati pa moramo tri moznosti: (a) D # 0, a > 0,
(b) D >0, a < 0 (moznost D < 0, a < 0, ne pride v postev, ker mora biti az?+ bz +c¢ > 0)

in (¢) D=0.
n(t+ \/t? ) + C oziroma izrazeno s
Va / V2 f

1
starimi spremenljivkami [ = — ln(an +b+ 2\/0, ax? +br+c¢))+ C.

7

V prvem primeru je [ =

t . -
arcsin + C' oziroma s starimi

75

V drugem primeru je [ =

2az + b
spremenljivkami | = —— arcsin ———=+ C.
P ! V—a Vb?% — dac ;
1 t
V tretjem primeru je pod korenom popolni kvadrat, zato dobimo [ = — | —= =
1 d 1 1 1 val Ve
t
In|t| zat < 0in I = —=1Inlt| za t > 0, torej I = ——=In|2ax + b| za

Val I~ Va Va

1
2ax +b < 0in [ = —=1In|2ax + b| za 2ax + b > 0.

7
ZGLEDIL. ( f\/2+2x - f\/ﬂ = =In(t+vt? — 2)+C = In(z+1+Va? + 2z — 1)+C

f\/% f\/ﬁ = arcsint + ¢ = arcsin(z — 1) + C.
) I = [Va?—2?dx = f o’ _”” —dx = (Az + B)Va® —22+C [ \/7 (nastavek); odva-

jamo in primerjamo koeﬁmente da dobimo A =1/2, B=0in C = a?/2, torej je

1 1
I:/\/a2—x2dx:§x a? — x2?

a x B 55, @ . X
+§/7m—§x a* —z —|—§arcsmg+(§’1.

R(z)
x)m

na same linearne faktorje (predpostavimo, da to gre), ulomek R(x)/G(z) pa na par-
dx

(x —e)Vax? +br+ ¢

Ja

Preostane Se izracun integrala oblike / g dz. Polinom G(x) raz¢lenimo

cialne ulomke. Potem je treba izracunati integrale oblike I =
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V ta integral vpeljemo substitucijo x — e = 1/t, tako da je dz = —dt/t*> in dobimo
th=1qt

I = / , se pravi integral take vrste, kakrsno smo zZe
V/(ae2 + be + )2 + (2ae + b)t +a

obravnavali.

ZGLED/ / int+C i 1+C
. — arcsin = — arcsin — .
V12 V1 - 2 x

Kadar so pred korenom tudi nerazcepni kvadratni, je integracija tezja. Vendar je vedno
mozno napraviti ustrezno substitucijo, s katero integral s korenom prevedemo na integral
racionalne funkcije.

(a) Ce je a > 0, pisemo Vaz? + bxr + ¢ = (z + t)y/a in dobimo
t? — 2t t2— bt
=2 C; dr = —2a +e dt ter y = \ar?2 +bxr +c= \/Ea +C.

b— 2at (b—2 “(b—2at)2 b— 2at

(b) Ce je a < 0, mora imeti enacba az? + bx + ¢ = 0 dva razli¢na realna korena x1 in o,
sicer bi bil izraz pod kvadratnim korenom vedno negativen alii ni¢. V tem primeru lahko
pisemo var? + bz + ¢ = \/a(z — z1)(z — 22) = v/—a(z — 1)t in dobimo

.’Eth + iy 2(:61 — .’Eg)tdt \/7 IEQ — 561)
SC:W, dxzﬁdttery— ax® +br+c=+/—a Erl

Opomba. Kadar nastopa pod kvadratnim korenom polinom tretje ali ¢etrte stopnje,
govorimo o elipticnih integralih. V splo$nem se jih ne da elementarno izra¢unati, tj. izraziti
z elementarnimi funkcijami, pa¢ pa jih lahko z ustrezno transformacijo vedno prevedemo
na eno od naslednjih osnovnih treh oblik (a,k konstanti, 0 < k < 1):

/ z 1 — k222 . dx
oo es JVT2 ) aovi-oas ey

Integrali transcendentnih funkcij

Med transcendentne funkcije spadajo eksponenta in logaritemska funkcija, trigonome-
tri¢ne in ciklometriéne funkcije. Racionalne ali korenske izraze, v katerih nastopa ena od
teh funkcij, v¢asih integriramo tako, da se s primerno substitucijo teh funkcij znebimo in
prevedemo postopek na integracijo racionalnih funkcij.

dx dt 1 1
ZGLEDI.(a)/ :/( ):/(—— Yt =In |t — |t +1] +C =

er 41 t(t+1 t t+1
|t] !
1 C =1 C.
TSR T
In?zd
(b)/ e x:/tht:t3/3—|—C:(lnx)3/3—|—C.
T

_ tdt 1 9 1 9 _
(c) /tgmdm-/1+t2_2ln(1+t)+0— 2lncos x+C=—In|cosz|+C.

Za trigonometri¢ne funkcije substitucija t = tg(z/2) vedno privede do integrala racionalne

2dt 2t
funkcije, saj je tedaj x = 2arctgt in dr = ——, poleg tega pa je tedaj tudi sinz = ——
JaJJQJ g 1+t27ngpJ J 112
in cosx = _—. Je pa ta substitucija precej dolgovezna, pogosto pridemo do rezultata

14+¢2
hitreje s kaksno drugo zamenjavo. Ce je npr. mtegrand oblike R(cos?z)cosz, kjer je R
racionalna funkcija, je uspesna substitucija t = sinz. Ce je integrand oblike R(cos x) ali
R(sin? z), pa pomaga substitucija t = tgz.



+C.

ZGLEDL. (a)/l—f—coszx 5_2 2\/‘ |\/§—t| +C= 2\/_ |\/§—s1nx|

(b) I = / - dz :/ :/i Ce imata konstanti
asin?x 4 bcos? x 0082 (atg x+0b) at? +b

1 1
a,b isti predznak, je I = / = arctgu + C = — arctg(ty/a/b) + C =
p ] T Tra T g ete N g(tv/a/b)

cos x dx _/ dt 1 |\/_—|—t| 1 |\/_—|—smx|

1
— arctg(\/jtg x)+C. Ce pa imata konstanti a, b nasproten predznak, dobimo
Vab b

1 1 1 t — b
- - et o n a+’+0:
T V—ab) 1-u 2v/—ab  |u—1] 2y —ab  |tv/—ab— 1|
1 1 |(tg x)V/—ab + b LC

w—ab  |(tgx)v/—ab— b

Sode potence sinusne in kosinusne funkcije ali njihove produkte integriramo tako, da
uvedemo dvojne kote.

ZGLED. [sinzdx = 1 [(1—cos2z)%dzx = 1 [(1—2cos 2z+cos? 2z)dz = +(z—sin2z)+
+ [(1+ cosda)dr = 32 — §sin2z + g5 sinda + C.

Produkte razli¢nih trigonometri¢nih funkcij (pri razliénih argumentih) preoblikujemo
najprej z uporabo adicijskih izrekov v vsote ali razlike.

ZGLED. Naj bo a # +b. Potem je
1 i -
/sin ax sinbx dx = 5 /(cos(a —b)x — cos(a + b)x)dx = P +C.

Vcasih nastopa transcendentna funkcija kot faktor v produktu s polinomom ali racionalno
funkcijo. Tedaj je potrebno uporabiti metodo integriranja po delih (per partes).

ZGLEDL (a) [ 2%e%dx = x%e* —2 [xe® = x%e” —2(we® — [ e¥dx) = z%e® — 2xe® + 2% +
C = (22 — 2 + 2)e” + C.
b) [zlnzdr = %.%'21111‘ — %fxdw = %.%'21111‘ — %xQ +C.

(c) [2?sinzdr = —2?cosz +2 [zcoswdr = —x?cosx + 2(zsinx — [sinzdr) =

—z2cosx + 2zsinz +2cosx) + C = (2 — 22) cosx + 2z sinz + C.

d 1
(d) /arctgmdmzxarctgm—/% :xarctgx—gln(l—i—ﬁ)—i-a
(e)/emsinxdx:exsinx—/emcos xdx:exsinx—(emcosx—i—/exsin x dz) in odtod

/exsin xdr = e"(sin x — cos z)/2+ C.

2. Doloceni integral
Radi bi (z aproksimacijo) racunali tudi ploséine krivoértnih likov, tj. likov, ki jih ome-
jujejo krivulje. Kako bi npr. poiskali plos¢ino mnozice
A={(z,y); a <z <b, 0<y< fa)},

kjer je f > 0 zvezna pozitivna funkcija, definirana na intervalu [a,b]? Ce je f konstantna
ali linearna funkcija, bi Se nekako slo, sicer pa bi morali funkcijo f (po kosckih) aproksimi-
rati z odsekoma konstantnimi ali odsekoma linearnimi funkcijami.
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Riemannove vsote in definicija Riemannovega integrala.

Postopek za poljubno realno funkcijo f, definirano na omejenem zaprtem intervalu [a, b],
je naslednji. Izberemo delitev intervala [a,b], a < b, na n podintervalov z n — 1 vmesnimi
tockami: a = xg < 1 < ... < x, = b. Delitev je torej podana z urejenim naborom tock,
zato jo oznac¢imo z D = {xg,x1,...,x,}. Dolzina k-tega podintervala [zj_1,2x] naj bo
Axy = x — xj—1, maksimalno dolzino oznac¢imo z |D|, torej |D| = maxj<p<, Azy in ji re-
cimo norma razdelitve. Na vsakem podintervalu si izberimo poljubno tocko ty € [xp_1, xk];
mnozico tako izbranih tock oznac¢imo s T, saj je podrejena delitvi D.

Naj bo f realna funkcija, definirana na omejenem zaprtem intervalu [a,b]. Za vsak par

(D,Tp), kjer je D delitev intervala [a,b] in Tp podrejena mnozica tock, sestavimo t.i.
integralsko ali Riemannovo vsoto funkcije f s predpisom (glej sliko 2):

S(f;D,Tp) =Y f(tx) Ay
k=1

fit
iy |
f(tp)
fity)
a=Xty x; tp X, tg Xy t,X=b
SLIKA 2

DEFINICIJA 1. Stevilo I imenujemo doloceni ali Riemannov integral realne funkcije f
na omejenem zaprtem intervalu [a, b], ¢e velja

n

1

D
ID]—0 &

Natané¢neje ta limita pomeni, da za vsak € > 0 obstaja tak § > 0, da za poljubno
delitev D, za katero velja |D| < § in za poljubno podrejeno mnozico izbranih tock T velja
L~ S(f;D.Tp)| < c.

Zgornja limita ne obstaja vedno. Kadar obstaja, re¢emo, da je funkcija f na intervalu
[a,b] Riemannovo integrabilna, limito, se pravi doloceni (Riemannov) integral funkcije f
. .. b
na intervalu [a,b] pa oznac¢imo z I = [ f(z)dx.

Opomba. Ta oznaka nas spomni, da izhaja doloceni integral v limiti iz integralskih vsot
S(f;D,Tp) = > f(tx) Az, in tudi sam integralski znak je modificirana ¢rka S, zacetna
¢rka latinske besede summa (vsota).

ZGLED. (a) Izra¢unajmo po definiciji doloceni integral fab xdz, ki obstaja zaradi zveznosti
funkcije f(z) = = (glej zadnji odstavek v tem podrazdelku). Pri poljubni delitvi lahko za
izbrano tocko na podintervalu [x_1, 2| izberemo karkoli, npr. aritmeti¢no sredino pod-
intervala, tj. tx = (xx + zx—1)/2. Dobimo

n n

+ xp 1 b2 — o2
S(f:D,Tp) = 3 BT (a — 1) = 5 Y (af — afy) = - = (b - a)(a+ b)/2
k=1 k=1
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in zato tudi f; xzdx = (b — a)(a + b)/2. Ker smo na ta nacin dobili ploséino trapeza pod
linearno funkcijo f(x) = x na intervalu [a,b], ¢e je 0 < a < b, vidimo, da je vsaj v tem
primeru rezultat pravilen. Ce je a < b < 0, dobimo negativno ploséino ustreznega trapeza;
¢e pa je a < 0 < b, pa razliko plos¢ine dveh trikotnikov (nad in pod abscisno osjo), t.i.
predznaceno ploséino. Izracun je bil v tem primeru dokaj enostaven, ker je bil integrand
preprost. V bolj zapletenih primerih to ne bi delovalo.

(b) Izra¢unajmo Se integral f; r?dz. Zdaj pa najprej izberimo posebno (enakomerno)
delitev intervala [a,b] z delilnimi tockami zy = a + k(b — a)/n, k = 0,1,2,....,n — 1, za
izbrane tocke pa vzemimo kar desna krajis¢a podintervalov t = z, k = 1,2, ...,n. Potem
je

n n 2 n
S(f;D,Tp) = (a+k(b—a)/n)?*(b—a)/n = (b—a)(aQ—l—w > k+(bn—3“) > k) =
k=1

k=1
(b= )@ +alb — a)(1 — 1/n) + 5(b— (1 +1/n)(1 +1/20))

b —a?
T

b
1
V limiti (n — oo) dobimo / 2idr = g(b —a)(b® +ab+a?)/3 =

TRDITEV. Vsaka na [a,b] Riemannovo integrabilna realna funkcija je omejena.

Dokaz. Denimo, da funkcija f na intervalu [a,b] ni omejena. Potem za poljubno
konstanto M > 0 in za vsako delitev D = {zg,z1,...,z,} intervala [a,b] s podrejeno
mnozico tock Tp = {t1,to,...,t,} obstaja tak k in taka tocka s; € [zr_1,xk], da velja
|f(t) — f(sg)| = M/Axy. V nasprotnem primeru, ¢e bi za vsak k in vsak x € [xp_1, x)]
veljala nasprotna neenakost |f(tx) — f(x)| < M/Axy, bi takoj ugotovili, da je funkcija f
omejena na [a, b, saj bi za vsak k in vsak x € [zi_1, x| veljalo |f(x)| < |f(tx)| + | f(tx) —
f(x)] <|f(tx)] + M/Azxy oziroma |f(z)| < maxy(|f(tx)| + M/Axy) za vsak x € [a,b].

Izberimo delitvi D podrejeno podmnozico tock Ty, = {#], 1), ..., 1, }, kjer je t; = t; za
Jj # kint) = s. Potem je |S(f; D, Tp)—S(f; D, Tp)| = |f(tr) — f(sk)|Azy > M/Axy. To
pa ze pomeni, da funkcija f ni Riemannovo integrabilna, sicer bi obstajal Riemannov inte-
gral [ in bi bila razlika |S(f; D,Tp) — S(f; D, Tp)| <|S(f;D,Tp) —I|+|I —S(f;D,T})|
pri dovolj drobni delitvi D poljubno majhna.

Samo omejene realne funkcije so torej lahko integrabilne. V bodoce bomo ve¢inoma
integrirali samo preproste funkcije. Ker je vsaka elementarna funkcija zvezna na vsakem
intervalu, na katerem je definirana, za zvezne funkcije pa bomo posebej dokazali, da so
Riemannovo inegrabilne, bodo prakti¢no vse naSe funkcije integrabilne.

Zgornje in spodnje Darbouxove vsote

Imejmo dano poljubno delitev D = {xg, x1, ..., x, } intervala [a,b]. Posebna izbira tocke
tr € [xp—_1,7k je pri zvezni funkciji f tista, kjer doseze funkcija na tem podintervalu
svoj maksimum My ali svoj minimum my. Pri nezvezni omejeni funkciji namesto tega
vzamemo My = sup{f(z); = € [vx_1, 2k} in mg = inf{f(z); = € [zr—1,2x]}. V prvem
primeru imenujemo ustrezno vsoto zgornjo Darbouzovo vsoto in jo oznacimo z S(f; D), v
drugem primeru pa spodnjo Darbouzovo vsoto in jo ozna¢imo z s(f; D). Torej

n n
S(f;D) =) MpAxy, s(f;D) =) mpAzg.
k=1 k=1
Opomba. Te vsote se imenujejo po G. Darbouxu, ki je ta pristop prvi uporabil in z

njimi definiral svoj integral. Véasih pa jih najdemo tudi pod imenom zgornje in spodnje
Riemannove vsote.
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S(D.1)
S(:D) /a/,
s(f:D)
a=Xx, X Xy Xy X4=b

SLIKA 3

Ocitno za poljubno delitev D s podrejeno mnozico tock Tp velja
s(f; D) < S(f;D,Tp) < S(f; D).

Rekli bomo, da je D' = {z{, 2, ...,2},} finejsa delitev intervala [a,b], kot je delitev
D = {xg,21,...,xn}, ¢e je D C D’. Dve poljubni delitvi D; in Dy istega intervala [a, b]
imata vedno skupno finejSo delitev D = Dy U Ds.

TRDITEV 1. Ce je D' finejsa delitev intervala [a,b] kot delitev D, velja
s(f; D) <s(f; D') < S(f; D) < S(f; D).

\'4

SLIKA 4

Dokaz. Podinterval [zj_1, 2], ki pripada delitvi D lahko s tockami finejse delitve D’
razdelimo naprej: ry—1 = 2} < .. <} = z). Kolicinam My = My(D) in my, = my(D)
glede na delitev D in indeks k ustrezajo glede na finejso delitev D’ in indeks [ koli¢ine M]
in mj. Ce upostevamo, da je infimum, vzet po manjsi mnozici, veéji, supremum pa manjsi,
imamo za vsak indeks [, i, + 1 <[ < ji, neenakosti

mg = inf{f(2); 2 € [rp_1, 2]} < Inf{f(2'); 2" € [2)_y, 2]} = my

in
Mj =sup{f(2'); 2’ € [2]_y, 7]} <sup{f(2); @ € [wp—1,24]} = M.
Torej je
Jk Jk
mpAzy < Z mjAx) in Z M{Az; < M Axy,.
I=ip+1 I=ip+1

Ce sestejemo vse te neenakosti po indeksu k od 1 do n (po vseh podintervalih v delitvi
D), dobimo iskano neenakost.

POSLEDICA. Za poljubni delitvi Dy in Dy intervala [a,b] velja s(f; D1) < S(f; Da).

Dokaz. Naj bo D skupna finejsa delitev za D in Dy. Potem je po zgornji trditvi
s(fiD1) < s(f; D) < S(f; D) < S(f; D2).
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Darbouxova integrabilnost

Odtod vidimo, da je (neprazna) mnozica {s(f;D1)} vseh spodnjih Darbouxovih vsot
glede na delitev D; omejena navzgor s poljubno zgornjo Darbouxovo vsoto glede na
(katerokoli drugo) delitev Dy, se pravi da obstaja supremum s(f) = supp, {s(f; D1)} in da
velja s(f) < S(f;D3). Toda to hkrati pomeni, da je tudi (neprazna) mnozica {S(f; D2)}
vseh zgornjih Darbouxovih vsot glede na delitev Dy omejena navzdol, da obstaja infimum
S(f) =infp, S(f; D2) in da velja s(f) < S(f).

TRDITEV 2. Za omejeno funkcijo f na intervalu [a,b] so pri zgornjih oznakah ekviva-
lentne naslednje trditve:
() s(f) = S(),
(ii) Za vsak € > 0 obstaja taka delitev D intervala [a,b], da velja S(f; D) — s(f;D) < e.
(iii) Za vsak € > 0 obstaja tak 6 > 0, da za vsako delitev D intervala [a,b] z lastnostjo
|D| < d velja S(f; D) — s(f; D) <e.

Dokaz. Ocitno iz tocke (iii) sledi tocka (ii). Naj bo zdaj D taka delitev, da pri danem
e > 0 velja tocka (ii). Potem zaradi ocene s(f;D) < s(f) < S(f) < S(f;D) velja
S(f)—s(f) <S(f; D) —s(f; D) < e. To pomeni, da je s(f) = S(f) in velja tocka (i).

Predpostavimo, da je izpolnjena tocka (i), torej s(f) = S(f) = I, innaj bo e > 0. Potem
obstajata taki delitvi Dy, Do intervala [a,b], da je S(f; D) < I+¢€/4in s(f; D) > I —e€/4.
Naj bo Dy = D1U Dy skupna finejsa delitev intervala [a, b] na n podintervalov. Po trditvi 1
je zato tudi I —e/4 < s(f; Do) < S(f; Do) < I+ ¢/4. Definirajmo se M = sup{|f(z)|; = €
[a,b]} in 0 =¢/(8nM).

Naj bo zdaj D poljubna druga delitev intervala [a,b] z lastnostjo |D| < ¢ in naj bo
D’ = Dy U D skupna finejsa delitev. Po trditvi 1 velja tudi

I—e/A<s(f; D) <S(f; D) <1+ ¢/

Ker je vmesnih tock delitve Dy ravno n — 1, je najve¢ n — 1 podintervalov, pripadajocih
razdelitvi D Se naprej razdeljenih s tockami iz Dy. Torej se v vsotah s(f; D’) in s(f; D)
ujemajo vsi Cleni razen tistih na teh najve¢ n — 1 intervalih. Razliko vsot lahko potem
ocenimo z

s(f; D"y —s(f; D) < (n—1)(2M)|D| < 2nMe/(8nM) = €/4.

Odtod vidimo, da je s(f; D) > s(f;D') —e/4 > I — ¢/2. Podobno spoznamo, da je
S(f; D) < I+ ¢/2, tako da imamo konéno S(f; D) — s(f; D) < € in velja tocka (iii).

Opomba. Kadar je izpolnjena tocka (i) zgornje trditve (in s tem tudi vsaka druga
tocka), tj. kadar velja s(f) = S(f), recemo, da je omejena funkcija f na intervalu [a, b]
Darbouxovo integrabilna. Vendar ta integrabilnost ni v resnici ni¢ drugac¢na od dosedanje,
Riemannove, integrabilnosti, kot pove naslednji izrek.

IZREK 1. Omejena realna funkcija f, definirana na intervalu [a,b], je Riemannovo
integrabilna natanko takrat, ko je Darbouxovo integrabilna.

Dokaz. Riemannova integrabilnost pomeni, da lahko najdemo tako stevilo I € R, da
za vsak € > 0 obstaja 6 >, tako da za vsako delitev D = {zg,z1,...,z,} intervala [a,b|
z lastnostjo dp < ¢ in za wsako izbiro podrejene mnozice tock Tp = {t1,ta,...,tn}, tg €
[xg—1, 2], velja |[I — S(f; D, Tp)| < €/4. Vemo tudi, da je vsaka Riemannovo integrabilna
funkcija omejena.

Izberimo tako delitev D = {zg, x1, ..., 2, } z lastnostjo |D| < 4, da je hkrati s(f) —¢/8 <
s(f;D) in S(f;D) < S(f) + €¢/8. To lahko storimo, ¢e po potrebi preidemo na finejso
delitev. Za vsak k naj bo my = inf{f(z); x € [xg_1, 2]}, My = sup{f(z); = € [zr_1,zk]}
ter ¢y, t) € [xp_1, ) taki tocki, da je f(ty) < my+€/8(b—a)in f(t}) > My, —€/8(b—a).
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€
M= a)

€
nmy +(b—a)

my

k-1
SLIKA 5
Naj bo Tp = {t1,t2,....,tn} in T}, = {t],15,...,t},}. Potem je

s(f;D) = mpAzy, <Y f(ty)Azg = S(f; D, Tp) <
k=1 k=1

> (my +€/8(b — a)) Ay = s(f; D) + €/8,
k=1
S(f; D) —€/8 =" (M —¢/8(b—a))Azy, < S(f; D, Tp) =
k=1

S Ft) A, < MyAay, = S(f; D).

k=1 k=1

To pomeni, da je |S(f;D,Tp) — s(f;D)| < €/8, zato tudi |S(f;D,Tp) — s(f)| < €/4,
in |S(f;D,Tp) — S(f; D)| < €/8, zato tudi |S(f;D,T},) — S(f)| < ¢/4. Odtod skupaj z
|[I-S(f;D,Tp)| < €¢/4in |[I-S(f;D,T},)| < €¢/4 dobimo |[I—s(f)| < €/2in |S(f)—I| < €/2,
se pravi S(f) — s(f) < e. Po trditvi 2 to pomeni S(f) = s(f).

Obratno, naj bo funkcija f Darbouxovo integrabilna, se pravi, naj velja S(f) = s(f) = I.
Po trditvi 2 za vsak € > 0 obstaja tak 0 > 0, da za vsako delitev D intervala [a, b] z last-
nostjo |D| < 0 velja S(f; D) — s(f; D) < e. Potem pa za vsako tej delitvi D podrejeno
mnozico tock Tp velja s(f; D) < S(f;D,Tp) < S(f;D) < s(f; D)+ e. Seveda velja tudi
s(f; D) < I < S8(f;D) < s(f; D) + ¢, tako da imamo skupaj |I — S(f; D,Tp)| < e. To
pomeni, da je funkcija f Riemannovo integrabilna in da je njen integral enak f; flx)dx =
I=s(f) = 5(f).

Izrek 1 nam zagotavlja ucinkovit kriterij, kdaj je funkcija na danem intervalu Rieman-
novo integrabilna, saj je enakost s(f) = S(f) dostikrat preprosto preveriti, upostevajoc,

da je po trditvi 2 za vsak € > 0 dovolj najti delitev D z lastnostjo S(f; D) — s(f; D) < e.

Namesto o Riemannovi ali Darbouxovi integrabilnosti omejene funkcije bomo odslej
govorili kar o njeni integrabilnosti.

Primeri integrabilnih funkcij

IZREK 2. Vsaka monotona funkcija na intervalu [a,b] je integrabilna.

Dokaz. Vsaka monotona funkcija je na omejenem zaprtem intervalu [a,b] omejena.
Privzemimo, da je funkcija f narasc¢ajoca, in si izberimo enakomerno delitev intervala

[a,b] s tockami z = a + k(b —a)/n, k = 0,1,2,...,n. Zaradi naras¢anja funkcije f je
mg = f(xg—1) in My = f(zr), tako da imamo

S(f;D) = s(f;D) = flar)b—a)/n =Y flax_1)(b—a)/n=(b—a)(f(b) — f(a))/n.
k=1 k=1
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Za vsak € > 0 lahko izberemo dovolj velik n tako, da je desna stran manjsa od e¢. Po trditvi
2 je potem s(f) = S(f) in po izreku 1 je funkcija f integrabilna.

IZREK 3. Vsaka zvezna funkcija na intervalu [a,b] je integrabilna.

Dokaz. Vsaka zvezna funkcija je na intervalu [a, b] omejena. Ker je po izreku iz analize
1 zvezna funkcija na kompaktnem intervalu [a, b] tudi enakomerno zvezna (glej 3. razdelek
v 2. poglavju), za vsak € > 0 obstaja tak 6 > 0, da za poljubni dve tocki s,¢ € [a,b] z
lastnostjo |s — t| < § velja |f(s) — f(t)| < €/(b—a). Naj bo D delitev intervala [a,b] z
lastnostjo |D| < 6, tako da za poljubni tocki s,t € [xi_1,x] velja |f(s) — f(t)| < e¢/(b—a).
Torej je tudi My — my < €/(b — a), zato imamo oceno (ki takoj implicira integrabilnost
funkcije f)
n
S(f;D) = s(f; D) =Y (Mg — my)Azy, < e.
k=1

ZGLEDI. (a) Obstajajo omejene (nezvezne) funkcije, ki niso integrabilne; taka je npr.
karakteristi¢na funkcija f = x@ mnozice racionalnih Stevil Q, definirana na intervalu [a, b]

s predpisom
w={4 258

Tu je my = 0in My = 1 za vsako delitev D in vsak k, torej je s(f; D) =0in S(f; D) =b—a
oziroma tudi s(f) =0 in S(f) = b — a, tako da funkcija f ni inegrabilna.

(b) Po drugi strani obstajajo omejene nezvezne funkcije, ki pa so integrabilne. Zgled so
nezvezne monotone funkcije, npr.

0 , z€]0,1/2]
f(x):{l . oz e (1/2,1]

(b) Nezveznost omejenih integrabilnih funkcij je lahko Se hujsa. Za zgled si vzemimo
dobro znano funkcijo f, kjer je

sin(1/z) , x€ (0,1
MZ{ 1), ac

Vemo, da ta funkcija v tocki 0 nima limite. Pokazimo, da je kljub temu integrabilna.

Za vsak € > 0 si izberimo delitev D z lastnostjo, da je prva delilna tocka enaka z1 = €/4.
Ker je f zvezna na intervalu [e/4, 1], je tam integrabilna in obstaja taka delitev D; intervala
le/4,1], da je S(fliz,,1; D1) — 8(fliz1175 D1) < €/2. Zdaj naj bo D = {xo} U Dy delitev
intervala [0,1]. Ker je m; = —1in My = 1, imamo s(f; D) = —Axy + 5(f|z,,1;D1) =
—€/4+ $(flwy 13 D1) in S(f; D) = Azt + S(f|zy,13 D1) = €/4 4+ S(fl(zy,1): D1). Torej je
funkcija f integrabilna, saj je

S(f; D) = s(f; D) = €/2 4+ S(fljw1,1: D1) = 8(fljz1,1: D1) < €.

Zadnji zgled je poseben primer bolj splosne zakonitosti.

TRDITEV 3. Ce je funkcija f omejena na [a,b] in zvezna na (a,b), je na zaprtem
intervalu [a, b] integrabilna.

Dokaz. Naj bo m < f < M na [a,b] in naj bo € > 0. Izberimo tako delitev
D = {xp,x1,...,xpn-1,2n} intervala [a,b], da je (1) Azy = 1 — 29 < €/4(M — m) in
Az, = xp — xp—1 < €/4(M — m); (2) delitev {x1,x9,...,x,—1} intervala [z1,z,_1], na
katerem je zvezna funkcija f integrabilna, taka, da je razlika med zgornjo in spodnjo
Darbouxovo vsoto S r—a(Mj, — my)Az, < €/2. Potem pa je tudi za celoten interval
S(f;D) — s(f; D) = (My — m1)Axy + (M, — mp) Az, + 720 (My, — my)Azy, < e. Po
trditvi 2 in izreku 1 to pomeni, da je funkcija f na intervalu [a, b] integrabilna.
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Lastnosti integrabilnih funkcij in integrala

TRDITEV 4. Konstantna funkcija f(x) = ¢ za vsak x € [a,b] je integrabilna in velja
f; f(x)dz = f; cdx = c(b — a).

Dokaz. Riemannova vsota je > ;_; f(tg)Axy =Y p_y cAxp = c(b— a), isto v limiti.

TRDITEV 5. Naj bosta f in g integrabilni funkciji na intervalu [a,b] in a, f € R poljubni
konstanti. Potem je na |a,b] integrabilna tudi funkcija af + Bg in velja

/ab(af—i—ﬁg x—a/f dw—i—ﬁ/

Dokaz. Poljubno Riemannovo vsoto za funkcijo af 4+ (g lahko zapiSemo v obliki
S(af + Bg; D, Tp) = aS(f; D,Tp) + £S(9; D,Tp). Pri dovolj drobni delitvi leva stran
dobro aproksimira integral f;(af + [g)(x)dx, desna stran pa o f; flz)dz + f;g(x)dx

Opomba. Recemo, da je doloceni integral linearen funkcional na prostoru integrabilnih
funkcij na intervalu [a, b].

TRDITEV 6. Naj bo funkcija f omejena na intervalu [a,b], in naj velja a < ¢ < b.
Funkcija f je integrabilna na intervalu [a,b] natanko takrat, ko je integrabilna na podin-
tervalih [a,c] in [c,b]. Poleg tega velja

/a " fa)de = / " f(2)da + / " faydr

Dokaz. Ce je f integrabilna na [a,b] lahko za vsak € > 0 najdemo tako delitev D
intervala [a, b, da velja S(f; D) — s(f; D) < e. Lahko privzamemo, da je ¢ ena od delilnih
tock (sicer jo dodamo, razlika med zgornjo in spodnjo vsoto se pri tem le zmanjsa). Potem
pa lahko zapisemo S(f;D) — s(f;D) = >3 (Mg — my) Az + >0 (M), — my)Axzy, kjer
ustreza prva vsota delitvi podintervala [a,c] in druga delitvi podintervala [c,b]. Ker sta
vsoti nenegativni, sta obe manjsi od €, kar pomeni integrabilnost na vsakem podintervalu
posebej.

Obratno je Se lazje: delitvi podintervalov, ki dasta majhno razliko med zgornjo in spod-
njo vsoto, zdruzimo v delitev intervala [a,b], in dobimo

S (Mg — my)Axy, = Y03 (My, — my)Axy, + 30 (Mg, — mp) Az < €/2 +¢/2 = €.

Zdaj ko vemo, da je funkcija integrabilna tudi na podintervalih, lahko po definiciji
izbiramo vedno bolj drobne delitve intervala [a,b], pri ¢emer ves Cas ohranjamo ¢ kot
eno izned delilnih tock. Ker Riemannova integralska vsota razpade v dve integralski
vsoti S(f; D, Tp) = Yoy f(tr)Axy, = Yoy f(tr)Axk + 3oy f(tk) Ay = S(fliae; D', Tor) +
S(flie,y; D", Tpr), dobimo v limiti, da je integral funkcije f po vsem intervalu [a,b] enak
vsoti integralov funkcije f po obeh podintervalih [a, ¢] in [c, b].

Opomba. Doslej smo zahtevali, da je spodnja meja a integrala f:f(:c)d:c manjsa od
zgornje meje b. Pa naj bo b < a. V tem primeru definirajmo f;f(:c)d:c = — [ f(z)dx
Dodatno definirajmo za vsak a € R Se f(f f(x)dx = 0. Potem lahko uporabljamo formulo
iz trditve 4 ne glede na to, kje lezi tocka ¢, se pravi tudi zunaj intervala [a,b], da je le
funkcija definirana na maksimalnem intervalu (od min{a, b, c} do max{a b,c}). Ce je npr.
a < b < ¢, imamo po formuli iz trditve 4 relacijo [7 f(x f f(x)de + [ f(a)dx

ozuromafaf ydw = [7 f(x)dx — [ f(z)de = [T f(a d$+fcf
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Zaradi te lastnosti pravimo, da je doloceni integral aditivna funkcija integracijskega
obmodja.

DEFINICIJA 2. Recemo, da je funkcija f odsekoma zvezna na intervalu [a, b], ¢e obstaja
taka stevila ¢;, ¢ = 0,1,2,...,r, dajea = ¢g < ¢1 < ¢g < ... < ¢ = bin da je f
zvezna funkcija na vsakem odprtem podintervalu (¢;—1,¢;), i = 1,2, ...,r (glej sliko 6). Kot
posledico zadnjih dveh trditev imamo naslednji rezultat.

SLIKA 6
TRDITEV 7. Vsaka na [a,b] omejena in odsekoma zvezna funkcija f je integrabilna.

Dokaz. Po trditvi 3 je f integrabilna na vsakem podintervalu [¢;—1,¢;], iz trditve 6 pa
potem sledi (s preprosto indukcijo), da je integrabilna tudi na celotnem intervalu [a, b].

Opomba. Odsekoma zvezna funkcija ima po definiciji konéno mnogo tock nezveznosti.
Trditev 7 potemtakem pove, da je vsaka omejena funkcija, ki ima kve¢jemu kon¢no mnogo
tock nezveznosti, integrabilna. Kot zanimivost povejmo, da velja isto tudi za omejene
funkcije, ki imajo kve¢jemu stevno mnogo tock nezveznosti (zato je npr. integrabilna tudi
Thomaejeva funkcija).

Se veé, pokazati se da, da je omejena funkcija integrabilna natanko takrat, ko ima
mnozica njenih tock nezveznosti mero ni¢. (Recemo, da ima podmnozica A C R mero
ni¢, Ce za vsak € > 0 obstaja taka Stevna - kon¢na ali neskon¢éna - druzina odprtih
intervalov {(c¢p,d,); n > 1}, da je A C Up>i1(cn,dy,) in da je njihova skupna dolzina
Y n>1(dn — cn) < €.) Vsaka Stevna mnozica ima mero nic.

IZREK 4. Naj bo f omejena integrabilna funkcija na [a,b] in g zvezna funkcija na in-
tervalu [m, M|, kjer je m = inf{f(x); x € [a,b]} in M = sup{f(z); = € [a,b]}. Potem je
tudi kompozitum h = g o f integrabilna funkcija na intervalu |a, b].

Dokaz. Ce je M = m, je funkcija f konstantna, zato je konstantna tudi funkcija h in
po trditvi 4 integrabilna.

Naj bo M # m in € > 0 poljubno pozitivno Stevilo. Ozna¢imo A = infg in B = supg
na intervalu [m, M]in K =b—a+ B — A > 0. Zaradi enakomerne zveznosti funkcije g na
intervalu [m, M| obstaja tak 6 > 0, da iz u,u’ € [m, M| in |u—u/| < ¢ sledi |g(u) —g(u')| <
e/K.

Ker je f integrabilna na [a, b], obstaja taka delitev D, da je S(f; D) — s(f; D) < d¢/K.
Zapisimo S(f; D) — s(f; D) = >3 (M), — mg) Az + 3 (Mg — my)Axg, kjer se prva vsota
Z;ﬁ nanasa na tiste delilne intervale, za katere je My — my; < J, druga vsota ZZ pa na
ostale. Ker je torej Yy 6Axy < Y} (Mg — mg)Azy < S(f; D) — s(f; D) < ¢/ K, dobimo

LAz < e/K.

Oznacimo Se hj, = infh in Hj, = suph na k-tem podintervalu delitve D. Ce je ta
podinterval prve vrste (tako da je My — my < ), je za poljubna x,2’ iz tega inter-
vala in za u = f(x), v/ = f(a') res |[u — /| = |f(zx) — f(&)] < My — my < 0, zato
|h(z) — h(z")| = |g(u) — g(v')| < ¢/K in potem tudi Hy — hy < €/K oziroma tudi

S (Hy — hy)Axy, < (e/K) Y) Axy, = (b— a)e/K.
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Ce pa je k-ti podinterval druge vrste (tako da je My —my > 0), velja H, —hy, < B— A in
zato tudi

V(Hy — h)Azy, < (B —A)> ) Az, < (B — A)e/K.

Za vsak € > 0 smo torej nasli tako delitev D, da je S(h; D) — s(h; D) =
Z;C(Hk — hk)A.%'k + Zg(Hk — hk)Axk < (b — a)e/K + (B — A)E/K = €,
kar pomeni, da je funkcija h integrabilna na intervalu [a, b].
POSLEDICA. Ce sta f in g integrabilni funkciji na intervalu [a,b], so na [a,b] integra-

bilne tudi funkcije |f|, f™ za vsak n € N in fg, kjer je |f|(x) = |f(x)|, f"(z) = f(z)" in
(f9)(x) = f(x)g(x) za vsak x € [a, b].

Dokaz. Funkciji v — |u] in u — u" (za n € N)) sta zvezni, tako da lahko uporabimo

izrek 4. Poleg tega je fg = [(f +¢9)?> — f? — ¢%]/2 in zaradi trditve 5 je potem integrabilna
tudi funkcija fg.

Opomba. Obrat posledice ne velja: naj bo npr. f = g = xq, karakteristicna funkcija
mnozice racionalnih Stevil. Vemo, da ta funkcija ni integrabilna na nobenem intervalu,
njena absolutna vrednost in njen kvadrat pa sta integrabilni funkciji, saj sta obe enaki

konstantni funkciji 1.

TRDITEV 8. Ce sta f in g integrabilni funkciji na intervalu [a,b] in velja f(z) < g(x)
za vsak x € [a,b], velja tudi fabf(x)dm < fabg(x)

Dokaz. Ta neenakost velja za poljubno Riemannovo vsoto S(f; D,Tp) = Y ,_, f(tx)Axy
<> 1 9(tk)Axy = S(g; D, Tp), torej tudi v limiti.

Recemo, da je doloceni integral monotoni funkcional.

POSLEDICA 1. Ce je a < b, velja ]fab f(x)dz| < f;\f(x)\dx Ce je a > b, pa velja
b b
| [, f)dz| < = [ 1f(2)|de.

Dokaz. Takoj sledi iz trditve 8 ob upostevanju opombe za trditvijo 6.

b
POSLEDICA 2. Iz m < f(x) < M na [a,b] sledi m < %/ flx)de < M .
—al,

Dokaz. Tudi to dobimo iz trditve 8.

SLIKA 7
DEFINICIJA 3. Izraz p = ﬁf; f(x)dx imenujemo povprecna vrednost integrabilne
funkcije f na intervalu [a,b]. Vidimo, da lezi g med m = inf{f(z);a < z < b} in
M = sup{f;a <z < b} (glej sliko 7).

Omenimo Se pomembno posledico tocke 8.
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TRDITEV 9. Ce je f zvezna funkcija na intervalu [a,b], obstaja taka tocka c € [a,b],
da velja f(c) = —/ f(x)dx.

Dokaz. Povprecna vredost p funkcije f zadoséa po posledici 2 pogoju m < u < M.
Potem pa rezultat sledi iz znanega dejstva, da zavzame zvezna funkcija na zaprtem in
omejenem intervalu vsako vrednost med najmanjso in najvecjo.

IZREK 5 (Prvi izrek o povpreéni vrednosti). Naj bosta funkciji f, g integrabilni na
intervalu [a,b] in naj za vsak x € |a,b] veljam < f(x) < M. Poleg tega naj bo na intervalu
[a,b] funkcija g povsod istega predznaka. Tedaj obstaja tako Stevilo p € [m, M], da velja

/ F(@)g(z)dz = /abg(x)dx.

Dokaz. Naj bo npr. g(z) > 0 za vsak z € [a,b]. Iz m < f(z) < M dobimo mg(x) <
f(z)g(z) < Mg(z) za vsak x € [a,b] in zato tudi

/ dx</f dng/:g(x)dx

Ce je f;g(:c)d:c =0, je tudi ff f(z)g(x)dx = 0 in vsak pu je dober. Ce pa je f: g(x)dz #0,

je
mé/abf(x d:c// 2)dz < M.

Srednji ulomek ozna¢imo z i, paimamo m < u < M in hkrati fb f(@)g(z)dr = p fabg(x)dx
Podobno, samo z obrnjenimi neenacaji, dokazemo izrek, ¢e je g(x) < 0 za vsak x € [a, b].

POSLEDICA. Ce je funkcija f zvezna in funkcija g integrabilna in povsod istega predz-
naka na intervalu [a,b], obstaja tako Stevilo ¢ € |a,b], da je

[ s = s [ g@ae

Dokaz. Vemo, da zavzame zvezna funkcija na kompaktnem intervalu [a, b] vsako vred-
nost med m = inf{f(z);a < z < b} in M = max{f(z);a < z < b}, torej tudi vrednost
= f; f(x)g(x)dz/ f(fg(x)dw iz dokaza prejsnjega izreka.

Zveza med doloc¢enim in nedolocenim integralom

Racunanje dolocenega integrala po definiciji je zelo komplicirano, tudi v primeru, ko
integriramo zvezno funkcijo, zato je ugodno poznati Se druge nac¢ine. Izpeljimo osnovno
povezavo med dolocenim in nedolocenim integralom.

IZREK 6. Naj bo f omejena integrabilna funkcija na intervalu [a,b]. Definirajmo
= [T f(t)dt, x € [a,b]. Tedaj je G:

(a) zvezna funkcija zgornje meje na intervalu |a, bl;

(b) odvedljiva funkcija zgornje meje v vsaki tocki x, v kateri je f zvezna funkcija, in
velja G'(z) = f(x).

Dokaz. (a) Hitro se lahko prepricamo, da je G(x + h) — G(z) = fg‘;Hh f(t)dt, torej po
posledici 1 trditve 7 |G(z + h) — G(z)| < |f;+h |f(t)|dt| < M]|h|, kjer je M > |f(t)| za
vsak ¢ € [a,b]. Odtod takoj sledi, da je G zvezna funkcija v vsaki tocki = € [a, b].
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T — T z+h
Hex h})l ¢ — fz) = %/ (f(t) — f(x))dx. Ker je funkcija f

xT
zvezna v tocki xz, za vsak € > 0 obstaja tak & > 0, da velja |f(t) — f(x)| < ¢, ¢im je
|t — x| < 0. Zato lahko ocenimo

Gz +h)—G)
S |h|'/

za vsak |h| < §. To pomeni, da je limita diferen¢nega kvocienta funkcije G (ko h — 0)
enaka f(z). Torej je funkcija G odvedljiva v tocki z in njen odvod enak G'(z) = f(z).

(b) Izrac¢unajmo

(z)|dx| < €

POSLEDICA Ce je f zvezna funkcija na intervalu [a,b], je funkcija G, definirana s
predpisom G(z) = [ f(t)dt, = € [a,b], povsod na [a,b] odvedljiva in velja G'(x) = f(z) za
vsak x € [a, b]

Torej je G je nedoloceni integral (primitivna funkcija) Zvezne funkcije f. Ce je F
poljuben drug nedoloceni mtegral funkcue f, je kot znano, F(z f fdt + C. Ker
je F(a) = C, velja F(z) = [T f(t)

Vstavimo tocko x = b, pa dobimo osnovno formulo integralskega racuna:

b
/ F(t)dt = F(b) — F(a).

To formulo imenujemo tudi Leibnizova formula. Vcasih zapiSemo krajse f; f)ydt =
F(2)|%, kjer pomeni F(z)|2 = F(b) — F(a). To pomeni, da dologeni integral izracunamo
tako, da najprej pois¢emo nedoloceni integral (primitivno funkcijo) F, ¢e le-ta obstaja,
vanjo vstavimo najprej zgornjo mejo b, nato spodnjo mejo a in oboje odstejemo.

V zgornji posledici smo videli, da primitivna funkcija obstaja za vsako zvezno funkcijo
f. Za zvezne funkcije torej osnovna formula velja in najveckrat bo to dejstvo za naSe
izracune zadoscalo. Velja pa za vsako integrabilno funkcijo, za katero obstaja primitivna
funkcija (tj. odvedljiva funkcija F' z lastnostjo F' = f).

IZREK 7 (Osnovni izrek integralskega racuna). Naj bo f taka integrabilna funkcija
na intervalu |a,b], ki ima na [a,b] primitivno funkcijo F. Tedaj velja

/ f(z)dz = F(b) - F(a).

Dokaz. Za poljubno delitev D = {zg, z1,...,z,} intervala [a,b] lahko po Lagrangevem
izreku poiscemo na odprtih intervalih (zx_1, zx) take tocke t, da velja F(xg) — F(xp_1) =
F'(tg) (g — xp—1) = f(tx)Ax. SeStejmo obe strani teh enakosti po k& od 1 do n, pa
dobimo F(z,) — F(xo) = Y p_y f(tx)Axy oziroma F(b) — F(a) = S(f;D,Tp). To velja
za vsako delitev D in ustrezno izbiro podrejene mnozice Tp. Ker vemo, da je funkcija f
Riemannovo integrabilna, konvergirajo desne strani proti integralu f b f x)dx, kakor hitro

konvergira |D| = maxy, Az proti ni¢. V limiti torej dobimo F(b) f flx
Metode za racunanje dolocenega integrala

1. Uporaba osnovne (Leibnizove) formule. Najprej izracunamo nedoloceni integral,
nato pa vstavimo meje.

ZGLED. (a) [ sinazdz = —cosz[] = (—cosm) — (—cos0) =

L dx
(b)/12+ — 2+ 2)]L, = 3.
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2. Metoda zamenjave spremenljivke (substitucija). Ce je f zvezna funkcija na

intervalu [a,b], ni problema. Izberemo (ne nujno monotono) zvezno odvedljivo funkcijo

x = z(t), ki preslika interval [«, ] na interval [a, b], tako da je z(a) = a, x(8) = b. Do-
. b

bimo [ f(x)dx = fff(x(t))x’(t)dt.

Dokaz. Ker je f zvezna funkcija na [a,b], obstaja po osnovnem izreku integralskega
racuna primitivna funkcija F', tako da je F(b) — f f(z)dz. Definirajmo funkcijo
G(t) = F(x(t)) za vsak t € [, 3]. Ker je F'(x) = f(ac) za vsak x € [a,b], je po veriznem
pravilu tudi G'(t) = f(xz(t))2'(t) za vsak t € o, 5]. Torej je

B b
/ f(z(t)2 (t)dt = G(B) — G(a) = F(z(8)) — F(2(a)) = F(b) — F(a) = / f(z)dz

Iz postopka vidimo naslednje: ko nadomestimo x s funkcijo z = x(t), nadomestimo tudi
diferencial dx z dx = 2/(t)dt, tako da je f(z)dz = f(z(t))z'(t)dt.

ZGLED: (a) V integral fol V& + 1dz uvedemo substitucijo o +1 = t oziroma =z =
t2 — 1. Dobimo dx = 2tdt, integral pa je enak 2 flﬂ t2dt = 2(2v/2 — 1)/3.

(b) Ce v integral I = fe l“x“dx uvedemo substitucijo x = e, 0 <t < 1, oziroma In z = ¢

in dz/x = dt, dobimo [ = fo t2dt = 1/3.

i __ 37 sin tdt
(c) Za integralu I = [ F2--

- Iy lzafz In(2+z)|L; =In 3.

postavimo x = cos t, dr = —sin tdt in najdemo I =

Ce je substitucijska funkcija z = () monotona (narascajoca ali padajoca), velja enaka
formula za izracun integrala z zamenjavo spremenljivk tudi v splo$nejsem primeru.

IZREK 8 (o zamenjavi integracijske spremenljivke). Naj bo zvezno odvedljiva
x = x(t) naraSéajoéa funkcija na intervalu |c, 5] in naj preslika interval [, 5] surjektivno
na interval [a,b]. Potem je za poljubno realno funkcijo f, definirano na intervalu [a,b],
funkcija g(t) = f(x(t))a'(t) integrabilna na [o, 5] natanko takrat, ko je f integrabilna na
[a,b], in tedaj velja

/abf(x)dx = /jf(x(t))x’(t)dt_

Dokaz. Izberimo poljubno delitev D; = {tg,t1,...,t,} intervala [«, ] in naj bo = =
x(tg) za k = 0,1,...,n. Potem definira mnozica D, = {zg,z1,...,2,} zaradi naras¢anja
funkcije x = z(t) delitev intervala [a,b] (nekatere zaporedne tocke xj lahko sovpadajo,
toda to samo pomeni, da so v ustrezni Riemannovi vsoti nekateri ¢leni lahko enaki nic).
Riemannova vsota za funkcijo g je enaka S(g; D¢, Ty) = > 5y f(x(mk))2’ (1) Aty, Kjer je
T € [tk—1,tx] (in zato & = x(7k) € [xg_1,xk]) za vsak k. Potem pa po Lagrangevem
izreku za vsak k obstaja tak 7, € (ty—1,tx), da je x(ty) — x(tp—1) = 2'(7},) At in imamo
tudi

S(f; Dz, Ty) fok A$k—2f€k z(t) — z(tk—1) Zf a(1y))a’ (77,) Aty

Naj bo f 1ntegrab11na funkcija na [a, b]; torej je f omejena na [a,b] in naj velja M =
sup{|f(z)|; = € [a,b]}. Ce odstejemo obe Riemannovi vsoti med seboj in upostevamo, da
je funkcija 2’ = 2/(¢) na intervalu [«, 3] enakomerno zvezna, tako da za vsak € > 0 obstaja
d > 0 z lastnostjo |2/(1) — 2/(7")| < ¢/(2M (B — ), ¢e |7 — 7'| < §, dobimo (za dovolj fino
delitev D) pri pogoju |Dy| < § oceno

1S(9; Do i) = S(f; Dy Te)l < |f (w(mi))| |2/ (mx) — ' ()| Aty < €/2.
k=1
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Ker je odvod 2/ = 2/(t) zvezna in zato omejena funkcija na intervalu [a, ], imamo pri
dovolj majhnem § > 0 tudi

|D,| = max Az = ml?x(x(tk) —x(tk—1)) = max |2’ (17.)| Aty < max |2’ (T0)|| Dy

tako majhen, da velja zaradi integrabilnosti funkcije f tudi \S(f D,,T,) — f;f(x)dx\ <
€/2. Torej je pri takem § veljavna neenakost |S(g; Dy, Tt) — f f(x)dz| < €, kar pomeni,
da je tudl funkcua g integrabilna na intervalu [«, 5] in da velja fa f(z)dz = ffg(t)dt =
J2 Fa(t))e! (1)t

Iz mtegrabllnosti funkcije f na [a,b] smo dokazali integrabilnost funkcije g na [a, g].
Obratno pokazemo na enak nacin in izrek je dokazan.

Podobno velja v primeru, ko je x = x(t) zvezno odvedljiva padajoca funkcija na [«, 3] z
zalogo vrednosti [a, b].

3. Metoda integracije po delih (per partes). Formula za integracijo po delih je
podobna kot pri nedolocenem integralu, le da upostevamo tudi meje: f; udv = uv|l —

f; vdu. Poglejmo, pri kasnih pogjih na w in v velja ta formula.

IZREK 9. Naj bosta funkciji u in v odvedljivi na intervalu [a, b] in naj imata integrabilna
odvoda u' in v'. Potem sta tudi funkciji uv' in u'v intgrabilni na [a,b] in velja

b b
/ u(z)v' (z)de = u(z)v(x)[® —/ v(z)u (z)dz.

Dokaz. Ker sta funkciji v in v povsod odvedljivi, sta zvezni in zato tudi integrabilni na
[a,b]. Njuna odvoda v’ in v' sta po predpostavki integrabilni funkeiji, zato sta integrabilna
tudi produkta wv’ in w'v. Ker je (uv)’ = v'v + uv’ je po osnovni formuli integralskega
racuna f;(u(x)v’(x) + v(z)u/(z))dx = f;(uv)’(:c)d:c = u(z)v(z)[®, od koder sledi zaradi

aditivnosti integrala zgornja formula.

ZGLED. (a) [f xsinzdr = (—xcosz)f + [, coszdr = 7 + sinz[j = 7.
b) [2Inzde =z z} — [Pde=2In2-1.

Kot zgled za uporabo itegracije po delih izpeljimo naslednji pomembni izrek o povprecni
vrednosti.

IZREK 10 (Drugi izrek o povpreéni vrednosti). Naj bo f odvedljiva monotona
funkcija z integrabilnim odvodom f' in g poljubna zvezna funkcija na [a,b]. Potem je
produkt fg integrabilna funkcija na [a,b] in obstaja taka tocka c € |a,b], da velja

/abf(x)g(w)dx = f(a) /: g(z)dz + f(b) /Cbg(x)dx.

Dokaz. Ker je funkcija f odvedljiva povsod na intervalu [a,b], je tam zvezna, tako
da je produkt fg z zvezno funkcijo g tudi zvezen in zato integrabilen na [a,b]. Naj bo
= [F g(t)dt, tako da je G'(z) = g(x) za vsak z € [a,b]. Po formuli za integracijo per

partes (za funkcm u = f in v = G) imamo

b b b
[ @@z = @G~ [ F @)@ = 060 - [ @6l

Ker je v zadnjem integralu funkcija f’(x) integrabilna in povsod istega predznaka, G
pa zvezna funkcija obbtaja po posledici izreka 5 taka tocka ¢ € [a,b], da velja formula

f f(x)G(x)dx = f f(x)dx. Seveda je f f(x)dx = f(b) — f(a), tako da imamo
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f; f'(x)G(x)dz = (f(b) — f(a))G(c) oziroma iskano zvezo:

b
/ f(@)g(z)dr = f(O)G(b) — (f(b) = f(a))G(c) = f(a)G(e) + F(O)(G(D) — G(c))-

POSLEDICA. Naj bo funkcija f nenegativna in odvedljiva z integrabilnim odvodom,
funkcija g pa zvezna povsod na intervalu [a,b].
(a) Ce je f padajoca na [a,b], obstaja taka tocka d € [a,b], da velja

/ e = f(a) / (e

(b) Ce je f naraiéajoca na [a,b], obstaja taka tocka d € [a,b], da velja

/ e -0 | " ()i

Dokaz. (a) V dokazu izreka 10 smo videli, da za neko tocko ¢ € [a, b] velja

b
/ f(@)g(x)dz = f(B)G(b) = (f(b) = f(a))G(c) = f(B)G(b) + (f(a) = F(b)G(c)-

Najbom = min G(z) in M = max G(z) na intervalu [a, b]. Potem je zaradi zadnje enakosti

/f 2)dz < Mf(a).

Ce je fla) =
je f f )g z)dz = 0 in iskana formula velja za poljuben d. Ce pa je f(a) > 0, je
m < f fa f(x)g(x)dx < M in zaradi zveznosti funkcije G obstaJa taka tocka d € [a, ],

da je G(d) = ﬁf f(z)g(z)dz oziroma f f(@)g(z)dz = f f g(z)dz (totka (a)).

0, je zaradi nenegativnosti in padanja funkcije f tudi f(b) = 0, tako da

Za dokaz tocke (b) ravnamo enako le namesto G(z) = [ g(t)dt vzamemo kot primi-
tivno funkcijo za g funkcijo G(x fb

ZGLED. Najbo 0 < a <b,p>0, f(x) =1/2zP in g(z) = sin z. Tedaj je po tocki (a)
zgornje posledice za neko stevilo d € [a, b

b d

sin x 1 1

/ dx = — | sinxzdxr = —(cos a — cos d),
o P afl J, aP

sin x

2
se pravi, da velja ocena | / dx| < — Ta ocena nam bo prisla prav kasneje.
a

Numeri¢no racunanje dolocenih integralov
Ogledali si bomo dve osnovni metodi za numeri¢no (priblizno) ra¢unanje dolo¢enih in-

tegralov. Osnovna ideja je pri obeh metodah ista: integrand aproksimiramo s funkcijo,
katere integral je preprosto izracunati.

Sy

v

a Xe-1 Xk b

SLIKA 8
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(A) Trapezna metoda. Razdelimo interval [a, b] na n enakih delov, tako da je dolzina
vsakega od njih enaka h = (b — a)/n. Delilne tocke so zy = a + kh, k = 0,1,2,...,n, pri
¢emer je xg = a in x, = b. Na vsakem podintervalu [z}_1, 2% aproksimirajmo integrabilno
funkcijo f z linearno funkcijo fr(x) = f(xg—1) + (f(xk) — f(xx—1))(x — x—1)/h, integral

f;:_l f(z)dx pa z integralom (linearne funkcije)

/ " fe@)de = h(f(ze) + fo))2

(za f(zk—1), f(xx) > 0 je to ploséina trapeza, odtod ime metode). Priblizek za integral po
celotnem intervalu [a, b] dobimo potem kot vsoto integralov po posameznih podintervalih:

/ e dm~2h (st F(@0))/2 = (T (@0) +2f (00) 420 (22) 4 o 2f () 22)

oziroma, Ce raje pisemo yi = f(zp) za k =0,1,2,...,n
b n
h
/ f@)de = hyr—1 + yr)/2 = 5 (W0 + 241+ 292 + . + 2401 + yn).
a —

Zgornjo formulo imenujemo trapezna formula; spada med najbolj preproste formule za
numeri¢no integriranje funkcij, ki jim s skupnim izrazom re¢emo kvadraturne formule.

Izpeljimo Se oceno napake, ki jo naredimo pri uporabi trapezne formule za dovolj gladko
funkcijo.

IZREK. Naj bo f dvakrat zvezno odvedljiva funkcija na intervalu [a,b] in A, ( f(zo)+
2f(z1) + 2f(x2) + ... + 2f(zn—1) + f(xn)) desna stran trapezne formule pri enakomerm’
razdelitvi intervala [a, b] na n enakih delov, tako da je h = (b — a)/n. Potem velja ocena:

b h2 b— " b— 3 "
An= [ syt < 0D s 177 = LA a7
Dokaz. Naj bo F(z) = [ f(t)dt za vsak = € [a,b] ter By = h(f(x) + f(2rp-1))/2 —

F(zk) + F(xg—1) in ¢ = (xk 1+ xk)/2 za vsak k = 1,2,...,n. Definirajmo funkcijo
Gr(t) =t(fler +1) + f(cx — 1)) — F(cp + 1) + F(cp, —t) — 8Byt /h3.

Opazimo, da je Gx(0) = 0 in Gx(h/2) = h(f(zk)+ f(2k-1))/2— F(zx) + F(2k-1) — By = 0.
Po Rolleovem izreku obstaja taka tocka dj, € (0,h/2), da je G}.(d;) = 0. Ker je G.(t) =
t(f'(cx +1) = f'(cx — 1)) — 24Bxt? /%, imamo 0 = G} (dy,) = di(f'(cy, +dy,) — f'(cx — di)) —
24Bkd% /h3. Odtod lahko izrazimo B}, in z upostevanjem Lagrangevega izreka obstaja taka
tocka ty € (cx — dg, ¢, + di), da je

h3

3
o (e ) = e = ) = 3500

By =

in zato |By| < h3maXa<z<b|f (z)]/12.
Ker je Ay — [ f(x)dz = (1/2) Sp_y (f(ro1) + f(2n) — Sy [2F | f(z)do =
2 k=1 (h(f (k) + f(2r-1))/2 = F(2x) + F(xp-1) = X5—1 B, velja ocena

h2(b—a
4, —/f dx|<Z|Bk|<—ma @) = 02D e (1)) =

12 a<z<b 12 a<z<b

)
b= ax |77(2)].

12n2 a<z<b
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ZGLED. Izra¢unajmo npr. po trapezni metodi priblizno vrednost integrala

/1 dzx
=In2
0 1'+’$

na dve decimalki natanéno. Ker je sedaj f”(z) = 2/(1 + x)? in max,<.<; |f"(2)| = 2,
moramo zaradi ocene napake |A, — f; flx)dx| < (ﬁ;s%?’ max,<,<p |f(x)] = 1/6n% vzeti

n > 6, ¢e zelimo, da je napaka pod 0.005. Pri n = 6 imamo zy =0, 1 = 1/6, 2o = 1/3,
x3=1/2, 24 =2/3, x5 =5/6 in xg = 1 ter yp = 1, y1 = 6/7 = 0.8571, yo = 3/4 = 0.7500,
ys = 2/3 = 0.6667, y4 = 3/5 = 0.6000, y5 = 6/11 = 0.5455 in yg = 1/2 = 0.5000.
Trapezna formula za n = 6 nam torej da priblizek

Ag = (1.0000+4-1.714241.5000+41.3334+1.2000+1.0910+40.5000) /12 = 8.3386/12 = 0.6949.
Prava vrednost je 0.6931, napaka pa manjsa od 0.002.

(B) Simpsonova metoda. Tudi zdaj razdelimo interval [a,b] na enake podintervale,
vendar jih mora biti 2n (sodo mnogo) in so dolzine h/2, kjer je kot prej h = (b—a)/n. Pri
tej metodi aproksimiramo na vsakem paru sosednjih podintervalov funkcijo f s kvadratno
funkcijo fi(z) = ag(x — zop_2)? + Br(x — Top_2) + Yk, Kjer koeficiente oy, By in 4 dolocimo
tako, da je fr(zor—2) = f(wor—2) = vor—2, [e(Tar—1) = f(w2r—1) = yor—1) in fr(zor) =
f(xar) = yax. Ti trije pogoji pomenijo, da je yor—2 = Vi, 4yor—1 = axh® + 26ph + 4y, in
yor = ah® + Brh + Yi; z njimi so koeficienti oy, G5 in 4 enoliéno doloéeni.

Integral ffk’il f(x)dx se pri tem aproksimira z integralom kvadratne funkcije

Tofk h
/ fr(z)dz = / (ot? + Bit + i )dt = o h® /3 + Brh? /2 + yh =
T 0

2k—1

h h
g(QakhQ + 36kh + 671) = E(y%fz + dyor—1 + yor)-

Ce to storimo za vsak k = 1,2,...,n in vse skupaj sestejemo, dobimo aproksimacijo inte-
grala funkcije f na vsem intervalu [a, b]:

b n
/ f@)de = hyap—o + dwo—1 + yax) /6 =
a k=1
h
g(yo + 4y + 2y2 + 4ys + 2ys + ... + 2y2n—2 + 4Y2n—1 + Y2n)-

To je t.i. Simpsonova kvadraturna formula. Je zelo natanéna in Zze pri majhnih vred-
nostih za n daje dobre priblizke. Brez dokaza povejmo, da velja za napako R,, ocena

(b—a)® (4)
<
[Bnl < Sggpnt o2, 1F7 ()]

ZGLED. Pri ra¢unanju prej$njega integrala 01 ﬁ—xm = In 2 po Simpsonovi formuli zados¢a

vzeti n = 2, saj je po zgornji oceni napaka manjsa od 2/(2880-16) ~ 0.00004. Po Simpsonu
dobimo

1

dx h

/ T ~ 5(?/0 +4y1 + 2y +4ys +y4) = (1 +16/5+4/3 +16/7 + 1/2)/12 ~ 0.6932.
0

Opomba. Numeri¢no sicer ra¢unamo integrale, ki se jih ne da izraziti z elementarn-
imi funkcijami, npr. I = fol e=2*/2. Po trapezni formuli dobimo pri n = 5 priblizek
I ~ 0.8536, Simpsonova formula pa nam da ze pri n = 2 priblizek I ~ 0.8557. Prava
vrednost je I = 0.8556 (glej [2]).
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3. Uporaba doloc¢enega integrala v geometriji

Integriranje funkcij je zelo uporabno v naravoslovju, tehniki, ekonomiji in tudi drugje,
kjer se uporabljajo moderne matemati¢ne metode. Vecine zahtevnejsih fizikalnih koli¢in in
izrekov npr. ni mogoce niti formulirati niti obravnavati brez integralov. Tu se v uporabo
integrala v drugih vedah ne bomo spuscali, ogledali si bomo le nekaj bolj preprostih
geometrijskih aplikacij.

(A) Rac¢unanje ploséin likov.

Vemo 7e, da je doloceni integral tesno povezan s ploséino krivoértnih likov. Ce je npr.
f(x) > 0 na [a,b], je plos¢ina lika, ki ga na intervalu [a,b] oklepajo krivulja y = f(z),

f f

\%

N}
S

SLIKA 9
Ce je f(z) > g(x) na [a,b] (slika 29b), je ploséina med njima na [a, b] enaka
b
p= [ (Fa) - gl

Nekoliko bolj zapletena situacija nastopi, ¢e se obe krivulji prepletata. Tedaj moramo
izracunati del plos¢ine med njima na posameznih odsekih in potem te posamezne prispevke
seSteti.

a
ZGLED. (a) Plos¢ino (polovice) kroga izra¢unamo z integralom p = 4 / Va2 — x?dz.
0
Uvedemo substitucijo z = asint. Torej je dx = acostdt in

B ) /2 ) B ) /2 B
p=4da cos” tdt = 2a (1 + cos2t)dt = a*m.
0 0

(b) Plos¢ino med sinusom in kosinusom na intervalu [0, 27] izra¢unamo z vsoto integralov

/4 5m/4 2m
/ (cos z —sin x)dz + / (sin  — cos x)dz + / (cos x — sin x)dz = 4v/2.
0 /4 5m/4

Vcasih lahko na ta nacin izracunamo tudi ploscino lika, ki ga omejuje parametri¢no
podana krivulja.

ZGLED. Plos¢ino pod enim lokom cikloide izra¢unamo z

2am 2m
p= / ydr = / a(l — cost)a(l — cost)dt =
0 0

2 w/2
a? / (1 — 2cost + cos®t)dt = 4a> / (1 + cos® t)dt = 3a*n.
0 0

Upostevali smo, da je y = a(l — cost) in dx = a(1l — cost)dt.
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Oglejmo si nekoliko podrobneje ra¢unanje ploséin pri parametriéno podanih krivuljah.
Ce je y(t) > 0 in je tudi £(¢) > 0 (in zato z narasca) za a < t < (3 (tako kot pri zadnjem
zgledu), je plos¢ina enaka p = | f y(t)x(t)dt. To velja, tudi ¢e & nima stalnega predznaka
na intervalu [o, 8]. Kjer je & > 0, potuje tocka (x,y) po krivulji v desno in prispevek k
ploscini pod krivuljo je pozitiven. Kjer pa je & < 0, potuje tocka (z,y) po krivulji v levo
in prispevek k ploséini pod krivuljo je negativen (slika 10).

SLIKA 10

Parametrizacija ravninske krivulje je dana s parom zvezno odvedljivih preslikav x =
z(t), y = y(t), a <t < B, ali kar z eno vektorsko funkcijo F : [a, 3] — R2, kjer je
F(t) = (x(t),y(t)). Vektorsko funkcijo odvajamo po komponentah: F(t) = (&(t),5(t))
za vsak t. Tej funkciji F re¢emo pot (tocke (x,y) po ravnini R?), njeni zalogi vrednosti
{F(t); a <t <} pa krivulja v ravnini (ali lok krivulje v ravnini).

Seveda imata dve razlicni funkciji lahko isto zalogo vrednosti, torej ima dana krivulja
na sploh razliéne parametrizacije. Ce je npr. ¢ : [y,0] — [a, 8] poljubna druga zvezno
odvedljiva funkcija, ki preslika interval [y, d] surjektivno na interval [«, 5], je F o ¢ druga
parametrizacija iste krivulje. Da se pokazati, da lahko poljubno drugo parametrizacijo
dane krivulje dobimo na ta nacin.

Kriti¢ne so tocke t, kjer je @(t) = 0 in ¢(¢) = 0 ; v njih smer ni dolo¢ena (pri cikloidi so
npr. take tocke t = £2km, k € 7Z, kjer nastopi ost). Da se temu izognemo, zahtevamo, da
je parametrizacija povsod regularna.

DEFINICIJA 1. Recemo, da je parametrizacija F' dane krivulje je v tocki ¢ regularna, ce
je F(t) # (0,0). Ce je to res za vsak t € [«, (], reCemo, da je parametrizacija F regularna
povsod.

Regularna parametrizacija doloca usmerjenost krivulje, podana je s smerjo potovanja
tocke F'(t) po krivulji. Pogosto tvorijo krivulje zakljuceno zanko (pot se vrne v zacetno
tocko), ki omejuje nek lik. Tedaj recemo, da je usmerjenost pozitivna, Ce je ta lik pri
potovanju po krivulji na levi strani.

DEFINICIJA 2. Gladka enostavno sklenjena krivulja je krivulja z regularno parame-
trizacijo F : [a, 3] — R2, za katero velja:
(i) F(a) = F(B) (gladkost);
(ii) F(a) = F(0) (sklenjenost);
(iii) F(s) # F(t) za s,t € [, 3), s # t (enostavnost).

Zadnja tocka (iii) pove, da je funkcija F' na intervalu [a, 3) injektivna; torej se tocka na
krivulji F'(t) za noben ¢ <  ne vrne v nobeno prejsnjo tocko, ampak se to zgodi Sele pri
t = p (ii). Izpeljali bomo formulo za izra¢un ustrezne ploscine.

TRDITEV 1. Plos¢ina obmocja, ki ga omejuje gladka enostavno sklenjena krivulja z
reqularno parametrizacijo in s pozitivno usmerjenostjo, je enaka

5] 8 8
p= [ i =— [ y0iwd = [ @i - s
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Dokaz. Oglejmo si npr. integral ff y(t)z(t)dt. Ker je x = x(t) zvezna funkcija na kom-
paktnem intervalu, doseze na njem svoj globalni minimum, npr. v tocki -, in svoj globalni
maksimum, npr. v tocki 7. Brez skode lahko predpostavimo, da je v = « (sicer izberemo
novo regularno parametrizacijo, ki ustreza temu in vsem drugim pogojem, s preprostim
premikom). Potem pomeni [7 y(t)i(t)dt ploséino med abscisno osjo in med spodnjim de-
lom krivulje (predznaceno, ¢e je krivulja kje pod abscisno osjo), integral |’ Tﬁ y(t)z(t)dt pa
negativno plos¢ino med abscisno osjo in zgornjim delom krivulje. Skupaj dobimo ravno
negativno ploséino lika, ki ga krivulja omejuje (glej sliko 11).

Prvo formulo p = | f x(t)y(t)dt dokazemo podobno, ¢e zamenjamo vlogo obeh osi, ali
pa jo izpelejmo z integracijo pod delih; tretja formula p = %ff(x(t)y(t) —y(t)z(t))dt je
povprecje prvih dveh.

v

SLIKA 11

1 (B
Pogosto zadnjo formulo za plos¢éino zapisemo na kratko p = 3 / (xdy — ydx).
[0
ZGLED. Izra¢unajmo plos¢ino elipse, podane v parametri¢ni obliki z enacbama x =
acos t, y =bsin t, 0 <t < 27. Potem je npr.

ab 2w

27 1 2T
p= —/ (xdy — ydx) = —/ ((acos t)(bcos t) + (asin t)(bsin t))dt = dt = abm.
2Jo 2Jo 2 Jo

V posebnem primeru dobimo pri @ = b ploséino kroga.

Opomba. Ce F(a) # F(f3), izracunamo po tej formuli samo ploséino izseka, ki ga ome-
juje krivulja in zveznici od koordinatnega izhodisca do zacetne in kon¢ne tocke krivuljnega
loka. Ceprav rob tega izseka zdaj ni povsod gladek, formula velja, saj so tudi odsekoma
zvezne funkcije integrabilne. Plos¢ino cetrtine elipse npr. izracunamo z integralom

1 w/2 1 w/2 ) )
5 /0 (zdy — ydz) = 5 /0 ((acos t)(bcos t) + (asin t)(bsin t))dt =
/2
%b cos? t dt = abm /4.
0
A
B Y
p
o
0 >

SLIKA 12



29

TRDITEV 2. Ce je krivulja podana v polarnih koordinatah z enacbo r = r(¢), kjer je
a < ¢ < f3, je ploséina krivuljnega izseka podana s formulo:

B
p=3 [ @

Dokaz. To formulo takoj izpeljemo iz formule za izracun plos¢ine krivuljnega izseka v
parametri¢ni obliki, saj je zdaj parameter ¢t = ¢, spremenljivki pa = rcos ¢, y = rsin ¢
in 2dy — ydx = r?(cos? ¢ + sin® ¢)dp = r?d¢. Lahko tudi upostevamo, da je izraz %T2d¢
enak ploséini enakokrakega trikotnika s krakom 7 in vmesnim kotom d¢.

1 2
ZGLED. (a) Plos¢ino kroga bi lazje izracunali s formulo p = 5 / a’de = a’n.
0

(b) Plos¢ina enega polnega zavoja Arhimedove spirale r = a¢ je enaka

1
p= 2/ a?¢?dp = 4a*n3 /3.
0
(c) Ploséina srénice (kardioide) s polarno enacbo r = a(1 + cos ¢) pa je

a2

2 9 9 2m 9 9
p:§/0 a“(1 — cos @) dgbz;/o (1+2cos ¢ + cos” ¢)dp = 3a”n /2.

(B) Racunanje lo¢nih dolzin.

Kot prej naj bo krivulja parametrizirana z zvezno funkcijo F : [a, 3] — R2. Interval
[a,ﬂ] razdelimo na n podintervalov s tockami o = tg < t1 < ... < t, = (8. Tej delitvi
= {to,t1,...,tn} priredimo vsoto \(D) = > y_, | F (tx) — F(tx—1)||, ki pomeni dolzino
pohgonske ¢rte s krajisci v izbranih tockah F(tx) = (z(tx),y(tx)) na krivulji. Pri finejsi
delitvi se ta izraz kvecjemu poveca. Ce so vse te vsote navzgor omejene, obstaja njihov
supremum. V tem primeru re¢emo, da je pot (tj. zvezna funkcija F) izmerljiva in da je

njena dolzina enaka temu supremumu. Imamo torej naslednjo definicijo.

DEFINICIJA 3. Dolzina poti, tj. zvezne funkcije F', je enaka
I(F) =sup{\(D); D delitev intervala [«, 5]}.

y(tk)
y(tk_l)

a x(t,_) xt) b

SLIKA 13

TRDITEV 3. Naj bo F : |a, 3] — R? zvezno odvedljiva parametrizacija dane krivulje.
Potem je pot F izmerljiva in njena dolZina je dana z integralom

I(F) = /QHF )l dt = /Wdt

Dokaz. Po definiciji za vsako delitev D = {tg,t1, ..., t,, } velja

D) =" /(@) — a(te-1)2 + (y(te) — y(te1)2.
k=1



30

Po Lagrangeu je x(ty) — 2(tg—1) = @(cx) (ts — te—1) in y(tx) —y(te—1) = Y(dp) (tx — tk—1),
kjer jetp_1 < cr, dp < tg. Torej je )\(D) = ZZ:l \/a’c(ck.)Q + y(dk)2Atk, Aty =ty — tp_1
za vsak k. To spominja na Riemannovo vsoto S(h; D,Tp) = > 1 \/&(ck)? + y(ck)? Aty
za funkcijo h(t) = \/@(t)? 4+ §(t)2, ki je tako blizu integralu I = ff Va(t)? + y(t)? dt kot
zelimo, ¢e je le delitev D dovolj drobna, npr. |I — S(h; D,Tp)| < €/2.

Po drugi strani so tocke ¢ in di z istega podintervala. Zaradi zveznosti funkcije h,
lahko pri dovolj drobni delitvi dosezemo, da je tudi |S(h; D,Tp) — A(D)| < €/2, skupaj
torej [I — A(D)| < [I — S(h; D, Tp)| + |S(h; D,Tp) — A(D)| < e.

TRDITEV 4. Naj bo F : [a, 8] — R? zvezno odvedljiva funkcija in ¢ : R — R strogo
monotono naraséajoca in zvezno odvedljiva funkcija, ki preslika interval [7y,d] bijektivno
na interval [a, §]. Potem je dolzina poti F o ¢ enaka dolZini poti F'.

Dokaz. Izracunajmo

6 . .
1P 00) = [ \Ji0)2(5)2 + i0(6))265)2 ds =

) . 3}
/ VEGEE T (05 b(s) ds = / VERE T (02 dt.

Na koncu smo zamenjali spremenljivko v dolo¢enem integralu: ¢ = ¢(s), dt = gf)(s)ds.

Zadnja trditev pove, da je izracun dolzine dane poti neobcutljiv za zvezno odvedljive
bijekcije. To pomeni, da je smiselno definirati tudi pojem dolzine dane krivulje, ki bo
neodvisen od dane regularne parametrizacije.

DEFINICIJA 4. Dolzina krivulje ziroma loéna dolZina s je enaka dolzini katerekoli njene
zvezno odvedljive regularne parametrizacije F', torej s = [(F').

Regularnost pomeni, da nikjer na poti ni odvod parametrizacije enak ni¢, torej potuje
tocka po krivulji vedno v isto smer. Samo tedaj dobimo pravo (geometrijsko) dolzino
krivulje.

Oglejmo si dva posebna primera:

(1) Naj bo krivulja podana z enacbo y = f(x), torej predstavlja graf funkcije f. Tedaj je
parameter kar enak x in za dolzino grafa funkcije f na intervalu [a,b] imamo formulo

s = /b\/1+f’(x)2d:c.

(2) Za krivuljo v polarni obliki je parameter polarni kot ¢, x = rcos ¢ in y = rsin ¢, zato
je @ =1'cos¢ —rsing, y = r'sin¢ + r cos ¢, zato dobimo i + 3% = (1 cos ¢ — rsin )% +
(r'sin ¢ + 7 cos $)? = r? + 1'? oziroma

B
s= [ Vo R s

Vse te formule si lahko nazorno lazje zapomnimo, ¢e upostevamo, da za diferencial loéne
dolzine s velja ds®> = dz? +dy?, od koder dobimo ds = /dx? + dy? = /&2 + 42 dt oziroma
s = ff V@2 + y2dt za parametricno podano krivuljo, ds = /dz? +dy? = \/1+y2dx
oziroma s = f(f /1 + 32 dz za eksplicitno podano krivuljo in na koncu ds = \/dz? + dy? =
V2 + 12 d¢p oziroma s = ff V12 + 1 dx za krivuljo v polarni obliki.
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ZGLED. (a) Obseg kroznice je enak stirikratni dolzini krivulje y = v/a? — 22 na intervalu
¢ dx
[0,a]. Po kratkem ra¢unu dobimo s = 4a / = 4a arcsin1 = 2am. Seveda je ve-
0 vVa’—=x
liko lazje izracunati obseg kroznice, podane v parametri¢ni obliki z x = acost, y = asint,

2m

ko je s = VaZsin?t + a2 cos? tdt = 2am. Se najhitreje pa ga izratcunamo v polarni
0

obliki. Kroznica ima zdaj najbolj preprosto enacbo r = a (torej je ' = 0) in dobimo

2
§ = \/c?dgb = 2arm.

0

(b) Dolzina enega loka cikloide z ena¢bo = = a(t — sint), y = a(1 — cost) je

2 2
s = / \/@2(1 — cost)? + a?sin® tdt = 2a/ sin(t/2)dt = 8a.
0 0

To predstavlja stiri premere kotaleCe se kroznice.

ZGLED. Poskusimo na podoben nacin izrac¢unati obseg elipse v parametri¢ni obliki
x=acost,y=>bsint, 0 <t < 2m kjer jea >b > 0. Zdaj je © = —asint, y = bcos t
in zato 32 = a?sin®t + b2 cos’t = a? — (a® — b?) cos?t = a®(1 — €% cos®t), kjer pomeni
e = va? — b? /a numericno ekscentricnost elipse. Za obseg elipse torej dobimo

w/2 /2
s:4a/ \/1—62COS2tdt=4a/ V1—e2sin?tdt.
0 0

Ta integral seveda obstaja, saj je integrand zvezna funkcija, vendar se ga ne da izraziti z
elementarnimi funkcijami. Imenuje se elipticni integral druge vrste in ga lahko poljubno
natanéno izracunamo numeri¢no.

Naravni parameter

Dolzina krivulje na intervalu [«, t] je dana s formulo

s(t) = /t Va2 + g2 dt.

Ker je tu s = s(t) strogo naras¢ajoca zvezna in zvezno odvedljiva funkcija parametra ¢, ob-
staja tudi strogo naras¢ajoca in zvezno odvedljiva inverzna funkcija ¢ = ¢(s) lotne dolzine
5. Vstavimo to v enacbi x = x(t) in y = y(t), pa dobimo z = z(t(s)) in y = y(t(s)). Ce
je F(t) = (x(t),y(t)), je zdaj s — F(x(t(s)),y(t(s))) nova parametrizacija iste krivulje.
Parameter je zdaj kar dolZina krivulje od zaetne tocke F(a) = (z(a),y(a)) do tocke
F(t(s)) = (x(t(s)),y(t(s))). Ta parameter se imenuje naravni parameter.

Da je krivulja parametrizirana z naravnim parametrom, spoznamo iz dejstva, da tedaj
zaradi §2 = @2 + 9% in dx/ds = /3, dy/ds = /3, velja tudi (dz/ds)? + (dy/ds)? = 1
oziroma z'? 4 y'? = 1, kjer értica pomeni odvod na naravni parameter. Obratno pa tudi
iz 22 + > = 1 dobimo za loéno dozino s = t — a. Torej je parameter ¢t = s + a samo
premaknjen naravni parameter.

Pogosto je zelo ugodno imeti izmerljivo krivuljo parametrizirano z naravnim para-
metrom. Nekatere formule se pri tem poenostavijo. Za ukrivljenost ravninske krivulje
smo npr. pri analizi 1 izpeljali formulo

i — it
(1‘.2 + (@2)3/2 ’

Ce je tu t naravni parameter, je imenovalec enak 1 in ukrivljenost dobi bolj preprosto

obliko: k = y"2" — 2"y’ (Ertica zdaj pomeni odvod na naravni parameter).

K =
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(C) Racunanje prostornine rotacijskih teles.

Kadar se krivulja y = f(x) zavrti okrog abscisne osi, lahko z dolocenim integralom
izra¢unamo tudi prostornino dobljene vrtenine (rotacijskega telesa), ki nastane nad inter-
valom [a, b].

=~
N

Vi1 Y y

dV = ny2dx

/

=

SLIKA 14

TRDITEV 5. Naj bo f zvezna funkcija, ki je na intervalu [a,b] povsod pozitivna (enaka

krivulje y = f(x) na intervalu [a,b] okrog abscisne osi enaka

b b
V:T('/ yde:W/ f(z)?dz.

Dokaz. Razdelimo interval [a, b] na podintervale s tockami a = xp < 21 < 29 < ...T,, =
b. V wvsaki tocki xj; postavimo ravnino pravokotno na abscisno os. S temi ravninami
smo rotacijsko telo razrezali na tanke plosée debeline Azy. Ce je Az majhen, ima taka
plosca (med ravninama skozi xj_1 in xy) priblizno obliko valja s polmerom osnovne ploskve
yr = f(xx) in visino Ay, zato je njena prostornina priblizno enaka 7y?Axy. Ta priblizek
je tem bolj natancen, ¢im manjsi je Axji. Prostornina celotnega rotacijskega telesa je
potem priblizno enaka vsoti prostornin posameznih plos¢, tj. vsoti

n n

Vo, = ZﬂyzAxk = Zﬂf(xk)zAxk.

k=1 k=1

Toda to je ena od integralskih (Riemannovih) vsot funkcije z +— 7 f(x)? na intervalu [a, b].
Ker je funkcija f zvezna, je tudi ta nova funkcija zvezna, zato njene integralske vsote pri
pogoju maxy, Az — 0 konvergirajo proti ustreznemu integralu. Torej res dobimo zgornjo
formulo za prostornino vrtenine.

ZGLED. (a) Prostornino stozca s polmerom r in visino h dobimo z vrtenjem premice

2
y = rx/h okrog abscisne osi na intervalu [0, h]. Torej je V = % x2dx = nr’h/3.
0

(b) Prostornino rotacijskega elipsoida, ki ga dobimo tako, da se zgornja veja elipse
z2/a® + y?/b?> = 1 zavrti na intervalu [—a,a] okrog abscisne osi, dobimo z integralom
v mb? “( 2 _ 42y 4rab?

= — a® —z%)dx = .

a? 3

—a
V posebnem primeru, ko je a = b, dobimo prostornino krogle s polmerom a, torej

V = 4na3/3.

Prostornino vrtenine lahko izra¢unamo tudi, ¢e se zavrti parametricno podana krivulja,
podana z ena¢bama x = x(t), y = y(t). Pri tem uporabljamo formulo V' =« ff y2dx, kjer
je seveda y = y(t) in dz = &(t)dt (paziti moramo, da je @(t) na intervalu |«, (5] pozitiven
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oziroma da je x = x(t) narascajoca funkcija parametra t).

ZGLED. (a) Prostornina telesa, ki nastane z vrtenjem enega loka cikloide x = a(t—sin t),
y=a(l —cost)je

27 2 2
V= 77/ y2dr = agw/ (1 — cos t)%dt = agw/ (1 —3cos t + 3cos’t — cos® t)dt =
0 0 0

a®m(2m 4 37) = 5a’7?.
Upostevali smo, da je integral po periodi (od 0 do 27) lihe potence funkcije kosinus enak

ni¢, integral kvadrata kosinusa pa polovica periode).
(b) Prostornina svitka (torusa) z enacbama x = acos t, y = b — asin t pa je

2 27
V= 71'/ y2dr = —aw/ (b—asin t)?sin tdt =
0 0
27
—aw/ (b?sin t — 2absin®t 4 a? sin® t)dt = 2a%br.
0

Prostornina telesa z znanim presekom. Se eno formulo za izra¢un prostornine
lahko izpeljemo brez tezav, ¢eprav telo ni rotacijsko. Denimo, da poznamo plos¢ino S(x)
vsakega na os z pravokotnega preseka telesa, ki se razteza od x = a do z = b (slika
15). Potem podobno kot pri vrteninah z razrezom na tanke vzporedne valje brez tezav
spoznamo, da velja za prostornino takega telesa naslednja formula.

b
V=[] S(z)d.

\%4

SLIKA 15

ZGLED. Imejmo pokon¢no piramido z visino h, katere osnovna ploskev je lik s plos¢ino
S. Zaradi lazjega raCuna naj ima piramida vrh v koordinatnem izhodi$¢u in osnovno
ploskev v ravnini, pravokotni na abscisno os pri z = h (glej sliko 15). Opazujmo pravokotne
preseke v oddaljenosti x od izhodis¢a (0 < x < h). Ker je razmerje njihovih ploi¢in premo
sorazmerno razmerju kvadratov oddaljenosti, imamo formulo S(x) = S(h)x?/h? = Sx?/h?.
Zato je prostornina piramide enaka V = foh S(z)dx = (S/h?) foh x?dxr = Sh/3.

(D) Racunanje povrsine rotacijskih teles.

Priblizno povrsino rotacijskega telesa, ki nastane z vrtenjem krivulje y = f(x) na inter-
valu [a, b] okrog abscisne osi, izracunamo tako, da sestejemo plasce vseh tankih plos¢, na
katere smo (tako kot prej) razrezali telo (glej sliko 16).

Upostevajmo, da je zdaj tanka ploSca v resnici prisekani stozec s polmeroma osnovnih
ploskev yj,_1 in yy, ter stranskim robom /(zx — zx_1)2 + (yr — yk—1)% = /1 + f'(cx)? Azy,
kjer je xx_1 < ¢ < xk. Uporabili smo Lagrangev izrek.
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Vi1 Yk
AX,

Y1 Xk b (xj

dP = 2ryds

SLIKA 16

Formula za plas¢ prisekanega stozca z polmeroma osnovnih ploskev R in 7 ter stranskim
robom s se glasi pl = 7(R+7)s. Izpeljemo jo iz relacij R/r = H/h = VR + H2/\/r2 + h2,
0 = 2rnr/Vr2+h? = 2nR/VR2+ H? in s = VR2+ H? — \/r2 + h2, kjer sta H in h
velika in mala visina ter 6 sredis¢ni kot pri razgrnitvi valjevega plasca v ravnino (glej sliko
17). Velja namre¢ pl = S(R* + H?)0 — 2(r* + h?)0 = 7(RVR2 + H? — r/r2 + h?) =
T((R+7r)VRE+ H2 — (R+r)Vr2 + h%) = n(R+1)s.

SLIKA 17

Torej je plas¢ nase tanke plosée enak m(yr_1 4+ yr)\/1 + f'(ck)? Azg. To pa je priblizno
enako 27 f (ci)\/1 + f'(ck)? Azy, saj za zvezno funkcijo f velja ocena |y, _1+yr —2f (ck)| <
|f (1) — fler)| + | f(zx) — flek)] <€, ce je le Axy < § (vse tocke xp_1, T in ¢ lezijo na
istem podintervalu z dolzino pod 4). Torej je tudi povrsina celotnega rotacijskega telesa
priblizno enaka vsoti plaséev posameznih tankih plos¢, tj. vsoti

P, = QWZf(Ck)\/ 1+ f/(cx)? Axy,
k=1

ki je ena od integralskih vsot za integral funkcije x — 27 f(z)\/1 + f’(x)?. Dokazali smo
naslednjo trditev.

TRDITEV 6. Naj bo f zvezno odvedljiva funkcija, ki je na intervalu [a,b] povsod poz-
itivna. Potem je povrsina rotacijskega telesa, ki nastane z vrtenjem krivulje y = f(x) na
intervalu [a,b] okrog abscisne osi enaka

b b
P:27T/ y\/1+y’2d:c:27r/ f(@)\/1+ f'(z)?dx.

ZGLED. (a) Povrsina paraboloida y = /2 na intervalu [0,1] je
1

1 1
P:2w%/0 V2r +1dx = S—ﬂ(wﬁ— 1).

Vpeljali smo substitucijo v/2x + 1 =t.
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a
(b) Povrsina krogle s polmerom a je enaka P = 27T/ Va2 —22\/1+22/(a? — 22)dzx =
—a

dma’.

Podobno kot prej pri prostorninah vidimo, da lahko uporabljamo formulo

B B
P:27T/ yd5:27r/ y\/ 12+ g2 dt
« «

za izracun povrsine tudi v primeru, ko je krivulja, ki se vrti okrog abscisne osi, podana v
parametri¢ni obliki.

ZGLED. Ce se zavrti cikloidni lok, je y = a(1 — cos t), &% + §? = 4a®sin?(t/2) in zato
povrsina dobljene vrtenine enaka

2 T
277/ y\/ 42 + g2 dt = 4ra® / (1 — cos t)sin(t/2)dt = 64ma®/3.
0

2
0
4. PosplosSeni integral

Vemo, da je na omejenem zaprtem intervalu [a, b] integrabilna funkcija f nujno omejena.
Neomejene funkcije torej ne moremo integrirati (v Riemannovem smislu). Prav tako smo
v definiciji potrebovali omejen interval [a, b]; za poltrak ali za celo realno os ne moremo
definirati delitve D na ko¢no mnogo omejenih podintervalov.

Kljub temu si vcasih tudi v takih primerih lahko pomagamo Se z enim limitnim pro-
cesom, ki bo funkciji in intervalu priredil dolo¢eno vrednost. Ta vrednost bo pomenila
posplostev integrala in ji bomo zato rekli posploseni integral funkcije f na danem (ome-
jenem ali neomejenem) intervalu.

Potrebovali bomo naslednjo definicijo.

DEFINICIJA 1. Naj bo I kakrSenkoli interval s krajis¢ema a,b, —o0 < a < b < o0
(odprt, zaprt, polodprt, omejen ali neomejen). Recemo, da je realna funkcija f lokalno
integrabilna na intervalu I, ¢e je f integrabilna na vsakem kompaktnem (tj. omejenem in
zaprtem) podintervalu [c,d] C I.

Ce je npr. I = (a,b], kjer sta a in b realni stevili, a < b, lokalna integrabilnost pomeni,
da je funkcija f integrabilna na vsakem podintervalu [c,b] C (a,b]. Podobno mora biti v
primeru lokalne integrabilnosti na intervalu I = [a,b) funkcija f integrabilna na vsakem
zaprtem podintervalu [a, d] C [a,b). Seveda je v primeru intervala [a, b], —co < a < b < o0,
lokalna integrabilnost isto kot integrabilnost.

Locili bomo dva osnovna primera: (A), ko je funkcija neomejena na omejenem intervalu
in (B), ko integriramo funkcijo po neomejenem intervalu (poltraku ali vsej realni osi).

(A) Neomejena funkcija

Posploseni integral neomejene lokalno integrabilne funkcije na omejenem intervalu lahko
definiramo v primeru, ko obstaja na intervalu [a,b] samo konéno mnogo tock ¢;, v okolici
katerih je funkcija f neomejena. Tedaj interval razdelimo na konéno mnogo podintervalov
tako, da vsak od njih vsebuje kve¢jemu eno teh singularnih tock in sicer kot (levo ali desno)
krajisce, izracunamo integral po vsakem takem podintervalu posebej, nato pa posamezne
rezultate seStejemo v skupni integral funkcije f na vsem prvotnem intervalu [a, b]. Zadosca
torej obravnavati samo dva primera: ko ima funkcija f singularno tocko (v blizini katere
je neomejena) kvecjemu v levem krajiscéu ali kve¢jemu v desnem krajiséu intervala [a, b].
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DEFINICIJA 2. Ce je funkcija f lokalno integrabilna na intervalu (a, b] (tj. integrabilna
na vsakem zaprtem podintervalu [c,b] C (a,b]) in zato neomejena kvecjemu v okolici tocke
a, definiramo

b b
/ f(x)dx = 1ifn f(x)dx

Ce je f lokalno integrabilna na intervalu [a,b) (tj. integrabilna na vsakem zaprtem
podintervalu [a, c] C [a,b)) in zato neomejena kvecjemu v okolici tocke b, definiramo

/abf(x)dx ~ lim /:f(x)dx

Kadar je morebitna singularnost v vmesni tocki ¢, a < ¢ < b, integral seveda zapiSemo
v obliki f; f@)de = [7 f(:c)d:c—f—fcb f(z)dz in problem prevedemo na oba prejsnja primera.

Ce (ena ali druga) limita iz definicije 2 obstaja, recemo, da je funkcija f integrabilna na
intervalu (a, b ali [a,b) v posploSenem smislu in da je f;f(:c)d:c njen posplodeni (nepravi)
ali izlimitirant Riemannov integral. Namesto da integral obstaja v smislu zgornje limite,
vcasih tudi re¢emo, da integral konvergira.

Opomba. Tudi posploSeni integral je linearen funkcional: ¢e sta funkciji f in g na
intervalu integrabilni v posploSenem smislu in sta «, 3 € R poljubni konstanti, je

b(af()+ﬁg de=oa [ f(z)dz+p
/ [ s [ oo

To sledi iz dejstva, da po trditvi 5 iz prejSnjega razdelka isto velja na zaprtih podintervalih
[c, b] oziroma [a, c], kjer je a < ¢ < b, in da je tudi limita linearen funkcional.

TRDITEV 1. Denimo, da je f integrabilna na celem intervalu [a,b], se pravi, da obstaja
njen (pravi) Riemannov integral. Potem obstaja tudi nepravi integral funkcije f v smislu
definicije 2 in je enak Riemannovemu integralu.

Dokaz. Zaradl zveznosti funkcije F(z) = [ f(t)dt imamo enakost limepy, [ f(x)dx =
lim.yp F(c) f f(z)da. Podobno vidimo, da je tudi lim, fcbf(:c)d:c = f;f(:c)d
(zdaj vzamemo F f ()

Vsak pravi integral imamo torej lahko za posploSeni integral. Seveda pa vcasih obstaja
posploseni integral tudi v primerih, ko pravega integrala ne moremo definirati.

La La
ZGLEDILI. (a) & otim [ E = lim (—In ¢) = oo,
0 c—0 x c—0
1 c
(b) / 9@ i o = 2lim(1 — VI—¢) = 2,
0 l1—=z cll Jo 1—=z cll

1 1
(c) / In xdx:lim/ In xdx =lim(c —¢clnc—1) = —1.
0 cl0 J. cl0

Zgleda iz tock (a) in (b) sta oblike f; (xﬁz)p (a=0,b=1,p=1) in f; (bfﬁ)p (a =0,
b=1, p=1/2). Obravnavajmo npr. prvega za primer p # 1, uvedimo novo spremenljivko
x —a =t in izra¢unajmo (pri a < ¢ < b)

bodw edt L, a . .
/0(7:/0 5=t =Pl = ((0-a)' " = (c=a))/(1 - p).

T — a)p —a

Ker je  — 2P zvezna funkcija, ¢e je p < 1, dobimo v tem primeru v limiti, ko ¢ — a,
b d
da posploseni integral obstaja in je enak / ﬁ =(b-a)l?/1-Dp).
e (x—a
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Ob upostevnju izreka 8 v drugem razdelku se lahko hitro prepricamo, da velja tudi za
posplosene integrale (naslednji) izrek o zamenjavi integracijske spremenljivke.

IZREK 1. Naj bo zvezno odvedljiva x = x(t) naraséajoéa funkcija na intervalu [o, (]
in naj preslika interval [o, 5] surjektivno na interval [a,b]. Potem je za funkcijo f, ki
je lokalno integrabilna vsaj na intervalu (a,b), funkcija g(t) = f(z(t))2'(t) lokalno inte-

grabilna vsaj na (o, 3), posploseni integral f; f(z)dz obstaja natanko takrat, ko obstaja

posploseni integral ff f(z(t))x'(t)dt, in oba integrala sta enaka.

Dokaz. Brez skode lahko predpostavimo, da je x = x(t) strogo naras¢ajoca zvezno
odvedljiva funkcija in da je problem na spodnji meji. Ker v tem primeru velja fcb f(x)dx =
fﬁ '(t)dt za vsak o < v < fina = z(a) < ¢ = z(y) < b = x(B) ter je v = x(¢)
zZvezna funkcua, velja isto tudi v limiti.

Tudi metodo integracije po delih (per partes) lahko uporabljamo pri posplosenih inte-
gralih v naslednjem smislu.

TRDITEV 2. Kadar obstajata limiti lim,_,, u(x)v(z) in lim, ., u(z)v(z) ter posploseni
integral f; v(z)u/(z)dx, obstaja tudi posplodeni integral fabu(x)v’(x)dx in velja formula

b b
/ w(x)v'(z)dz = lim u(z)v(x) — lim u(z)v(z) — / v(z)u (z)dz.

r—b r—a
Dokaz izpustimo, formulo dokazemo z aproksimacijo, podobno kot prej. Seveda lahko
b b
formulo per partes piSemo tudi na obi¢ajen nacin / udv = uv\z — / vdu, ¢e le razumemo
a a

uv]Z v smislu razlike limit in integrala v smislu posploSenih integralov.

Opomba. Lahko se zgodi, da niti kakSna od limit niti posploSeni integral na desni
strani ne obstajajo. Kljub temu lahko obstaja posplosSeni integral na levi strani. V tem
primeru ga moramo izracunati po definiciji kot limito pravih integralov, npr. fcb udv, za
katere pa lahko uporabimo formulo per partes. Potem je

b b b
/ udv = lim [ wudv = lim (uv|% — / vdu).

— —
c—a c c—a

ZGLED. Ce formalno izra¢unamo po metodi per partes, dobimo

dz.

”/2sin_xdx: cosx|,r/2 /”/20083:
o VT Vi 2 )y ay

Tu noben ¢len na desni ni kon¢en. Prvi je neskoncen v limiti, ko posljemo x — 0, drugi je

posploseni integral, ki po tocki (b) izreka 2, ki ga bomo vsak hip dokazali, ne obstaja. Po

drugi strani pa posploseni integral na levi strani obstaja po istem izreku, tocka (a).

Pri obravnavi zadnjih zgledov smo poznali primitivno funkcijo vsaj na odprtem inter-
valu (a,b). Véasih pa se da vnaprej, in ne da bi poznali primitivno funkcijo, povedati, ali
bo integral konvergiral ali ne.

IZREK 2. Naj bo g na [a,b] zvezna funkcija. Potem posploSeni integral

b
| s@)/ta - ayds
a

(a) obstaja, ce jep < 1,
(b) ne obstaja, ce je p > 1 in velja g(a) # 0.
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Dokaz. (a) V integral fabg(x)/(x — a)Pdz uvedemo po izreku 1 substitucijo z —a = t",
kjer je n tako velik, da je n(1 — p) > 1. Dobimo

b Vb—a
/ 9(z)/(z — a)Pdz = n/ gla + t)n-P=1gp.
“ 0

Ker je na desni strani integrand zvezna funkcija na intervalu [0, ¥/b — a], obstaja ta integral
kot pravi (Riemannov) integral. Torej obstaja tudi posploseni integral na levi strani.

(b) Naj bo npr. g(a) > 0 (sicer dokazujemo neobstoj integrala za funkcijo —g). Zaradi
zveznosti funkcije g obstaja d, a < d < b, in m > 0, tako da je g(x) > m za vsak z € [a,d].
Ker je zdaj p > 1, imamo za vsak ¢, a < ¢ < d, oceno

d d
/ g(x)/(x —a)Pdx > m/ 1/(x — a)Pdz = m(In(d — a) — In(c — a).

V limiti, ko posljemo ¢ — a, naraSc¢a desna stran v +oo, zato velja isto za levo stran in
lim,|, fcd g(z)/(z — a)Pdz ne obstaja. Potem pa ne obstaja niti integral f; g(z)/(x—a)Pdz.

Analogen izrek velja za integral fab g(z)/(b — x)Pdu.

1
ZGLED. Preverimo, kdaj obstaja posploSeni integral / 2" (1 — x)%dx. Interval [0,1]

0
razdelimo na pol, in si ogledamo integrala po vsaki polovici posebej. Prvi je oblike:

1/2 1/2
/ 2" (1 —x)’dx = / g(i) dzx,
0 o 7

kjer je g(z) = (1 — x)*® zvezna funkcija na [0,1/2] in ¢g(0) = 1, zato obstaja po izreku 1
natanko takrat, ko je r > —1. Drugi pa je podobne oblike, saj lahko napravimo zamenjavo
spremenljivk ¢ = 1 — x, tako da je

1 1/2 1/2
/ 2" (1 —x)’dx = / t’(1 —t)"dt = / g(f) dz,
1/2 0 o 77

kjer je g(t) = (1 — t)" zvezna funkcija, g(0) = 1, tako da obstaja po izreku 1 natanko
1

takrat, ko je s > —1. Prvotni integral / 2" (1 — x)®dz torej obstaja natanko takrat, ko je

0
r,s > —1.

Kadar je singularna tocka ¢, v okolici katere je funkcija f neomejena, znotraj intervala

[a, b], moramo paziti, da oba integrala [ f(z)dz in fcb f(z)dz izratunamo neodvisno. Vsak
zase morata obstajati. Vcasih pa se zgodi, da ta dva posploSena integrala sicer ne obstajata,
obstaja pa naslednja limita:

c—e b
lim ( / flayde+ [ f(x)dx).

(Okrog singularne tocke smo odstranili simetri¢no epsilonsko okolico.) Tedaj govorimo o

t.i. Cauchyjevi glavni vrednosti integrala f; f(x)dx in jo oznac¢imo z v.p. pred integralom
(v.p. je okrajsava za francoski izraz valeur principal, ki pomeni glavno vrednost), torej:

b c—e b
v.p./ f(x)dx = !LI% (/ f(x)dx + N f(x)dx) .

ZGLED. Glavna vrednost integrala ffl 4 je In 2, Geprav posplosena integrala ffl dr i

2 . .
I 4z ne obstajata. Imamo namrec

0 =
2 —€ b
v.p./ d—x:lim(/ d_x+/ d—x):lim(lne+ln2—lne)zln2.
-1 T e—0 1 e X e—0
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(B) Neomejen integracijski interval

Ponovno lahko obravnavamo samo posploseno integrabilnost funkcije, ki je definirana
na desnem poltraku [a,00), a € R, ali na levem poltraku (—oo,b], b € R. Integrabilnost
na vsej realni osi R potem ugotavljamo z razdelitvijo realne osi na dva poltraka (npr. od
—00 do 0 in od 0 do o0).

DEFINICIJA 3. Ce je funkcija f lokalno integrabilna na poltraku [a, c0) (tj. na vsakem
kompaktnem podintervalu [a,c] C [a,00)) oziroma na poltraku (—oo,b] (tj. na vsakem
kompaktnem podintervalu [¢, b] C (—o0, b]), definiramo

b

[ c b
/ f(x)dx:clirglo/ f(x)dx oziroma / f(x)dx = lim f(x)dx.

—
C o0 c

Kadar zgornja limita obstaja, spet re¢emo, da je funkcija f integrabilna na intervalu
la,0) oziroma (—00,b] v posplosenem smislu in da je [° f(x)dx oziroma ffoo f(x)dx
njen posploseni (nepravi) ali izlimitirani Riemannov integral, oziroma re¢emo, da ustrezni
integral konwvergira. Podobno kot prej vidimo, da je tudi ta posploSeni integral linearen
funkcional.

(e o] c

ZGLEDL. (a) / e “dr=lim [ e %dr=lim(1—e° =1,

CcC—00 0 CcC—0Q0

0
> 2xd ¢ 2zd
(b)/ ﬂ::C—lim/ xm:limln(62+1):oo.
0 e Jo

241 241 oo

Kadar sta obe integracijski meji neskoncni, razdelimo integracijsko obmocje, tj.realno
os, na dva dela, ali pa zapiSemo ffooo f(z)dz = limcvﬂ,mdﬂOO fcd f(z)dz. Paziti moramo,
da vsako limito izra¢unamo neodvisno od druge. Ce namesto tega najprej integriramo
samo po simetri¢nem intervalu [—¢, ¢| in potem posljemo ¢ v neskonénost, spet govorimo
le o glavni vrednosti integrala ffooo f(x)dx, torej

v.p. /_Zf(:c)d:c: lim < _cc f(x)dx).

C—00

* 2xdx
241

/OO 2xdx . /C 2xdx 0
V.p. ——— = lim —— | =0.
b oo 241 oo\ J, 2241

IZREK 3. Ce je funkcija f lokalno integrabilna na poltraku [a,o0), obstaja [ f(2)da
natanko takrat, ko za vsak € > 0 obstaja tak b > a, da za poljubna c,d > b velja

|de f(x)dx| < e.

Dokaz. Naj bo F(c) = [ f(t)dt za vsak ¢ > a. Potem obstaja [’ f(x)dz natanko
takrat, ko obstaja limita lim.—,. F'(c), to pa je spet res natanko takrat, ko za vsak € > 0
obstaja tak b > a, da za poljubna ¢,d > b velja |F(d) — F(c)| < € (za vsako zaporedje
T, — 00, je zaporedje F(z,) konvergentno natanko takrat, ko je Cauchyjevo). Zadnja

V zadnjem zgledu smo videli, da integral / ne konvergira. Obstaja pa njegova
0

glavna vrednost

neenakost ravno pomeni | fcd f(z)dz] < e.
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sin x

o0
ZGLED. Pokazimo, da obstaja integral / - dx za vsak p > 0. Kot posledico
1 X

drugega izreka o povprecni vrednosti smo ze ugotovili, da za poljubna ¢, d, 1 < ¢ < d, velja

d .
S 2
| / 1npx dz| < —- Desna stran postane poljubno majhna, ¢e je le ¢ (in s tem d) dovolj
c < &

 sin x

dz.

velik. Torej obstaja po izreku 3 tudi integral / ”
1 T

Brez dokazov povejmo, da tudi za posploSeni integral na neomejenem intervalu lahko
uporabimo substitucijo (z monotono zvezno odvedljivo funkcijo) ali metodo per partes
(kadar na desni strani formule vse limite in posploseni integrali obstajajo). Pri zamenjavi
spremenljivk se neomejeni interval lahko preslika na omejenega (ali obratno), tako da se
ene vrste posploseni integral transformira v posploSeni integral druge vrste.

o0
ZGLED. (a) Ce v integral / sin 22 dx vpeljemo substitucijo z = V/t, se integracijsko
0
obmogéje ohranja in zaradi dz = dt/(2v/t) dobimo

/ sin 22 dx = = e dt.
0 2Jo Vit

V blizini tocke 0, npr. na intervalu (0, 1] ta integral obstaja (izrek 2). Pravkar pa smo
videli, da obstaja tudi na neskonénem poltraku [1, o).

o
1
(b) Naj bo p € R poljuben. V integral / —pd:c uvedimo substitucijo s padajoco
1 X
funkcijo x = 1/t, tako da je dv = —dt/t? in

) 1 1
/ —d:c:/ tP=2 dt.
1 P 0

Vemo, da integral na desni strani konvergira natanko takrat, ko je 2 — p < 1 oziroma
p — 2 > —1. Torej konvergira integral na levi strani natanko takrat, ko je p > 1. To bi
lahko ugotovili tudi direktno po definiciji posplosenega integrala.

IZREK 4. Naj bo funkcija g zvezna in omejena na poltraku |a,c0), kjer je a > 0. Potem
posploseni integral
o0
/ @ dx
a :I"p
(a) obstaja, ce jep > 1,
(b) ne obstaja, ¢e je p <1 in za $tevili m,b > 0 velja |g(x)| > m za vsak x > b.

Dokaz. (a) Naj bo |g(z)] < M za x > a in p > 1. Potem je za poljubna ¢,d > a
veljavna ocena

d d
d
|/ M‘m < M/ &= M —d"P)(p—1) < M P (p— 1),
C xp C :L‘p
Torej lahko za vsak € > 0 najdemo tak b > a (npr. b > (M/e(p — 1))Y/®=D) da je
| fcd gi—if) dz| < € za ¢,d > b. Po izreku 3 posploseni integral [ 9@) 1o konvergira.

xP

(b) Naj bo p <1 in naj za funkcijo g velja npr. g(z) > m > 0 za vsak x > b. Brez skode
lahko predpostavimo, da je hkrati b > a in b > 1. Izberimo Se poljuben ¢ > b. Potem je

kjer je prvi integral pravi, drugega pa lahko ocenimo:

/ deZm/ ldavzm(lnc—lnb).
b b

xP x
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Desna stran konvergira pri pogoju ¢ — oo prosti +00, zato velja isto za levo stran in
limita lime oo f; %dm ne obstaja. Torej tudi limita lime o [ %dm ne obstaja, se

pravi da ne obstaja integral [ % dzx.

nzx
dx. Tezava

o
ZGLED. Z uporabo izreka 4 pokazimo konvergenco integrala / T2
1 x

je zdaj ta, da funkcija In x ni omejena na poltraku [1,00), ampak (pocasi) naraséa v

zy/zln x
neskonénost. Zato jo nekoliko popravimo tako, da pisemo g(z) = %,
x

zvezna funkcija na [1,00). Poleg tega je g(z) < h(z), kjer je funkcija h(z) = (Inz)/y/x na
poltraku [1, 00) omejena z 2/e (prepricajte se, da ima maksimum enak 2/e v tocki x = €2).

Potem je
o 1 o0
/ - x2 dxr = / _g(x) dx,
1 14z 1 x3/?

zato po izreku 4 integral konvergira.

ki je gotovo

V ta posploseni integral lahko uvedemo novo spremenljivko s funkcijo z = 1/t, ki je
na poltraku [1,00) strogo padajo¢a. Po zamenjavi spremenljivke in preureditvi integrala

dobimo .
> ] 1
/ ne dm:—/ g
1 1+.’I]2 0 1+t2

Torej obstaja tudi posploSeni integral na desni strani, kjer je integrand (isti kot prej)
neomejena funkcija na intervalu (0,1]. Ce namesto integracijske spremenljivke ¢ pisemo
kar x in upostevamo, da je vsak integral aditivna funkcija integracijskega obmocja, vidimo,

da je
o
1
/ ne dr = 0.
0 1+1‘2

Ce pa prejsnji integral obdelamo Se per partes, dobimo Se eno zanimivo zvezo:

1 1 1

Int t t

—/ n—2dt:—arctg:c In 3:|(1]+/ e gxdx:/ VT .
0 1+t 0 T 0 X

Zadnji integral je celo pravi, saj je funkcija na intervalu (0, 1] zvezna in omejena.

ZGLED. Kot naslednji zgled uporabe teh izrekov si oglejmo t.i. Fulerjevo funkcijo gama,
definirano s posploSenim integralom

I'(s) :/ 5™ da.
0

Poglejmo si, kdaj ta funkcija sploh obstaja, se pravi, kadaj integral konvergira. Na
intervalu (0,00) je integrand zvezna funkcija (za s > 1 tudi v tocki 0). Po izreku 2
posploseni integral na intervalu [0, 1] obstaja natanko takrat, ko je s > 0. Na poltraku
[1,00) pa definirajmo g(x) = 2*tle~® in ugotovimo, da je tam funkcija omejena (ker je
zvezna in zato omejena na vsakem omejenem podintervalu ter ima limito lim, o, g(z) =0
v neskon¢nosti). Torej po izreku 4 posploSeni integral

/x51exdx:/ &Sg)d:c
1 1 x

obstaja za vsak s > 0. To pomeni, da je funkcija gama definirana za vsak s > 0.
7 integriranjem per partes dobimo za funkcijo gama rekurzivno formulo

I(s+1) =sI(s),

ki velja za vsak s > 0. Res:

S

oo :L,S 1 [e.e]
I(s) = / ¥ le ™ dy = e |0 + - / e P dr =T(s+1)/s.
0 § 0
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Ker jeI'(1) = fooo e *dx =1, iz rekurzivne formule z matemati¢no indukcijo takoj sledi
I'(n) = (n — 1)! za vsak n € N. Torej je funkcija gama posplositev aritmeti¢ne (diskretne)
funkcije n — (n — 1)! na vsa pozitivna realna stevila.

Posploseni integrali nenegativnih funkcij

Zdaj naj bo b € R ali b = 4+o00. Ce je f nenegativna lokalno integrabilna funkcija
na [a,b), hitro vidimo, da integral f(f f(z)dz konvergira natanko takrat, ko je funkcija
F(z) = [T f(t)dt omejena na [a,b). Tedaj je fab f(z)dz = supgepep) F(7), saj je zdaj
funkcija F' narascajoca. Namesto konvergence integrala piSemo kar relacijo f; f(x)dx < oo.

V nasprotnem primeru je f; f(x)dx = oc.
Za nenegativne funkcije je koristen primerjalni test.

IZREK 5. Ce sta f in g lokalno integrabilni funkciji na [a,b) in je 0 < f(z) < g(x) za
a <z <b, jevprimeru f; g(z)dr < oo tudi f;f(:c)d:c < 00 in v primeru f;f(:c)d:c =00
tudi f; g(z)dx = oo.

Dokaz. Za vsak z je [ f(t)dz < [T g(t)dt in zato tudi f;f(x)dm = sup [ f(t)dx <
sup [ g(t)dt = f; g(z)dx, od koder sledi trditev.

o<
ZGLED. (a) Integral / ne

1522 dx smo obravnavali v enem od prej$njih zgledov. Ker
1 X

. . . ) “In x i
je integrand nenegativen, ga lahko navzgor ocenimo z integralom / —5 dz, ki ga brez
1 x

*In x In x > dx
tezav izraCunamo per partes / —-dr = ——%° +/ — = 1. Torej je tudi prvotni
1 X X 1 X
integral koncen.
o0

(b) Pri integralu I = / e~ dx ocenimo integrand z e ™% < 1/(1 + 2?%) (uporabili smo
—00
neenakost e/ > 1 + ¢, ki velja za vsak t € R). Ker sta obe funkciji pozitivni in je

*©  dx *© dx . . .. y
1< 5 =2 = 7, je tudi prvi integral koncen.
wltz o 1+ a?

DEFINICIJA 4. Naj bo realna funkcija f lokalno integrabilna na [a,b). Recemo, da je
f na [a,b) absolutno integrabilna, njen posploseni integral f;f(:c)d:c pa absolutno konver-

genten, Ce je integral f; |f(z)]dx < oo.

Kadar integral f(f f(z)dz konvergira, integral f; |f(x)|dz pa ne, recemo, da je funkcija
f samo pogojno integrabilna na [a,b) oziroma da je integral f; f(x)dx samo pogojno kon-
vergenten.

Vsaka nenegativna funkcija, za katero obstaja posploseni integral, je absolutno integra-
bilna. Zaradi ocene | fcd f(x)dz| < fcd |f(z)|dz za a < ¢ < d < b pa vidimo, da iz absolutne
kovergence integrala f; f(x)dx sledi njegova navadna konvergenca. Po izreku 3 namre¢ v
tem primeru za vsak € > 0 obstaja tak b > a, da za ¢,d > b velja fcd |f(z)|dz < €. Potem
pa velja tudi ]fcdf(x)dx\ <e

To vidimo tudi z uporabo primerjalnega testa:
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Definirajmo g(z) = |f(z)|— f(z) za = € [a,b); ker je 0 < g(x) < 2|f(x)| za vsak x € [a,b)
in velja fab |f(z)|dz < oo, velja tudi f; g(x)dx < co. Odtod sledi tudi obstoj (konvergenca)

integrala . : b
[ t@ar= [(1r@las— [ gtwyis

o -
s
ZGLED. Pokazali smo ze, da konvergira integral / 1npx dr zavsak p > 0. Zap > 1je
1 X
e sin 1 o
ta konvergenca celo absolutna, kar vidimo iz ocene | | < — na [1,00) in primerjalnega
x
testa. Ni pa absolutna za p < 1. Oglejmo si najprej primer p = 1. Tedaj je
/"” | sin z| dr > /”’T | sin z| dr — "Z:l/(kﬂ)ﬂ | sin z| e
1 €x g T k=1 km T
— 1 (ktD)m 2%~ 1 2= [2dr 2 mldz 2 n+1
—_ |sin z|dx = — —_— > — — == —=—In .
kzl(k:+1)7r [ ﬂ'kzlk—f—l T Ty x o 2
| sin x | sin x
Odtod vidimo, da je / u dx = oo in isto velja tudi za integral / | - | dr = 0
X 1 X

|sin x| _ |sin x|
>

zaradi ocene , veljavne za p < 1 in x < 1.

P
Torej je za 0 < p < 1 konvergenca samo pogojna. Konvergenco spoznamo tudi z inte-

. " o0 inxd B ) Oocosxd Zaradi ori . | cos z 1
gracijo per partes p dw=cosl—p . ®. Zaradi primerjave — 5= < —
je zdaj zadnji integral absolutno konvergenten, saj je p + 1 > 1, torej konvergenten. Zato

obstaja tudi prvotni integral za vsak p > 0.

Zadnjo metodo za dokaz konvergence integrala lahko posplosimo.

IZREK 6 (Dirichletov test). Naj bo funkcija f zvezna in naj bo njena primitivna
funkcija F(z) = [T f(t)dt omejena na [a,b), tj. |F(z)] < M za neko pozitivno konstanto
M in vsak x € [a,b). Zvezno odvedljiva funkcija g pa naj bo taka, da je njen odvod ¢’

absolutno integrabilen na [a,b) in da je lim,y, g(x) = 0. Potem integral f; f(z)g(x)dx
konvergira.

Dokaz. Zvezna funkcija fg je lokalno integrabilna na [a,b). Z integracijo po delih
dobimo

b b
[ @terin = Faygl— [ P @,

Zaradi omejenosti funkcije F' in limite lim,y, g(x) = 0 je F(x)g(z)|% = 0. Torej je

/ ' fe)g(a)de = - / ’ Pla) (@)

Zaradi ocene |F(z)g' ()] < M|¢'(x)| in absolutne integrabilnosti funkcije ¢’, konvergira
zadnji integral absolutno. Torej konvergira tudi prvotni integral.

sin x

o0
ZGLED. Oglejmo si Se enkrat integral / dx za vsak p > 0. Funkcija f(z) = sin
1

xP
je zvezna na [1,00) in ima omejeno primitivno funkcijo F(z) = cos 1 — cos z, funkcija
g(x) = 1/aP pa je zvezno odvedljiva in ima (absolutno) integrabilen odvod ¢'(z) =
—p/aPT1 saj je zdaj p+ 1 > 1, poleg tega pa je o¢itno lim, .., g(x) = 0.

*° sin x

Po Dirichletovem testu torej prvotni integral / dx konvergira.

1
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II. STEVILSKE IN FUNKCIJSKE VRSTE

1. Stevilske vrste

Poleg zaporedij realnih stevil lahko o konvergenci govorimo tudi pri t.i. Stevilskih vrstah.
Formalno gledano je Stewvilska wvrsta neskon¢éna vsota realnih Stevil; toda, kaj to sploh
pomeni, saj smo doslej znali izvajati le konéno mnogo operacij (seStevanj) naenkrat?

Pojem vrste in njene konvergence

Z namenom, da bi sesteli neskonéno mnogo ¢lenov danega zaporedja, se pravi vrsto
a1 + ag + ..., tvorimo zaporedje delnih vsot te vrste. Prva delna vsota je kar prvi ¢len:
s1 = a1, druga delna vsota je vsota prvih dveh ¢lenov: so = a1 + ao, itd. Vsoti prvih n
¢lenov retemo n-ta delna vsota vrste, torej s, = a1 + as + ... + a,.

DEFINICIJA 1. Pravimo, da vrsta a; + ag + ... konvergira in ima wvsoto s, ¢e konvergira
zaporedje delnih vsot s, in velja s = lim, . s,. Ce vrsta ne konvergira, recemo, da di-
VErgira.

Vrsto aj + az + ... bomo pogosto na kratko oznacili z znakom za seStevanje » - ay,
njeno n-to delno vsoto pa z s, = > ;_; a.

ZGLED 1. (a) Vrsta ) 2,1 =1+1+ 1+ ... ne konvergira, saj je s, = n za vsak n.

o0

(b) Vrsta Z 1/k(k+1)=1/1-2+1/2-3+1/3-4+ ... ima delne vsote enake

k=1
Spn=01-1/2)+(1/2-1/3)+(1/3-1/4)+ ...+ (1/n—-1/(n+1))=1—-1/(n+1),
zato konvergira in ima vsoto 1.

(c) Geometrijska vrsta Y ro ag® = a + aq + ag?® + ... konvergira za a = 0 ali |q| < 1.
V prvem primeru je vsota enaka ni¢, saj seStevamo same nicelne clene. Ce pa a # 0, so
delne vsote, kot se hitro vidi, enake s, = a+aq+... +aqg" ' =a(l —¢")/(1 —q) zaq#1
in s, = na za ¢ = 1. Kot vemo iz razdelka o zaporedjih, konvergira pri pogoju |q| < 1
potenca ¢" proti ni¢, zato konvergirajo tedaj delne vsote s, proti a/(1 — ¢). Za druge
vrednosti ||, se pravi za |q| > 1, pa delne vsote ne konvergirajo.

DEFINICIJA 2. Cauchyjev kriterij za konvergenco zaporedij sy — s, — 0 (k,n — 00)
se v primeru vrst glasi (pri pogoju n — oo, n < k)

k
Z aj = apt1 + apy2+ ... +ax — 0.
j=n+1
Natancneje, za vsak € > 0 obstaja m € N, tako da za k > n > m velja
k
] Z aj| = |ant1 + any2 + ... +ag| <e.
j=n+1
Na drug nacin to povemo takole: Za vsak € > 0 obstaja m € N, tako da za n > m in za
poljuben p € N velja

p
\Zamk! = |ani1 + Gng2 + oo+ angp| < e
k=1
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V posebnem primeru, ko vzamemo p = 1, dobimo potreben pogoj za konvergenco:
ar — 0 (k — oo. Videli bomo, da ta pogoj ni tudi zadosten. Potreben pogoj lahko
izpeljemo tudi direktno iz definicije konvergence vrst: limg_ oo ar = limg_, oo (sp—Sk—1) = 0.

ZGLED 2. (a) Geometrijska vrsta > oo, aq® =a+aq+ag®+...zaa#0in |g] > 1 ne
konvergira, ker Ze potreben pogoj ag® — 0 (k — o) ni izpolnjen.

(b). Za vrsto > p2,1/k=1+1/2+41/3+ ... je potreben pogoj (1/k — 0) izpolnjen, ni
pa izpolnjen Cauchyjev pogoj za konvergenco, saj za vsak n velja 1/(n+1)+1/(n+2) +
..+ 1/(2n) > 1/2, zato vrsta ne konvergira. Ta vrsta se imenuje harmonic¢na vrsta.

Vrste s pozitivnimi ¢leni

Pri vrsti, ki ima same nenegativne Clene, so tudi delne vsote s,, = a1+ao+...+a, nenaga-
tivne in narasc¢ajo, saj je s, — Sp—1 = an > 0 za vsak n. Monotono narascajoce zaporedje
sy, pa je konvergentno natanko takrat, ko je navzgor omejeno. Torej velja naslednja trditev.

TRDITEV 1. Vrsta z nenegativnimi cleni je konvergentna natanko takrat, ko so njene
delne vsote navzgor omejene.

Za vrste s pozitivnimi oziroma nenegativnimi ¢leni imamo veliko razliénih konvergenénih
kriterijev, ki zagotavljajo konvergenco dane vrste, ne da bi pri tem poznali delne vsote.
Samo iz ¢lenov dane vrste lahko sklepamo na konvergenco, pri tem pa vsote vrste obi¢ajno
ne moremo izracunati.

IZREK 1 (o primerjanju). Imejmo vrsti Y oo ap = ai+ags+... in Yy poq by = bi+ba+...,
pri cemer naj velja 0 < ag < by za vsak k.
(a) Ce vrsta z veéjimi éleni (majoranta) konvergira, konvergira tudi dana vrsta.
(b) Ce vrsta z manjsimi ¢leni (minoranta) divergira, divergira tudi dana vrsta.

Dokaz. Ker so ¢leni nenegativni, delne vsote naraScajo, zato je za konvergenco po
trditvi 1 potreben in zadosten pogoj, da so tudi omejene. Ce so omejene delne vsote ma-
jorante, velja isto za vrsto z manjsimi ¢leni. Ce pa delne vsote minorante niso omejene,
tudi za vrsto z ve¢jimi ¢leni to ni res.

ZGLED 3. (a) Vrsta Y 3o, 1/k* = 141/2241/3%+ ... konvergira, ker ima konvergentno
majoranto » oo, 1/k(k+1)=1+1/(1-2)+1/(2-3)+ ... (glej tocko (b) prvega zgleda v
tem razdelku).

(b) Vista 30, 1/Vk = 1+ 1/v/2 +1//3 + ... divergira, ker ima za minoranto har-
moni¢no vrsto 1+ 1/2 + 1/3 + ..., za katero vemo, da divergira.

S primerjavo lahko pogosto hitro ugotovimo konvergenco vrste s pozitivnimi ¢leni tudi
na naslednji nacin, ki deluje, kadar ¢leni monotono padajo proti nic.
IZREK 2. Naj bo ay > ags > a3z > ... >0 in ar — 0 (k — o0). Potem konvergira vrsta
Yoreqap =ai+az+az+ ..
natanko takrat, ko konvergira "kondenzirana”vrsta
Z?io 2ay; = ai + 2as + 4ay + Sag + ...
Dokaz. Ozna¢imo delne vsote obeh vrst z s,, = a1 +as+...+a, inty, =a; +2as+... +

2% aor. Za 28 < n < 2F1 imamo oceno navzgor s, < aj+(agt-az)+...4(agr+...Fagri1_1)

<
a1+2az+...42%ay = t), in oceno navzdol s, > ar+as+(az+as)+...4(agr—1 4 +...+agr) >
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a1 /2 + as + 2a4 + ...2k*1a2k = tr/2. Ker torej za vsak k > 0 in za ok < p < okl velja
tr/2 < s, < t, sta obe vrsti hkrati konvergentni ali divergentni.

o
ZGLED 4. Vrsta Z 1/kP =1+1/2P +1/3P + ... konvergira za p > 1 in divergira za
k=1
p < 1. To vidimo tako. Ce je p < 0, cleni sploh ne konvergirajo proti ni¢, potreben pogoj
ni izpolnjen in vrsta divergira. Ce pa je p > 0, so ¢leni vrste pozitivni in monotono padajo
proti ni¢, tako da lahko uporabimo izrek 2. ”Kondenzirana’vrsta je zdaj geometrijska
vrsta

Zﬁo 2j2+,p = Z?io 2(-p)j
ki je konvergenta natanko takrat, ko je kvocient 2!77 < 1 oziroma 1 — p < 0.

n
Delna vsota s, = Z 1/kP zadnje vrste je zaradi monotonosti funkcije f(zx) = 1/2P
k=1
gotovo veGja od integrala 1n+1 f(z)dz in manjsa od 1+ [}" f(z)dz (glej sliko 18). Ker
vemo, da integral floo f(z)dz konvergira natanko takrat, ko je p > 1, velja isto za delne
vsote s, dane vrste. Podobno velja za vsako na poltraku [1,00) pozitivho in monotono

padajoco funkcijo f.
)

0 1 2 3 no ntl (x)

SLIKA 18

IZREK 3 (Integralski kriterij). Ce so cleni vrste enaki a, = f(k), kjer je f pozitivna
zvezna in mnotono padajoéa funkcija na poltraku [1,00), konvergira vrstay o, ap natanko
takrat, kadar konvergira integral [° f(x)dx.

Dokaz. Kot v posebnem primeru je f1n+1 fle)de < sp =3 qar=a1+ > p_oap <
ai + fln f(x)dx (glej sliko 18), od koder vidimo, da vrsta in integral konvergirata ali diver-
girata hkrati.

IZREK 4 (Cauchyjev korenski kriterij). Naj bo Y .7 an vrsta z nenegativnimi éleni
an > 0 za vsak n.
(a) Ce obstaja m € N in pozitivno stevilo g < 1, tako da velja Ya, <qg<1zan>m,
vrsta konvergira.
(b) Ce velja Yan > 1 za neskoncno mnogo clenov, vrsta divergira.

Dokaz. (a) Za n > m imamo a, < ¢", torej vrsta ) a, konvergira zaradi primerjanja
z geometrijsko vrsto > ¢".

(b) Ce za neskonéno mnogo ¢lenov velja {/a, > 1 oziroma a,, > 1, ¢leni ne konvergirajo
k ni¢ in vrsta zato ne konvergira.

ZGLED 5. Vista Y o (z/n)" = x + (2/2)? + (x/3)® + ... konvergira za vsak = > 0.
Imamo namre¢ /a,, = z/n — 0 in zato {/a, < 1/2 za vsak dovolj velik n.
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POSLEDICA. Za vrsto Y -2, a, § pozitivnimi éleni oznac¢imo a = limsup,, . {/an.
Vrsta konvergira, ce je o < 1, in divergira, ¢e je a > 1.

Dokaz. Ce je a < 1, gotovo obstaja ¢ z lastnostjo & < ¢ < 1 in indeks m, tako da za
n > m velja ¥a, < q. Ce pa je a > 1, je tudi ¥/a, > 1 za neskonéno mnogo ¢lenov. V
obeh primerih sledi konvergenca oziroma divergenca vrste iz izreka 4.

Najlazje je uporabiti to posledico, kadar obstaja limita a = lim,_,c {/a,. V primeru
a < 1 dobimo konvergenco, v primeru « > 1 divergenco, v primeru o = 1 pa nam korenski
kriterij ne pove nicesar.

o
ZGLED 6. Za visto » _a"/n?, Kjer je 2 >0 in p € R, je lim {/a, = lim z/y/n’ =z,
— n—od n—od

zato vrsta konvergira za x < 1 in divergira za = > 1 ne glede na to, kaksen je p. Prixz =1
o0

se vrsta glasi Z 1/nP; zanjo korenski kriterij odpove, vendar vemo od prej, da ta vrsta

n=1
konvergira za p > 1 in divergira pri p < 1.

IZREK 5. (D’Alembertov kvocientni kriterij). Naj bo Y > | a, vrsta s pozitivnimi éleni
an >0 za vsak n.
(a) Ce obstajata m € N in pozitivno stevilo ¢ < 1, tako da velja ayi1/a, < q <1 za vsak
n > m, vrsta konvergira.
b) Ce velja api1/an > 1 za vsak n > m, vrsta divergira.

Dokaz. (a) Pri danem pogoju velja ami1 < qam, Gmiz < ¢2an, itd., se pravi am, i <
¢"a,, za vsak k > 0. Primerjava z geometrijsko vrsto pove, da vrsta s ¢leni a,, n > m
konvergira, torej konvergira tudi prvotna vrsta.

(b) Zdaj imamo a4k > am > 0 za vsak k£ > 0 in zato ¢leni a,, ne konvergirajo k 0,
vrsta je divergentna.

V izreku ni dovolj, da velja le a,,41/a, < 1, kot lahko npr. vidimo iz zgleda (divergentne)
harmoni¢ne vrste, kjer je a,, = 1/n in ap41/a, =n/(n+1) < 1 za vsak n.

ZGLED 7. Vrsta >_o°_ na" ! =1+ 2x + 32% + ... konvergira za 0 < z < 1 in divergira
za x > 1. Res! Splosni ¢len vrste je namre¢ a,, = naz™ !, zato je Anpt1/an = ”T*'lx, kar
konvergira proti . Ce je z < 1, lahko vzamemo ¢ = (z + 1)/2. Za vsak dovolj velik n je
ani1/a, < q < 1in vrsta konvergira. Ce pa je x > 1, je api1/an = "TH x > 1, zato vrsta
divergira. (To vidimo tudi iz dejstva, da tedaj ¢leni ne konvergirajo proti nic.)

POSLEDICA. Za vrsto Y .2 | an s pozitivnimi éleni oznacimo o = limsup,, (176:_:1 n
azzl. Potem vrsta konvergira, ¢ée je a < 1, in divergira, ce je 3 > 1.

G = liminf,,_

Dokaz. Ce je a < 1, obstaja ¢ z lastnostjo a < ¢ < 1 in indeks m, tako da za n > m
velja an41/a, < ¢ in po izreku 5 vrsta konvergira. Ce pa je § > 1, obstaja tak m, da je
apt1/an > 1 zan > m in po izreku 5 vrsta divergira.

Opomba. Dejstvo, da je npr. limita lim,,_,o ant1/a, = 1, Se ni¢ ne pove o konvergenci
vrste, kot lahko spoznamo iz primerov vrst Y, L in > #

TRDITEV 2. Za vsako zaporedje (ay) s pozitivnimi éleni velja

a .. . . a
ntl < liminf /a, <limsup a, < limsup ntl
n—oo

n n— oo n—oo Ay,

lim inf
n—oo
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Dokaz. Srednja neenakost je trivialna, leva sledi iz desne, zato dokazimo samo desno.

Ozna¢imo o = limsup,, ,, = in izberimo ¢ > «, tako da je 2+t < q za vsak n > m. Za
n
> . 2 Gm41 | Am42 | . Am+k < .
vsak k > 0 je torej o am i < ¢" oziroma am+k < ¢*a,,. Drugace receno,

an < amq~q", se pravi a, < Y/ amq~™ - q oziroma limsup,,_, ., a, < g. Ker velja to
za vsak ¢ > «a, imamo tudi limsup,,_, ., ¥a, < a, kar je bilo treba dokazati.

Iz trditve 2 vidimo, da je Cauchyjev korenski kriterij mocnejsi od D’Alembertovega
kvocientnega kriterija v naslednjem smislu. Vedno, ko kvocientni kriterij napove konver-
genco, lahko konvergenco ugotovimo tudi s korenskim kriterijem; kadar pa korenski kriterij
odpove, odpove tudi kvocientni. Poleg tega obstajajo primeri, ko lahko konvergenco ugo-
tovimo s korenskim kriterijem, medtem ko kvocientni kriterij o konvergenci ni¢ ne pove.

ZGLED 8. Za vrsto 1/2 + 1/3 +1/22 +1/3% +1/23 + 1/3% + 1/24 + 1/3% + ... je
lminfy, oo 252 = limy, 0o(2/3)" = 0, liminf, o /@, = lim, oo X/1/3" = 1/V/3,

limsup,, o /a@n = lim, o %/1/2" = 1/4/2 in limsup,,_,, L = limy, 00 (3/2)" = +o0.
Torej lahko ugotovimo konvergenco s korenskim kriterijem, s kvocientnim pa ne.

Kadar kvocientni kriterij odpove, je pogosto pametno uporabiti naslednji izboljsani kon-
vergenc¢ni kriterij.

IZREK 6 (Raabejev kriterij). Naj bo Y >7 | ay, vrsta s pozitivnimi éleni, torej an, > 0 za
vsak n.
(a) Ce obstajata m € N in pozitivno stevilo ¢ > 1, tako da velja n(a,/ans1 —1) > ¢ > 1
za vsak n > m, vrsta konvergira.
(b) Ce velja n(an/ani1 — 1) < 1 za vsak n > m, vrsta divergira.

Dokaz. (a) Pisimo ¢ = 14, kjer je r > 0, in preoblikujmo pogoj n(a,/an+1—1) > ¢ > 1
v pogoj nan — (n+1)an4+1 > ran4+1 zan > m. Oznaéimo b,11 = na, — (n+1)a,4+1 in takoj
ugotovimo, da ima vrsta by,4+1+bp42+ ... zaradi ocene by 11 > rayy1 > 0 pozitivne Clene in
navzgor omejene delne vsote sg = b1 +bmta+ ... + bk = May, — (M+Ek)amir < mapy,
tako da je konvergentna. Potem pa je zaradi ocene ra,4+1 < by41 za n > m konvergentna
tudi vrsta ), ap.

(b) Ce velja n(ay/ani1 — 1) < 1 za vsak n > m, je na, < (n + 1)a,;1 za n > m, torej
(m + k)amir > map, za vsak k > 0 oziroma a1 > many,/(m + k) za k > 0. Na desni
strani so ¢leni z ma,, pomnozene harmonicne vrste, zato po izreku 1 o primerjanju vrst
tudi vrsta ) a, divergira.

POSLEDICA. Za vrsto y o2 | a, $ pozitivnimi cleni oznacimo
a = limsup,,_,., n(an/any1 —1) in [ =lminf, . n(a,/ant1 —1).

Potem vrsta konvergira, ce je B > 1, in divergira, ce je o < 1.

Dokaz. V prvem primeru obstaja tak ¢ > 1 in indeks m, da je n(a,/an41 —1) > ¢ >1
za n > m, v drugem primeru pa tak indeks m, da je n(a,/any1 —1) < 1 zan > m.
Obakrat rezultat sledi iz izreka 6.

Najlazje je ugotoviti konvergenco, kadar obstaja limita o = lim,, 0o n(an/any1 — 1).
Tedaj vrsta konvergira, ¢e je & > 1 in divergira, ¢e je « < 1. Kadar je a = 1, tudi Raabejev
kriterij odpove.

ZGLED 9. Za vrsto Z , p > 0, smo ze ugotovili, kdaj konvergira. Preskusimo na

njej Se Raabejev krltenJ Ker je v tem primeru
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a= lim n(ap/ant1 —1) = lim n((1+1/n)’ —1) = lim ((1+h)? —1)/h = (1),
kjer je f(x) = 2P, imamo zaradi f'(x) = pzP~! in zato a = f/(1) = p. Vidimo, da vrsta
konvergira za p > 1 in divergira za p < 1. Kriterij nam nicesar ne pove, kadar je p = 1;
tedaj pa je vrsta harmonic¢na, torej divergentna.

Absolutno in pogojno konvergentne vrste

DEFINICIJA 3. Retemo da konvergira vrsta aj + as + ... absolutno, ée konvergira vrsta
iz absolutnih vrednosti |a1|+ |az|+.... Ce to ni res, recemo, da vrsta konvergira le pogojno.

TRDITEV 3. Vsaka absolutno konvergentna vrsta je konvergentna.

Dokaz. To vidimo iz trikotniske neenakosti. Naj bo m < n. Tedaj je |amt1+ ... +an| <
lams1| + ... + |an|. Ce vrsta absolutno konvergira, je desna stran te neenakosti poljubno
majhna. Potem pa velja isto za levo stran. Vrsta torej zados¢a Cauchyjevemu pogoju,
zato je konvergentna.

TRDITEV 4. Ce konvergira vrsta .o, an, = a1 + as + ... absolutno, zaporedje (b,) pa

n=1
je omejeno, konvergira absolutno tudi vrsta Y -7, anby, = aiby + agbs + ...

Dokaz. Naj bo |b,| < M za vsak n za neko konstanto M > 0. Zaradi ocene
lanbn| < M|ay,|, veljavne za vsak n, lahko uporabimo primerjalni test za vrste s pozi-
tivnimi ¢leni (izrek 1).

Poseben primer so t.i. alternirajoce vrste, kjer predznaki ¢lenov alternirajo: imamo
a1 — ag + az — a4 + ..., kjer so zdaj vsi koeficienti a; > 0.

IZREK 7 (Leibnizov kriterij). Alternirajoca vrsta ay — as + az — a4 + ... konvergira, ce
je zaporedje (a,) padajoce in velja lim,,_,o a, = 0.

Dokaz. Oglejmo si 2n-to delno vsoto s9, = a1 —as+ a3 — a4+ ... + a2p_1 — aoy,. OCitno
je zaporedje sodih delnih vsot (sg,) narascéajoce in omejeno z |s9,| < a1, zato je konver-
gentno proti nekemu stevilu s. Zaporedje lihih delnih vsot so,41 prav tako konvergira proti
S, saj je Sopt1 = Son+asn+1. Potem pa tudi celo zaporedje delnih vsot s, konvergira proti s.

ZGLED 10. Vrsta 1 —1/2+41/3 —1/4 + ... konvergira po zgornjem izreku, saj alternira
in njeni ¢leni po absolutni vrednosti monotono padajo in konvergirajo proti ni¢. Ven-
dar, kot smo videli, ta konvergenca ni absolutna; vrsta iz absolutnih vrednosti je namrec¢
harmoni¢na in divergira.

Izrac¢unajmo vsoto konvergentne vrste 1 —1/2+41/3 —1/4 + .... Zanjo je

2n
(—1)k1 1 1 1 1 1
=Y L =144 —— =
o2 ; k 3 at T T T,
1 1 1 1 1 11 1
I+ =444+ —) =2z -4 ... F—)=
(+2+3+4+ +2n—1+2n) (2+4+ Qn)
2n n
1 1 1 1 1
+ totm= Y = .
n+1 n+2 2n Pt , ln—f—]

Oglejmo si doloceni integral f12 dx/x in njegovo spodnjo Darbouxovo vsoto s(f; D) =
Z?Zl f(z;)Az; za funkcijo f(x) = 1/x in enakomerno delitev D = {xq, z1, 22, ...,z }, kjer
jexj=1+j/nzaj=0,1,2,..,n, intervala [1,2] na n enako dolgih podintervalov. Potem
je Az; =1/n za vsak j in
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n n

S(FD) = -3 fU 4 =Y = s
j=1

i=1 St

ravno 2n-ta delna vsota nase vrste. Ker vemo, da spodnje Darbouxove vsote konvergirajo
proti dolotenemu integralu f12 dr/x = In z|? = In 2, vidimo odtod, da je tudi vsota kon-
vergentne vrste 1 —1/2+1/3 —1/4 + ... enaka In 2.

_ Opomba. Za konvergenco alternirajoce vrste ni dovolj, da ¢leni konvergirajo proti nic.
Ce absolutne vrednosti ¢lenov ne padajo proti ni¢, vrsta ne konvergira nujno. Zgled je npr.
vrsta

Z )t 1 LR L
n+3 /2]+ ~1)m V2-1 V241 V3-1 V341 7
ki ni konvergentga, kar spoznamo tako, da zdruzimo po dva ¢lena in dobimo dvojno har-
moni¢no vrsto. Ce pa izberemo malo bolj enostaven podoben primer, vrsto

> (—1)n! 1 1 1 1
Z = - + - + ..
—~[(n+3)/2/+(-1)»  2-1 241 3-1 3+1

katere ¢leni altermraJo in konvergirajo proti ni¢, po absolutni vrednosti pa ne padajo,
dobimo z zdruzevanjem po dveh ¢lenov konvergentno vrsto

>t

—n2 -1’
kar ugotovimo npr. po integralskem ali po Raabejevem kriteriju. Vidimo torej, da je

Leibnizov kriterij (izrek 7) sicer zadosten, ne pa tudi potreben pogoj za konvergenco al-
ternirajoce vrste.

Izrek 7 je poseben primer naslednjega izreka, ki je diskretna analogija Dirichletovega
testa za posploseni integral (izrek 6 v 4. razdelku 1. poglavja).

IZREK 8. Naj bo (ay,) padajoce zaporedje pozitivnih Stevil z limito ni¢, zaporedje delnih
vsot vrste Y 2 1 by = by + by + ... z realnimi ¢leni pa naj bo omejeno. Potem je konver-
gentna tudi vrsta Y > | anby.

Dokaz. Delne vsote vrste ) anb, oznac¢imo z s,, delne vsote vrste ) b, oznacimo
z t,. Zaradi omejenosti slednjih obstaja tak M > 0, da je |t,| < M za vsak n. Naj bo
m < n; izracunajmo in ocenimo razliko dveh dovolj poznih delnih vsot za vrsto >, a,by.
Najprej dobimo

Sn = Sm = Um41bmy1 + Amp2bmyo + .+ apb, =
aerl(thrl - tm) + am+2(tm+2 - thrl) + ...+ an(tn - tnfl) =

—Qmt1tm + (aerl - am+2)tm+1 + (am+2 - am+3)tm+2 +...+ (anfl - an)tnfl + anln,
odtod pa oceno |s, — sp| <

Amt1ltm] + (@my1 — @ma2) [tmr1] + (@my2 — @ma3) [tmre| + oo+ (@1 — an)|[tn1] + anltn| <
2Mam+1.

Ce posljemo m — oo (in s tem tudi n — oo), konvergira desna stran (in s tem tudi leva
stran) proti ni¢. To pomeni, da je zaporedje delnih vsot (s,) Cauchyjevo, torej konver-
gentno.

ZGLED 11. (a) V posebnem primeru, ko vzamemo b, = (—1)""!, tako da so delne
vsote t,, enake 1 (Ge je m liho Stevilo) in 0 (e je n sodo Stevilo), torej omejene, dobimo
Leibnitzov kriterij za alternirajoce vrste: ¢e je ax > 0 in ag \, 0 monotono padajoce, vrsta
S22 o(=1)*ay, konvergira.
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(b) V posebnem primeru, ko izberemo b, = sin nz, so delne vsote t, za vrsto ) by,
tudi omejene, saj se lahko hitro prepricamo, da je t, = 0, ¢e je sin x = 0 in

tp, =sin x + sin 2z + ... + sin nx = sin(n + 1)z /2sin(nx/2)/ sin(x/2),

e je sin x # 0, ter je zato v zadnjem primeru [t,| < 1/[sin(x/2)|. Po izreku 8 je potem

vrsta
o0

Z ap Sin nx = a1 sin x + a9 sin 2z + ag sin 3z + ...
n=1
vedno konvergentna, ¢e je le a,, padajoce zporedje pozitivnih Stevil z limito nic.
Podobno dokazemo, da je vrsta

o0

Zan cos Nx = aj cos x + ag cos 2x + as cos 3T + ...

n=1
konvergentna, razem morda za x = 2kw, k € Z, ¢e je le a, padajoce zporedje pozitivnih
Stevil z limito nic.

Opomba. Ce predpostavke izreka 8 niso izpolnjene, tudi sklep ne velja. Kot zgled lahko
vzamemo npr. naslednje pare zaporedij: (i) a, =1, b, = (—=1)", (ii) a, = (=1)"/n, b, =
(=1)™, (iii) ap = 1/n, b, =1. V nobenem od teh primerov vrsta ) a,by, ne konvergira.

Racunske operacije z vrstami

Dve vrsti seStejemo (odstejemo) tako, da sestejemo (odstejemo) istolezne ¢lene. Podobno
pomnozimo vrsto s konstanto tako, da s to konstantno pomnozimo vsak ¢len vrste. Torej
je npr. vsota vrst > ;- ax in Y po, by enaka vrsti Yoo (ax +bx) in produkt vrste Y oo, ag
s konstanto ¢ enaka vrsti Y ;- | cay.

Poskusajmo ugotoviti, kako je s konvergenco vsote dveh konvergentnih vrst in s konver-
genco produkta konvergentne vrste s konstanto.

TRDITEV 5. Ce sta vrsti Y opeq ag in Y poy by konvergentni in imata vsoti A oziroma
B, je konvergenta tudi vrsta Y p(ar +by) in ima vsoto A+ B. Prav tako je konvergentna
tudi vrsta Y - caj in ima vsoto cA. Ce sta prvotni vrsti absolutno konvergentni, sta
absolutno konvergentni tudi dobljeni vrsti.

Dokaz. Oznacimo delni vsoti vrst z A, in By, torej A, =Y y_,ar in By, = Y ;_; b.
Potem je A, + B, = Zzzl(ak + bi) delna vsota sestavljene vrste in zato velja tudi
limy, o0 (A, + By) = limy 00 Ay + limy, oo B, = A+ B. Podobno je cA, = > }_; cay
in lim, .o cA, = cA. Absolutna konvergenca za vsoto dveh vrst sledi iz trikotniske
neenakosti |ag+bg| < |ax|+|bg| in primerjalnega kriterija za vrste s pozitivnimi ¢leni. Abso-
lutna konvergenca za produkt vrste s konstanto ugotovimo se lazje: Y, |car| = |c| >y |ak|.

Opomba. Ko smo ze pri oznakah A, = >}, a; in B, = > _}_, b za delne vsote dveh
vrst, povejmo, da velja naslednja diskretna analogija formule za integracijo po delih.

Sumacija po delih: Za vsak m je

m m
Z anBpn + Z Anbn—l—l = AmBm+1-

n=1 n=1

Dokaz. Postavimo Ay = 0. Potem je

m m

Z aan + Z Anbn+1 - Z(An - An—l)Bn + Z An(Bn—H - Bn) -
n=1 n=1

n=1 n=1
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m m m m
Z AnBy, — Z Ap1Bp + Z Aan—H - Z ApBy, = AmBm+1-
n=1 n=1 n=1 n=1

Kot posledico trditve 5 si oglejmo naslednji izrek, ki ga véasih imenujejo tudi Abelov
test za konvergenco.

IZREK 9. Naj bo (ay,) monotono konvergentno zaporedje pozitivnih Stevil, vrsta 7 | by, =
bi + by + ... pa naj konvergira. Potem je konvergentna tudi vrsta > > | anby.

Dokaz. Naj bo npr. zaporedje (a,) padajoce in naj konvergira proti stevilu a. Potem
je doolanby =307 (an — a)b, +ay .2 b, vsota dveh konvergentnih vrst (prva vrsta
konvergira po izreku 8, saj konvergirajo ¢leni a,, — a monotono proti ni¢, delne vsote vrste

> br pa so seveda omejene), torej tudi sama konvergentna vrsta.

S seStevanjem vrst nismo imeli tezav, mnoZenje pa ni tako preprosto. Konéni vsoti
zmnozimo tako, da vsak ¢len prve vsote zmnozimo z vsakim ¢lenm druge vsote in dobljene
produkte sestejemo. Ali se da to pravilo razsiriti tudi na neskonéne vsote, tj. na vrste?

Najprej definirajmo, kaj bomo §teli za produkt dveh vrst.

DEFINICIJA 4. Pri danih vrstah "7 ag in Y2 by oznac¢imo za vsak n =0,1,2, ...

n
Ccp = E arpbn—i-
k=0

Vrsti > 7 ¢, re¢emo (Cauchyjev) produkt vrst >0 ax in Y0~ bk

S konvergenco produkta so Se vecje tezave. Ce je npr. A, = > 0@k Bn => 1o bk,
Cn = > ji_oCk in Ce vemo, da A, — A in B, — B, nasploh ni jasno, zakaJ bi potem
konvergiral tudi C), in, ¢e ze konvergira, zakaj bi konvergiral ravno proti AB. Naslednji
zgled pokaze, da produkt dveh konvergentnih vrst lahko divergira.

ZGLED 12. Imejmo konvergentno (alternirajo¢o) vrsto

— 1 1 1
=l- =t —Fm——+
kZ:O VE+1 V2 V3 V4
in izracunajmo njen kvadrat (produkt vrste s samo seboj). Hitro se lahko prepricamo, da
je po formuli iz definicije 4

Z k+ 1)(k+ 1)
Kerje(n—k+1)(k+1)=(n/2+ 1) — (n/2 —k)? < (n/2 +1)2, dobimo odtod

n

2 2 1
TS P e )
k_0n+2 n -+ 2

Potreben pogoj ¢, — 0 za konvergenco vrste > > ¢, ni izpolnjen, vrsta ne konvergira.

Naslednji izrek, ki ga je dokazal Mertens, to pomanjkljivost odpravlja, vendar potrebu-
jemo absolutno konvergenco vsaj ene od obeh vrst.

IZREK 10. Denimo, da vrsta Y -, ar konvergira absolutno in da je njena vsota enaka
A, vrsta Y52 by konvergira in ima vsoto B ter je ¢, = Y j_ akbp—k za vsakn = 0,1,2,
Potem tudi vrsta 2, ¢n konvergira in ima vsoto C = AB.
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Dokaz. Oznacimo A, =} _jag, Bp = _obr in Cp, = ci. Potem je
Cy, = agbp+ (a0b1 +a1b0) +...+ (aobn +arbp_1+... —|—anb0) =agB,+a1B,_1+...+a,By =

ap(Bp, — B) 4+ a1(Byp—1 — B)+ ...+ an(By— B)+ A,B = s, + A, B,
kjer je s, = ao(By, — B) + ai1(Bp—1 — B) + ... + an(By — B). Naj bo s = > 72 ]ax| in
pokazimo, da s, — 0. Za vsak € > 0 obstaja tak indeks m, da je |B,, — B| < € za vsak
n > m. Torej je za vsak n > m

|sn| < |an(Bo — B) + ... + apn—m(Bm — B)| + |an—m-1(Bm+1 — B) + ... + ap(B, — B)| <
lan(Bg — B) + ... + apn—m(Bm — B)| + |an—m-1||Bm+1 — B| + ... + |ao||Bn, — B| <
lan(Bo — B) + ... + apn—m(Bm — B)| + se.

Posljimo n — oo pa dobimo limsup,,_,. |s,| < se. To velja za vsak € > 0, torej je
limsup,, . |sn| = 0, se pravi, da s,, konvergira proti ni¢. Potem pa je tudi

lim C,, = lim s, + lim A,B = AB.

n—oo n—oo n—oo

Kasneje bomo (kot posledico Abelovega izreka iz teorije potenénih vrst) pokazali, da

velja C = AB tudi brez absolutne konvergence ene od vrst, vendar moramo v tem primeru
vedeti, da poleg konvergence vrst >, aj proti A in ), by proti B, konvergira tudi vrsta
>k Ck, s Cleni ¢, = > agbp_y, proti C.

Preureditev vrst

Ce v konéni vsoti spremenimo vrstni red élenov, dobimo zaradi komutativnosti sestevanja
realnih Stevil isti rezultat. Kako pa je s tem pri neskonénih vrstah? Ce spremenimo vrstni
red samo konéno mnogo ¢lenom, to na konvergenco in konéno vsoto vrste ne vpliva. Kaj
pa ¢e spremenimo polozaj neskonéno mnogo ¢lenov, ¢e torej vrsto popolnoma preuredimo?
Najprej moramo povedati, kaj razumemo s tem pojmom.

DEFINICIJA 5. Naj bo 7w : N — N poljubna bijekcija (permutacija) naravnih stevil.
Potem imenujemo vrsto Y, Ar(k) = Qn(1) T An(2) T Ar(3) + ... preureditev dane vrste.

Ker so delne vsote preurejene vrste lahko popolnoma druga stevila kot delne vsote pr-
votne vrste, ni jasno, ali iz konvergence prvotne vrste sledi tudi konvergenca preurejene
vrste. Vprasanje je tudi, ali ima preurejena vrsta, tudi ¢e konvergira, isto vsoto kot pr-
votna. Nasploh slednje ni res, kot pove naslednji preprost zgled.

ZGLED 13. Vemo, da ima alternirajoca vrsta 1—1/241/3+... vsoto In 2. Pa preuredimo
to vrsto tako, da bomo po vrsti zapisovali en pozitivni ¢len in dva zaporedna negativna
¢lena. Preurejena vrsta se torej glasi: 1 —1/2—1/4+1/3—1/6—1/8+ .... Potem je delna
vsota te vrste z indeksom n = 3m enaka

_a 1 1) (1 1 1)+ . 1 1 1)_
3m = R A T R T S e
1 1.1 1 1 1
SMl— )4 (5 =2y B
=) +G -+t 73,

Torej je limy,— 00 S3m = (In 2)/2 in isto velja za S3;,4+1 = S3m + 1/(2m + 1) in za sgpmpo =
S3m+1 — 1/(4m + 2). Torej preurejena vrsta tudi konvergira, vendar ima vsoto (In 2)/2,
pol manjSo od vsote prvotne vrste.

Vrsta iz zadnjega zgleda je bila samo pogojno konvergentna. Pri absolutno konvergent-
nih vrstah pa preureditev (zamenjava vrstnega reda ¢lenov) ne vpliva niti na konvergenco
niti na vrednost vsote.
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IZREK 11. Pri absolutno konvergentni vrsti Y o, aj je za vsako permutacijo m narav-
nih Stevil tudi preurejena vrsta Y oo ar(k) konvergentna in ima isto vsoto.

Dokaz. Delne vsote vrst ;2 aj in Y 72 ar() oznacimo z s, oziroma s;,. Zaradi
absolutne konvergence vrste » ,-; ai obstaja za vsak € > 0 tak indeks m, da za n > m
\ielja Y heni1 lax] < €. Izberimo tako velik p, da je {1,2,..,m} C {n(1),7(2),...,7(p)}.
Ce je n > p se v razliki delnih vsot s, — s, krajsajo vsi ¢leni aq,as,...,an, zato je
|sn = snl < > pe i1 lax] < e To pomeni, da s, — s), — 0; zato konvergira tudi za-
poredje delnih vsot preurejene vrste s/, in velja lim,, o s, = limy,, o0 Sp.

Videli smo, da za pogojno konvergentne vrste podoben sklep ne velja. Celo veé, pri
teh vrstah lahko s primerno preureditvijo dosezemo, da vrsta ve¢ ne konvergira, ali pa da
konvergira in ima za vsoto poljubno vnaprej izbrano realno stevilo.

IZREK 12 (Riemann). Ce je > rey ag pogojno konvergentna vrsta, obstaja za vsakt € R
taka permutacija ™ naravnih $tevil, da ima preurejena vrsta Y po Ar(k) vSOLO L.

Dokaz. Pogojno konvergentna vrsta ima neskonéno mnogo pozitivnih in neskonc¢no
mnogo negativnih ¢lenov, sicer bi bila njena konvergenca absolutna. ZapiSimo njeno n-to
delno vsoto v obliki s,, = p, — gn, kjer pomeni p,, vsoto pozitivnih in g, vsoto absolutnih
vrednosti negativnih ¢lenov v s,,. Za vrsto Y - |ax| iz absolutnih vrednosti €lenov je n-ta
delna vsota enaka S, = p, + g,. Zaradi pogojne konvergence konvergirajo delne vsote s,
proti neki limiti s, medtem ko delne vsote .S,, vrste iz absolutnih vrednosti ¢lenov narascajo
v neskon¢nost. Odtod sledi, da tudi stevila p, in g, narast¢ajo v neskonc¢nost.

Naj bo by + ba + ... vrsta iz pozitivnih ¢lenov prvotne vrste Y po; ak, tako da je p, =
b1 + ba + ... + b, njena n-ta delna vsota, in ¢; + co + ... vrsta iz absolutnih vrednosti ne-
gativnih ¢lenov vrste Y -, ai z n-to delno vsoto ¢, = ¢1 + 2 + ... + ¢ Kljub divergenci
teh dveh vrst pa velja by — 0 in ¢ — 0, saj vrsta s ¢leni a; konvergira. Naj bo npr.
t > 0 poljubno pozitivno sStevilo. in naj bo n najmanjsi indeks, pri katerem je p, > t. Za-
poredje p, — q1, Pn — G2, --- je padajoce in divergira proti —oo. Naj bo m najmanjsi indeks,
pri katerem je p, — ¢, < t. Sedaj priStejmo izrazu p, — ¢, toliko nadaljnjih zaporednih
¢lenov vrste ), by, da bo skupna vsota vecja od ¢, nato pa isto ponovimo z odstevanjem
nadaljnjih zaporednih ¢lenov vrste ), ¢ itd. Na koncu dobimo neskonéno vrsto, v kateri
so zajeti (v spremenjenem vrstnem redu) vsi cleni tako vrste >, by kot vrste >, cx, torej
tudi vrste >, ax. Ker se ¢leni by, in ¢ manjSajo proti ni¢, se dovolj pozna delna vsota tako
dobljene preurejene vrste razlikuje od stevila ¢ tako malo, kot Zelimo. Torej preurejena
vrsta konvergira in ima vsoto .

Opomba. V izreku 12 je ¢ lahko tudi +o0o (v tem primeru preurejena vrsta divergira).
To dokazemo enako kot zgoraj, le da npr. na j-tem koraku pristejemo toliko pozitivnih
¢lenov by, da pridemo ¢ez j, nato pa odstejemo toliko pozitivnih ¢lenov ¢, da spet pademo
pod j. Ker je j =1,2,3, ..., pridemo v limiti v 400 (ali v —o0, ¢e zamenjamo vlogo by in
¢k in na j-tem koraku skusamo doseéi stevilo —7).

Vrste s kompleksnimi éleni

Doslej smo obravnavali realna zaporedja in vrste z realnimi ¢leni. Ampak prav enako bi
lahko Studirali tudi konvergenco zaporedij in vrst s kompleksnimi ¢leni.

Konvergenca zaporedja (¢,,) s kompleksnimi ¢leni je enaka kot v realnem. Kompleksno
Stevilo ¢ je limita tega zaporedja, ¢e za vsak € > 0 obstaja indeks m, tako da za n > m
velja |ex — ¢| < e. Razlika je le ta, da tu uporabimo absolutno vrednost za kompleksna
stevila. Ce je npr. c¢p = ay + ibx, ¢ = a + ib kanonski zapis Stevil ¢ in ¢, je | — | =

V0ax — al? + by, — af2. Odtod tudi vidimo, da ¢, — ¢ natanko takrat, ko ay — a in by — b.
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Pri vrstah je ¢isto podobno: vrsta s kompleksnimi ¢leni )~ ; ¢ konvergira, ¢e konver-
gira zaporedje njenih delnih vsot s, ki so zdaj tudi kompleksna Stevila. Vrsta konvergira
absolutno, ¢e konvergira vrsta Y ,-; |cx| iz absolutnih vrednosti ¢lenov. S kanonskim za-
pisom ¢lenov Y, ¢ = > ap + i >, by, kjer so zdaj cleni ay, in by realni, vidimo, da vrsta
> i ¢k konvergira (absolutno) natanko takrat ko konvergirata (absolutno) vrsti ), a; in
> i bk. Za absolutno konvergenco vrste s kompleksnimi ¢leni lahko uporabimo iste kriterije
kot za absolutno konvergenco vrst z realnimi ¢leni.

2. Funkcijska zaporedja in funkcijske vrste

V tem razdelku si bmo ogledali pomembne lastnosti v zvezi z zaporedji funkcij, ki kon-
vergirajo proti neki funkciji. Raziskali bomo, kako zveznost, integrabilnost ali odvedljivost
posameznih ¢lenov vpliva na zveznost, integrabilnost ali odvedljivost limitne funkcije. Kas-
neje bomo te ugotovitve uporabili tudi pri vrstah, katere ¢leni so posebne funkcije.

Imejmo zdaj zaporedje realnih funkcij f,, ki so vse definirane na skupni podmnozici
S C R. Na kratko govorimo o funkcijskem zaporedju (fy,).

DEFINICIJA 1. Re¢emo, da funkcijsko zaporedje (f,,) konvergira po tockah proti funkeiji
f, ¢e za vsak x € S zaporedje realnih stevil (f,(x)) konvergira proti stevilu f(z), tj. ¢e za
vsak z € S velja

i fo(e) = f(x).

Ker je pri vsakem z € S limita f(z) natan¢no dolo¢ena, dobimo na ta naé¢in spet neko
realno funkcijo f, definirano na podmnozici S C R.

ZGLED 1. (a) fp(x) =2", S =1[0,1]; Za 0 <z < 1 velja fp(z) = 2" — 0, za z =1 pa
je fn(x) = 1. Torej konvergira zaporedje teh funkcij na mnozici S po tockah proti funkciji
f, za katero velja f(z) =0za0<z <1lin f(1) =1.

(b) fa(z) = 2nx/(1 + n%2?), S = R; ni tezko videti, da konvergira zdaj funkcijsko
zaporedje (f,) na vsej realni osi po tockah proti funkciji f(z) = 0.

(¢) fn(x) = (sinnz)/y/n; tudi zdaj velja lim, . fn(z) =0 za vsak z € R.

(d) Naj bo f,(z) enako n?z za 0 < z < 1/n, n?(2/n —z) za 1/n < x < 2/n in 0 za
x > 2/n. Potem je lim, o fn(x) = 0 za vsak z > 0, saj je f,(0) = 0 za vsak n, pri
poljubnem x > 0 pa je f,(x) =0, ¢e je le 1/n < x oziroma n > 1/x.

Enakomerna konvergenca funkcijskih zaporedij

Konvergenca funkcijskega zaporedja (f,,) po tockah proti funkciji f pomeni, da za vsak
x € S in vsak € > 0 obstaja tak indeks m, da za vsak n > m velja |f,(z) — f(x)] < e.
Indeks m je tu odvisen od Stevila € in tudi od tocke x € S. Konvergenca po tockah je
najpreprostejsa vrsta konvergence funkcij. Zahtevnejsa pa je naslednja definicija.

DEFINICIJA 2. Recemo, da funkcijsko zaporedje (f,) konvergira na podmnozici S
enakomerno proti funkciji f, ¢e za vsak € > 0 obstaja tak indeks m, da za vsak n > m
velja | fn(x) — f(z)| < e za vse z € S.

V tej definiciji pa je indeks m odvisen samo od Stevila € in ni¢ od tocke z. Kadar gre
za enakomerno konvergenco je isti m je dober za vsak x € S. Drugace receno, ¢e npr. pri
nekem € > 0 za vsak n € N najdemo tako tocko z,, € S, da velja |fn(x,) — f(zn)| > €
(tj. ¢e obstaja zaporedje tock (x,) z lastnostjo, da f,(x,) — f(x,) ne konvergira proti 0),
konvergenca ne more biti enakomerna.

ZGLED 2. Konvergenca zaporedja (f,) iz tocke (b) v zgledu 1 ni enakomerna. Ce je
npr. € = 1, je za vsak n izpolnjena enakost |f,(1/n) — f(1/n)] =11in f,(1/n) /4 0.
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Prav tako ni enakomerna konvergenca iz tocke (a) istega zgleda niti na podmnozici [0, 1),
saj pri &, = 1/3/2 zaporedje f,(z,) = 1/2 ne konvergira proti ni¢, ali iz tocke (d), saj je
tedaj fn(1/n) =n.

Pa¢ pa je konvergenca zaporedja iz tocke (c) zgleda 1 enakomerna na vsej realni osi.
Velja namre¢ ocena |f,(z) — f(z)| = |sinnz|/y/n < 1/y/n. Ker za vsak € > 0 obstaja tak
m > 1/e?, daje1/\/n < 1/\/m < e zan > m, velja za take indekse n tudi |sin nz|/\/n < €
in to za vsak x € R.

SLIKA 19

Opomba. 1. Geometrijsko pomeni enakomerna konvergenca dejstvo, da lezijo v ep-
silonskem pasu {(z,y); = € S, f(z) — e <y < f(x) + €} okrog grafa limitne funkcije f
grafi vseh funkcij f,, z indeksom n, ve¢jim od nekega indeksa m.

2. Dejstvo, daje | f(z)—f(x)| < ezavsak x € S, pomeni, da je sup,cg | fn(z)—f(2)] <€,
zato lahko enakomerno konvergenco definiramo tudi tako: za vsak € > 0 obstaja tak indeks
m, da za vsak n > m velja sup,cg | fn(z) — f(z)] <e.

DEFINICJA 3. Funkcijsko zaporedje (f,) je enakomerno Cauchyjevo na mnozici S, ¢e
za vsak € > 0 obstaja tak indeks m, dazan,k > min za vsak x € S velja | f,(x)— fr(z)| < e.

Kot pri definiciji enakomerne konvergence je treba poudariti, da je tu m odvisen le od
Stevila €, ne pa od tocke x. Tako kot pri obi¢ajnih Stevilskih vrstah je mogoce pokazati,
da je funkcijsko zaporedje (f,) na mnozici S enakomerno Cauchyjevo natanko takrat, ko
je enakomerno knvergentno.

TRDITEV 1. Funkcijsko zaporedje ( f,,) je enakomerno Cauchyjevo na mnozici S natan-
lko takrat, ko je na S enakomerno konvergentno.

Dokaz. Iz enakomerne konvergence takoj sledi enakomerna Cauchyjeva lastnost. Ce
namre¢ f, — f enakomerno na S, za vsak € > 0 obstaja tak m, da za n > m velja
|fn(x) — f(z)| < €/2 za vsak z € S. Potem za vsak n,k > m in za vsak x € S velja tudi
Fu®) = Fu(@)] < [ful@) — @) + |f () — ful@)] < e

Obratno, ¢e velja |fn(x) — fr(z)| < € za vsak n,k > m in za vsak z € S, posljimo v tej
neenakosti k — oo, da dobimo |f,(z) — f(z)| < €, kjer je f(x) = limg_, fr(z) (limita po
tockah fr — f obstaja, ker je stevilsko zaporedje (fx(x)) Cauchyjevo). Ker velja zadnja
ocena za vsak x € S, Ce je le n > m, je konvergenca enakomerna na mnozici S.

Funkcijsko zaporedje iz zgleda 1(a), katerega ¢leni so funkcije f,,, definirane z f,,(x) = 2™,
konvergira na mnozici S = [0, 1] proti nezvezni funkeciji

f(x):{o , 0<z<1

1, z=1 ’
¢eprav so vsi ¢leni zvezne funkcije (potence). Tu konvergenca funkcijskega zaporedja, kot
smo videli, ni enakomerna. Pokazimo, da se pri enakomerni konvergenci kaj takega ne
more primeriti.
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IZREK 1. Naj bo (fy,) zaporedje zveznih funkcij, ki na mnoZici S enakomerno konvergira
proti funkciji f. Tedaj je tudi limita f zvezna funkcija.

Dokaz. Izberimo si poljubno tocko a € S in pokazimo, da je limitna funkcija zvezna
v tocki a. Za vsak € > 0 moramo poiskati tak 6 > 0, da bo za |z —a| < ¢ vel-
jalo |f(z) — f(a)] < e. Najprej ocenimo po trikotniski neenakosti: |f(z) — f(a)| <
|f(z) — fo(x)] + |fu(z) — fo(a)| + |fu(a) — f(a)|]. Zaradi enakomerne konvergence ob-
staja tak dovolj pozen indeks n, da sta tako prvi kot zadnji ¢len pod €/3, ne glede na
to, kje smo izbrali x € S. Pri tako izbranem indeksu n pa zaradi zveznosti funkcije f,
obstaja tak § > 0, da iz |z — a| < ¢ sledi tudi |f,(z) — fu(a)] < €/3. Torej je skupaj
|f(x) — f(a)| <, e jele |z —a| <4, kar je bilo treba videti.

Iz tega izreka ponovno vidimo, da funkcijsko zaporedje (f,,) iz zgleda 1(a) ne more biti
enakomerno konvergentno.

POSLEDICA. Ce zaporedje zveznih funkcij f, na mnoZici S enakomerno konvergira,
velja za vsak a € S enakost

lim lim f,(z) = lim lim f,(x).

Tr—a n—0o0 n—oo r—a
Dokaz. Ozna¢imo f(z) = lim, oo fn(x) za vsak x € S. Po izreku 1 je zaradi
enakomerne konvergence zaporedja (f,) funkcija f zvezna. Torej po definiciji zveznosti
funkcij f in f, velja lim, ., lim, o fo(z) = lim,—q f(z) = f(a) = lim,—oo fr(a) =

limy, o0 limy g fir ().

Iz enakomerne konvergence funkcijskega zaporedja f,, seveda sledi njegova konvergenca
po tockah. Obratno pa nasploh ne drzi, tudi ¢e vemo, da je limitna funkcija zvezna (glej
npr. zgled 1(b)). Je pa ob dodatnih predpostavkah mozno doseci tudi to.

IZREK (Dini). Imejmo zaporedje zveznih funkcij (fn), ki je na kompaktni podmnoZici
K C R monotono padajoce (tj. za vsak x € K velja fp(z) > foiy1(x), n=1,2,3,...) in po
tockah konvergira proti zvezni funkciji f. Potem je konvergenca f, — f na intervalu [a,b]
enakomerna.

Dokaz. Ce za vsak n oznacimo g, = fn — f, je (9n) padajoce zaporedje, ki na K po
tockah konvergira proti 0. Izberimo poljuben € < 0. Mnozica K,, = {z € K; g,(z) > €}
je zaprta podmnozica v K, saj zaradi zveznosti funkcije g, vsebuje vse svoje limitne tocke
(iz xx — x in gyp(xg) > € sledi g,(z) > €). Vsaka zaprta podmnozica kompaktne mnozice
K pa je tudi sama kompaktna. Poleg tega zaradi padanja funkcijskega zaporedja g, velja
tudi K,4+1 C K,. Torej je K, padajoce zaporedje kompaktnih mnozic. Ce bi bile vse
te mnozice neprazne, bi bile po neki trditvi iz analize 1 (glej zadnjo trditev 4. razdelka
v 1. poglavju) tudi njihov presek N>, K, neprazen. Toda element z iz preseka bi bil
vsebovan v K, za vsak n, se pravi, da bi za vsak n veljalo g, (z) > ¢, kar pa je v nasprotju
s predpostavko g,(xz) — 0. To pomeni, da je ena od mnozic, npr. K, prazna. Potem so
prazne tudi nadaljnje mnozice, tako da za vsak n > m velja 0 < g, (z) < € za vsak z € K.
Dobimo enakomerno konvergenco zaporedja g, proti 0 oziroma zaporedja f, proti f.

Oglejmo si Se povezavo funkcijskega zaporedja z integrali in odvodi posameznih ¢lenov
in morebitne limitne funkcije.

Imejmo zaporedje integrabilnih funkcij f,, na intervalu [a, b], ki npr. konvergira po tockah
proti funkciji f. Z integracijo posameznih ¢lenov dobimo zaporedje integralov f; fn(x)dz.
Ali je potem tudi limitna funkcija integrabilna? Ali tudi zaporedje integralov konvergira
in ¢e konvergira ali morebiti konvergira proti integralu limitne funkcije?
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Na ta vprasanja odgovorja naslednji izrek.

IZREK 2. Ce zaporedje integrabilnih funkcij f, na intervalu [a,b] enakomerno konver-
gim protz' funkciji f, je tudi limitna funkcija f integrabilna na [a,b] in zaporedje funkcij
= [T fu(t)dt za vsak c € [a,b] konvergira proti funkciji F(x) = [T f(t)dt enakomerno

na [a b].

Dokaz. Zaradi enakomerne konvergence za vsak € > 0 obstaja tak indeks m, da za
n > m in za vsak t € [a,b] velja f,(t) —e < f(t) < fu(t) + €. Potem pa je res tudi

b b
[ Gty =t = s =0 < s(5) < S < S+ ) = [ () + )t

kjer sta s(f) in S(f) spodnji oziroma zgornji Darbouxov integral funkcije f. Torej velja
0 < S(f) —s(f) < 2e(b—a). Ker velja to za vsak € > 0, je s(f) = S(f) in funkcija f
je integrabilna na intervalu [a,b]. Poleg tega lahko za vsak = € [a,b] in za vsak n > m
ocenimo

() |—|/ (fult) dw|<|/|fn — F#)lde] < o — | < e(b—a),
kar pomeni, da F,, — F' enakomerno na [a, b|.

POSLEDICA 1. Ce zaporedje zveznih funkcij f, na intervalu [a,b] enakomerno kon-
vergira proti funkcm f, konvergira zaporedje funkcij Fy( f fn(t)dt za vsak ¢ € [a,b]
proti funkciji F(x) = [ f(t)dt enakomerno na [a,b].

Dokaz. Zdaj ze vemo, da je tudi limitna funkcija zvezna (izrek 1), ostalo sledi iz izreka 2.

POSLEDICA 2. Ce zaporedje zveznih funkcij f, na intervalu [a,b] enakomerno konver-

gira proti funkciji f, velja
b b
/ f(z)dz = lim / fn(z)dzx

Opomba. Brez enakomerne konvergence izrek ne velja. Vemo, da v primeru iz zgleda
1(d) zaporedje funkcij f,, konvergira proti ni¢elni funkeiji f(x) = 0, vendar konvergenca
ni enakomerna npr. na intervalu [0, 1]. V tem primeru je fol fn(z)dz =1 za vsak n, torej

tudi lim,,— o fo fn(z)dz =1, medtem ko je fo x)dz = 0.

Se ena posledica izreka 2 je izrek o odvajanem funkcijskem zaporedju. Enakomerna kon-
vergenca zaporedja odvedljivih funkcij f,, ni¢esar ne pove o konvergenci zaporedja njihovih
odvodov f}, kot se lahko poucimo iz zgleda 1(c). Tam je f,(z) = (sinnx)//n za vsak n in
vsak x € R, zato je f)(x) = +/n cos nz. V zgledu 2 smo videli, da je konvergenca f, — 0
enakomerna na vsej realni osi, vendar pa za podzaporedje (f}) velja f)(7) = (—=1)"y/n,
kar ni omejeno (v resnici zaporedje (f},) v nobeni tocki x ne konvergira). Zato so za kon-
vergenco odvodov potrebne mocnejse predpostavke.

IZREK 3. Naj bo (fn) zaporedje zvezno odvedljivih funkcij, ki konvergira vsaj v eni tocki
c € [a,b]. Ce poleg tega zaporedje odvodov f! konvergira enakomerno na |a,b], konvergira
tudi zaporedje (f,) na [a,b] enakomerno proti neki odvedljivi funkciji f, pri cemer velja
f(x) =limy, 0 f}(z) za vsak x € [a,b].

Dokaz. Po osnovni formuli integralskega racuna je zaradi zveznosti odvodov f], za vsak
n in za vsak x € [a, b] izpolnjena enakost

fulw) = 1o+ | " p e
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Zaradi enakomerne konvergence odvodov f] proti neki zvezni funkciji g, konvergirajo po
izreku 2 funkcije F,( f 1} (t)dt enakomerno na [a,b] proti funkciji F'(x f g(t
Naj bo d = lim;,,— fn( ). Za vsak € > 0 obstaja torej tak indeks m, da za n > m velja
|frn(c) —d| < €/2 in za vsak z € [a,b] tudi |F,,(z) — F(x)| < €¢/2. Zaradi ocene

[fn(z) —d = F(z))] = [fa(c) = d + Fa(z) = F(2)| < [fn(c) = d[ + [Fn(z) — F(z)] < e

konvergira potem tudi prvotno zaporedje (f,) enakomerno na [a,b] proti funkciji f(x) =
d+ f g(t)dt. Odtod vidimo, da je tudi funkcija f odvedljiva in da velja f'(z) = g(x) =

limy, o0 f7, ( ).

Opomba. Podoben izrek (z enakim sklepom) velja tudi za zaporedje funkcij f,, ki so
na intervalu [a, b] zgolj odvedljive (ne pa nujno zvezno odvedljive). Dokaz izreka s temi
Sibkejsimi predpostavki pa je nekoliko bolj zapleten (glej npr. [5], str. 152).

TRDITEV 2. Naj bo f(x,t) zvezna funkcija dveh spremenljivk na pravokotniku [a,b] X
[e,d] in F(x f f(z,t)dt za vsak x € [a,b]. Potem je F zvezna funkcija na [a,b].

Dokaz. Ker je f zvezna funkcija na kompaktni mnozici [a, b] X [, d] je tam enakomerno

zvezna (glej zadnji izrek v II. poglavju Analize 1). Torej Za vsak € > 0 obstaja tak § > 0,
daiz z,y € [a,b], t € [c,d] in |[x —y| < I sledi |f(x,t) — f(y,t)| < ¢e/(d—c). Torej je

F(z) |—|/ Flat) — fu.t dt|</|fﬂct D)t < e.

TRDITEV 3. Naj bosta f in % zvezni funkciji na [a,b] x [e,d] in F(x f flx,t)d
za vsak x € [a,b]. Potem je funkcija F odvedljiva in za vsak x € [a,b] velja

'x):/ja_

Dokaz. Fiksirajmo x € [a,b] in h # 0. Diferen¢ni kvocient za funkcij F' v tocki z je
enak

(x—i—h /fx—lrht fat)

Ker je f parcialno odvedljlva funkcija (glede na prvo spremenljivko), po Lagrangevem
izreku glede na to spremenljivko obstaja taka tocka x(t) z lastnostjo |z(t) — x| < |h|, da
velja

= — t),t).
h ox (). 1)
Ker je tu leva stran zvezna funkcija spremenljivke ¢, velja isto za desno stran. Poleg tega

je g af zvezna funkcija na kompaktni mnozici [a, b] X [c, d], zato je tam enakomerno zvezna.

To pomem da za za vsak € > 0 ObstaJa tak 6 > 0,daiz z,y € [a,b],t € [e,d]in |z —y| <o

sledi \%f( t) — f y,t)| < €/(d — c¢). Torej je pri pogoju |h| > § res |z(t) — x| < § in
velja
F(z+ h / / (z+ht) = flz,t) O
_ = <
| 2 fanya = -2 .y <

/cd ’é% fx(t),t) - %f(x,t)]dt <e.

Ker je tu € > 0 poljuben, vidimo, da je funkcija F' odvedljiva in da za vsak = € [a, b] velja

F'(z) = lim (x”b / -

h—0
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Enakomerna konvergenca funkcijskih vrst

Vse, kar smo doslej povedali o konvergenci funkcijskega zaporedja na dani mnozici S,
velja tudi za konvergenco funkcijske vrste, se pravi vrste Y o, fr, kjer so fi funkcije,
definirane na mnozici S, saj v tem primeru delne vsote s, = > ;_, fx tvorijo funkcijsko
zaporedje. Zaporedje delnih vsot pa odloca o konvergenci vrste.

DEFINICIJA 3. Funkcijska vrsta > 7 fi konvergira na mnozici S proti funkciji f:
(i) po tockah, ¢e na S po tockah konvergira proti f zaporedje delnih vsot s,,;
(ii) enakomerno, ¢e na S enakomerno konvergira proti f zaporedje delnih vsot s,,.

Tocka (i) pomeni, da konvergira stevilska vrsta Y po fr(x) = fi(z) + fo(z) + ... za vsak
x € S in ima vsoto f(z). Tocka (ii) pa poleg tega Se, da je konvergenca vrste enakomerna.

IZREK 4 (Weierstrassov M-test). Naj za élene funkcijske vrste Y oo fx = fi + fo + ...
velja za vsak x € S in za vsak k > 1 ocena |fx(z)| < ay. Ce stevilska vrsta > oo, ap =
a1 + as + ... konvergira, konvergira funkcijska vrsta enakomerno na mnozici S.

Dokaz. Za vsak par indeksov n,k imamo oceno |Z"+k fix)] < Z"+k|f]( )| <
Z;Lif a;. Ker stevilska vrsta ZFl a; konvergira, zados¢a Cauchyjevemu pogoju, zato

za vsak € > 0 obstaja tak indeks m, da je za n > m in za vsak k desna stran zadnje
neenakosti manjsa od e. Torej imamo pri pogoju n > m za vsak k in za vsak x € S tudi
oceno |Z"+k fi(x)] < e. Ker je tu m neodvisen od z, je funkcijska vrsta enakomerno
Cauchyjeva torej po trditvi 1 enakomerno konvergentna.

ZGLED. Vista s ¢leni f,,(r) = (sinnz)/n? je enakomerno konvergentna na vsej realni
osi R, saj imamo za vsak n > 1 in vsak € R oceno |f,(7)| = |(sinnz)/n?| < 1/n? in
vemo, da Stevilska vrsta Y o0 | (1/n?) konvergira.

Naslednji izreki v zvezi z zveznostjo, integrabilnostjo in odvedljivostjo vsote dane funkcij-
ske vrste so samo posebni primeri ustreznih izrekov 1, 2 in 3 za funkcijska zaporedja, zato
jih navedimo brez dokazov.

IZREK 1. Vsota f enakomerno konvergentne vrste Y ;o fr = f1 + fa + ... zveznih
funkcij na podmnozici S C R je zvezna funkcija na mnozici S.

IZREK 2'. Vsota f enakomerno konvergentne vrste > o | frx = fi+ fa+... na intervalu
[a, b] integrabilnih funkcij je integrabilna funkcija na [a,b]. Tudi vrsta iz integralov funkcij
fn konvergira, njena vsota je enaka integralu funkcije f:

/abf( dm—z fk dgc—/f1 dm+/f2 Vo + .

k=179

IZREK 3'. Vsota f vrstey ooy fr = f1+ fo+... zvezno odvedljivih funkcij, ki konvergira
po tockah na intervalu [a,b], vrsta iz odvodov Y= fi. = f1+ f3+... pa konvergira na |a, b]
enakomerno, je tudi sama odvedljiva funkcija, njen odvod f' pa je vsota odvajane vrste:

= fi=fit+h+

k=1

Vse tri izreke dokazemo tako, kot izreke 1,2,3, ¢e obravnavamo zaporedje delnih vsot.
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Potencne vrste

Poseben primer funkcijskih vrst so vrste, katerih ¢leni so sestavljeni iz potenc, pomnozenih
s konstantami. To so t.i. potenc¢ne vrste, ki jih bomo zdaj definirali.

DEFINICIJA 4. Imejmo zaporedje (cf) realnih Stevil in Se eno tocko a € R. Potem je
(splosna) potencna vrsta funkcijska vrsta oblike

o0
ch(x —a)f =co+c(z—a)+e(r—a)+ ..
k=0

Recemo, da je potencna vrsta razvita okrog tocke a. Z vpeljavo nove spremenljivke
t = z — a lahko vedno dosezemo razvoj okrog tocke ni¢ (¢ = 0). V tem primeru ima
potenc¢na vrsta obliko
oo
E_ 2
chx =co+cC1x + cox” + ...
k=0

Odslej bomo delali samo s takimi potenénimi vrstami.

Potenéna vrsta ;o cpr® = ¢y + c1x + cpx® + ... vedno konvergira vsaj v tocki z = 0.
Lahko pa se zgodi, da ne konvergira za noben z # 0. Zgled je npr. vrsta ) ;° klzk. kjer
za x # 0 ¢leni sploh ne konvergirajo k ni¢. Po drugi strani je vrsta lahko konvergentna prav
za vsak x € R. Tak je primer pri vrsti Y o, 2" /k!, ki absolutno konvergira na vsej realni
osi, kot se lahko hitro prepricamo npr. s kvocientnim kriterijem. Kako je s konvergenco v
drugih primerih, pove naslednja trditev.

TRDITEV 4. Ce potencna vrsta Yo cpr? = co + 1z + 22 + ... konvergira v tocki
xg # 0, konvergira absolutno za vse x z lastnostjo |z| < |xg].

Dokaz. Ker je vrsta y oo ckx’g konvergentna, konvergirajo njeni ¢leni ckx’g proti nic in
so zato omejeni z neko konstanto M > 0, torej |cxxh| < M za vsak k. Clene prvotne vrste
> 5o ek’ lahko potem ocenimo po absolutni vrednosti z |cpz®| = |epaf||z/zo|F < MdF,
kjer je ¢ = |z /xo| < 1. Ker je vrsta Y _po Mg* geometrijska in zaradi ¢ < 1 konvergentna,
konvergira po primerjalnem kriteriju absolutno tudi prvotna vrsta.

POSLEDICA. Ce potenc¢na vrsta Y reo cpx® = co + 1z + cax® + ... divergira v tocki
xo # 0, divergira tudi za vsak x z lastnostjo |z| > |xo|.

Dokaz. Iz konvergence vrste pri z, bi sledila njena absolutna in zato tudi obicajna
konveregenca pri zg.

DEFINICIJA 5. Naj bo .2, cpx® potencna vrsta, ki konvergira vsaj v eni tocki g # 0,
ne pa povsod na R. Pozitivno stevilo R = sup{r > 0; > 7, cxr® konvergira} imenujemo
konvergencni polmer potencne vrste.

To je torej tako Stevilo, da potencéna vrsta konvergira za vsak x z lastnostjo |z| < R in
divergira za vsak z z lastnostjo |x| > R. Pri |z| = R lahko vrsta v tocki = konvergira ali
divergira.

ZGLED. Potenéna vrsta Y o, 2”/k konvergira (absolutno) za |z| < 1 in divergira za
|z| > 1 (kvocientni kriterij). Torej je konvergenéni polmer enak R = 1. Toda vemo, da je
za x = 1 vrsta harmonicna, torej divergentna, za * = —1 pa konvergentna alternirajoca
vrsta (Leibnizov kriterij).
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Opomba. Pri vrsti, ki konvergira samo v tocki 0, recemo, da je konvergen¢ni polmer
enak ni¢, pri vrsti, ki konvergira povsod, pa je konvergen¢ni polmer neskoncen. Tako
imamo pokrite vse primere in za konvergen¢ni polmer R poljubne potencne vrste velja
0<R< 0.

TRDITEV 5. Naj bo za potenéno vrsto Y ;- cpx® konvergencni polmer R > 0 in naj
velja 0 < r < R. Potem potencna vrsta konvergira na intervalu [—r,r| enakomerno.

Dokaz. To sledi iz Weierstreassovega testa za enakomerno konvergenco, saj lahko ¢lene
viste za & € [—r,7] po absolutni vrednosti ocenimo z |cxz*| < |ex|r¥. Ker Stevilska vrsta
S ek |r® konvergira, saj je 0 < r < R, konvergira potenéna vrsta Y e, cxz® po izreku
4 enakomerno na intervalu [—r,7].

TRDITEV 6. Za konvergenéni polmer R potencne vrste Y, cpz® velja

1
limsup V/|cx| = =.

k—o0 R

Dokaz. Ce je R = 0, potencna vrsta ne konvergira absolutno v nobeni tocki z = 1/n,
n = 1,2,.... Torej je po Cauchyjevem korenskem kriteriju (posledica izreka 6. v prvem

razdelku) limsupy,_, . V/|ck(1/n)¥| > 1 za vsak n. Odtod dobimo limsup_, . /|ck| > n

za vsak n.
Ce je R = oo, dobimo iz konvergence vrste v vsaki tocki x = n na isti na¢in pogoj
limsupy,_,o v/|ck| < 1/n za vsak n, torej limsupy,_,., v/|cx| = 0.

Naj bo zdaj 0 < R < oo in € > 0. Potem konvergira poten¢na vrsta v tocki x = R — €
in divergira za © = R + €. Torej velja po Cauchyjevem korenskem kriteriju ocena

limsup {/|cx(R — €)¥] <1 < limsup y/|cx(R + €)k|.
k—o00 k—o0

Odtod dobimo
(R — €)limsup V/|ck| <1 < (R +¢€)limsup v/|ck|.

k—oo k—o0

Ker je tu € > 0 poljuben, velja Rlimsup,_,., v/|ck| = 1, kar je bilo treba pokazati.

POSLEDICA. Naj bo R € [0,00] konvergencni polmer potencne vrste Y, cpzk. Ce
|G| _ 1

obstaja limita, je lim = —.
J i el R

Dokaz. Denimo, da omenjena limita obstaja. Potem po trditvi 2 iz razdelka 1 tega
poglavja obstaja tudi limita limy_,~ v/|ck| in velja limg_, o0 el limg o0 v/|ck| = 1/R.

ek

zk

o
ZGLEDI. (a) Za poten¢no vrsto Z ShE2 je e = 27% /K2 in zato je kvocient |cpi1|/|ck| =
k=1
27k=1g2 /27k(k + 1)2 = k2/2(k + 1) — 1/2. Torej je konvergenéni polmer enak R = 2.
Poglejmo, kako je s konvergenco vrste na robu konvergenc¢nega intervala. Za x = +2
imamo vrsti Y50, 1/k? in 3°72(—1)%/k?%, ki obe konvergirata.
o _k

(b) Za podobno vrsto Z ;—k s koeficienti ¢;, = 27%/k dobimo kvocient |cx11|/|ck| =
k=1

27k 1k/27F(k + 1) = k/2(k + 1) — 1/2, se pravi spet R = 2. Zdaj je za x = 2 vrsta

5%, 1/k harmoniéna, torej divergentna. Za x = —2 pa je vrsta Y o, (—1)*/k alterni-

rajoca in konvergentna.
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je eaprr = 0in cop = 2% /k za k > 0. Limiti limy_oc %k'i‘

Qk
(¢c) Za potenéno vrsto kz:l S
in limg_.o &/|ck| ne obstajata, paé pa obstaja limsupy,_, &/|ck| = limg_o0(1/2%k)1/2F =
1/4/2. Torej je konvergencni polmer enak v/2. Za x = ++/2 dobimo divergentno har-
moni¢no vrsto Y o, 1/k.

Vsota potencne vrste » ;o cpx® obstaja in je zvezna funkcija na intervalu (—R, R).
Recimo, da vrsta konvergira tudi na robu, v tocki x = R (ali x = —R). Ali je potem vsota
zvezna funkcija tudi se v tej tocki? Ce je konvergenca tam absolutna, velja |c,z¥| < |ci|RF
za vsak x € [—R, R], zato je po izreku 4 na tem intervalu konvergenca enakomerna. Torej
je vsota zvezna funkcija tudi v tocki x = R (ali x = —R).

Ce je konvergenca v tocki = R (ali = —R) zgolj pogojna, je to Se vedno res, kot
pove naslednji izrek.

IZREK 5 (Abel). Naj bo R € [0,00] konvergencni polmer potencne vrste  p- cpak,
katere vsota je zvezna funkcija f na intervalu (—R, R). Ce vrsta konvergira v tocki x = R
(ali = —R) in ima tam vsoto s, velja s = lim, g f(z) (ali s = lim,_,_g f(x)).

Dokaz. Dokazimo samo primer, ko vrsta konvergira v tocki x = R (za primer z = —R
si namesto prvotne vrste ogledamo potenéno vrsto s koeficienti (—1)*¢y, ki ima isti kon-
vergenéni polmer in konvergira v tocki z = R). Poleg tega smemo brez skode vzeti R = 1,
sicer raje gledamo potencno vrsto » -, cpRFzF.

Denimo torej, da potenéna vrsta Y oo cpx® konvergira za z = 1 in da ima tam vsoto s,
torej imamo ) 2, ¢k = s. Za vsak k definirajmo s, = ¢+ ¢1 + ... + ¢ in c—; = 0. Potem
je za vsak n res

E Ck.%' E Sk — Sk— 1 E ST —E Slk— 11‘
k=0

n n—1 n—1
Z spzt — Z spzFtl = s, + (1—-2x) Z spzP.
k=0 k=0 k=0

Za —1 < x < 1 posljimo n — oo pa dobimo

[e.9]

flx)=(1-12) Z spk.

k=0

Za vsak € > 0 obstaja tak m, da za k > m velja |s — sx| < €¢/2. Poleg tega je s =
(1—2)Y 32 s2" za —1 <z < 1, zato imamo za 0 < z < 1 oceno

oo m oo
@) = sl =11 =2)) (sk = s)a"| < (L =) Y Jsp = sla” + (L —z) D s —sfa” <
k=0 k=0 k=m+1
m o0 m
(1—x)2\3k—s]x + (¢/2) 1—xz (1—=x) Z\sk—s\—i—e/Q.
k=0 k=1 k=0

Stevilo § > 0 lahko izberemo tako majhno, da iz 1—z < & sledi (1—z) Y7t |sp—s| < €/2.
V tem primeru velja |f(x) — s| < €, kar pomeni, da je s = lim,_, g f(x)

Kot posledico tega izreka dokazimo Se en rezultat v zvezi s produktom stevilskih kon-
vergentnih vrst, ki smo ga obravnavali v razdelku 1 (glej izrek 12, kjer je ena od vrst
konvergirala absolutno).
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IZREK 6. Imejmo konvergentne Stevilske vrste y , ap, > by in >, ¢y, pri cemer je
cr = agby, + ... + apby za vsak k. Ce so njihove vsote A, B in C, velja C = AB.

Dokaz. Za 0 < z < 1 definirajmo funkcije f(z) = Y oo, axz®, g(x) = S50, bra® in
h(z) = Y 32, ckx®. Hitro vidimo, da je vrsta za h(X) ravno Cauchyjev produkt vrst za
f(z) in g(z). Ker za 0 < x < 1 ti dve vrsti po trditvi 4 konvergirata absolutno, konver-
gira po izreku 12 iz prvega razdelka tudi vrsta za h(x) in za njihove vsote dobimo zvezo
f(z)g(z) = h(x), 0 < x < 1. Ker vse tri vrste v tocki z = 1 Se konvergirajo, velja pri
pogoju  — 1 po Abelovem izreku f(x) — A, g(x) — B in h(z) — C. Zaradi zveze
f(z)g(z) = h(z) velja tudi AB = C.

Potenéne vrste se lepo obnasajo tudi v zvezi z odvajanjem in integracijo vrst. Ce
potencno vrsto > o2 cpx® Elenoma odvajamo, dobimo vrsto Py kcpz®~1; ¢e pa jo élenoma
integriramo, dobimo vrsto Y 3o, ckz®™1/(k + 1). Kako je s konvergenénim polmerom
dobljenih vrst?

IZREK 7. Clenoma odvajana in clenoma integrirana potencéna vrsta imata isti konver-
genéni polmer kot prvotna vrsta. Ce je ta polmer R in je f(x) =Y pe e, velja za vsak

z € (—R, R) tudi

o) T 00
fl@) = kepa™ ' in / F@O)dt =" ez (k+1).
k=1 0 k=0
Dokaz. Po trditvi 6 je reciproi¢na vrednost konvergencnega polmera za odvajano vrsto
enaka
limsup 4/]keg| = lim Vklimsup /|eg| = i,
k—o0 k—oo k—o0 R
za integrirano vrsto pa

1 1
limsup /lci/(k + 1) = lim ———— limsup /|ci| = —=.

Ker odvajana vrsta konvergira enakomerno na vsakem kompaktnem podintervalu [a, b] C
(=R, R) in prvotna potencéna vrsta konvergira na (—R, R), lahko uporabimo izrek 3', po
katerem je f'(x) vsota ¢lenoma odvajane vrste za vsak x € (—R, R). Podobno po izreku 2/
konvergira, celo enakomerno na vsakem kompaktnem podintervalu [a,b] C (—R, R), tudi
clenoma integrirana vrsta in ima vsoto [ f(t)dt za vsak x € (—R, R).

Z odvajanjem ali integriranjem po ¢lenih lahko pogosto dolo¢imo vsoto dane vrste, sku-
paj z Abelovim izrekom tudi na robu konvergenénega obmocja, kjer sicer vrste ne smemo
odvajati ali integrirati.

ZGLED. (a) Izracunajmo npr. vsoto f(z) = > s, #¥/k. Vemo, da ima potenéna vrsta
konvergenéni polmer 1, zato vrsta konvergira za vsak z € (—1,1). Vrsto na tem obmocju
odvajajmo in dobimo geometrijsko vrsto f/(z) = Y22, 2t = 1/(1 — 2). Ker poznamo
odvod funkcije f, poznamo tudi

f(x) = £(0) + /Om 7yt = /Om —dt =~ In(1 ~ 0)ff = ~ (1 - ).

Ce odvajana vrsta konvergira samo znotraj konvergenénega intervala, pa vidimo, da pr-

votna vrsta konvergira tudi Se v robni tocki x = —1, saj je v tem primeru alternirajoca
in ima absolutno proti ni¢ padajoce koeficiente (Leibnizov kriterij). Po Abelovem izreku
(izreku 5) je potem v tej tocki njena vsota enaka s = lim, . f(z) = —lim,—_; In(1—2) =

—In 2. Tako smo Se enkrat izracunali vsoto alternirajoce harmonicne vrste.
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(b) Podobno obravnavajmo potené¢no vrsto f(z) = > 70 | k%z*, ki ima tudi konvergenéni
polmer 1. Pigimo f(z)/z = Y 3o, k?2*~1. Z integriranjem od 0 do z je

zft o
F(x):/o %dt:;kxk.

Postopek ponovimo:
oo

TE(t
/ £ 4y y b =1/(1 - ).
o ! k=1
Odtod z dvakratnim zaporednim z odvajanjem dobimo F(z) = x/(1 — z)? in

fl@) =a(z/(1 - 2)*) = (& +2%)/(1 - 2)’.

Opomba. Nobenega razloga ni, da ne bi v poten¢no vrsto namesto realne spremenljivke
x vstavili kompleksno spremenljivko z (v splosni potené¢ni vrsti, bi tudi za a vzeli komplek-
sno Stevil). Vse kar smo povedali o (absolutni in enakomerni) konvergenci poten¢nih vrst,
velja tudi v kompleksnem. Konvergenéno obmocje je zdaj tocka 0, krog {z € C; |z| < R}
ali cela kompleksna revnina. Konvergencéni polmer je res polmer; izra¢una se ga na isti
na¢in. Seveda na svojem obmocju konvergence take vrste definirajo funkcijo s komplek-
snimi vrednostmi.

3. Taylorjeva vrsta

Se enkrat si bomo (z uporabo metode integracije po delih) izpeljali Taylorjevo formulo,
ki jo poznamo iz analize 1.

Ce je funkcija f poljubnokrat odvedljiva v tocki a € R je po osnovni formuli integralskega
racuna

f@) - 1@ = [

Na desni strani lahko veckrat uporabimo integracijo po delih, npr.:

xT

f(@) - fla) = (@ — ) '(a) + / (x — )" (t)dt =

a

—q)2 _ )3 x
—@-af @+ 5 @)+ g + g [0
Splosno dobimo odtod Taylorjevo formulo v obliki

(x —a)’ (x—a)’®

f@) = f(a) + (@ = a)f'(a) + = f"(a) + = f"(a) + .. + =" (a)+
1 x
+m/a (z — )" D (1) dt.
Prvi del te formule je dobro znani Taylorjev polinom
_ 2 _ 3 _ n
Pu(e) = £(@) + (e~ a)7'(0) + E 2 priay + T iy 4 B0 o)

drugi del pa ostanek Taylorjeve formule (zdaj v t.i. integralski obliki)

Rofe) = 2 [ =0 ar

!
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Ostanek lahko za (n+ 1)-krat zvezno odvedljive funkcije zapisemo tudi v znani Lagrangevi
obliki. Ker je m < ("D (#) < M, pri cemer sta m in M natanéni meji, je

T

™[ e~ bt < Ro(a) < 2 /m(x —1)"dt

n! J, n!
oziroma
m M
m(fﬁ - a)”'H S Rn(fE) S m(iﬂ - a)”+1.

Ker je f("1(t) zvezna funkcija na [a, 2] in je torej m < R,
obstaja vsaj ena tocka ¢ € [a,], tako da velja f"+1(c)
oziroma

(2)(n + D! /(& — a)™ < M,
= Ru@)(n + ! /(x — a)™*!

f(n+1)(c)
(n+ 1)
Ce je za funkcijo f odvod reda n + 1 zvezen, lahko ostanek zapisemo Se v eni obliki. Po

prvem izreku o povprecni vrednosti oziroma njegovi posledici (glej tudi trditev 9 v drugem
razdelku prvega poglavja) dobimo iz integralske oblike

R, (z) = (z —a)" .

r—a

Fula) = 2 = " {0 (0)

za neko tocko ¢, ki lezi med a in x. To je t.i. Cauchyjeva oblika ostanka.

Kadar se da funkcija v tocki a odvajati poljubnokrat, lahko zgornji postopek nadaljujemo
v neskoné¢nost. V tem primeru dobimo namesto konéne Taylorjeve formule f(z) = P, (z)+
R, (z) z ostankom Taylorjevo vrsto

> £(n)(q
Z ! '( )(x —a)".
n=0

n.

To je poseben primer potencne vrste, razvite okrog tocke a, zato pravimo, da smo
funkcijo f razvili okrog tocke a v potenéno oziroma Taylorjevo vrsto. V posebnem primeru,
kadar je a = 0, govorimo raje o McLaurinovi vrsti:

> £(n)
=3 {00

z".
n!

n=0
Delne vsote Taylorjeve vrste so ravno Taylorjevi polinomi P, (z), ostanek vrste (od n-
tega ¢lena dalje) pa ravno ostanek Taylorjeve formule R, (z). Véasih se da pokazati, da
za nekatere vrednosti x (vsaj v blizini tocke a) z naraséanjem n preko vsake meje ostanek
R, (z) = f(x) — P,(z) konvergira proti 0. V tem primeru Taylorjeva vrsta ocitno konver-
gira in ima vsoto f(z). Taylorjeva vrsta vedno konvergira v tocki a in sicer proti vrednosti
f(a), lahko pa se zgodi, da nimamo konvergence v nobeni drugi tocki = # a.

eVl £
0 , =0
poglavju analize 1). Njena vrednost v tocki 0 je f(0) = 0 in je povsod poljubnokrat zvezno
odvedljiva. Zanimajo nas njeni odvodi v tocki 0. Prvi odvod je tam po definiciji enak
f'(0) = lim,_ge/I*l/z = 0. Ker je prvi odvod za z # 0 enak z~2e~'/*, & je x > 0,
in —z~2e!/*, ge je x < 0, vidimo, da je tudi f”(0) = 0. Podobno lahko sklepamo tudi za
visje odvode. Izkaze se, da so vsi visji odvodi v tocki 0 enaki ni¢. Taylorjeva vrsta za f je
torej trivialna (vsi ¢leni so enaki ni¢), zato povsod na realni osi konvergira proti ni¢. Ker
je f(z) # 0 za x # 0 in f(0) = 0, konvergira Taylorjeva vrsta proti funkciji, iz katere smo
jo dobili, samo v tocki 0.

ZGLED. Funkcijo f(x) = ze pozrnamo (glej razdelek 1 v tretjem

DEFINICIJA. Ce Taylorjeva vrsta funkcije f konvergira tudi v okolici tocke a proti
funkciji f, recemo, da je funkcija f v okolici tocke a analiticna.
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Razvoj analitiéne funkcije f v potenéno vrsto okrog tocke a je en sam. Ce je namreé
funkcija f v okolici tocke a enaka vsoti neke konvergentne potencne vrste Y~ cx(x — a)k,
lahko vrsto po izreku 7 iz prejSnjega razdelka poljubnokrat ¢lenoma odvajamo. Odvajana
vrsta je v okolici tocke a tudi konvergentna in ima za vsoto ustrezni odvod funkcije. Brez
tezav se na ta nacin lahko prepricamo, da je ¢, = f*)(a)/k! za vsak k = 0,1,2,.... Torej
je razvoj en sam, namrec¢ Taylorjev.

Primeri Taylorjevih (McLaurinovih) razvojev

Oglejmo si razvoje osnovnih transcendentnih funkcij okrog tocke 0. Za vsako funkcijo
bomo izracunali njeno vrednost in vrednost njenih odvodov poljubno visokega reda v tocki
0, ugotovili, kje vrsta (absolutno) konvergira, in nazadnje z oceno Taylorjevega ostanka
pokazali, da je na danem konvergené¢nem obmocju njena vsota res funkcija, ki doloca vrsto.

1. Eksponentna funkcija in vrsta

Za funkcijo f(x) = €* je f™(z) = ¢® in f™(0) = 1 za vsak n = 0,1, 2, .... Torej dobimo

>z x? 23
T _ il
e—E n'_1+ + +3|+
n=0

S kvocientnim kriterijem se npr. lahko hitro prepricamo, da ta vrsta absolutno konvergira
za vsak x € R. Ker pa je Taylorjev ostanek v Lagrangevi obliki enak R, (x) = an
|z +tele]

(n+1)!
eksponentna vrsta (absolutno) za vsak z € R proti f(x) = e*. Da gre ostanek proti ni¢,
lahko sklepamo tudi iz dejstva, da je |2|**1/(n + 1)! splosni élen konvergentne vrste.

ec
(n+1)!

kjer je ¢ med 0 in x, in ga lahko ocenimo z |R,(x)| < — 0 (n — 00), konvergira

2. Vrsti za sinus in za kosinus

Za funkcijo f(x) = sinz velja @) (z) = (=1)" cos z, f*)(x) = (=1)"sinz, 1) (0)
= (=1)" in f@M(0) = 0 za vsak n = 0,1,2, .... Tako imamo

[o¢]
: _Z (D" ony1 _ ad a® al
smx—nzomx —$_§+a_?+

Podobno kot prej vidimo, da vrsta konvergira (absolutno) za vsak = € R. Ostanek v La-
grangevi obliki lahko zdaj ocenimo z |R,(z)| < |2|*"*3/(2n + 3)! — 0, n — oo. Torej je
vsota Taylorjeve vrste povsod enaka f(z) = sinz.

Za funkeijo f(z) = cosz pa imamo fC"(z) = (—1)"cosz, @D (z) = (—=1)" 'sinz
in zato

o0
_ (_1)n Zn_ .’IJ2 .%'4 (L‘G
Cosx_;(zn)!x eyt et

Vrsta spet konvergira (absolutno) za vsak x € R proti f(z) = cosz.
3. Vrsta za logaritemsko funkcijo

Sedaj vzemimo funkcijo f( ) =In(1+ ), za katero je f(0) = 0. Odvodi pa so po vrsti

f(x) = 14%1, fx) = el 1" (x) > itd. Splosno je
VR ) L .
() = . 21+(x)n ' i £0)(0) = (~1)"(n - 1)!
Torej dobimo
> nf 22 g3 gt
1+.%' Z —x—?+?—z+...

n=1
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Ta vrsta pa konvergira samo za —1 < x < 1, kar najlazje spoznamo s kvocientnim kri-
terijem za absolutno konvergenco v primeru —1 < x < 1. V tocki —1 dobimo divergentno
harmoniéno vrsto, v tocki 1 pa konvergentno alternirajo¢o vrsto. Da bi pokazali, da je
vsota vrste res zaCetna logaritemska funkcija, moramo obravnavati dva primera, vsakega
posebej.

Za 0 < z <1 uporabimo ostanek Taylorjeve vrste v Lagrangevi obliki:

(n+1) (e
R, (x) = 4f(n n 1()') 2" = (=)™ (n + 1) (1 + )"

in dobimo oceno |R,(z)| < 2"T'/(n +1) — 0, (n — o0), saj je tudi ¢ > 0.
Za —1 < x < 0 pa potrebujemo ostanek v Cauchyjevi obliki:

Ry(z) = z(z — )" f" ) (c)/nl = (—1)"z(2 — )" /(1 + )" .
Dobimo oceno |R,(z)| < |z||z — ¢|*/(1 4+ ¢)" L. Ker je zdaj —1 < x < ¢ < —cz < 0, je
7~ e < | + x| = (14 )] in zat0 | Ra(@)] < Ja*/(1+ ) < al*/(1 ~ |a]) — 0.

Ne glede na to, kje je x € (—1,1), Taylorjeva vrsta torej konvergira (absolutno) proti
f(x) = In(1 4+ x). Ker imamo konvergenco vrste tudi v tocki z = 1, je njena vsota po
Abelovem izreku tudi v tocki 1 enaka f(1) =1In2 (kar sicer ze vemo).

4. Binomska vrsta

Vzemimo funkcijo f(z) = (1 + )", kjer je r poljubno realno stevilo. Sedaj je f™(z) =
r(r—1)..(r—n+1)(142)""in f(0) = r(r — 1)...(r — n + 1). Torej dobimo vrsto

(1+2)" :g (:;)x” =1+ <I>x+ (;>x2+ <;>x3+

Tu smo z (:L) oznacCili posploseni binomski koeficient, ki je definiran za vsako realno Stevilo
r (in ne samo za naravna Stevila kot klasiéni binomski koeficient) in sicer je

C):r@—Um&—n+U

n n!

r r!
Ocitno se ta definicija v primeru r € N in r > n ujema s klasi¢no: =——— 7Za
n n!(r—n)!
r
r € Nin r < n pa je ( ) = 0, tako da je v tem primeru binomska vrsta v bistvu razvoj
n

potence (1 + z)" po binomskem obrazcu.

Vrsta sedaj konvergira (absolutno) za —1 < x < 1, kar najhitreje vidimo s kvocientnim

konvergenénem pogoju konvergira ostanek proti 0, je nekoliko tezje videti, razen za x = 0
inzar=0,1,2,..., ko imamo namesto neskon¢ne vrste samo polinom. Odslej naj bo x # 0
in 7 ¢ N. Podobno kot pri logaritemski vrsti moramo loc¢iti dva primera.

Za 0 < x < 1 uporabimo ostanek Taylorjeve vrste v Lagrangevi obliki. Tedaj je za neko
Stevilo ¢ z lastnostjo 0 < ¢ < x in za vsak n > 0 res

f(n+1)(c) n r r—mn— n
@) = G = (n+1><1+c> =

r(l+c)" r r
(n+ 1()(—1F+)C)n+1 (r— 1)(5 - 1)(§ —1)..(

od koder dobimo najprej oceno |R,(z)| < |r[(1+¢)"(1+ |r

% _ ]‘)‘,I:Tb-i-l7

YA+ |r]/2)...(1 + |r|/n)z" L.
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Kerje0 <z < 1,je (142)/2x > 1lin 1+|r|/m < (14+x)/2z oziroma x(1+|r|/m) < (14+x)/2
za dovolj veliko naravno Stevilo m, zato lahko za n > m naprej ocenimo:

|Bn(@)] < |r[(1+ )" (L4 [r )L+ [r[/2)...(1+ [rl/m) (1 4[]/ (m 4 1)) (1 + || /m)2" <
P|(L )" (LA [r)™ (L |rl/m)" ™2™ < Jr|(1 4 )" (1 + |r])™ (1 +2)/2)" 7™,

Desna stran konvergira pri fiksnem m z rasto¢im n proti ni¢, zato velja isto za R, (z).

V primeru —1 < & < 0 pa moramo spet uporabiti Cauchyjevo obliko ostanka. Tedaj je

Rp(z) = z(z — )" f" () /n! = (n + 1)< >(1 o) " g(m — o) =

n—+1
r

r(1+0) (r = DG = (G = Dl = Dale — ) /(140"

in zato kot prej za dovolj velik m in ob upostevanju neenakosti |z — ¢| < |z + cz| =
(1 +¢)|z|] < 1+ ¢, ki velja v tem primeru (glej podobno oceno pri logaritemski funkciji)
dobimo |R,,(z)| <

rl(1+0)" A+ )L+ r]/2)- (L[] /m) A [rl/ (mA41))... L+ [l /n) | — ] ] /(L4 0)" <
[P (Le)” (L[ )™ (L] /m) " 2] /(Le) < [r(Le)" (T [r])™ (L |2]) /2)" ™ 2] /(1= [])-

Desna stran spet konvergira proti ni¢, zato velja isto tudi za ostanek R, (x). V vsakem
primeru torej binomska vrsta za |z| < 1 konvergira proti funkciji f(x) = (1 + z)".

ZGLED. 1. V primeru r = —1 zaradi (_nl) = (—1)" dobimo

1 o0
= E ()2 =1—a+2®— 2>+ ..,
1+ o

se pravi geometrijsko vrsto, ki, kot vemo, konvergira pri |z| < 1. Ce v njej zamenjamo
z —x, pridemo do obicajne vrste

1

o0
1_x=Zx"=1+x+x2+x3+....

n=0

2. Zar = 1/2 dobimo vrsto vVI+z = 1+ 3z — L2 + .., za r = —1/2 pa vrsto

\/11+7x =1- %x + %xQ + .... Obakrat velja konvergenca pri —1 < z < 1 in tudi priz =1

(po Leibnizovem kriteriju).

Uporaba Taylorjeve vrste

Taylorjevo vrsto (oziroma formulo) lahko s pridom uporabimo pri nekaterih standardnih
matematicnih postopkih.

(a) Pri risanju funkcij si lokalno lahko pomagamo z aproksimativnimi formulami (zacet-
nimi odseki Taylorjeve vrste ziroma Taylorjevimi polinomi), npr. e* ~ 1+ 2z, e ¥ ~ 1 —z,
cosz ~ 1—12/2, sinz ~ x, ali sinz ~ x — 23/6 itd. To so priblizki za funkcijo. Z rasto¢im
n ¢edalje bolje opisujejo vedenje funkcije f v blizini zacetne tocke a.

(b) Z zacetnimi ¢leni Taylorjeve vrste si lahko pomagamo tudi pri ra¢unanju limit ve-
likokrat odvedljivih funkcij (namesto L’Hospitalovega pravila), npr.
T —sinz

—(z—23/6 + ... 3/6 — ...
lim £=S0E _ p, 2= (@264 ):thzl/ﬁ.
z—0 (L‘3 z—0 (L‘3 z—0 .%'3

(c) Vrsta za eksponentno funkcijo je ugodna za rac¢unanje njenih vrednosti na veliko
decimalk natan¢no, ker razmeroma hitro konvergira. Izkoristimo jo lahko tudi za izpeljavo



70

znamenite Fulerjeve formule, ki povezuje eksponentno funkcijo (s kompleksnimi vrednos-
tmi) in trigonometriéni funkciji sinus in kosinus:

e = cosz +isinz.

Levo stran definiramo s potenéno vrsto v kompleksnem »_>° ;2™ /nl, ki konvergira ab-
solutno za vsako kompleksno Stevilo z. To vidimo npr. s kvocientnim kriterijem. Njena
vsota je po definiciji vrednost eksponentne funkcije f(z) = e* v tocki z. Ce v vrsto za e?
vstavimo z = iz, € R (i je imaginarna enota), dobimo po zdruzitvi realnih in imaginarnih
¢lenov

2 2t 3 20

em’:(1_—+——...)+i(x—§+§—...):cosx—i—isinx.

To formulo bomo uporabili pri diferencialnih enac¢bah.

(d) Racunange logaritmov na ve¢ decimalk natancéno. Uporabljamo razvoje v vrsto

1+ a3 ab
=2 — 4+ — + ...
(m+3+5+ )

In
l1—=x

(za =1 <z <1)in

1—(2a2—1)7!
In(a+1) +1In(a—1) —2lna=In(l —a?) =1In T EQZQ — 13_1 =
1 1
= -2
(2a2 7 3(2a% —1)3 )
za a > 1. V prvega vstavimo npr. x = 1/3 pa dobimo In2, vrednost In3 nato

izratunamo iz drugega, ¢e vstavimo a = 2. Po istih formulah izracunamo tudi logarit-
me vecjih naravnih stevil. Ce bi npr. In2 rac¢unali iz osnovne logaritemske vrste, bi dobili
In2=1-1/2+41/3 —1/4+ .... Na desni imamo tu znano alternirajoco vrsto, za katero
sicer vemo, da je konvergentna, vendar je njena konvergenca silno pocasna.

(e) Racunanje korenov. Npr. vista v2 = /I +1 = 1+ 1/2 — 1/8 + ... prepocasi
konvergira, zato raje zapiSemo
1

—)~1/2 = 7(1 +1/100 + 3/8.100% + ...).

5v2 =50 =7 @:7(1—50

49

Zdaj je konvergenca veliko hitrejsa.

4. Fourierove vrste

Poseben primer funkcijskih vrst so t.i. trigonometriéne vrste. To so vrste, v katerih
nastopata kot ¢len trigonometri¢ni funkciji sinus in kosinus veckratnih kotov. Natan¢neje,
vsako trigonometri¢no vrsto lahko pri poljubnem z € R zapiSemo v obliki

o0
ap/2 + Zan cos nx + b, sin nx,

n=1

kjer so koeficienti a,, in b, (n = 0,1,2,...) realna stevila in by = 0. Koeficient pri prvem
¢lenu smo delili z dve zaradi lepSega, da bodo kasnejse formule imele bolj enotno obliko.

Trigonometri¢cne vrste so analogija potenc¢nih vrst, ki smo jih obravnavali v enem od
prejsnjih razdelkov. Namesto da so ¢leni veckratniki potenc z™, n = 0,1,2,..., imamo
sedaj ¢lene, ki so linearne kombinacije funkcij cos nz in sin nz, n =0, 1,2, ....



71

Zaradi Eulerjeve formule e = cos t + isin ¢, lahko izrazimo cos nx = (™% 4 ¢="%) /2,
sin nx = ("™ — e~""*)/2i. Ce to formalno vstavimo v vrsto, dobimo

> “a b an + b
ap/2 + g ap, cos nx + by sin nx = ag/2 + g % e + % et —
n=1 n=1
o.]
co +§ :Cnema: +Cin6—znx’
n=1
kjer smo oznadili ¢, = @ inc_, = % = ¢, za vsak n > 0. S temi oznakami

lahko trigonometriéno vrsto prepiSemo iz ”"realne” v t.i. "kompleksno” obliko oziroma v
dvostransko vrsto, kjer sestevamo po vseh celih Stevilih od —oco do oo:

o0 o0
co+ cheinax + C_ne—inx _ Z cneinm'
n=1 n=-—o00
Tako kot pri poten¢nih vrstah nas bo seveda tudi zdaj zanimala konvergenca trigonome-
tricnih vrst po tockah ali enakomerna konvergenca, potem njihova vsota, vprasanje ali jih
smemo ¢lenoma odvajati in integrirati ipd. Trigonometri¢no (funkcijsko) vrsto v realni ali
kompleksni obliki bomo oznacili z S, ustrezno stevilsko vrsto v tocki x pa z S(z).
Delne vsote trigonometri¢ne vrste S v realni ali kompleksni obliki so funkcije

n n
Sp(x) =ap/2 + Z ay, cos kx + by sin kx = Z e
k=1 k=—n

ki jih imenujemo trigonometricéni polinomi (stopnje n). ReCemo, da trigonometri¢na vrsta
konvergira na realni osi R (ali na kaksni njeni podmnozici) po to¢kah oziroma enakomerno
proti funkeiji f, ¢e velja S, — f (n — o) po tockah oziroma enakomerno na R (ali
na podmnozici). Pri tem opazimo naslednje: ker so realne funkcije cos kz, sin kx in
tudi kompleksne funkcije e’** vse periodi¢ne s periodo 27 in velja isto za njihove linearne
kombinacije (trigonometri¢ne polinome), je tudi limitna funkcija f, ée obstaja, periodi¢na
s periodo 27. To pomeni, da za vsak = € R velja f(z + 27) = f(x).

Periodi¢no funkcijo f zadosta poznati na katerem koli intervalu [a, b), kjer je b—a = 27
(perioda), npr. na intervalu [—m,7) ali [0,27). Obratno, poljubno funkcijo f, definirano
npr. na intervalu [—7, 7) dolzine 27, lahko s tega intervala razsirimo do periodi¢ne funkcije
(s periodo 27) na vsej realni osi. Ce je npr. funkcija f zvezna ali odvedljiva na odprtem
intervalu (—m, ), ima razsirjena funkcija enake lastnosti tudi na vseh homolognih odprtih
osnovno funkcijo limg |, f(x) = limgq, f(x) (inlimy|_» f/'(x) = limgy, f'(z)). Tedaj bomo
preprosto rekli, da ima funkcija f zvezno periodiéno razsiritev (oziroma zvezno odvedljivo
periodicno razsiritev) na vso realno os.

Poljubnokrat odvedljivi funkciji f smo lahko priredili posebno poten¢no vrsto, namrec
njeno Taylorjevo vrsto (razvoj okrog dane tocke a). Le-ta je v okolici tocke a konvergirala
(ali pa tudi ne) in njena vsota je bila enaka prvotni funkciji (ali pa tudi ne). Nekaj
podobnega velja za integrabilne periodi¢ne funkcije na realni osi. Njim bomo priredili
trigonometriéno vrsto in se vprasali, kdaj ta vrsta konvergira in kaj je v tem primeru
njena vsota. To prireditev pa ne bomo naredili z odvajanjem (kot pri Taylorjevi vrsti)
ampak z integriranjem po ustreznem intervalu z dolzino 2.

Pri tem ni ve¢ pomembno, po katerem intervalu [a,b) dolzine 27 ra¢unamo integral
periodi¢ne funkcije. Denimo, da je npr. 2kw < a < 2(k+1)m, kjer je k € Z, in b = a — 2k.
Potem je 0 < b < 27 in (zaradi periodi¢nosti funkcije f)

a+2m 2 21 21 b+2m
/ fWdt= [ flats)ds= [ FOot+2knts)ds = | Flb+s)ds = / F(t)dt =
a 0 0 0 b

2 27+b 2 b 2w b
d dt = d m)du = d dt =
£(0) t+/ fwde= | ) t+/0 flut2mdu= [ ) t+/0 F(t)dt

b 21 b
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2w

21 T 2w s
/ f(t)dt:/ Ft)dt + f(t)dt:/ Fydt+ [ ft—2m)dt =
0 0 s 0 s

T 0 T
/O f(t)dt + 3 f(s)dt = : f(t)dt.

Najveckrat pa bomo vzeli poljubno funkcijo f, ki je integrabilna na intervalu [—m,7), in
si jo mislili periodi¢no razsirjeno na vso realno os.

DEFINICIJA 1. Naj bo f integrabilna funkcija na intervalu [—m, 7). Fourierove koefi-
ciente funkcije f definiramo v kompleksni obliki s predpisom:

1 (7 ,
Cp = —/ f(t)e ™™dt, n=0,41,42, ...
27 J_ .
ali v realni obliki s predpisoma:

s 1 ™
ap = — f(t)cosntdt, b, =— f(t)sinntdt, n=0,1,2...

™ J)_n T J-xm

Ker je funkcija f realna, so tudi stevila a,,, b, res realna, Stevila ¢, pa v splosnem komplek-
sna. Hitro se lahko prepricamo, da kompleksne in realne koeficente povezujejo formule:
ap = ¢p + c—p,y by =i(cy, — c—p) oziroma ¢, = (an —iby)/2, c—p = (an +iby)/2 (n > 0).

DEFINICIJA 2. Fourierova vrsta za integrabilno funkcijo f v tocki x € R je trigonome-

tricna vrsta
o0

oo

Z cpeFt = ap/2 + Z ay, cos kx + by, sin kz,

k=—00 k=1

katere koeficienti so ravno Fourierovi koeficienti funkcije f, dobljeni po zgornjih formulah.
Da poudarimo odvisnost koeficientov ¢, od funkcije f, pogosto oznac¢imo ¢, = ]/”\(n),

ustrezno Fourierovo vrsto pa ozna¢imo z S(f) in njeno vrednost v tocki x z izrazom S(f, ).

Hitro lahko preverimo, da se trigonometricnemu polinomu

n
f(SC) — Z Ckeik;ac = a0/2 + Zak cos kx + by sin kx
|k|<n k=1
pripadajoc¢a Fourierova vrsta ujema s polinomom, torej S(f,z) = f(x). Za vsak m,n € Z
veljajo namre¢ naslednje preproste formule:

L ﬂ—ei(m—n)tdt: 1 , M=n
2r ) 0, m#n '’

oziroma za vsak m,n € NU {0}

1 [ 1 = 1 [ 1
—/ cosmtcosntdt:{ > n’ —/ sinmtsinntdt:{ T

mJ 0, m#n m 0, m#n

-
in

1 s

—/ cos mt sin ntdt = 0.

™ —T

Iz integralskih formul za racunanje Fourierovih koeficientov takoj vidimo naslednje:
(a) Ce je integrabilna funkcija f, definirana na intervalu (—m, ), soda, so vsi koeficienti

b, = 0; v tem primeru je njena Fourierova vrsta sestavljena samo iz kosinusov veckratnih
kotov (kosinusna vrsta):

o
2 ™
a0/2+Zancos nz, kjer je an:;/o f(t)cos ntdt (n>0).

n=1
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(b) Ce je integrabilna funkcija f, definirana na intervalu (—m, ), liha, so vsi koeficienti
b, = 0; v tem primeru je njena Fourierova vrsta sestavljena samo iz sinusov veckratnih
kotov (sinusna vrsta):

Zb sin nz, Kkjer je b, = — / f(t)sin ntdt (n>1).

n=1

Funkcijo f , ki je deﬁnirana samo na intervalu (0 ), lahko torej razvijemo tako v kosi-
nato nadaljujemo na 1nterval [—7,0] do sode funkcije na [—7, 7] in nazadnje perlodlcno s
periodo 27 razsSirimo na vso realno os. Fourierova vrsta take funkcije je po zgornjem ses-
tavljena samo iz kosinusov. Podobno dobimo razvoj v sinusno vrsto za poljubno funkcijo
f, ki je definirana na intervalu [0,7) in je f(0) = 0, ¢e jo najprej liho nadaljujemo na
(—m,0) do lihe funkcije na (—m, ).

ZGLED 1. V naslednjih primerih je funkcija f, definirana na intervalu [—m, ) z danim
predpisom, liha, zato je njena Fourierova vrsta sinusna. V poljubni tocki x je za funkcijo:

(2
(a) f(z) = sign(x) Fourierova vrsta S(f,x) enaka — Z sm2 n++1 ;
n

(b) f(x) = = Fourierova vrsta S(f,z) enaka 2 Z )= 1 8in nx’

(¢) f(x) = (wsign(z) — x)/2 Fourierova vrsta S(f,x) enaka Z sin mc;

n

n=1
Opomba. Doslej smo govorili samo o funkcijah s periodo 27 in njihovem razvoju v vrsto
po trigonometri¢nih funkcijah veckratnega argumenta x. Postopek pa bi lahko posplosili
ter katerokoli integrabilno funkcijo s poljubnega intervala [a,b) nadaljevali periodi¢no na
vso realno os s periodo b — a in jo razvili v trigonometri¢no vrsto po kosinusih in sinusih

druga¢nega argumenta.
2 a+b

Naj bo npr. f funkcija, definirana na intervalu [a,b), a < b, in t =

b—a(x_ 2 )
b (b—a)t
a‘; 4 . Dt tako da lahko definiramo
s

funkcijo ¢ na intervalu [—m,7) s predpisom g(t¢) = f(x). Razvijmo funkcijo g v obi¢ajno
Fourierovo vrsto, pa dobimo

za a < x < b Potem je -7 <t < mwinx =

f(z)=g(t) :G0/2+Zancos nt + b, sin nt =

n=1
> 2nm a-+b . 2nm a-+b
a0/2+Zancosb_a(:c— 5 )+bnsmb_a(:c— 5 ),

n=1

torej razvoj funkcije f v trigonometri¢no vrsto, pri ¢emer koeficiente izracunamo po zgor-
njih formulah

1 /7 2 b 2
an:;/ g(t)cosntdt:b_a/a f(x)cosbﬁﬂa(SC—a;_b)dfﬂ, n=0,1,2,..

—T

in

1 /7 . 2 b . 2nm a+b
bn_—/ g(t)smntdt—m/a f(x)smb_a(ﬂf— 2 ydz, n=1,2,..



74

Zgled. Funkcija f, ki je definirana na intervalu [0,1) in jo nadaljujemo na vso realno
os periodi¢no s periodo 1, ima po zgornjih formulah Fourierov razvoj

f(x) =ag/2 + Zan cos 2nm(z — 5) + by, sin 2n7(x — 5) =

n=1
ap/2 + Z "(ay, cos 2nmx + by, sin 2n7x).
Konkretno je za funkcijo f ( ) = z na intervalu [0,1) njena Fourierova vrsta enaka
% + %i #sin 2nmx.

Prirejanje Fourierove vrste dani integrabilni funkciji je zaenkrat zgolj formalno. O kon-
vergenci vrste v tem ali onem smislu bomo govorili kasneje.

Cesarove delne vsote in izrek o enoli¢nosti

Naj bo f integrabilna funkcija na [, 7), razsirjena do periodi¢ne funkcije na vsej realni
osi. Delno vsoto Fourierove vrste lahko izrazimo tudi z integralom:

.%') _ Z J/z-\(k,)ezkz _ Z fiktdteikx _

|k|<n \k|<n

()Y etletgr = = f() (2 — ).

27T 2T
|k|<n

Tu smo z D,, oznacili t.i. Dirichletovo jedro:

; 1/2
x):Zelk —1+22005k: _ sinln+1/2)z

= sin(x/2)

za x # 0 (mod 27) in D,(0) = 2n + 1. Dirichletovo jedro je zvezna periodi¢na soda
funkcija (trigonometriéni polinom stopnje n). Za njegove Fourierove koeficiente o¢itno
velja Dy, (k) =1 za |k| <nin D,(k) =0 za |k| > n.

Razli¢ne izrazave delnih vsot Fourierove vrste nam koristijo pri obravnavi konvergence
Fourierovih vrst. Poleg njih pomembno vlogo igrajo tudi t.i. Cesdrove delne vsote, ki jih
definiramo preprosto kot aritmeti¢ne sredine obic¢ajnih delnih vsot:

T
onf = N——f-l Sn.f
n=0

Torej so tudi trigonometri¢éni polinomi stopnje N. V wvsaki tocki x jih lahko zapiSemo v
obliki:

1 1
JNf(x):N—HZSnf(x):N—HZche Z che

n=0 n=0 |k|<n \k|<Nn |k|

[k|<N [k|<N |kI<N

Ob tem naj omenimo, da se iz te izrazave Cesarovih delnih vsot vidi, da je

LN

onf(k) = (1_N—+1) (k)
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za |k| < N in 0 sicer, zato konvergira O'/]\[\f(k) proti fA'(k:) za vsak k, ko N — oo. To pomeni,
da delne vsote on f enakomerno konvergirajo proti f za vsak trigonometriéni polinom f.
Spoznali bomo, da je to res celo za vsako zvezno funkcijo.

Tudi Cesarove delne vsote lahko izrazimo z integralom, ¢e upoStevamo ze znano inte-
gralsko izrazavo navadnih delnih vsot S, f:
N

1 1 L1 1
onflz) = N—anzosnf(l“) =~ Nr1 nZ:O o | J(t) Dy (z—t)dt = o | f( JEN (z—t)dt,

kjer smo z Fiy oznacili ti. Fejérjevo jedro:

IR 1 sin(n +1/2)z
Fy(x) = N1 Dy(x) = Vi nZ;) /D)
1 N
2(N + 1) sin?(z/2) Z2sm n+1/2)asin(z/2) =
2
1 (1 —cos(N +1)z) = Ni 1 (smg\rflé/z))x/z)

2(N + 1) sin?(z/2)
za x # 0 (mod 2m) in Fy(0) = A S0 1 Da(0) = g5 S0 g(@n+1) = N + 1.
Fejérjevo jedro ima npr. naslednje koristne lastnosti:

1. Fn je zvezna perioditna soda funkcija (trigonometriéni polinom stopnje N), ki je
poleg tega pozitivna: Fy > 0.

1 s
2. — | F =1
or | N (@) N+1227r/,r
1

7.[.2 2

3 F(z) < (N +1)sin?(x/2) = (N+ 1)a? = Na? — N62

za 0 <6 <|z|] <.

TRDITEV 1. Za zvezno periodiéno funkcijo f : R — R konvergirajo Cesdrove delne
vsote njene Fourierove vrste enakomerno na vsej realni osi proti f. Enakomerno po x € R
torej velja

Jim oy f(x) = ()

Dokaz. Dovolj je opazovati vedenje Cesdrovih delnih vsot pri z € [—m, 7). Te vsote

lahko v integralski obliki zapiSemo tudi takole:
s s

onf(@) =5 | fa—0Fw0dt= o [ @+ tFy(dr
g - 2 J_,
Izberimo poljuben € > 0. Ce je § dovolj majhen, zaradi enakomerne zveznosti funkcije f na
intervalu [—m, 7| velja | f(z +t) — f(x)| < €/2 za vsak x € [—m,7) in |t| < . Upostevajmo,
da je zvezna funkcija f na kompaktnem intervalu [—m, 7] po absolutni vrednosti omejena,
npr. s konstanto M > 0, in da za Fejérjevo jedro veljata oceni iz tock 2 in 3, torej
Fy(t) < ”22 za 0 < § < |t| < 7. Izberimo §e N > 2Mn?/e6%. Potem je

oxfa) = 1) = 5= [ (Flo+0) ~ ) Ev Dyt =
L R R NG (Fle+1) — f(2) B (1)
T J|t|<é T Jo<s<|t|<m

in zato
1 1
lox T (@)~ ()] < o /| B o /0 G CLNONE

€/2 4+ 2M7? /N&* < e.
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Torej velja limy_,o onf(z) = f(x) enakomerno na z € [—m, ) oziroma zaradi peri-
odi¢nosti kar na R.

Zdaj lahko dokazemo izrek o enoli¢nosti za Fourierove vrste:

IZREK 1. Ceje f: R — R zvezna periodicna funkcija in ( ) =0 za vsak n € Z, je
f(z) =0 za vsak x € R. Ce torej za dve zvezni funkciji velja f = G, je f =g.

~

Dokaz. Za vsak N in vsak 2 namrec velja oy f(z) = 32}, <n(1 — J\‘TL-|—|1) (n)e™ = 0.

Potem pa je zaradi trditve 1 tudi f(z) = imy_o on f(x) = 0.

Opomba. Da se pokazati, da velja izrek o enoli¢nosti tudi za vsako funkcijo f, ki je
integrabilna na intervalu [—, 7), tudi ¢e ni povsod zvezna. Take so npr. nekatere funkcije
iz zgleda 1).

TRDITEV 2 (Riemann-Lebesguova lema). Za vsako zvezno periodicno funkcijo f
na realni osi R velja f(n) — 0 (|n| — o).

Dokaz. Aproksimirajmo f s Cesdrovo delno vsoto oy f, tako da bo |f(z)—onf(z)] <€
za dovolj velik N, ne glede na to, kje je x. To lahko storimo zaradi enakomerne konvergence
Cesarovih delnih vsot proti funkciji f na vsej realni osi. Naj bo naravno stevilo |n| > N.

Potem je U/N\f(n) =0in

1 ™ s

3 | @)= on f(x))e” " dx| < %/ (@) — on f(2)]de < e.

—T

[f(n)] =

To velja za vsak dovolj velik |n|, torej imamo konvergenco f(n) — 0 (|n| — o0).

POSLEDICA. Za zvezno funkcijo f tudi njeni realni Fourierovi koeficienti a, b, kon-
vergirajo proti ni¢, ko n — oo.

~

Dokaz. Sledi iz enakosti an = cn + cn = f(n) + F(=n) in by, = i(cy — c_p) =
i(f(n) = f(=n)).

Riemann-Lebesguova lema velja tudi za integrabilne funkcije na [—m, 7). To lahko
pokazemo kot posledico naslednje trditve, ki je zanimiva sama po sebi.

TRDITEV 3. Za vsako integrabilno funkcijo f : [—m,m) — R s Fourierovimi koeficienti
c je vrsta > re . |ck|* konvergenta in velja

o Z lex|? < ( )2dx.

k=—o00

Dokaz. Oznacimo g = f — S, f, kjer je S, f n-ta delna vsota Fourierove vrste za f. Ker
je funkcija f realna, so realne tudi delne vsote S, f, ¢eprav so koeficienti ¢ kompleksni
(spomnimo se, da je ¢ = c_j). Zato je realna tudi funkcija g. Upostevajmo, da je potem
tudi g2 integrabilna funkcija, in izra¢unajmo

/” o(x)2de = /W(f(w)—Snf(w))Qdmz " f@rde-2 [ f@)Suf@)det [ Suf(x)de.

—T —T —T —T —T
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Ker je f( )Spf(z)dr = Z ck/ f(x)e* dr = 2r Z |ex]? m/ f(z)dx =

Ik|<n Ik|<n
Z Z CkCj / )T gy — o7 Z |ck|?, dobimo
k|<n|j|<n |k|<n
/ g(x)%dx = f Vdx — 27 Z lex)?.

k|<n
Ker je ffﬂ g(z)?dz > 0, dobimo iskano neenakost najprej za konéno vsoto in v limiti tudi
za vrsto.
POSLEDICA. Za vsako integrabilno funkcijo f : [—m,m) — R velja Riemann-Lebesquova
lema, tj. f(k) — 0 (|k] — o0).
Dokaz. Po trditvi 3 je Y 5o |ck|?> < oo, torej je vrsta konvergentna in zato velja

f(k) =cp — 0, e |k| — oo.

Izreki o konvergenci Fourierovih vrst

Ni vsaka trigonometriéna vrsta Fourierova za neko integrabilno funkcijo. Tako je npr.

COS Nx sin nx

kosinusna vrsta E Fourierova, ustrezna sinusna vrsta E

n=2
to nekoliko tezje v1det1 Vcasih pa lahko iz lastnosti trlgnometrlcne vrste oziroma njenih

koeficientov ugotovimo tudi njeno Fourierovo naravo.

pa ne; vendar je
Inn

TRDITEV 4. Denimo, da trigonometriéna vrsta S konvergira enakomerno na vsej re-
alni osi. Potem je njena vsota f zvezna periodiéna funkcija, katere Fourierova vrsta je
vrsta S, se pravi S(f) = S.

Dokaz. Ker so cleni vrste S zvezne in periodi¢ne funkcije s periodo 27, je zaradi

enakomerne konvergence na R tudi njena vsota f zvezna in periodi¢na funkcija na R z
o

isto periodo, torej f(x) = Z cjeijx. Ko pomnozimo celo vrsto s funkcijo e~

, dobimo

j=—00

vrsto f(x)e % = Z c; U=k Dobljena vrsta Se vedno konvergira enakomerno na R,
j=—o00

torej tudi na podintervalu [—7, 7). Po izreku 2’ iz razdelka 2 jo smemo ¢lenoma integrirati,

integral njene vsote pa je enak vsoti vrste, sestavljene iz integralov Clenov. Za Fourierove

koeficiente funkcije f torej dobimo za vsak k

~ 1 ik
fy=o | f( ke gy = Z ¢ / W2 de = ¢
To pomeni, da je S Furierova vrsta za svojo vsoto f.

ZGLED 2. Lahko se prepricamo, da je Fourierova vrsta za zvezno funkcijo

(2 1z
(a) f(x) = |z|, definirano na [—m, ), enaka r_Z w in za zvezno funkcijo
2 (2n+1)2

(—1)"
(b) f(z) = 22, definirano na [—7,7), enaka ? + 42 n2) cos nx.
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Obe vrsti sta enakomerno konvergentni na R, kar lahko takoj ugotovimo z Weierstrasso-
vim kriterijem. Torej je po trditvi 4 vsaka od njiju Fourierova vrsta za njuno vsoto g, ki
je zvezna periodi¢na funkcija na R. Po izreku o enoli¢nosti sledi od tod g(z) = f(x) za
vsak © € [—m, ), se pravi, da je vsota vrste na intervalu [—m,7) kar funkcija f, s katero
smo zaceli. To pomeni, da lahko piSemo:

T 4 =cos(2n+ 1)z
@ =5
oo
(b) 2% = %2—1— 4; (—nlz)” COS NT.
Poznamo torej vsoti teh dveh vrst. Ce v vrsto (a) vstavimo z = 0, dobimo
— (2n+ )2 8’

o0
1
od koder lahko s priStetjem in odstetjem vrste E —— najdemo tudi
n=0 (2’0)2

5=
—n 6
Isto odkrijemo tudi, ¢e v vrsto (b) vstavimo x = .
. > (_1)n71 2
Ce pa v vrsto (b) vstavimo z = 0, najdemo Se vsoto alternirajoce vrste Z s T 1y
n
n=1

7.(.2

o0
1
ki jo lahko izpeljemo tudi iz njene absolutne predstavnice E 2=
n

n=1
Oglejmo si posebno preprost konvergenéni izrek za Fourierove vrste, ki pripadajo zvezno
odvedljivim periodi¢nim funkcijam. Najprej potrebujemo naslednji rezultat o Fourierovih
koeficientih takih funkcij.

TRDITEV 5. Ce je f zvezno odvedljiva periodicna funkcija, za vsak n € 7 wvelja
f'(n) =inf(n).

Dokaz. Z integracijo po delih dobimo za n # 0 enakost

Fmy=2 [ pwemtae = Lpwemm [T peeintds = inf(n).

T o o 27 27

Upostevali smo,da sta funkciji f(t) in e~ periodiéni, tako da zintegrirani del odpade. Za
n = 0 pa uporabimo periodi¢nost funkcije f in osnovni izrek integralskega racuna:

FO) =52 [ £t = 51 - (=) =0,

IZREK 2. Ce je f zvezno odvedljiva periodicna funkcija, velja Y onez ]f(n)\ < 0.

Dokaz. Za zvezno odvedljivo periodi¢no funkcijo f je po zgornjem J?’(n) = mf(n) =
incy, za vsak n € Z. Tedaj imamo po Cauchy-Schwarzovi neenakosti za vsak m € N oceno
1/2 1/2

S = 3 ﬁnmg > O

0<|n|<m 0<|n|<m 0<|n|<m 0<|n|<m

) 1/2 o 1/2 . - 1/2
(2 %) (Z If’(n)l2> sﬁ(% _ f’<x>2dx) -
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6

Upostevali smo zgled 2 in trditvi 3 in 5. Ker velja zgornja ocena za vsak m € N, dobimo
iskano neenakost.

— /o 1/2
- ( f’(x)de> < 0.

POSLEDICA. Ce je f zvezno odvedljiva periodi¢na funkcija, konvergira Fourierova vrsta
S(f) proti f absolutno in enakomerno na vsej realni osi.

Dokaz. Pod danimi pogoji je

oo [e.e]
Z |ay, cosnx + b, sinnz| = Z lene'™ 4+ c_pe” | < Z len| < oo,
n=1 n#0

n=1

torej je >, £0 |en| konvergentna Stevilska majoranta Fourierove vrste, ki zato absolutno in
(po Weierstrassu) enakomerno na R konvergira proti zvezni funkciji z istimi Fourierovimi
koeficienti (glej trditev 4), se pravi proti f (izrek o enoli¢nosti).

V zgornji posledici je bila funkcija f zvezno odvedljiva. Ce je samo zvezna, njena
Fourierova vrsta ne konvergira nujno v vsaki tocki, pa¢ pa to velja, kot bomo videli,
npr. za povsod odvedljivo periodi¢no funkcijo, vendar konvergenca Fourierove vrste v tem
primeru ni nujno enakomerna.

Najprej preoblikujmo Dirichletovo jedro in izpeljimo asimptoti¢no vedenje delnih vsot
Fourierove vrste za dano zvezno periodi¢no funkcijo f. Ker za t # 0 (mod 27) velja

i 1/2)t innt
D,(t) = sin(n +1/2) = QSH;n + cosnt + (ctg(t/2) — 2/t) sinnt,

sin(t/2)
jezavsak z € R
1 (7 1 7
5,0 = 5 [ fa— 0Dyt = 5 [ e+ DA
1 [7 sinnt 1 4 1 [7 .
= flz+1) ” dt—|—2— f(x—i—t)cosntdt—i—Q— fz+1t)(ctg(t/2) —2/t) sin ntdt.
T ) _n T ) _x ) _x

Zadnja dva ¢lena z rasto¢im n konvergirata proti ni¢ po Riemannovi lemi. Upostevjmo,

da je t — f(z +t) zvezna funkcija in da velja v bistvu isto za funkcijo ¢t — ctg(t/2) — 2/t
(z uporabo L’Hospitalovega pravila se lahko prepricamo, da limita te funkcije v tocki 0
obstaja in da je lim; .o(ctg(t/2) — 2/t) = 0). Zato imamo pri poljubnem 0 < § < 7
asimptoti¢no oceno

Snf(z) = % " fa +t)Sir;ntdt +o(1) (n — o0) =
1 /0 sin nt 1 flx+t) .
;/5]"(3:-1—75) " dt—f—; |t‘25451nntdt+o(1) (n — 00).

Oznaka o(1) (n — oo) pomeni, da je lim, .~ 0(1) = 0. Drugi integral spet konvergira

flz+t)
t

proti 0, ko n — oo, po Riemannovi lemi, saj je t —
funkcija integrabilna. Torej je konéno

X{t:|t|>5} (t) kot odsekoma zvezna

sinnt
t

)
(a) Suf(a) =2 / Fla+ )22 41 1 o(1) (n — o).
TJ-s

Upostevaje sodost funkcije sinnt/t lahko to formulo prepisemo v

sinnt
t

1 1)
) 5,0@) = = [ 1@ +1)+ fo = 0]+ 0(1) (n = o).
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V posebnem primeru f(x) = 1 za vsak z, ko je tudi S, f(x) = 1 za vsak x, dobimo iz
formule (b)

2 [%sinnt
1:—/ su;n dt +o(1) (n — o0).
0

T
Odtod lahko izpeljemo naslednji rezultat:

X sinx 0 gin x % sinnt T

/ dzr = lim dr = lim dt = —.

0 T n—oo [ T n—oo Jq 2

Upostevaje (b) lahko za poljuben z € R zapiSemo
sin nt

1 é
©  Suf@) = f@) = [ a0+ fla 1)~ 20

Odtod dobimo potreben in zadosten pogoj za konvergenco delnih vsot Fourierove vrste
funkcije f v tocki x proti stevilu f(z).

dt 4+ o(1) (n — o0).

IZREK 3. Fourierova vrsta zvezne periodicne funkcije f je v tocki x € R konvergentna
in ima vsoto f(x) natanko takrat, ko za poljuben 6 > 0 velja

1 é
_/0 [f(x+t)+f($—t)_2f(x)]

s

sin nt

dt -0 (n — o0).

Dokaz. Sledi takoj iz formule (c).

POSLEDICA. Ce je zvezna periodicna funkcija f odvedljiva v tocki x € R, njena
Fourierova vrsta v tej tocki konvergira in ima vsoto f(x).

Dokaz. Naj bo g(t) = [f(x+t)+ f(z —t) — 2f(z)]/t za 0 < t < 4. Ker v tem primeru
obstaja limita lim;—0 g(t) in je f zvezna funkcija, je funkcija g integrabilna na intervalu
[0,0), funkeija t — g(t)x(0,5) Pa na intervalu [—m, ), zato je konvergencni pogoj zgornjega
izreka po Riemannovi lemi izpolnjen.

Druga preprosta posledica je ti. Riemannov princip lokalizacije za Fourierove vrste.

IZREK 4. Ce je zvezna periodicna funkcija f enaka ni¢ na intervalu (x — 8,z + 8), je
vsota mjene Fourierove vrste v tocki x enaka ni¢, tj. velja

lim S, f(z) =0.

Dokaz. 1z (a) ali (b) dobimo v tem primeru relacijo S, f(z) = o(1) (n — 00).

Princip lokalizacije pove, da je konvergenéno vedenje Fourierove vrste S(f) v tocki x
odvisno samo od lokalnih lastnosti funkcije f v blizini tocke z. Z dugimi besedami, dve
funkciji, ki se ujemata v okolici tocke x, imata Fourierovi vrsti, ki v tocki x hkrati obe
konvergirata ali obe divergirata.

Opomba. Zgornji izreki o konvergenci veljajo v resnici za vsako funkcijo f, ki je inte-
grabilna na intervalu [—7, 7) (dokaz ni bistveno tezji), npr. za tako, ki je na njem omejena
in odsekoma zvezna.

ZGLED. Upostevaje zadnjo opombo lahko ugotovimo, da v zgledu 1(a),(b) ali (c) vse
Fourierove vrste konvergirajo proti ustrezni f(z) v vsaki tocki x, kjer je ustrezna funkcija
f odvedljiva. Ce npr. vstavimo z = /2, lahko v vsakem od primerov najdemo vsoto
ustrezne Stevilske vrste: Y2 (—1)"/(2n+ 1) = 7 /4.
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ITII. NAVADNE DIFERENCIALNE ENACBE

Pogosto opazujemo spreminjanje ene koli¢ine v odvisnosti od spreminjanja druge. Spre-
memba (rast) je matematicno dana z odvodom ali diferencialom, torej so matematic¢ni
model za doloc¢ene pojave enacbe, v katerih nastopajo neznane funkcije in njihovi odvodi.
Imenujemo jih diferencialne enacbe. Resitve so odvedljive funkcije, ki tej enacbi zadoséajo.

Za zacetek si oglejmo naslednje enacbe: ' = cosz, y' = 2y, y’+4y = 0, 23y —2xy’ = 1.
To so primeri navadnih diferencialnih enac¢b. Prvi dve sta prvega reda, ker nastopa samo

tretjega. IS¢emo dovolj odvedljivo funkcijo, ki zados¢a dani enacbi. Primer parcialne difer-
encialne enacbe drugega reda je 327’2‘ + gz’; = (0. Tu is¢emo funkcijo dveh spremenljivk
u = u(z,y), ki zadosca tej enacbi. Prvega izmed zgornjih primerov v resnici znamo resiti,
saj vemo, da je za poljubno konstanto C funkcija y = sinz + C taka, da je njen odvod
enak funkciji kosinus. Preostale primere se bomo naucili reSevati v tem in v naslednjem
razdelku. Parcialne ena¢be bomo pustili ob strani, obravnavali pa bomo nekaj najbolj pre-

prostih tipov navadnih diferencialnih enacb, najprej prvega reda in kasneje drugega reda.

1. Diferencialna enacba prvega reda

To je navadna diferencialna enacba, v kateri nastopa samo prvi odvod neznane funkcije,
torej enacba oblike F(x,y,y") = 0. Ce od tod izrazimo y’, dobimo enacbo v eksplicitni
obliki:

y' = f(z,y),
kjer je na desni strani f znana (obi¢ajno zvezna) funkcija dveh spremenljivk. Kaksna od

spremenljivk lahko tudi manjka, kot smo videli v prvih dveh primerih ' = cosz in 3/ = 2y
zgoraj.

DEFINICIJA 1. Radi bi poiskali enkrat odvedljivo funkcijo, ki zadoséa enacbi 3/ =
f(x,y). Vsako tako funkcijo imenujemo resitev dane diferencialne enacbe, njen graf y =
y(z) pa resitvena krivulja.

ZGLED 1. Resitev enacbe 3/ = cosx je vsaka funkcija oblike y = sinz + C, kjer je
C konstanta, resitev enacbe y' = 2y pa funkcija oblike y = Ce?®, o ¢emer se lahko takoj
prepricamo z odvajanjem.

Geometrijski pomen enacbe y' = f(z,y) je naslednji. Desno stran lahko izra¢unamo v
vsaki tocki (z,y) definicijskega obmoc¢ja funkcije f. Ker pomeni odvod naklon (smer) grafa
iskane funkcije, recemo, da je z enacbo podano polje smeri. To je, v vsaki tocki je pred-
pisana smer, v kateri mora potekati resitvena krivulja. To polje smeri si lahko nazorno
graficno predstavimo tako, da si nacrtamo druzino krivulj, vzdolz katerih je smer kon-
stantna. Te krivulje imenujemo izokline. Ce sledimo predpisani smeri od tocke do tocke,
lahko vsaj priblizno nariSemo tudi resitvene krivulje. Vidimo, da je reSitvenih krivulj
neskonéno mnogo, odvisno od tocke, v kateri zaénemo.

ZGLED 2. (a) y' = y/x. Izokline so krivulje y/x = k, k € R, torej premice y = kx skozi
koordinatno izhodisée. To so hkrati tudi resitvene krivulje, saj se smer na premici y = kz
ujema s k (glej sliko 20(a)).
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(b) ¥ = 2y/x. Tudi zdaj dobimo za izokline premice y = kx/2 skozi koordinatno
izhodis¢e, same imajo naklon k/2, v vsaki tocki na njih pa je smer resitvenih krivulj
diferencialne enacbe enaka k. Preverimo lahko, da je za vsak C € R resitev diferencialne
enacbe enaka y = Cx?; reditvene krivulje torej tvorijo druzino parabol skozi koordinatno

izhodisce (glej sliko 20(b)).

(a) (b)

SLIKA 20

(¢) ¥ = 2y. Izokline so vodoravnene premice, resitev diferencialne enacbe pa ocitno vse
funkcije oblike y = Ce?®, resitvene krivulje torej eksponentne (glej sliko 21(a)).

(d) y' = 2x. Izokline so tu navpiéne premice x = k/2, k € R, reitve pa enake y = 22 +C,
kjer je C' poljubna konstanta (glej sliko 21(b)).

NN s > A
AA AlA A A W&$> EPP
AA Ala A A 7 el A
AAa A A A A A NN&$,>227'7‘
2 2 7 |7 . a7 R I O
7 >
e T N T vu . [y 7
BN SO vyt N 7 Tan
U N VN VR RN Y A
M N N oy w ow gy &e>27l7’7‘
T O R P
N N N NN&$7>277'7‘
(a) (b)

SLIKA 21

Iz teh zgledov vidimo, da je resitev diferencialne enacbe prvega reda odvisna Se od ene
splosne konstante C'. V splosnem torej dobimo enoparametri¢no druzino resitvenih krivulj.
Ce poleg enacbe predpisemo de tocko (g, o), skozi katero mora potekati resitvena krivulja,
oziroma pogoj y(xp) = yo, izberemo s tem iz dobljene enoparametri¢ne druzine eno samo

reSitev, ki ustreza poleg enacbi tudi zacetnemu pogoju.

ZGLED 3. Ce v prejsnjem zgledu 1(a) zahtevamo y(1) = 1, dobimo k = 1 oziroma
resitev y = 2. Ce isto zahtevamo v zgledu 1(b), dobimo C = 1 oziroma resitev y = 2?%; v
zgledu 1(c) najdemo C' = e~2 in y = 2*= 1 v zgledu 1(d) pa C =0 in y = 22
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Tudi obratno vsaki enoparametriéni druzini krivulj ustreza diferencialna enacba 1. reda.
Poiscemo jo tako, da krivulje odvajamo po spremenljivki « in iz obeh enacb izlo¢imo kon-
stanto C. Ce npr. odvajamo funkcijo y = Ce??, dobimo ' = 2Ce** = 2y (glej zgled 1(c)).

DEFINICIJA 2. Ortogonalne trajektorije dane druzine krivulj so take krivulje, ki v vsaki
svoji tocki sekajo tisto od krivulj dane druzine, ki poteka skozi to tocko, pod pravim kotom.

Tej ortogonalni druzini pripada diferencialna enacba, ki je v preprosti zvezi z diferen-
cialno enacbo prvotne druzine krivulj. Zaradi ortogonalnosti resitvenih krivulj v dani tocki
je smer ortogonalne trajektorije v vsaki tocki nasprotno obratna smeri resitvene krivulje.
Torej dobimo diferencialno enacbo za ortogonalne trajektorije tako, da v prvotni diferen-
cialni enacbi odvod ¥’ (ki dolo¢a smer resitvene krivulje) nadomestimo z —1/y’ (ki doloca
pravokotno smer).

ZGLED 4. Diferencialna enacba za druzino premic y = kz je enacba y’ = y/x. Diferen-
cialna enacba ortogonalnih trajektorij pa je po zgornjem —1/y’ = y/x oziroma y' = —x/y.
Brez tezav se s posrednim odvajanjem lahko prepricamo, da tej enacbi ustrezajo krivulje
v implicitni obliki 22 + y? = 72, torej koncentri¢ne kroznice s srediséem v izhodiséu, kar je
tudi nazorno jasno (glej sliko 22(a)).

SLIKA 22

Doslej 8e nismo spoznali nobene metode, kako diferencialno enacbo prvega reda res
reSimo. Vedno to ne gre z elementarnimi analitiénimi sredstvi. Naslednji tip enacb je
najpreprostejsi primer enacb, ki jih lahko uzenemo ze z dvema integracijama.

Enacbe z lo¢ljivimi spremenljivkami

To so enacbe oblike y' = f(z)g(y), kjer sta f in g znani zvezni funkeiji. Spremenljivki
na desni strani sta loceni v dva faktorja.

T Yy
Naj bo F(z) = f(t)dt in G(y) = / dt/g(t), kjer sta z¢ in yo poljubni realni stevili,
xo Yo

le yo naj bo tako, da je g(yo) # 0, tako da je tudi g(y) # 0 za y v okolici tocke yy. Ker
je v’ /g(y) = f(x) oziroma y'G'(y) = F'(x), za vsako resitev y = y(z) diferencialne enacbe
velja [G(y(z)) — F(z)] = 0. Odtod vidimo, da zados¢a resitev enacbi G(y(x)) — F(z) = C,
reSitev zacetnega problema pri zacetnem pogoju y(zp) = yo, od koder takoj dobimo C =
G(yo) — F(xz0) = 0, pa enacbi G(y(x)) = F(x).
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Ta premislek odkrije metodo, kako lahko resimo diferencialno enacbo z locljivimi spre-
menljivkami. Ce preidemo na zapis z diferenciali, lahko dosezemo, da sta spremenljivki
in y vsaka na svoji strani enacbe: dy/g(y) = f(x)dx. Integriramo na obeh straneh, na levi
po spremenljivki y, na desni po spremenljivki z, in dobimo enac¢bo oblike G(y) = F(x)+C,
kjer sta F(z) = [ f(z)dz in G(y) = [ dy/g(y) ustrezna nedolocena integrala. Dobljena
enacha povezuje spremenljivki z in y, torej dolo¢a implicitno obliko reSitvene krivulje.
Veéasih, a ne vedno, nam uspe od tod eksplicitno izraziti y kot funkcijo spremenljivke = (in
splosne konstante C').

ZGLED 5. Vse enacbe, ki smo jih spoznali v zgledu 2 so enacbe z locljivimi spre-
menljivkami, zato jih lahko izracunamo po zgornji metodi z lo¢itvijo spremenljivk in z
dvojno integracijo. Za enacbo y' = y/x iz tocke (a) npr. dobimo najprej dy/y = dz/x in
nato In |y| = In|z| + In C1, kjer smo tudi splosno integracijsko konstanto oznadili z In Cy,
Cy > 0, tako da se potem resitev lepse izraza kot |y| = Cq|z|. Ta enacba pomeni y = £Cx;
ker pa lahko predznak skrijemo v splosno konstanto, zapiSsemo resitev kar v obliki y = Cxz.
Podobno bi v primeru (b) hitro dobili In |y| = 2In|z| + In C; oziroma y = Cx?.

Pois¢imo Se ortogonalne trajektorije resitvenih krivulj iz tega zgleda. V primeru (a)

ortogonalne trajektorije zadoscajo enacbi y' = —z/y, od koder najdemo ydy = —xdx in
z integracijo y?/2 = —x2/2 + C/2 oziroma 22 + y> = C, C > 0, kar je druzina koncen-
triénih kroznic. V primeru (b) je vy’ = —x/2y, od koder imamo 2ydy = —xdx in na koncu

22/2 +y% = C, C > 0; ta enacba predstavlja druzino elips z veliko polosjo v/2C' in malo
polosjo C' (slika 22(b)).

Poseben primer enacbe z locljivimi spremenljivkami je enacba, v kateri na desni strani
nastopa samo spremenljivka z ali samo spremenljivka y, torej enacba 3y’ = f(x) ali enacba
y' = g(y). Resitev prve je y = F(x)+C, druge pa G(y) = x+C, kjer sta F(z) = f;ﬂo ft)dt

in G(y) = [, dt/qg(t).

ZGLED 6. Primera sta enacbi iz zgleda 2(c) in (d). V primeru (c) je In|y| = 22 +1In C}
oziroma y = Ce?®, v primeru (d) pa dobimo takoj y = x? + C, kar vse Ze poznamo. V
primeru (c) dobimo iz ena¢be y' = —1/2y za ortogonalne trajektorije druzino parabol y? =
C —x (slika 23(a)), v primeru (d) pa iz enacbe y' = —1/2x druzino krivulj y = —1 In|z|+C
(slika 23(b)).

(@) ()

SLIKA 23

Na zacetku smo zahtevali, da je g(yo) # 0 (da smo lahko integrirali funkcijo g v blizini
tocke yp). Ce pa je 9(yo) = 0, je oCitno resitev enacbe konstantna funkcija y = yo. Ker je
lahko funkcija 1/¢g(y) v posploSenem smislu vseeno integrabilna v okolici tocke yg, lahko
dobimo ve¢ resitev enacbe y' = g(y), ki zados¢ajo istemu zacetnemu pogoju y(xg) = yo.
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ZGLED 7. v = /Jyl. Tuje g(y) = /Jy| in g(0) = 0. Zato je poleg resitve y =
(r —C1)*/dzay >0iny = —(z + C2)%/4 za y < 0 (lo¢iti moramo dva primera: y > 0,
ko je y' = \/y in y < 0, ko je ¢/ = \/—y) resitev tudi konstanta y = 0. Resitve so potem
tudi vse 'zlepljene’ resitve. Skozi tocko (0,0) poteka npr. neskonéno resitvenih krivulj (glej
sliko 24).

2.0

SLIKA 24

Vseh diferencialnih enacb seveda ne znamo resiti analitiéno (z integracijo), zato je toliko
bolj pomembno, da vsaj nacelno vemo, da resitev obstaja (in da je pri danem zacetnem
pogoju ena sama). O obstoju in enoli¢nosti resitve zacetnega problema za poljubno difer-
encialno enacbo prvega reda govori naslednji eksistencni izrek, ki ga navajamo brez dokaza.

IZREK 1 (o eksistenci in enoli¢nosti): Naj bo D odprta mnozica v ravnini, (zg,yo) € U
poljubna tocka in f: D — R poljubna funkcija dveh spremenljivk, definirana na D.
(a) Ce je f zvezna funkcija, obstaja tak odprt interval I C R, in vsaj ena odvedljiva funkcija
y = y(x), definirana na I, da je: (i) zg € I in y(zo) = yo, (i) (z,y(x)) € D za vsak xz € I
in (iil) y'(x) = f(z,y(x)) za vsak x € 1.

(b) Ce poleg tega obstaja v okolici tocke (xg,yo) tudi zvezen parcialni odvod Of /0y, je
funkcija y = y(x) z zgornjimi lastnostmi ena sama.

V zgledu 7 je funkcija f(x,y) = +/|y| zvezna, zato obstaja resitev vsakega zacetnega
problema. Videli pa smo, da npr. pri pogoju y(0) = 0 resitev ni ena sama. Razlog je v

tem, da tu parcialni odvod 9f /0y = j:2—\/W (predznak je odvisen od predznaka za y) ne
Y

obstaja v nobeni tocki (xg,0).

Enacébe prvega reda, ki jih lahko prevedemo na enacbe z locljivimi spre-
menljivkami

Na enacbe z locljivimi spremenjivkami lahko prevedemo tudi nekatere druge enacbe.

(a) V enacbo oblike
v =g(y/x),

kjer je g poljubna zvezna funkcija, uvedemo novo spremenljivko u = y/z in dobimo ena¢bo
z locljivimi spremenljivkami zu’ 4+ u = g(u) oziroma

v’ = g(u) — u.

Tako enacbo znamo potem resiti po opisani metodi. Ko najdemo njeno resitev u = u(z),
je potem y = zu(z) resitev prvotne diferencialne enacbe.
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2 2
2
ZGLED 6. Resimo na ta nacin diferencialno enacbo 3y’ = u Ker lahko zapisemo

2zy
1+2 2
"= M, vidimo, da pomaga substitucija u = y/x oziroma y = zu. Dobimo

, 1+2u® 1 . , . N .
U + U= 5 = o0 + u oziroma zu = —. Locimo spremenljivke in integriramo, pa
u u

u
je pred nami 2udu = dz/z in u? = In|z| + C. Ko spet izrazimo u z y, dobimo resitev
prvotne enacbe v implicitni obliki y? = z%(In|z| + C).

(b) Enaibo oblike Y =g (W)

cx+dy+ f

kjer je g poljubna zvezna funkcija in ad — be # 0, uzenemo tako, da najprej pois¢emo
(edino) resitev (xg,yo) sistema linearnih ena¢b ar + by +e =0, cx +dy+ f =0 in v
diferencialni enac¢bi zamenjamo obe spremenljivki: x = u + zg, y = v + yo. Tako dobimo
novo enacbo, ki spada med enacbe iz tocke (a) in jo znamo resiti:

v au + bv oziroma v’ at b(v/u)
g YA = -, < .
I\ cu+dv g c+d(v/u)

Poglejmo si Se primer, ko je ad—bc = 0. Ce je ¢ = d = 0, mora biti f # 0. Tedaj je desna
stran g((ax + by + €)/f) konstantna (¢e je a = 0 in b = 0), funkcija samo spremenljivke
x (e je a # 0 in b = 0), samo spremenljivke y (¢e je a = 0 in b # 0) ali izraza ax + by
(Ce jea # 01in b # 0). V prvih treh primerih imamo diferencialno enac¢bo z lo¢ljivimi
spremenljivkami, v zadnjem pa lahko nanjo takoj preidemo s substutucijo v = ax + by.
Cepajec#0 (ali d # 0), pomnozimo §tevec in imenovalec ulomka na desni strani s ¢
(ali z d), tako da postane desna stran funkcija samo izraza cx + dy, nakar uvedemo novo
spremenljivko u = cx + dy.

_rry
z+2y—1

in jo reSsimo po prejsnji metodi. V enacbi

ZGLED 7. Diferencialno enacho 3’ = s substitucijozr =u—1iny=v+1

najprej prevedemo v enacbo v =

N u + 2v
' = 1307 pa najprej piSemo u = x + y in dobimo v’ = 1 + ¢/ oziroma enacbo z
—x—y
lo¢ljivimi spremenljivkami v’ = 1 + : v
—u

Primeri iz geometrije, fizike in drugih ved

1. Enacba za eksponentno rast je enacba oblike y' = ay (glej zgled 1(c¢)). Tu pomeni
Yy odvod po ¢asu t, a pa je sorazmernostni faktor. Enacba pove, da je hitrost rasti dane
koli¢ine y premosorazmerna sami koli¢ini. (Ce je a > 0, gre za rast, ¢e je a < 0 pa za
upadanje.) Tako se vedejo (vsaj na omejenem intervalu) Stevilni naravni pojavi; re¢emo
da gre za naravno rast (npr. rast populacije, rast lesne mase v gozdu itd.). Enacba ima
locljive spremenljivke, splosno resitev ze poznamo y = Ce'. Zacetnemu pogoju y(0) = yo
pa ustreza le krivulja y = yge'.

Poseben primer take enacbe je npr. enacba

dy _

= —k
dt y7

ki uravnava radioaktivni razpad. Tu je k pozitivna konstanta (npr. 1,4-1071s~! za radij).
Resitev y = yoe ¥ pove, da se koli¢ina radioaktivne snovi s ¢asom eksponentno zmanjsuje.
Iz resitve enacbe lahko npr. izracunamo razpolovno dobo, ko se koli¢ina radioaktivne snovi
zmanjsa na polovico. Vstavimo y = yo/2 in dobimo e % = 1/2 oziroma to = (In2)/k (pri
radiju ~ 5 - 101%s ~ 2000 let).
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2. Na enacbe z locljivi spremenljivkami pogosto naletimo pri reSevanju geometrijskih
problemov. Pois¢imo npr. krivulje, katerih odsek na normali je konstanten (enak a). Odsek
na normali je dolzina daljice na normali med prese¢is¢em normale s krivuljo y = y(z)
in presecis¢em z abscisno osjo. Izracunamo ga po formuli y+/1 + 32, kjer je y ordi-
nata ustrezne tocke, v kateri potegnemo normalo. Diferencialna enacba se torej glasi
yv/1+ 92 = a, od koder najprej izrazimo 3’ in nato lo¢imo spremenljivke. Na koncu
dobimo implicitno resitev (x + ¢)? + y? = a2, kjer je ¢ poljubna konstanta. Iskane krivulje
so torej kroznice s polmerom ¢ in srediS¢éem —c na abscisni osi.

3. V epidemiologiji nas zanima Stevilo zdravih osebkov z(t) in §tevilo bolnih osebkov
y(t) v trenutku ¢ v neki populaciji velikosti N. Predpostavimo, da je v zacetku (v trenutku
t = 0) v populaciji samo en bolan in N — 1 zdravih osebkov. Hitrost okuzbe je v vsakem
trenutku premosorazmerna stevilu stikov med zdravimi in obolelimi osebki, torej (pri ide-
alnem mesanju osebkov) produktu zdravih in bolnih osebkov. Obolevanje potemtakem
uravnava diferencialna enacba z lo¢ljivimi spremenljivkami fl—i{ = kzy, kjer je k > 0 oziroma

Y =k(N —y)y
(upostevajmo, da je v vsakem trenutku x +y = N). Njena resitev, ki zadosca tudi
zacetnemu pogoju y(0) = 1, je
Neth
vit) = 1o
N—-1+e

Graf te funkcije je t.i. logisticna krivulja (v obliki lezece érke S), ki se pojavi pri omejeni
rasti. Sama enacba pa je poseben primer diferencialne enacbe oblike ' = ay(l — y/K),
a, N > 0, ki ji recemo logisti¢na enacba. Zakonitosti v zvezi z logisti¢no enacbo in logisticno
funkcijo je odkril in raziskal belgijski matematik P.F. Verhulst ze leta 1838.

Zanimiva je tudi krivulja y = ¢/(¢), ki meri hitrost obolevanja. Maksimum ima pri
t1 = 75 In(N — 1), ko je y(t1) = N/2, in je enak kN?/4. To lahko vidimo kar iz diferen-
cialne enacbe y = k(N — y)y, saj ima funkcija (N — y)y maksimum N?/4 priy = N/2.
Torej je hitrost obolevanja najve¢ja takrat, ko je obolelih priblizno polovica osebkov (kar
je logi¢no).

2. Linearna diferencialna enacba prvega reda

To je enacba oblike
Yy + f2)y = g(z),

kjer sta f(z) in g(z) dani zvezni funkciji. Enacba je homogena, ¢e je g(x) = 0 in neho-
mogena, Ce je g(x) # 0. Homogena enacba ima lo¢ljive spremenljivke in jo Ze znamo resiti.

IZREK 2. Splosna resitev linearne diferencialne enacbe prvega reda je

y=-e Sz S(B)dt [/ g(s)efﬂfo F®dt g C].

0
Dokaz. Kot prej oznacimo F(x) = fq‘;vo f(t)dt in pomnozimo obe strani enacbe z e’ @),
Dobimo: [yeF(x)]’ = g(x)eF(“”), od koder najdemo z integracijo
x €T
y=e F@ [/ g(s)ef®ds + 0 = / g(s)el" )= F @) gs 4 Ce @),
X0 xo
Vidimo, da je splosna resitev oblike y = yi(x) + Cyo(z), kjer je yi(x) posebna (par-
tikularna) resitev nehomogene enacbe in yo(z) = ef*) (ena izmed netrivialnih) resitev
homogene enacbe (ko je g(x) = 0).
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Linearno diferencialno enacbo resujemo tako, da najprej poiséemo splosno resitev y =
C1vyp homogene enacbe. Nehomogeno enacbo potem lahko resujemo na dva nacina:

1. Ce uganemo eno (partikularno) resitev yi, je splosna resitev oblike y = y; + Cyp.
Razlika y — v, dveh resitev nehomogene enacbe namreé vedno resi homogeno enacbo. Ce
npr. poznamo celo dve linearno neodvisni (se pravi, da ena ni veckratnik druge) partiku-
larni resitvi y; in yo, lahko potem splosno resitev nehomogene enacbe zapisemo kar brez
integracije: y = y1 + C(y2 — y1)-

2. Partikularno resitev lahko poiS¢emo z metodo wariacije konstante. Kot samo ime
pove, variiramo konstanto, ki nastopa v splosni resitvi y = Cyo(x) homogene enacbe, tj.
C smatramo za funkcijo, in ta nastavek vstavimo v prvotno nehomogeno enacbo. Iz nje
najprej izratunamo C’ in z integracijo Se C' = C(z) + C;. Torej je potem splosna resitev
nehomogenew enacbe prvega reda enaka y = (C(x) + C1)yo(x) = C(z)yo(z) + Cryo(z),
kjer je C; sedaj prava konstanta, y; = C'(z)yo(z) pa posebna (partikularna) resitev neho-
mogene enacbe.

ZGLED 8. (a) Za enacbo (1 —x)y’ +y = 1 takoj uganemo dve resitvi: y; = 1 in yo = x.
Torej je potem njena splosna resitev enaka y = 1+ C(x — 1), kjer je C poljubna konstanta.

(b) Ena¢ba 3 —y = €** ima homogeni del enak 3’ —y = 0, kar je enacba z locljivimi
spremenljivkami in s splosno resitvijo y = C'e®. Eno resitev nehomogene enacbe lahko takoj
uganemo: y; = e2* (z odvajanjem se lahko prepricamo, da res zadoséa prvotni enachi).
Torej je splosna resitev y = e2* 4 Ce®.

Do iste resitve bi lahko prisli tudi z variacijo konstante. Odvajamo funkcijo y = C(x)e
in vstavimo v enacbo, pa dobimo C’e® 4+ Ce® — Ce* = e?* oziroma C' = €%, se pravi
C(z) = e + C. Torej je y = (% + C)e” = e2* + Ce”.

(¢) Homogeni del enacbe xy’ + y = sinz hitro resimo in dobimo y = C'/z. Ker resitve
nehomogene enacbe zdaj ne moremo kar takoj uganiti, uporabimo metodo variacije kon-
stante. Z nastavkom y = C(z)/x gremo v enacbo in najdemo C’(x) = sinz, C(x) = — cosx
iny=(—cosx+C)/x=—coszx/x+ C/x.

Konkretno diferencialno enacbo resimo Se hitreje, ¢e opazimo, da velja (xy)’ = sinz, od
koder z eno samo integracijo najdemo xy = —cosz + C, kar nam da isto splosno resitev
kot prej.

T

Opomba. Vcasih je koristno enac¢bo pomnoziti z ustreznim faktorjem, tako da na

levi strani dobimo odvod neke funkcije. V primeru (b) npr. ena¢bo pomnozimo z e~ 7,

pa imamo (ye~®) = e”. Integriramo obe strani in dobimo ye™® = e* + C oziroma
y = e 4+ Ce”.
Tako kot v zadnjem primeru lahko ravnamo pogosto tudi, ko enacba ni linearna.
ZGLED 9. Enacbo y' = 1/y — y/22 npr. pomnozimo z 2xy in zadnji ¢len prenesimo na
levo stran, da dobimo ena¢bo 2zyy’ + 32 = 2x. Ker je leva stran zdaj enaka (zy?)’, takoj
sledi resitev v implicitni obliki zy? = 2 4 C.

Bernoullijeva enacba.

Nekatere diferencialne enacbe se s primerno substitucijo prevedejo na linearne enache
prvega reda, med njimi npr. ti. Bernoullijeva enacba

Y + flz)y = g(@)y", n#1.

Tu uvedemo novo odvisno spremenljivko z = 1/y" 1.
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ZGLED 10. (a) Iz enaébe 2y’ + y = y? dobimo z uvedbo spremenljivke z = 1/y enacbo
—x2' + 2z = 1, ki jo hitro uZenemo, saj ima celo lo¢ljive spremenljivke. Dobimo z = 1+ Cxz
oziroma y = 1/(1 + Cz).

(b) Tudi logisticna enacba y' = ay(l — y/N) je take oblike, saj jo lahko zapiSemo
y' —ay = —ay?/N. Delimo z —y? in uvedemo novo odvisno spremenljivko z = 1/y, pa
dobimo linearno diferencialno enac¢bo 1. reda z’+az = a/N. Pri zacetnem pogoju z(0) = 1
je njena resitev z = (14 (N — 1)e™%*) /N, od koder dobimo za y resitev

N
1+ (N —1)e-a=’

y =
Resitve v parametricni obliki

Marsikatero implicitno podano diferencialno ena¢bo prvega reda lahko uzenemo, ¢e njeno
resitev pois¢emo v parametriéni obliki x = x(t), y = y(t).

ZGLED 11. (a) Enacbo y2 + 4y? = 4A? npr. lahko resimo tako, da pisemo y = A cos t,
y = 2Asin t in potem na dva nafina izracunamo dy = y'dx. Dobimo —Asin tdt =
2Asin tdx oziroma —dt = 2dz in odtod t = —2x + C. Torej je y = Acos(2z + C). Para-
metri¢na oblika resitve je torej x = (C'—t)/2, y = Acos t, eksplicitna pa y = A cos(2z+C).
Iz zacetnega pogoja y(0) = A, 3'(0) = 0 npr. dobimo cos C' =1, sin C = 0, se pravi C' = 0,
in tako reSitev y = A cos 2x.

(b) V nalogi o konstantnem odseku normale iz enega od prejSnjih primerov sprasujemo
po funkciji y, za katero velja y+/1 + 32 = a. Enacba je izpolnjena, ¢e piSemo y = acos t
in 3/ = tgt. Zdaj dobimo dx = —acos tdt, od koder najdemo z = —asin t+C, y = acos t
oziroma (y — C)? + y* = a®.

(c) Podobna naloga o konstantnem odseku tangente zahteva funkcijo y, ki zadosca
diferencialni enacbi ay’ = y+/1+y'2. Zdaj vstavimo y = asin t, 4y’ = tgt in dobimo
dr = dy/y = acos’tdt/sint = a(l/sin t — sin t)dt. Pri zacetnem pogoju z(0) = 0,
y(0) = a dobimo

x =a(ln [tg(t/2)| +cos t), y =asin t.

Ustrezna krivulja se imenuje traktrisa.
Numeriéno reSevanje diferencialnih enacb

Omenili smo ze, da diferencialne ena¢be ne moremo vedno resiti analiti¢no, tj. z eno
ali dvema intgracijama, ¢eprav vemo, da resitev obstaja vsaj lokalno, v blizini zacetnega
pogoja (to nam npr. zagotavlja eksistencni izrek). V tem primeru nam, podobno kot pri
integriranju funkcij, preostanejo samo numeri¢ne metode.

Numeric¢nih metod za reSevanje diferencialnih enacb je veliko in mnoge med njimi so
zelo u¢inkovite. Tu si oglejmo le z najpreprostejso in najstarejSo med njimi, ki temelji na
ideji, kako nariSemo resSitveno krivuljo slede¢ polju smeri v ravnini.

Radi bi npr. poiskali priblizek resitve diferencialne enacbe ' = f(x,y) na intervalu [a, b].
Interval razdelimo na n podintervalov (obic¢ajno enake dolzine h = (b — a)/n). V zacetni
tocki (xg,yo) imamo predpisano smer f(xg,yp) in izra¢unamo y; = yo + (1 — x0) f(z0, Yo)-
Zdaj zactnemo v tocki (x1,y1) in tako nadaljujemo: vedno izracunamo naslednjo vrednost
po formuli yxyr1 = yr + (xps1 — =) f(zk,yk), £ = 0,1,2,...,n — 1. Na novo izracunana
tocka nam dolo¢i novo smer, ki ji sledimo do naslednje tocke, dokler ne prispemo do tocke
T, = b oziroma do konca intervala. Te vrednosti tabeliramo, lahko pa jih tudi predstavimo
s ti. Eulerjevim poligonom, ki pomeni nazoren priblizek za resitven krivuljo (glej sliko 25).



90

> >
1
=
N\ A
-
Y 3
= Y. } >
Y L j ﬂj 4
>~ 5 7 7 7 a _
X\ | ﬂXﬂ 79
7 A A S
X&al o xp X Xp—1 b=1x,
SLIKA 25

3. Diferencialna enacba drugega reda

Diferencialne enacbe drugega reda je veliko tezje resiti kot enacbe prvega reda. Obstaja
pa nekaj metod, ki omogocajo, da jim znizamo red, in tudi nekaj tipov enacb, ki jih lahko
resimo neposredno.

Znizanje reda

Vcasih lahko enacbi drugega reda znizamo red. To pomeni, da jo z ustrezno substitucij
spremenimo v enac¢bo prvega reda, ki jo morda znamo resiti in na ta nacin uzenemo tudi
prvotno enacbo. To gre v naslednjih primerih:

(a) ¥y’ = f(x); s substitucijo ¥’ = z dobimo 2’ = f(z) in odtod z = [ f(z)dz + C =
F(z)+ C. S ponovno integracijo dobimo y = [ F(z)dz + Cz + D.

(b) F(z,y',y") = 0; z enako izbiro ¢y’ = z najdemo y” = 2’ in odtod enacbo prvega reda
F(z,z,2") = 0. Ko enkrat poznamo z = z(z;C), je y = [ z(z;C)dz + D.

(¢) F(y,vy',y") = 0; ponovno vzamemo y' = z in hkrati izberemo y za neodvisno spre-
menljivko, tako da is¢emo z = z(y) kot funkcijo spremenljivke y. Imamo y” = dz/dx =
(dz/dy)(dy/dz) = z% in zato resujemo diferencialno enacbo F(y, z, zZ) = 0.

reda ena); tedaj preposto dobimo G(z,y,y') = C.

ZGLED 12. Oglejmo si npr. enacbo
y" +wiy =0,
ki opisuje lastno harmoni¢no nihanje (npr. pri majhnih odklonih matemati¢nega nihala).
Naj bosta zacetna pogoja y(0) = A in y/(0) = 0.

Pomnozimo enac¢bo z 2y/, da najdemo (y2) + w3(y?)’ = 0 oziroma y”? + wiy? = C2.
Zacetni pogoj nam da C' = w8A2. Ta enacba sicer ni linearna, vendar jo lahko skusamo
reSiti z nastavkom y = Asin¢, ki ga vstavimo v enacbo in po krajSem racunu dobimo
¢' = +wp oziroma ¢ = wox + C1. Ker zelimo, da je y'(0) = 0, mora biti C; = 7/2 in zato
resitev y = Asin(wy + 7/2) = Acoswopz.

Ob isti enacbi lahko ravnamo tudi drugace: v enacbo y” +wdy = 0 uvedemo substitucijo
y' = 2z in ravnamo kot v to¢ki (c). Dobimo 22 +w3y = 0; pomnozimo enacbo z 2 in ¢élenoma
integriramo po y, da najdemo 22 + w3y? = C oziroma y"? + w3y? = C. Nadaljnje resevanje
poteka kot prej.
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Linearna diferencialna enatba drugega reda

Linearna enacba drugega reda je enacba oblike
a(z)y” +b(x)y' + c(x)y = d(x),

kjer so koeficienti a(x),b(x),c(z) in d(z) znane zvezne funkcije neodvisne spremenljivke,
pri ¢emer ne sme biti a(z) = 0 za vsak z. Obicajno jo zapiSemo v naslednji obliki, ki je
bolj podobna standardni obliki linearne diferencialne enacbe prvega reda:

Y+ f(2)y + g(x)y = h(z).

Ce je h = 0, je enacba homogena, sicer pa nehomogena. Pri homogeni enac¢bi bi morali
najprej poiskati dve primerni (tj. linearno neodvisni) resitvi y; = y1(z) in y2 = ya(z),
kar je precej tezje kot pri enacbi prvega reda. SploSna resitev homogene enacbe je potem
linearna kombinacija linearno neodvisnih resitev: y = Ciyi(x) + Coya(x).

Da resimo nehomogeno ena¢bo moramo poznati poleg tega Se eno posebno (partiku-
larno) resitev yp = yo(x). Potem je splosna resitev nehomogene enacbe enaka y =

Yo(z) + Cry1(x) + Coya(x).

ZGLED 13. Za homogeno enacbo z?y” — 2y = 0 sta npr. linearno neodvisni resitvi
funkeiji y1 = 22 in yo = 1/z; torej je njena splosna resitev enaka y = C12% + Co/x. Ker je
posebna resitev homogene enacébe x2y” — 2y = 2 enaka g = —1, je potem njena splosna
resitev enaka y = —1 + C122 + Oy /.

Linearni diferencialni enacbi lahko znizamo red, ¢e poznamo eno reSitev homogene
enacbe. Naj bo npr. z taka resitev, torej 2’ + f(z)z' + g(z)z = 0.
Pisimo y = wz, odvajajmo dvakrat po z in vstavimo v prvotno linearno diferencialno
enacbo. Dobimo
Yy =20 42w,y = 20" + 220 4 2w in 2u” 4220 + 2w+ f(2) (20 + 2 u) + g(2) zu = h(2)
oziroma
2" + (22 + f(x)2)u + (2" + f(2)2 + g(x))u = h(z).

Ker je zadnji oklepaj enak ni¢, dobimo enacbo zu” + (22" + f(z)z)u’ = h(x), ki ji lahko z
vpeljavo spremenljivke v = u’ znizamo red kot v tocki (b) in linearno enacbo prvega reda
za v reSimo. Z integracijo dobimo wu, tako da je potem y = zu.

ZGLED 14. (a) Od prej vemo, da ima ena¢ba y” + w3y = 0 eno resitev (pri y(0) = 1,
y'(0) = 0 enako z = coswpz. Vstavimo y = u cos wgz vanjo in dobimo enac¢bo u” cos woz —
2wou’ sinwgz = 0, ki jo reSimo s substitucijo v = v’ in dvema integracijama: v = Citgwoxr+
(5, tako da imamo na koncu splosno resitev y = C' sinwgx + Co cos wy.

(b) Podobno ima homogena enacba z%y” — 2y = 0 iz zgleda 13 eno resitev enako z = 2.
7 zamenjavo y = z’u in pridemo do enacbe z*u” + 423y’ = 2 oziroma (z*u')’ = 2, ki jo
zlahka resimo in tako ponovno najdemo splogno resitev nehomogene enacbe z%y” — 2y = 2.

Teorija linearnih diferencialnih enac¢b drugega (in visjega) reda je lepa in dobro razvita,
s prakti¢nim reSevanjem takih enach pa je v splosnem veliko dela, zato se tu vanj ne bomo
spuscali. Na kratko si bomo ogledali le metodo reSevanja linearne diferencialne enacbe z
razvojem v potencno vrsto, kasneje pa Se poseben razred linearnih enacb drugega reda s
konstantnimi koeficienti, kjer lahko o resitvah povemo vec.

Iskanje resitve v obliki potenéne vrste

Veéasih lahko najdemo resitev diferencialne enacbe, zlasti enacbe drugega reda, v okolici
tocke a v obliki potenéne vrste y = > 52 ck(z — a)*. Koeficiente seveda dolo¢imo tako,

da bo zadoS¢eno enachbi in zaCetnemu pogoju.
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ZGLED 14. (a) Resujmo npr. zacetni problem y” 4+ 4y = 0, y(0) = 1, ¢/(0) = 0. V
enacbo vstavimo nastavek v obliki vrste y = > 7° cpx®. Zacetni pogoj seveda pomeni,
da je ¢cg = 1 in ¢; = 0. Predpostavimo, da vrsta v okolici tocke 0 konvergira, tako da jo
smemo tam ¢lenoma dvakrat odvajati in rezultat vstaviti v ena¢bo. Dobimo

o0 o
Z k(k —1)cpzt2 + 42 ezt =0
k=2 k=2

oziroma

oo
> (e + (5 +2)(k + Depan)a® = 0.
k=0

Iz rekurzivne formule cx1o = —4ci/(k + 2)(k + 1), k = 0,1,2, ..., vidimo, da so vsi lihi
koeficienti enaki nic: copy1 = 0, k > 1, in sodi enaki cop, = (—1)714F/(2k)!, k > 0. Resitev
diferencialne enacbe je torej enaka potencni vrsti

y= i(—l)’%’“w?’“/(%)! = i(—l)’“(%)%/(%)!,
k=0 k=0

v kateri hitro prepoznamo kosinusno vrsto. Torej je resitev zacetnega problema funkcija
Yy = cos 2.

(b) Z nastavkom y = 72 cxz* poskusajmo resiti tudi enacbo xy” +y' + zy = 0 pri
istem zacetnem pogoju y(0) = 1, 4/(0) = 0, kot v prvem primeru. Na podoben nacin kot
prej, le z nekaj ve¢ dela, ugotovimo, da zadosca diferencialni ena¢bi funkcija, ki je podana

s potencno vrsto
o0

y =y (=1)" (/2" /(k!)*.
k=0
Tako ali drugace, najlaze pa s kvocientnim kriterijem za absolutno konvergenco vrste,
spoznamo, da vrsta konvergira na vsej realni osi in zato definira poljubnokrat odvedljivo
funkcijo na R, ki pa je Se ne poznamo. Ta nova, neelementarna, funkcija je pac¢ resitev
danega zacetnega problema.

Linearna diferencialna enacba drugega reda s konstantnimi koeficienti

Kot pove samo ime, so to linearne diferencialne enacbe oblike
ay” + by’ +cy = f(),

kjer so a,b,c € R in f znana zvezna funkcija neodvisne spremenljivke z. Ce je f = 0, je
enacha homogena, sicer nehomogena.

Homogeno enacbo resujemo z nastavkom y = e*®. Ko ga vstavimo v enacbo in krajsamo
z eksponentnim faktorjem, dobimo t.i. karakteristicno enacbo

aX? + b+ ¢ =0,

ki ima v splosnem dva (lahko tudi enaka) kompleksna korena A; in Ay. Karakteristicno
enacbo dobimo iz diferencialne enacbe torej tako, da namesto i-tega odvoda neznane
funkcije y zapisemo i-to potenco neznanke .

Splosna resitev homogene enacbe je odvisna Se od dveh poljubnih konstant in je oblike
y = Cle)qx + 026)\21’
Ce sta korena razli¢na, in
y = (Crz 4 Cy)e?,

¢e sta korena enaka A. Preprosto se je prepricati, da je to res reSitev enachbe. Za dokaz
dejstva, da drugih resitev ni, pa bi morali morali poznati nekaj ve¢ teorije takih enacb,
¢emur se odpovejmo.
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Splosna resitev nehomogene enacbe je potem oblike y = y1 +yp, kjer je yy, splosna resitev
homogene enacbe in y; ena od resitev nehomogene enacbe. To posebno ali, kot recemo
partikularno reSitev véasih uganemo, ali pa pridemo do nje po podobni metodi variacije
konstant, kot pri linearni enachi 1. reda. Izpeljavi metode se tu odpovejmo, kasneje jo
bomo ilustrirali na posebnem zgledu.

Kadar sta korena karakteristicne enacbe kompleksna, sta konjugirano kompleksna \; =
a+ i3, Ay = a — i3, ker ima enacba realne Kkoeficiente. V tem primeru lahko namesto
kompleksne oblike splosne resitve homogene (ali nehomogene) enacbe zapiSemo realno
obliko:

y = C1eM? 4 09e™2® = C1e™ (cos Bz 4 isin fz) + Cope™(cos fz — isin fz) =
C1e™ cos Bz + Che™ sin Bz

kjer je C1 = C1 + Cy in C) = i(Cy — Cs). S primerno transformacijo:

A=/CP2+CR in C] = Acosé, Ch=—Asind

lahko resitev zapisemo tudi v obliki y = Ae™* cos(fzx + §).

ZGLED 15. (a) Resimo npr. enacbo
y" 4+ 4y = sinz.

Karakteristicna enacba je A2 + 4 = 0, ki ima konjugirano kompleksni resitvi A\ = 2i
in Ay = —2¢. Splosna resitev homogene enacbe je torej y, = Cjcos2x + Cssin2z. Eno
reSitev nehomogene enacbe lahko uganemo, saj mora biti v zvezi s sinusno funkcijo; z
nastavkom y; = asin z dolo¢imo a = 1/3 in dobimo y; = %sin x. Torej je splosna resitev
y = %sinx + C1 sin 2z 4+ C5 cos 2.

Kako bi na tem primeru uporabili metodo variacije konstant? V formuli za splosno
reSitev homogene enacbe imejmo C7 in Cy za funkciji spremenljivke ¢. Z odvajanjem na x
dobimo

y' = O cos 2x + C sin 2z — 2C] sin 2z + 2C; cos 2.
Zahtevajmo C cos 2x+C4 sin 2z = 0, pa imamo y' = —2C sin 2z+2C5 cos 2z. S ponovnim
odvajanjem najdemo

y" = —2C7 sin 2x + 2CY) cos 2z — 4y cos 2z — deg sin 2.

To vstavimo v prvotno enacbo, pa dobimo —C sin 2z + C cos 2z = sinz, kar je Se druga
enacba za odvoda C] in C). Iz sistema dveh linearnih enacb C] cos 2z + C%sin2x = 0 in
—(C' sin 2z + C4 cos 2z = sin x izraCunamo

1
C) = —coszsin’z, Ch=cos’zsinz — §sinx,
integriramo, da dobimo
1 1 1
Cl(x):—gsingx—i-(}'l, Cg(x):—gcos3x+§cosx+02

(kjer sta C1,C9 res konstanti) in konéno

1
Y= 3 sinx + C7 cos 2z + Cs sin 2.
(b) Enacba
y" + 20y +wpy =0
opisuje lastno duSeno nihanje matemati¢nega nihala (pri majhnih odklonih iz mirovne

lege). Tu je a > 0 koeficient dusenja in wy krozna frekvenca nihala. Korena karakteristi¢ne
enacbe \? + 2a\ + wg =0 sta

M=-a+t/a?—wi=a+if in \a=—a—/a?—w}

kjer je 8 = \/wg — a?. Lahko lo¢imo tri primere:

—a —if3,
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(i) a® > w3 (mocno dudenje); stevili A;, Ay sta realni, negativni in med seboj razli¢ni.

Splosna resitev je oblike y = C1eM?® 4 Chet2®,

(ii) @ = w3 (mejni primer); stevili A1, A2 sta realni: A\; = Ay = —a. Splosna resitev je
oblike y = (Chz + Ca)e™ ", .

(iii) o? < wd (3ibko dusenje); Stevili A1, A2 sta konjugirano kompleksni: Ay = —a+i3, Ay =

—a — if3. Splosna resitev je oblike y = Ae™** cos(Bx + 0),

Samo v zadnjem primeru gre za pravo (duseno) nihanje. Ce pa bi bil & = 0, duenja ne
bi bilo in bi imeli harmoni¢no nihanje.

Eulerjeva diferencialna enacba

Na diferencialno enacbo drugega reda s konstantnimi koeficienti lahko prevedemo nasled-
njo linearno diferencialno ena¢bo, ki se imenuje po Eulerju:

az’y" + bxy + cy = f(z).
Vpeljemo novo neodvisno spremenljivko ¢t = In z. Potem je y = dy/dx = dy/dt-dt/dx =
y/z oziroma zy' = ¢ ter 2%y" = x(xy’) — xy’ = ij — 5. Tako pridemo do linearne enacbe s
konstantnimi koeficienti

ajj + (b—a)y + cy = f(e"),

ki jo znamo reSevati po prejsnji metodi.

ZGLED 16. (a) Enacba z2y” — 2y = 0 iz zgleda 13 je Eulerjeva. Zzamenjavo neodvisne
spremenljivke ¢ = In & dobimo ena¢bo s konstantnimo koeficienti §j — ¢ — 2y = 0. Karak-
teristiéna enacba A\?> — A — 2 = 0 ima korena A\; = 2 in Ay = —1, tako da je splo$na resitev
enaka y = Cre? + Cye™! = C12% + Cy /.

(b) S substitucijo ¢ = In x preoblikujmo enaébo z2y” —xy’+2y = 0 v enaébo §j—25+2y =
0, ki ima karakteristi¢no ena¢bo A2 — 2\ +2 = 0 s koreni A = 1 + 4, kar nam da splosno
resitev y = e!(Cy cos t + Cysin t). Prvotno Eulerjevo diferencialno enacbo potem resi
splosna funkcija oblike y = z(C} cosln z + Cysinln x).

(c) Ena¢ba z3y™ — 2xy’ = 1, ki smo jo omenili &isto na zacetku poglavja je sicer tretjega
reda, vendar jo s substitucijo ¢ = z takoj preoblikujemo v Eulerjevo enacbo drugega reda
222" — 2z = 1/x. Se ena zamenjava t = In z privede do enacbe % — 2 — 2z = et s kon-
stantnimi koeficienti in karakteristiénim polinomom A% — A — 2 = (A — 2)(A + 1). Splogna
Ci—lnx

+ Coz?. splosna
3z

resitev zadnje enacbe je z = (C1 —t)e~t/3+ Cze? oziroma z =
. . I’z Cilnz Cha?
reSitev prvotne enacbe pa y = — 5 + 3 + 3 + Cs.

Sistem linearnih diferencialnih enacb prvega reda s konstantnimi koeficienti

Pogosto se hkrati spreminja ve¢ koli¢in v odvisnosti od ¢asa in od teh koli¢in samih.
Denimo, da gre za dve koli¢ini x, y in da je hitrost spreminjanja od njiju linearno odvisna,
pri ¢emer so koeficienti konstantni. Tedaj govorimo o sistemu dveh linearnih diferencialnih
enacb prvega reda s konstantnimi koeficienti. To je sistem oblike

' =ax+by+ f(t)

Y =cx+dy+ g(t)

kjer so a,b,c,d znana realna Stevila in f, g znani zvezni realni funkciji. Neodvisno spre-
menljivko smo zdaj oznacili s ¢.



95

Ce uvedemo vektorske oznake z = (z,9)%, 2/ = (2/,v)*, h(t) = (f(t),g(t))* in

A= [ Z 2 } , lahko sistem zapiSemo v matriéni obliki: 2/ = Az+ h(t). Kadar je h(t) =0,

govorimo o homogenem sistemu, sicer pa je sistem nehomogen.

Sistem dveh linearnih diferencialnih enacb prvega reda lahko takoj prevedemo na eno
linearno diferencialno enacbo 2. reda. Oglejmo si npr. homogeni sistem:
¥ =ar+by
y' = cx + dy.
Ce je b = 0, najprej resimo prv enacbo, ki ne vsebuje spremenljivke y. Ko poznamo x
kot funkcijo spremenljivke ¢, vstavimo to v drugo enacbo, ki postane nehomogena linearna
enacba prvega reda, in jo reSimo.

Pa naj bo b # 0. Prvo enacbo odvajamo, nato iz obeh enacb prvega reda izlo¢imo v,
nazadnje pa iz te in iz odvajane enacbe izlo¢imo Se 3’, pa dobimo za x enacbo drugega
reda

" — (a+ d)2’ + (ad — be)x = 0,
ki ima karakteristi¢no enacbo
M — (a+ d)X + (ad — be) = 0.
Brez posebnih tezav se lahko prepricamo, da je ta enac¢ba enaka enacbi det(Al — A) = 0,
kjer je A matrika zgornjega sistema. Torej je leva stran karakteristicne enacbe enaka
karakteristicnemu polinomu matrike A, kot ga poznamo iz linearne algebre, korena Aq, Ao
karakteristicne enacbe pa sta lastni vrednosti matrike A.

Splosna reSitev za x je za A\; # A9 enaka

z = C1eMt 4 Che?t,

za A1 = Ay = A pa
x = (C} + Cat)eM.
Resitev za y potem poiSéemo iz ene izmed prvotnih enacb, npr. iz prve. Dobimo:
y = (2' — ax)/b = D1eM! 4+ Dye??t,

kjer je D1 = (A1 —a)C1/bin Dy = (A2 — a)Co/b, v primeru A1 # Mg, in

x = (Dy 4+ Dyt)e,
kjer je D1 = (A —a)C1/b+ Ca/bin Dy = (A — a)Ca/b, v primeru A\ = Aa = A.

ZGLED 17. (a) Za sistem 2/ = —y, ¢y = x takoj dobimo najprej enacbo 2" = —x z
resitvijo x = Cy cost + Coysint. Nato iz y = —2’ poiséemo se y = —Cysint + Cycost. Od
tod npr. vidimo, da je

P4yt =Ci+C5 =C7
kjer je C' pozitivna konstanta. Torej so resitvene krivulje sistema koncentriéne kroznice s
sredis¢em v koordinatnem izhodis¢u. Slednje dobimo lahko tudi direktno iz diferencialne
enacbe dz/dy = —y/z, ki jo dobimo z medsebojnim deljenjem obeh strani sistema (s tem
izlo¢imo pomozno spremenljivko ¢).

(b) Na podoben nacin uzenemo homogeni sistem 2/ = 3z — 2y, ¢y = 2z — 2y. Ker
sta karakteristi¢ni Stevili oziroma lastni vrednosti ustrezne matrike enaki —1 in 2, dobimo
resitev @ = 2C e~ 4+ Che?, y = 201e™ + (Cy/2)e?.
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