I. INTEGRIRANJE FUNKCIJ

1. Nedoloceni integral

Poleg odvajanja funkcij je za uporabo pomembno, da jih znamo tudi integrirati. Z in-
tegralom rac¢unamo dolzine krivulj, povrsine krivoértnih likov, prostornine teles omejenih
s ploskvami. Brez integriranja npr. ne bi mogli resevati diferencialnih enacb (glej zadnji
razdelek), veliko fizikalnih koli¢in je podanih v integralski obliki itd.

Osnovni pojmi

Iskanje nedolo¢enega integrala neke funkcije je obraten problem kot iskanje odvoda:
Dana je (zvezna) funkcija f, is¢emo tako odvedljivo funkcijo F, da je F'(z) = f(x) za vsak
x. Tej funkciji recemo primitivna funkcija ali nedoloc¢eni integral (dane funkcije f).

Nedoloceni integral ni enoli¢no dolocen, funkciji F' lahko pristejemo katerokoli konstanto,
saj velja (F(z)+C) = F'(x)+C" = f(x). Poleg tega se poljubna dva nedolo¢ena integrala
za isto funkcijo f na danem intervalu I lahko razlikujeta le za aditivno konstanto. Res, ¢e
je G'(x) = F'(z) za x € I, je (G(z) — F(x)) = 0 in zato G(z) = F(x) 4+ C po posledici
Lagrangevega izreka.

Nedoloceni integral zapiSemo z integralskim znakom: F(z) = [ f(z)dz. Zapis izhaja
iz Leibnizove pisave odvoda 1/ = j—g. Ce je % = f(z), je dy = f(z)dx iny = [ f(z)dz.

Funkcijo, ki jo integriramo, imenujemo na kratko integrand.
ZGLED. [2zdx =2*+ C, [cosxdr =sinxz + C. Tu je C poljubna konstanta.

Opomba. Ce za dana integrala F in G velja F'(z) = G'(z) za vsak = € [a,b] razen za
¢ € (a,b), je njuna razlika F(z) — G(z) konstanta, ki pa je na posameznih podintervalih

[a,c) in (c,b] lahko razliéna. Zgled sta npr. funkciji F(z) = arctgt2 in G(z) = arctgz,
ko je F'(z) = ﬁ = G'(x) za © # 1, vendar pa je F(z) — G(x) = /4 za z < 1 in

F(z) — G(z) = =37 /4 za x > 1 (glej sliko 1).
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SLIKA 1

Za preproste funkcije lahko njihov integral kar uganemo in ga zapiSemo v tabelo.
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Tabela elementarnih integralov

n+1
/m”dm: 1—}—0, n#—1
d d
/—len\xl—i—C / gg =tgr 4+ C
x cos? x
. . dx
e“dr=¢e*"+C —— = —ctgr + C
. smdggcc
/a’”dx:a—+C,17éa>O /7:arcsinx—|—0
Ina 1 — 2
d
/sinxdm:—cos:c+C /1:;2 = arctgr + C'
coszdr =sinz + C /7:nx—|— 224+a)+C, a#0
/ =@+ Ve 0+ C. 0 f

V zadnjem primeru lahko z odvajanjem naknadno preverimo, da je dobljena funkcija res
nedolocen integral dane funkcije. Pri nekaterih integrandih z ugibanjem ne gre. Potrebno
je poznati nekatera splosna pravila za integriranje. Oglejmo si tri osnovne metode.

Metoda dekompozicije

Integrand skusamo preoblikovati, najveckrat prevesti na vsoto ali razliko znanih inte-
gralov. Pri tem upostevamo, da velja:
1) [(u(z) +v(z))dz = [u(zx)dz + [v(z)dx
2) [kf(z)dz =k [ f(z)dx

Ti dve pravili preverimo z odvajanjem (upostevamo, da podobno velja za odvode).

ZGLEDILI. (a) /((2:6 —1)2 + 32%)de = /(73@2 — 4z + 1)dz = 7/x2dac - 4/xd:c+
/dx:7x3/3—2x2—|—:c+0

2+ 4 dx

Metoda substitucije

Uvedemo novo integracijsko spremenljivko t, tako da je z = x(t) odvedljiva funkcija.
Pri tem se spremeni tudi diferencial dx = 2/(t)dt in s tem celoten integrand:

[ t@do= [ siate)

Ce smo substitucijo z = x(t) izbrali pametno, je novi integral preprostejsi od prejsnjega
in ga znamo resiti direktno.
dx 1 [dt 1

1
ZGLEDILI. (a) / 5n _1-3] 73 In|t|+C = 3 In |2z — 1| + C; uvedli smo substi-

tucijo # = 3t + 1 oziroma 2z — 1 = t. Na sploh je [ f(az + b)dz = 1F(az +b), ¢e je
[ f(z)dz = F(z) in a # 0.

dt
(b) /tgwdw = —/7 =—In|t|+ C = —1n |cosz| + C. Zdaj je dobra izbira x = arccost

oziroma cosx = t, saj je — sinx dx = dt.

3z2dx dt
c — = =2V/t+C =2Va3+ 1+ C. Tu smo izbrali 3 + 1 = ¢ in dobili
( ) /:[,‘3 +v1 \/_
3z2dx = dt. Se bolje bi bilo izbrati 23 + 1 = ¢2. S tem bi hkrati odpravili tudi kvadratni
koren iz drugega integrala in dobili Se bolj preprost integral.



Metoda integracije po delih (per partes)

Formula za integracijo per partes je [udv = uv — [wvdu, kjer sta u in v funkciji spre-
menljivke z. Izpeljemo jo iz dejstva, da je uv = [d(uwv) = [(udv + vdu) = [udv + [vdu.
Integriranje po delih uporabljamo, kadar je integrand produkt dveh raznorodnih funkcij,
npr. produkt polinoma in eksponentne (logaritemske, trigonometri¢ne) funkcije ali pro-
dukt eksponentne in trigonometri¢ne funkcije.

72 1 z? 72 .
ZGLEDL (a) [ zlnzdx = 5 Inx — 3 xdx = 5 Inx — = + C. Izbrali smo u =Inz

in dv = xdzx.
b) /:c2emdx = z%e” — 2/:cemdx = 12 — 2(xe” — /e””dm) = 2%e® — 22e” + 2" 4+ C =
2

(
(x* —2x + 2)e” + C. Zdaj smo morali dvakrat integrirati per partes. Prvi¢ smo izbrali
u = 2, drugi¢ u = x, obakrat pa dv = e*dzx.

Pri nekaterih tipih integralov, npr. pri integriranju racionalnih funkcij, ali pri inte-
gralih, kjer nastopajo kvadratni koreni iz kvadratnih izrazov, so potrebni posebni prijemi.
V teorijo integriranja takih funkcij se tu ne bomo resneje spuscali, podali pa bomo nekaj
preprostih napotkov in zgledov.

Metode za integriranje racionalnih funkcij

Racionalna funkcija je kvocient dveh polinomov: f(x) = p(x)/q(x). Ce je stopnja Stevca
vecja ali enaka stopnji imenovalca, oba polinoma najprej med seboj delimo, da dobimo
celi del in ostanek: p(z)/q(x) = s(z) + r(x)/q(z). Polinom znamo integrirati (¢lenoma),
preostalo racionalno funkcijo pa po potrebi razstavimo na ti. parcialne ulomke, nato pa
integriramo vsak parcialni ulomek posebej. (Uporabimo torej neko varianto metode dekom-
pozicije.)

11 1 1
ZGLED. Zaradi ST )je/ e _1 / da _/ dr 1\ _
2-1 2z-1 x+1 2—-1 2 x—1 x+1

—1
e =1 o
|z + 1]
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—In
2

V tem primeru je bila razélenitev na parcialne ulomke zelo enostavna. Imenovalec pa
ima v splo$nem veckratne linearne in veckratne v realnem nerazcepne kvadratne faktorje,
npr.

_ k1 ko km (.2 lh/..2 lo 2 In
q(z) = g(r—a1)"™ (x—a2)™...(x—an) " (*+p12+q1) " (27 +p2x+q2)?...(x° + ppx+qp)

Razclenitev na parcialne ulomke je zdaj oblike:

r(x A A A
(v) _Aun 12 - ;klk
g(z) x—a1 (v —a) (x —ay)k
A A A
2 22 et s _
r—ay (z—ag) (z —az)"
A A A
ml + m2 4o+ mkmk
T —am (= am)? (= ap)km
Bz + Ciy Biax 4 Ci2 B,z +Cy,
24+pr+qa (@P+pr+qa)? T (@ +pr+a)h
Bz + Cy Basx 4 Ca2 Boj,x + Cy,
224+ px+q (22 +pr+q2)? T (2% +pax + q2)
Bpix + Cnl Bopx + CQn Bnlnx + Cnln

x? 4+ PnT + qn (-TQ + prT + Qn)Q
Koeficiente moramo Se dolo¢iti z odpravljanjem ulomkov.

(-TQ + pnx + Qn)l" .



Clen oblike A/(z — a)* je enostavno integrirati; dobimo Aln |z — a|, ¢e je k = 1, in
(A/(1—k))/(x—a)*~1, ceje k > 1. Clen (Bx+C)/(x?+pr+q) z nerazcepnim imenovalcem
zapisemo v obliki (Bx + C) /(2?4 pr+q) = (B/2)(2x +p)/ (2% +px +q) + D/ (2% + px + q),
kjer je D = C' — Bp/2. Integral prvega clena se izraza z (B/2) In(x? + px + ¢). Imenovalec
drugega ¢lena pa preoblikujemo v popolni kvadrat: 22 +pz+q = i((2x +p)2 4 (4g—p?)) =

2x+p
N

. Ce pa nastopajo nerazcepni faktorji

d9—p~ p (1+ (\/2%)2), saj je 4g — p® > 0, in uvedemo novo spremenljivko t =

Rezultat integriranja je potem —22 21+p

V- V-

tudi na visjo potenco [, so integrali poleg teh dveh oblik tudi oblike h(x)/(x? +px +q)"" 1,
kjer je h polinom stopnje 2] —

Najbolje je torej za integral splosne racionalne funkcije p(z)/q(z), kjer je stopnja imen-
ovalca vsaj toliksna kot stopnja Stevca in je imenovalec razstavljen v zgornji obliki, vzeti
nastavek:

arctg

/@daﬂ:M—i—fhln\x—al\—|—A21n\x—a2\—i—...—f—Amln\x—aml—f—

q(x) q()
BiIn(z? + p1x + q1) + BoIn(2? + pox + q2) + ... + Bop In(2? 4 ppz + qn)+
2C, 2x + py 2C5 2x 4 po 20, 2x + pn

Sar ctg arctg +...+ arctg

+ )
Vg — Vg —p? VA —p2 V/4q2 — p3 4q, — p? 4qn — P2

kjer je ¢(z) polinom z istimi linearnimi in kvadratnimi faktorji, kot so veckratni faktorji v
q(x), vendar nastopa vsak na potenco, ki je za ena manj kot pri polinomu ¢(z), polinom
p(z) pa naj ima stopnjo za eno manjso kot polinom §(z). Koeficiente potem dolo¢imo
tako, da obe strani najprej odvajamo, nato pa odpravimo ulomke in primerjamo dobljene
koeficiente pri razlicnih potencah spremenljivke x na obeh straneh enabe. Kadar tako
ravnamo, retemo, da smo integral izrac¢unali z metodo nedolocenih koeficientov.

xdx
(x =12 22 +2x+1)

uzenemo z zgornjim nastavkom

ZGLED. Integral I = /

9 2C 2 +1 D
I'=Aln|z—1|+ Bln(z —|—ac—i—1)—i—\/g 7 +x—1'
Najprej dolo¢imo A, B,C in D iz primerjave odvajane leve in desne strani. Po odpravi
ulomkov dobimo z = (A + 2B)x? + (-3B + C — D)x?> — (2C + D)z + (—A+ B+ C — D),
resimo ustrezen sistem linearnih enacb in najdemo A = B =0, C = D = —1/3. Kon¢ni

1 2 2 1
rezultat integriranja je potem [ = — — arctg T + C1, kjer je C7 poljubna

3(z—-1) 3V3 V3

arctg

konstanta.
Metode za integriranje korenskih funkcij

Najprej si oglejmo primer, ko pod korenom nastopa linearna ali lomljena linearna
funkcija. Lahko so razli¢ni koreni, le radikand mora biti vedno isti. Ce je npr. pod
. ar +b

Semo

cx + cx +d
menljivke odpadejo vsi koreni. Problem prevedemo na integracijo racionalnih funkcij, kar

7e poznamo (je pa z integracijo lahko Se veliko dela).

korenom izraz =t?, kjer je p taka potenca, da po zamenjavi spre-

ZGLED. S substitucijo L‘r—m = t3 oziroma z = 1+t3, od koder je dx = (1+t3)2, dobimo
5/1 t3dt
/ T Ydr = —6 i+ t3)2’ ki jo lahko potem integriramo po metodah za integriranje

racionalnih funkcu

Naslednji primer, ko se da integral popopolnoma izra¢unati, je primer, ko nastopa pod
kvadratnim korenom kvadratni trinom az? + bz + ¢, a # 0. Oznacimo y = vaz? + bz + c,



integrand pa naj bo racionalna funkcija spremenljivk x in y, torej
P(z,y) _ P(z)+ P(x)y
Q(z,y)  Qi(z) + Q2(z)y’

kjer so P, P2, Q1,2 polinomi v z. Odpravmo koren iz imenovalca, pa imamo

Pi(2)Q1(x) — Po(z)Qa2(2)y? L P@)@i(@) — Ai(2)@a(z)
Q1(2)2 = Qa(w)22 Q@2 = Q2
Prvi ¢len je racionalna funkcija, ki jo znamo integrirati, drugi pa je produkt racionalne
funkcije in korena y oziroma racionalna funkcija, deljena s korenom y, torej oblike
H(X) _ F(x) n R(x)
Gy y Gy
¢e polinoma G in H po potrebi med sebj Se delimo.

R((L‘,y) -

R(‘T’y) =

F(z)dx

Oglejmo si najprej, kako izracunamo integral I = / = / __S\war
Vax?+bxr+c

Z metodo nedolocenih koeficientov (odvajanje obeh strani in primerjanje ulomkov) ugo-

tovimo, da lahko vedno zapiSemo

F
ﬂ w/ax —I—bx—l—c—l—K/
Vax? +bx +c \/ax2+bx+c

kjer je Fj(z) polinom, stopnje za eno manjse od stopnje polinoma F, in K neka kon-
stanta. Odtod vidimo, da je treba znati izracunati samo zadnji ¢len. V ta namen zapiSimo
kvadratni trinom v drugi obliki: 4a(ax? + bx + ¢) = (2ax + b)2 — D, kjer je D = b* — 4ac
njegova diskriminanta. Pri izracunu ustreznega integrala uvedemo novo integracijsko spre-
menljivko ¢ = 2ax + b, dt = 2adz, upostevati pa moramo tri moznosti: (a) D # 0, a > 0,
(b) D >0, a < 0 (moznost D < 0, a < 0, ne pride v postev, ker mora biti az?+bx +c¢ > 0)
in (¢) D=0.

n(t+ \/t? ) + C oziroma izrazeno s

V prvem primeru je [ =

vl il

1
starimi spremenljivkami [ = — ln(an + b+ 2v/a(ax? + bz + ¢)) + C.

t . -
arcsin + C' oziroma s starimi

F/ﬁﬁ VD

V drugem primeru je [ =

.. . 2ax +b
spremenljivkami | = —— arcsin ——=+ C.
V—a Vb2 — 4dac
V tretj i j d k Ini kvadrat, zato dobi 1 ! dt
retjem primeru je pod korenom popolni kvadrat, zato dobimo [ = — | —= =
1 d 1 1 1 Vel ve
t
In|t| zat < 0in I = —=1Inlt| za t > 0, torej I = ———=1In |2ax + b| za

val Ve
2ax +b < 0in [ = —1In|2ax + b| za 2ax + b > 0.

f
ZGLEDL. (a) [ 7 2+2x ==/ \/tQ = =In(t+vt? - 2)+C = In(z+1+Va? + 2z — 1)+C

f\/2ix—a; f\/ﬁ = arcsint + ¢ = arcsin(z — 1) + C.
) I = [Va?—22dx = f o’ _”” —dx = (Az + B)Va’ —22+C [ \/7 (nastavek); odva-

jamo in primerjamo koeﬁmente da dobimo A =1/2, B=0in C = a?/2, torej je

1 1
I:/\/a2—x2dx:§x a? — x2?

a oz
= —zva?— 22+ 5 arcsin — +C].
a

a x
" 5/ va?—z? 2
R(x)
x)Var? +br +c

na same linearne faktorje (predpostavimo, da to gre), ulomek R(x)/G(z) pa na par-
dx

(x —e)*Vax? +br+ ¢

Ja

Preostane Se izracun integrala oblike / a dz. Polinom G(x) raz¢lenimo

cialne ulomke. Potem je treba izracunati integrale oblike I =
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V ta integral vpeljemo substitucijo x — e = 1/t, tako da je dx = —dt/t*> in dobimo
th=1qt

I = / , se pravi integral take vrste, kakrsno smo zZe
V/(ae? + be + ¢)t2 + (2ae + b)t + a

obravnavali.

ZGLED/ / int+ C i 1+C
. — arcsin = — arcsin — .
V12 V1 - 2 x

Kadar so pred korenom tudi nerazcepni kvadratni, je integracija tezja. Vendar je vedno
mozno napraviti ustrezno substitucijo, s katero integral s korenom prevedemo na integral
racionalne funkcije.

(a) Ce je a > 0, pisemo Vaz? + bx + ¢ = (z + t)y/a in dobimo

2

t? — 2 bt t2 — bt
a . dr = —2a +e dt ter y = \ar? +br +c= \/Ea +C.

~b—2at’ (b—2 “(b—2at)2 b— 2at

(b) Ce je a < 0, mora imeti enacba az? + bx + ¢ = 0 dva razli¢na realna korena x1 in o,
sicer bi bil izraz pod kvadratnim korenom vedno negativen alii ni¢. V tem primeru lahko
pisemo var? + bz + ¢ = \/a(z — z1)(z — 22) = v/—a(z — 1)t in dobimo

.Tth + T2 2(:61 — .Tg)tdt \/7 xg — 561)
m:ﬁ, dac:ﬁdttery— ax® +br+c=+/—a Erl

Opomba. Kadar nastopa pod kvadratnim korenom polinom tretje ali ¢etrte stopnje,
govorimo o elipticnih integralih. V splo$nem se jih ne da elementarno izra¢unati, tj. izraziti
z elementarnimi funkcijami, pa¢ pa jih lahko z ustrezno transformacijo vedno prevedemo
na eno od naslednjih osnovnih treh oblik (a,k konstanti, 0 < k < 1):

/ z 1 — k222 . dx
Y T M A el R P /¢ prey vy

Integrali transcendentnih funkcij

Med transcendentne funkcije spadajo eksponenta in logaritemska funkcija, trigonometri¢ne
in ciklometricne funkcije. Racionalne ali korenske izraze, v katerih nastopa ena od teh
funkcij, vcasih integriramo tako, da se s primerno substitucijo teh funkcij znebimo in
prevedemo postopek na integracijo racionalnih funkcij.

dx dt 1 1
ZGLEDL (a)/ :/ : ):/(;——)dtzln|t|—ln|t—|—1|+C:

er 41 t(t+1 t+1
|t] i
1 =1 .
BErq TG O
In?zd
(b)/ e x:/tht:t3/3—|—C:(lnx)3/3—|—C.
T

_ tdt 1 9 1 9 _
(c) /tgmdm-/1+t2_§1n(1+t)+0— §1n005 x+C=—In|cosz|+C.

Za trigonometri¢ne funkcije substitucija t = tg(z/2) vedno privede do integrala racionalne

2dt 2t
funkcije, saj je tedaj x = 2arctgt in dr = ——, poleg tega pa je tedaj tudi sinz = ——
JaJJQJ g 1+t27ngpJ J 112
in cosx = ;. Je pa ta substitucija precej dolgovezna, pogosto pridemo do rezultata

1+¢2
hitreje s kaksno drugo zamenjavo. Ce je npr. mtegrand oblike R(cos?z)cosz, kjer je R
racionalna funkcija, je uspesna substitucija t = sinz. Ce je integrand oblike R(cos x) ali
R(sin? z), pa pomaga substitucija t = tgz.



+C.

ZGLEDL. (a)/l—l—coszx 5 _ 2 2\/_ |\/§—t| +C= 2\/_ |\/§—s1nx|

(b) I = / - dz :/ :/L Ce imata konstanti
asin?x 4 bcos? x 0082 (atg x+0b) at? +b

1 1
a,b isti predznak, je I = / = arctgu + C = —— arctg(ty/a/b) + C =
p ] T Trae g ete N g(tv/a/b)

cos x dx _/ dt 1 |\/_—|—t| 1 |\/_—|—51nx|

1
— arctg(\/itg x)+C. Ce pa imata konstanti a, b nasproten predznak, dobimo
Vab b

1 ln‘u—i_l’—i—(}'— 1 In [tv/—ab + b
RV —u2 C2v/=ab  |u-—1] - 2v/=ab  |tv/—ab— b

1 In |(tg )V —ab + b| Lo
2y —ab |(tgz)v/—ab— |

+C =

Sode potence sinusne in kosinusne funkcije ali njihove produkte integriramo tako, da
uvedemo dvojne kote.

ZGLED. [sinzdx = % [(1—cos2z)?dz = 1 [(1—2cos 2z+cos? 2z)dz = +(z—sin2z)+
L [(1+cosda)dr = 32 — 1 sin2z + 55 sinda + C.

Produkte razli¢nih trigonometri¢nih funkcij (pri razliénih argumentih) preoblikujemo
najprej z uporabo adicijskih izrekov v vsote ali razlike.

ZGLED. Naj bo a # +b. Potem je
1 i -
/sin ax sinbx dx = 3 /(cos(a —b)x — cos(a + b)x)dx = D +C.

Vcasih nastopa transcendentna funkcija kot faktor v produktu s polinomom ali racionalno
funkcijo. Tedaj je potrebno uporabiti metodo integriranja po delih (per partes).

ZGLEDL (a) [ 2%e%dx = x%e* —2 [xe® = x%e” —2(we® — [ e¥dx) = 2%e® — 2xe® + 2% +
C = (22 —2x +2)e” + C.
b) [zlnzdr = %.%'21I11‘— %fxdw = %.%'21I11‘— ixQ +C.
(c) [2?sinzdr = —2?cosz +2 [zcoswdr = —x?cosx + 2(zsinx — [sinzdr) =
—z2cosx + 2zsinz +2cosx) + C = (2 — 22) cos x + 2z sinx + C.

xdx 1 9
(d) /arctgxdx:xarctgx—/1+x2 :xarctgx—gln(l—i—x )+ C.

(e)/emsinxdx:exsinx—/emcos xdx:exsinx—(emcosx—i—/exsin x dz) in odtod

/exsin xdr = e"(sin x — cos z)/2+ C.

2. Doloceni integral
Radi bi (z aproksimacijo) racunali tudi ploséine krivoértnih likov, tj. likov, ki jih ome-
jujejo krivulje. Kako bi npr. poiskali plos¢ino mnozice
A={(z,y); a <z <b, 0<y< fa)},

kjer je f > 0 zvezna pozitivna funkcija, definirana na intervalu [a,b]? Ce je f konstantna
ali linearna funkcija, bi Se nekako slo, sicer pa bi morali funkcijo f (po kosckih) aproksimi-
rati z odsekoma konstantnimi ali odsekoma linearnimi funkcijami.



Riemannove vsote in definicija Riemannovega integrala.

Postopek za poljubno realno funkcijo f, definirano na omejenem zaprtem intervalu [a, b],
je naslednji. Izberemo delitev intervala [a,b], a < b, na n podintervalov z n — 1 vmesnimi
tockami: a = xg < 1 < ... < x, = b. Delitev je torej podana z urejenim naborom tock,
zato jo oznac¢imo z D = {xg,x1,...,x,}. Dolzina k-tega podintervala [zj_1,2x] naj bo
Az = x — x—1, maksimalno dolzino oznacimo z |D|, torej | D| = max;<g<, Az, in ji rec-
imo norma razdelitve. Na vsakem podintervalu si izberimo poljubno tocko tx € [xg_1, xk];
mnozico tako izbranih tock oznac¢imo s T, saj je podrejena delitvi D.

Naj bo f realna funkcija, definirana na omejenem zaprtem intervalu [a,b]. Za vsak par

(D,Tp), kjer je D delitev intervala [a,b] in Tp podrejena mnozica tock, sestavimo t.i.
integralsko ali Riemannovo vsoto funkcije f s predpisom (glej sliko 14):

S(f;D,Tp) =Y f(tx) Ay
k=1

f(t
fy |
f(tp)
fity)
a=Xty  x; fp X, tg Xy t,X=b
SLIKA 2

DEFINICIJA 1. Stevilo I imenujemo doloceni ali Riemannov integral realne funkcije f
na omejenem zaprtem intervalu [a, b], ¢e velja

n

1

D
ID]—0 &

Natané¢neje ta limita pomeni, da za vsak € > 0 obstaja tak § > 0, da za poljubno

delitev D, za katero velja |D| < § in za poljubno podrejeno mnozico izbranih tock T velja
[I - S(f;D,Tp)| <e.

Zgornja limita ne obstaja vedno. Kadar obstaja, re¢emo, da je funkcija f na intervalu
[a,b] Riemannovo integrabilna, limito, se pravi doloceni (Riemannov) integral funkcije f

na intervalu [a, b] pa ozna¢imo z [ = f; f(x)dx.

Opomba. Ta oznaka nas spomni, da izhaja doloceni integral v limiti iz integralskih vsot
S(f;D,Tp) = > f(tg) Az, in tudi sam integralski znak je modificirana ¢rka S, zacetna
¢rka latinske besede summa (vsota).

ZGLED. (a) Izra¢unajmo po definiciji doloceni integral f(f xdz. Ker vnaprej vemo, da
je funkcija f(x) = = Riemannvo integrabilna (glej zgornjo opombo), lahko pri poljubni
delitvi za izbrano tocko na podintervalu [zj_1, x| izberemo karkoli, npr. aritmeti¢no
sredino podintervala, tj. { = (zx + xx—1)/2. Dobimo

n n

+ Tp 1 b’ — a?
(D, Tp) = Y, = F @ — o) = 5 D (6 —ad ) = =5 = b - a)(a+1)/2
k=1 k=1
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in zato tudi f; xzdx = (b — a)(a + b)/2. Ker smo na ta nac¢in dobili ploséino trapeza pod
linearno funkcijo f(x) = x na intervalu [a,b], ¢e je 0 < a < b, vidimo, da je vsaj v tem
primeru rezultat pravilen. Ce je a < b < 0, dobimo — ploi¢ino ustreznega trapeza; ¢e pa je
a < 0 < b, parazliko plos¢ine dveh trikotnikov (nad in pod abscisno osjo), t.i. predznaceno
ploscino. Izracun je bil v tem primeru dokaj enostaven, ker je bil integrand preprost. V
bolj zapletenih primerih to ne bi delovalo.

(b) Izra¢unajmo Se integral f; r?dz. Zdaj pa najprej izberimo posebno (enakomerno)
delitev intervala [a,b] z delilnimi tockami zx = a + k(b — a)/n, k = 0,1,2,....,n — 1, za
izbrane tocke pa vzemimo kar desna krajis¢a podintervalov t = z, k = 1,2, ...,n. Potem
je

n n 2 n
S(f;D,Tp) = (a+k(b—a)/n)?*(b—a)/n = (b—a)(aQ—l—w > k+(bni3“) > k) =
k=1

k=1
(b= )@ +alb — a)(1 — 1/n) + 5(b— (1 +1/n)(1 +1/2n))

b —a?
T

b
1
V limiti (n — oo) dobimo / 2idr = §(b —a)(b® +ab+a?)/3 =

TRDITEV. Vsaka na [a,b] Riemannovo integrabilna realna funkcija je omejena.

Dokaz. Denimo, da funkcija f na intervalu [a,b] ni omejena. Potem za poljubno
konstanto M > 0 in za vsako delitev D = {zg,z1,...,z,} intervala [a,b] s podrejeno
mnozico tock Tp = {t1,ta,...,t,} obstaja tak k in taka tocka s; € [rr_1,xk], da velja
|f(tx) — f(sg)| = M/Axy. V nasprotnem primeru, ¢e bi za vsak k in vsak x € [xp_1, x)]
veljala nasprotna neenakost |f(tx) — f(x)| < M/Axy, bi takoj ugotovili, da je funkcija f
omejena na [a, b, saj bi za vsak k in vsak x € [zr_1, x| veljalo |f(x)| < |f(tx)| + | f(tx) —
f(x)] <|f(tx)| + M/Azxy oziroma |f(z)| < maxy(|f(tx)| + M/Axy) za vsak x € [a,b].

Izberimo delitvi D podrejeno podmnozico tock Ty, = {t}, 1), ..., 1, }, kjer je t; = t; za
Jj # kint) = s. Potem je |S(f; D, Tp)—S(f; D, Tp)| = |f(tr) — f(sk)|Az, > M/Axy. To
pa ze pomeni, da funkcija f ni Riemannovo integrabilna, sicer bi obstajal Riemannov inte-
gral I in bi bila razlika |S(f; D,Tp) — S(f; D, Tp)| <|S(f;D,Tp) —I|+|I —S(f; D, T},)|
pri dovolj drobni delitvi D poljubno majhna.

Samo omejene realne funkcije so torej lahko integrabilne. V bodo¢e bomo ve¢inoma
integrirali samo preproste funkcije. Ker je vsaka elementarna funkcija zvezna na vsakem
intervalu, na katerem je definirana, za zvezne funkcije pa bomo posebej dokazali, da so
Riemannovo inegrabilne, bodo prakti¢no vse naSe funkcije integrabilne.

Zgornje in spodnje Darbouxove vsote

Imejmo dano poljubno delitev D = {xg, x1, ..., x, } intervala [a,b]. Posebna izbira tocke
tr € [xp_1,7k je pri zvezni funkciji f tista, kjer doseze funkcija na tem podintervalu
svoj maksimum My ali svoj minimum my. Pri nezvezni omejeni funkciji namesto tega
vzamemo My = sup{f(z); = € [vx—1, 2k} in mg = inf{f(z); = € [zx—1,2x]}. V prvem
primeru imenujemo ustrezno vsoto zgornjo Darbouzovo vsoto in jo oznacimo z S(f; D), v
drugem primeru pa spodnjo Darbouzovo vsoto in jo ozna¢imo z s(f; D). Torej

n n
S(f;D) =) MpAxy, s(f;D) =) mpAzg.
k=1 k=1
Opomba. Te vsote se imenujejo po G. Darbouxu, ki je ta pristop prvi uporabil in z

njimi definiral svoj integral. Véasih pa jih najdemo tudi pod imenom zgornje in spodnje
Riemannove vsote.
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S(D.1)
S(f:D) /a/,
s(f:D)
a=Xx, X X X, X=b

SLIKA 3

Ocitno za poljubno delitev D s podrejeno mnozico tock Tp velja
s(f; D) < S(f;D,Tp) < S(f; D).

Rekli bomo, da je D' = {z{, 2, ...,2},} finejsa delitev intervala [a,b], kot je delitev
D = {xg,21,...,xn}, ¢e je D C D’. Dve poljubni delitvi D; in Dy istega intervala [a, b]
imata vedno skupno finejso delitev D = Dy U Dy).

TRDITEV 1. Ce je D' finejsa delitev intervala [a,b] kot delitev D, velja
s(f; D) <s(f; D') < S(f; D) < S(f; D).

\'4

SLIKA 4

Dokaz. Podinterval [zj_1, 2], ki pripada delitvi D lahko s tockami finejse delitve D’
razdelimo naprej: zy—1 = 2} < .. <} = z). Kolitinam My = My(D) in my, = my(D)
glede na delitev D in indeks k ustrezajo glede na finejso delitev D’ in indeks [ koli¢ine M]
in mj. Ce upostevamo, da je infimum, vzet po manjsi mnozici, veéji, supremum pa manjsi,
imamo za vsak indeks [, i, + 1 <[ < ji, neenakosti

mi = inf{f(2); @ € [rp_1, 2]} < Inf{f(2'); 2" € [2)_y, 2]} = my

in
My = sup{f(z'); 2’ € [a]_y,2]]} <sup{f(2); = € [wp_1, 2]} = M.
Torej je
Jk Jk
mrAzy < Z mjAx) in Z M{Az; < M Axy,.
I=ip+1 I=ip+1

Ce sestejemo vse te neenakosti po indeksu k od 1 do n (po vseh podintervalih v delitvi
D), dobimo iskano neenakost.

POSLEDICA. Za poljubni delitvi Dy in Dy intervala [a,b] velja s(f; D1) < S(f; Da).

Dokaz. Naj bo D skupna finejSa delitev za D in Dy. Potem je po zgornji trditvi
s(fiD1) < s(f; D) < S(f; D) < S(f; D2).
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Darbouxova integrabilnost

Odtod vidimo, da je (neprazna) mnozica {s(f; D1)} vseh spodnjih Darbouxovih vsot
glede na delitev D; omejena navzgor s poljubno zgornjo Darbouxovo vsoto glede na
(katerokoli drugo) delitev Dy, se pravi da obstaja supremum s(f) = supp, {s(f; D1)} in da
velja s(f) < S(f;D3). Toda to hkrati pomeni, da je tudi (neprazna) mnozica {S(f; D2)}
vseh zgornjih Darbouxovih vsot glede na delitev Dy omejena navzdol, da obstaja infimum
S(f) =infp, S(f; D2) in da velja s(f) < S(f).

TRDITEV 2. Za omejeno funkcijo f na intervalu [a,b] so pri zgornjih oznakah ekviva-
lentne naslednge trditve:
() s(f) = S(),
(ii) Za vsak € > 0 obstaja taka delitev D intervala [a,b], da velja S(f; D) — s(f;D) < e.
(iii) Za vsak € > 0 obstaja tak 6 > 0, da za vsako delitev D intervala [a,b] z lastnostjo
|D| < d velja S(f; D) — s(f; D) <e.

Dokaz. Ocitno iz tocke (iii) sledi tocka (ii). Naj bo zdaj D taka delitev, da pri danem
e > 0 velja tocka (ii). Potem zaradi ocene s(f;D) < s(f) < S(f) < S(f;D) velja
S(f)—s(f) <S(f; D) —s(f; D) < e. To pomeni, da je s(f) = S(f) in velja tocka (i).

Predpostavimo, da je izpolnjena tocka (i), torej s(f) = S(f) = I, innaj bo e > 0. Potem
obstajata taki delitvi Dy, Do intervala [a,b], da je S(f; D) <I+¢€/4in s(f;D) > I —e€/4.
Naj bo Dy = D1U Dy skupna finejsa delitev intervala [a, b] na n podintervalov. Po trditvi 1
je zato tudi I —e/4 < s(f; Do) < S(f; Do) < I+ ¢/4. Definirajmo se M = sup{|f(z)|; = €
[a,b]} in 0 =¢/(8nM).

Naj bo zdaj D poljubna druga delitev intervala [a,b] z lastnostjo |D| < ¢ in naj bo
D’ = Dy U D skupna finejsa delitev. Po trditvi 1 velja tudi

I—e/A<s(f; D) <S(f;D') <1+ e/

Ker je vmesnih tock delitve Dy ravno n — 1, je najve¢ n — 1 podintervalov, pripadajocih
razdelitvi D Se naprej razdeljenih s tockami iz Dy. Torej se v vsotah s(f; D’) in s(f; D)
ujemajo vsi Cleni razen tistih na teh najve¢ n — 1 intervalih. Razliko vsot lahko potem
ocenimo z

s(f; D"y —s(f; D) < (n—1)(2M)|D| < 2nMe/(8nM) = €/4.

Odtod vidimo, da je s(f; D) > s(f;D') —e/4 > I — ¢/2. Podobno spoznamo, da je
S(f; D) < I+ ¢/2, tako da imamo konéno S(f; D) — s(f; D) < € in velja tocka (iii).

Opomba. Kadar je izpolnjena tocka (i) zgornje trditve (in s tem tudi vsaka druga
tocka), tj. kadar velja s(f) = S(f), recemo, da je omejena funkcija f na intervalu [a, b]
Darbouxovo integrabilna. Vendar ta integrabilnost ni v resnici ni¢ drugac¢na od dosedanje,
Riemannove integrabilnosti, kot pove naslednji izrek.

IZREK 1. Omejena realna funkcija f, definirana na intervalu [a,b], je Riemannovo
integrabilna natanko takrat, ko je Darbouxovo integrabilna.

Dokaz. Riemannova integrabilnost pomeni, da lahko najdemo tako stevilo I € R, da
za vsak € > 0 obstaja 6 >, tako da za vsako delitev D = {zg,z1,...,z,} intervala [a,b]
z lastnostjo dp < ¢ in za wsako izbiro podrejene mnozice tock Tp = {t1,ta,...,tn}, tp €
[xg—1, 2], velja |[I —S(f; D, Tp)| < €/4. Vemo tudi, da je vsaka Riemannovo integrabilna
funkcija omejena.

Izberimo tako delitev D = {zg, x1, ..., 2, } z lastnostjo |D| < ¢, da je hkrati s(f) —¢/8 <
s(f;D) in S(f;D) < S(f) + €¢/8. To lahko storimo, ¢e po potrebi preidemo na finejso
delitev. Za vsak k naj bo my = inf{f(z); x € [xp_1, 2]}, My = sup{f(z); = € [zr_1,zk]}
ter ¢y, t) € [xp_1, o) taki tocki, da je f(ty) < my+€/8(b—a)in f(t}) > My, —€/8(b—a).
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€
M= a)

€
my +(b-{])

my

1
SLIKA 5
Naj bo Tp = {t1,t2,....,tn} in T}, = {t},15, ..., 1}, }. Potem je

s(f;D) = mpAzy, <Y f(ty)Azg = S(f; D, Tp) <
k=1 k=1

> (my +€/8(b — a)) Ay = s(f; D) + €/8,
k=1
S(f; D) —€/8 =" (M} —¢/8(b—a))Azy, < S(f; D, Tp) =
k=1

STt Az, < MyAay, = S(f; D).

k=1 k=1

To pomeni, da je |S(f;D,Tp) — s(f;D)| < €/8, zato tudi |S(f;D,Tp) — s(f)| < €/4,
in |S(f;D,Tp) — S(f; D)| < €/8, zato tudi |S(f;D,T},) — S(f)| < ¢/4. Odtod skupaj z
|[I-S(f;D,Tp)| < €/4in |[I-S(f;D,T},)| < €¢/4 dobimo |[I—s(f)| < €/2in |S(f)—I| < €/2,
se pravi S(f) — s(f) < e. Po trditvi 2 to pomeni S(f) = s(f).

Obratno, naj bo funkcija f Darbouxovo integrabilna, se pravi, naj velja S(f) = s(f) = I.
Po trditvi 2 za vsak € > 0 obstaja tak 0 > 0, da za vsako delitev D intervala [a, b] z last-
nostjo |D| < 0 velja S(f; D) — s(f; D) < e. Potem pa za vsako tej delitvi D podrejeno
mnozico tock Tp velja s(f; D) < S(f; D,Tp) < S(f;D) < s(f; D) + €. Seveda velja tudi
s(f; D) < I < S8(f;D) < s(f; D) + ¢, tako da imamo skupaj |I — S(f; D,Tp)| < e. To
pomeni, da je funkcija f Riemannovo integrabilna in da je njen integral enak f; flx)dx =
1=s(f) = 5(f).

Izrek 1 nam zagotavlja ucinkovit kriterij, kdaj je funkcija na danem intervalu Rieman-
novo integrabilna, saj je enakost s(f) = S(f) dostikrat preprosto preveriti, upostevajoc,

da je po trditvi 2 za vsak € > 0 dovolj najti delitev D z lastnostjo S(f; D) — s(f; D) < e.

Namesto o Riemannovi ali Darbouxovi integrabilnosti omejene funkcije bomo odslej
govorili kar o njeni integrabilnosti.

Primeri integrabilnih funkcij

IZREK 2. Vsaka monotona funkcija na intervalu [a,b] je integrabilna.

Dokaz. Vsaka monotona funkcija je na omejenem zaprtem intervalu [a,b] omejena.
Privzemimo, da je funkcija f narasc¢ajoca, in si izberimo enakomerno delitev intervala

[a,b] s tockami z = a + k(b —a)/n, k = 0,1,2,...,n. Zaradi naras¢anja funkcije f je
mg = f(xg—1) in My = f(zx), tako da imamo

S(f;D) = s(f;D) = flar)b—a)/n =Y flax_1)(b—a)/n=(b—a)(f(b) — f(a))/n.
k=1 k=1
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Za vsak € > 0 lahko izberemo dovolj velik n tako, da je desna stran manjsa od e¢. Po trditvi
2 je potem s(f) = S(f) in po izreku 1 je funkcija f integrabilna.

IZREK 3. Vsaka zvezna funkcija na intervalu [a,b] je integrabilna.

Dokaz. Vsaka zvezna funkcija je na intervalu [a, b] omejena. Ker je po izreku iz analize
1 zvezna funkcija na kompaktnem intervalu [a, b] tudi enakomerno zvezna (glej 3. razdelek
v 2. poglavju), za vsak € > 0 obstaja tak 6 > 0, da za poljubni dve tocki s,¢ € [a,b] z
lastnostjo |s —t| < § velja |f(s) — f(t)| < €/(b—a). Naj bo D delitev intervala [a,b] z
lastnostjo |D| < 6, tako da za poljubni tocki s,t € [xi_1,x] velja |f(s) — f(t)| < €¢/(b—a).
Torej je tudi My — my < €/(b — a), zato imamo oceno (ki takoj implicira integrabilnost
funkcije f)
n
S(f;D) = s(f; D) =Y (Mg — my)Azy, < e.
k=1

ZGLEDI. (a) Obstajajo omejene (nezvezne) funkcije, ki niso integrabilne; taka je npr.
karakteristi¢na funkcija f = x@ mnozice racionalnih stevil Q, definirana na intervalu [a, b]

s predpisom
rw={y 258

Tu je mg = 0in My, = 1 za vsako delitev D in vsak k, torej je s(f; D) =0in S(f; D) =b—a
oziroma tudi s(f) =0 in S(f) = b — a, tako da funkcija f ni inegrabilna.

(b) Po drugi strani obstajajo omejene nezvezne funkcije, ki pa so integrabilne. Zgled so
nezvezne monotone funkcije, npr.

0 , z€[0,1/2]
f(x):{l .z e (1/2,1]

(b) Nezveznost omejenih integrabilnih funkcij je lahko Se hujsa. Za zgled si vzemimo
dobro znano funkcijo f, kjer je

sin(1/z) , x€ (0,1
MZ{ 1/5) , ac

Vemo, da ta funkcija v tocki 0 nima limite. Pokazimo, da je kljub temu integrabilna.

Za vsak € > 0 si izberimo delitev D z lastnostjo, da je prva delilna tocka enaka z1 = €/4.
Ker je f zvezna na intervalu [e/4, 1], je tam integrabilna in obstaja taka delitev D; intervala
le/4,1], da je S(fliz,,1;D1) — 8(fliz1175 D1) < €/2. Zdaj naj bo D = {xo} U Dy delitev
intervala [0,1]. Ker je m; = —1 in My = 1, imamo s(f; D) = —Azy + 5(f|z,,1; D1) =
—€/4+ $(flwy 13 D1) in S(f; D) = Azt + S(f|zy,13 D1) = €/4 4+ S(flzy,1): D1). Torej je
funkcija f integrabilna, saj je

S(f; D) = s(f; D) = €/2 4+ S(fljz1,1: D1) = 8(fljz1,1: D1) < €.

Zadnji zgled je poseben primer bolj splosne zakonitosti.

TRDITEV 3. Ce je funkcija f omejena na [a,b] in zvezna na (a,b), je na zaprtem
intervalu [a, b] integrabilna.

Dokaz. Naj bo m < f < M na [a,b] in naj bo € > 0. Izberimo tako delitev
D = {xp,x1,...,xn-1,2n} intervala [a,b], da je (1) Azy = 21 — 29 < €/4(M — m) in
Az, = xp — p—1 < €/4(M — m); (2) delitev {x1,x9,...,x,—1} intervala [z1,z,_1], na
katerem je zvezna funkcija f integrabilna, taka, da je razlika med zgornjo in spodnjo
Darbouxovo vsoto S r—a(Mj, — my)Az, < €/2. Potem pa je tudi za celoten interval
S(f;D) — s(f; D) = (My — m1)Azy + (M, — mp) Az, + 3720 (My, — my)Azy, < e. Po
trditvi 2 in izreku 1 to pomeni, da je funkcija f na intervalu [a, b] integrabilna.
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Lastnosti integrabilnih funkcij in integrala

TRDITEV 4. Konstantna funkcija f(x) = ¢ za vsak x € [a,b] je integrabilna in velja
f; f(zx)dz = f; cdx = c(b — a).

Dokaz. Riemannova vsota je > ;_; f(tg)Azy =Y p_y cAxp = ¢(b— a), isto v limiti.

TRDITEV 5. Naj bosta f in g integrabilni funkciji na intervalu [a,b] in a, f € R poljubni
konstanti. Potem je na |a,b] integrabilna tudi funkcija af + Bg in velja

/ab(af—i—ﬁg x—a/f dm—i—ﬁ/

Dokaz. Poljubno Riemannovo vsoto za funkcijo af 4+ (g lahko zapiSemo v obliki
S(af + Bg; D, Tp) = aS(f; D, Tp) + £S(9; D,Tp). Pri dovolj drobni delitvi leva stran
dobro aproksimira integral f;(af + [g)(x)dx, desna stran pa « f; flzx)dz + f;g(x)dx

Opomba. Recemo, da je doloceni integral linearen funkcional na prostoru integrabilnih
funkcij na intervalu [a, b].

TRDITEV 6. Naj bo funkcija f omejena na intervalu [a,b], in naj velja a < ¢ < b.
Funkcija f je integrabilna na intervalu [a,b] natanko takrat, ko je integrabilna na podin-
tervalih [a,c] in [c,b]. Poleg tega velja

/a " fa)de = / " f(2)da + / s

Dokaz. Ce je f integrabilna na [a,b] lahko za vsak € > 0 najdemo tako delitev D
intervala [a, b, da velja S(f; D) — s(f; D) < e. Lahko privzamemo, da je ¢ ena od delilnih
tock (sicer jo dodamo, razlika med zgornjo in spodnjo vsoto se pri tem le zmanjsa). Potem
pa lahko zapisemo S(f;D) — s(f;D) = >3 (Mg — my) Az + >0 (M), — my)Axzy, kjer
ustreza prva vsota delitvi podintervala [a, ] in druga delitvi podintervala [c,b]. Ker sta
vsoti nenegativni, sta obe manjsi od €, kar pomeni integrabilnost na vsakem podintervalu
posebe;j.

Obratno je Se lazje: delitvi podintervalov, ki dasta majhno razliko med zgornjo in spod-
njo vsoto, zdruzimo v delitev intervala [a,b], in dobimo

S (My — my)Axy, = Y03 (My, — my)Axy, + 30 (Mg, — mp) Az < €/2 +¢/2 = €.

Zdaj ko vemo, da je funkcija integrabilna tudi na podintervalih, lahko po definiciji
izbiramo vedno bolj drobne delitve intervala [a,b], pri ¢emer ves Cas ohranjamo ¢ kot
eno izned delilnih tock. Ker Riemannova integralska vsota razpade v dve integralski
vsoti S(f; D, Tp) = Yoy f(tr)Axy, = Yoy f(tr)Axk + 3oy f(tk) Ay = S(fliae; D', Tor) +
S(flie,y; D", Tpr), dobimo v limiti, da je integral funkcije f po vsem intervalu [a,b] enak
vsoti integralov funkcije f po obeh podintervalih [a, ] in [c, b].

Opomba. Doslej smo zahtevali, da je spodnja meja a integrala f:f(:c)d:c manjsa od
zgornje meje b. Pa naj bo b < a. V tem primeru definirajmo f;f(:c)d:c = — [ f(z)dz
Dodatno definirajmo za vsak a € R Se f(j f(x)dx = 0. Potem lahko uporabljamo formulo
iz trditve 4 ne glede na to, kje lezi tocka ¢, se pravi tudi zunaj intervala [a,b], da je le
funkcija definirana na maksimalnem intervalu (od min{a, b, c} do max{a b,c}). Ce je npr.
a < b < ¢, imamo po formuli iz trditve 4 relacijo [7 f(x f f(x)de + [ f(a)dx

ozuromafaf ydw = [7 f(x)dx — [ f(z)de = [T f(a d$+fcf



15

Zaradi te lastnosti pravimo, da je doloceni integral aditivna funkcija integracijskega
obmodja.

DEFINICIJA 2. Recemo, da je funkcija f odsekoma zvezna na intervalu [a, b, ¢e obstaja
taka stevila ¢;, 1 = 0,1,2,....,r, dajea =c¢cy < c1 < ¢g < ... < ¢ = b in da je f zvezna
funkcija na vsakem odprtem podintervalu (¢;—1,¢;), i = 1,2,...,r. Kot posledico zadnjih
dveh trditev imamo naslednji rezultat.

SLIKA 6
TRDITEV 7. Vsaka na [a,b] omejena in odsekoma zvezna funkcija f je integrabilna.

Dokaz. Po trditvi 3 je f integrabilna na vsakem podintervalu [¢;—1,¢;], iz trditve 6 pa
potem sledi (s preprosto indukcijo), da je integrabilna tudi na celotnem intervalu [a, b].

Opomba. Odsekoma zvezna funkcija ima po definiciji konéno mnogo tock nezveznosti.
Trditev 7 potemtakem pove, da je vsaka omejena funkcija, ki ima kve¢jemu konéno mnogo
tock nezveznosti, integrabilna. Kot zanimivost povejmo, da velja isto tudi za omejene
funkcije, ki imajo kve¢jemu stevno mnogo tock nezveznosti (zato je npr. integrabilna tudi
Thomaejeva funkcija).

Se veé, pokazati se da, da je omejena funkcija integrabilna natanko takrat, ko ima
mnozica njenih tock nezveznosti mero ni¢. (Recemo, da ima podmnozica A C R mero
ni¢, Ce za vsak € > 0 obstaja taka Stevna - kon¢na ali neskon¢éna - druzina odprtih
intervalov {(cp,d,); n > 1}, da je A C Up>i(cp,dy) in da je njihova skupna dolzina
Y n>1(dn — ¢n) <€) Vsaka Stevna mnozica ima mero nic.

IZREK 4. Naj bo f omejena integrabilna funkcija na [a,b] in g zvezna funkcija na in-
tervalu [m, M|, kjer je m = inf{f(x); x € [a,b]} in M = sup{f(z); = € [a,b]}. Potem je
tudi kompozitum h = g o f integrabilna funkcija na intervalu |a, b].

Dokaz. Ce je M = m, je funkcija f konstantna, zato je konstantna tudi funkcija h in
po trditvi 4 integrabilna.

Naj bo M # m in € > 0 poljubno pozitivno stevilo. Ozna¢imo A = infg in B = supg
na intervalu [m, M]in K =b—a+ B — A > 0. Zaradi enakomerne zveznosti funkcije g na
intervalu [m, M| obstaja tak 6 > 0, da iz u,u’ € [m, M| in |u—u/| < ¢ sledi |g(u) —g(u')| <
e/K.

Ker je f integrabilna na [a, b], obstaja taka delitev D, da je S(f; D) — s(f; D) < d¢/K.
Zapisimo S(f; D) — s(f; D) = >3 (M), — mg) Az + S} (Mg — my)Axg, kjer se prva vsota
Z;ﬁ nanasa na tiste delilne intervale, za katere je My — my; < J, druga vsota Zg pa na
ostale. Ker je torej Yy 6Axy < Y} (Mg — mg)Azy < S(f; D) — s(f; D) < ¢/ K, dobimo

LAz < e/K.

Oznacimo Se hj, = infh in Hj, = suph na k-tem podintervalu delitve D. Ce je ta
podinterval prve vrste (tako da je My — my < ), je za poljubna x,2’ iz tega inter-
vala in za u = f(x), v/ = f(a') res |[u — /| = |f(zx) — f(&)] < My — my < 0, zato
|h(z) — h(z")| = |g(u) — g(v')| < ¢/K in potem tudi Hy — hy < €/K oziroma tudi

S (Hy — hy) Ay, < (e/K) Y) Axy, = (b— a)e/K.



16

Ce pa je k-ti podinterval druge vrste (tako da je My —my > 0), velja H, —hy, < B— A in
zato tudi

V(Hy — h)Azy, < (B—A)> ) Azy, < (B — A)e/K.

Za vsak € > 0 smo torej nasli tako delitev D, da je S(h; D) — s(h; D) =
Z;C(Hk — hk)A.%'k + Zg(Hk — hk)Axk < (b — a)e/K + (B — A)E/K = €,
kar pomeni, da je funkcija h integrabilna na intervalu [a, b].
POSLEDICA. Ce sta f in g integrabilni funkciji na intervalu [a,b], so na [a,b] integra-

bilne tudi funkcije |f|, f™ za vsak n € N in fg, kjer je |f|(x) = |f(x)|, f"(z) = f(z)" in
(f9)(x) = f(x)g(x) za vsak x € [a, b].

Dokaz. Funkciji v — |u] in u — u" (za n € N)) sta zvezni, tako da lahko uporabimo

izrek 4. Poleg tega je fg = [(f +¢9)? — f? — ¢%]/2 in zaradi trditve 5 je potem integrabilna
tudi funkcija fg.

Opomba. Obrat posledice ne velja: naj bo npr. f = g = xq, karakteristicna funkcija
mnozice racionalnih Stevil. Vemo, da ta funkcija ni integrabilna na nobenem intervalu,
njena absolutna vrednost in njen kvadrat pa sta integrabilni funkciji, saj sta obe enaki

konstantni funkciji 1.

TRDITEV 8. Ce sta f in g integrabilni funkciji na intervalu [a,b] in velja f(z) < g(x)
za vsak x € [a,b], velja tudi fabf(x)dm < fabg(x)

Dokaz. Ta neenakost velja za poljubno Riemannovo vsoto S(f; D,Tp) = Y ,_, f(tx) Az
<> 1 9(tg)Axy = S(g; D, Tp), torej tudi v limiti.

Recemo, da je doloceni integral monotoni funkcional.

POSLEDICA 1. Ce je a < b, velja ]fab f(x)dz| < f;\f(x)\dx Ce je a > b, pa velja
b b
| [, f)dz| < = [ 1f(2)|de.

Dokaz. Takoj sledi iz trditve 8 ob upostevanju opombe za trditvijo 6.

b
POSLEDICA 2. Iz m < f(x) < M na |[a,b] sledi m < %/ flx)de < M .
—al,

Dokaz. Tudi to dobimo iz trditve 8.

SLIKA 7
DEFINICIJA 3. Izraz p = ﬁ f; f(x)dx imenujemo povprecna vrednost integrabilne
funkcije f na intervalu [a,b]. Vidimo, da lezi g med m = inf{f(z);a < z < b} in
M = sup{f;a <z < b}.

Omenimo Se pomembno posledico tocke 8.
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TRDITEV 9. Ce je f zvezna funkcija na intervalu [a,b], obstaja taka tocka c € [a,b],
da velja f(c :—/ f(x)dx.

Dokaz. Povprecna vredost p funkcije f zadoséa po posledici 2 pogoju m < u < M.
Potem pa rezultat sledi iz znanega dejstva, da zavzame zvezna funkcija na zaprtem in
omejenem intervalu vsako vrednost med najmanjso in najvecjo.

IZREK 5 (Prvi izrek o povpreéni vrednosti). Naj bosta funkciji f, g integrabilni na
intervalu [a,b] in naj za vsak x € [a,b] veljam < f(x) < M. Poleg tega naj bo na intervalu
[a,b] funkcija g povsod istega predznaka. Tedaj obstaja tako Stevilo p € [m, M], da velja

/ F(@)g(x)dz = /:g(x)dx.

Dokaz. Naj bo npr. g(z) > 0 za vsak z € [a,b]. Iz m < f(z) < M dobimo mg(x) <
f(z)g(z) < Mg(z) za vsak x € [a,b] in zato tudi

/ dx</f dng/abg(x)dx

Ce je f;g(:c)d:c =0, je tudi ff f(z)g(x)dx = 0 in vsak yu je dober. Ce pa je f: g(x)dz #0,

je
mé/abf(x d:c// 2)dz < M.

Srednji ulomek ozna¢imo z i, paimamo m < u < M in hkrati fb f(@)g(z)dr = p fabg(x)dx
Podobno, samo z obrnjenimi neenac¢aji, dokazemo izrek, ¢e je g(x) < 0 za vsak x € [a, b].

POSLEDICA. Ce je funkcija f zvezna in funkcija g integrabilna in povsod istega predz-
naka na intervalu [a,b], obstaja tako Stevilo ¢ € |a,b], da je

[ s = s [ g@ae

Dokaz. Vemo, da zavzame zvezna funkcija na kompaktnem intervalu [a, b] vsako vred-
nost med m = inf{f(z);a < z < b} in M = max{f(z);a < z < b}, torej tudi vrednost
= f; f(x)g(x)dz/ f(fg(x)dm iz dokaza prejsnjega izreka.

Zveza med dolocenim in nedolocenim integralom

Racunanje doloc¢enega integrala po definiciji je zelo komplicirano, tudi v primeru, ko
integriramo zvezno funkcijo, zato je ugodno poznati Se druge nac¢ine. Izpeljimo osnovno
povezavo med dolocenim in nedolocenim integralom.

IZREK 6. Naj bo f omejena integrabilna funkcija na intervalu [a,b]. Definirajmo
= [T f(t)dt, x € [a,b]. Tedaj je G:

(a) zvezna funkcija zgornje meje na intervalu |a, bl;

(b) odvedljiva funkcija zgornje meje v vsaki tocki x, v kateri je f zvezna funkcija, in
velja G'(z) = f(x).

Dokaz. (a) Hitro se lahko prepricamo, da je G(x + h) — G(z) = fg‘;Hh f(t)dt, torej po
posledici 1 trditve 7 |G(z + h) — G(z)| < |f;+h |f(t)|dt| < M]|h|, kjer je M > |f(t)| za
vsak ¢ € [a,b]. Odtod takoj sledi, da je G zvezna funkcija v vsaki tocki = € [a, b].
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T — T z+h
fes h})l ct) — flz) = %/ (f(t) — f(x))dx. Ker je funkcija f

xT
zvezna v tocki x, za vsak € > 0 obstaja tak & > 0, da velja |f(t) — f(x)| < ¢, ¢im je
|t — x| < 0. Zato lahko ocenimo

Glxz+h)—G)
S |h|'/

za vsak |h| < §. To pomeni, da je limita diferen¢nega kvocienta funkcije G (ko h — 0)
enaka f(z). Torej je funkcija G odvedljiva v tocki z in njen odvod enak G'(z) = f(z).

(b) Izrac¢unajmo

(z)|dx| < €

POSLEDICA Ce je f zvezna funkcija na intervalu [a,b], je funkcija G, definirana s
predpisom G(z) = [ f(t)dt, = € [a,b], povsod na [a,b] odvedljiva in velja G'(x) = f(z) za
vsak x € [a, b]

Torej je G je nedoloceni integral (primitivna funkcija) Zvezne funkcije f. Ce je F
poljuben drug nedoloceni mtegral funkcue f, je kot znano, F(z f fdt + C. Ker
je F(a) = C, velja F(z) = [T f(t)

Vstavimo tocko x = b, pa dobimo osnovno formulo integralskega racuna:

b
/ F(t)dt = F(b) — F(a).

To formulo imenujemo tudi Leibnizova formula. Vcasih zapiSsemo krajse f; f)ydt =
F(2)|%, kjer pomeni F(z)|2 = F(b) — F(a). To pomeni, da dologeni integral izracunamo
tako, da najprej pois¢emo nedoloceni integral (primitivno funkcijo) F, ¢e le-ta obstaja,
vanjo vstavimo najprej zgornjo mejo b, nato spodnjo mejo a in oboje odstejemo.

V zgornji posledici smo videli, da primitivna funkcija obstaja za vsako zvezno funkcijo
f. Za zvezne funkcije torej osnovna formula velja in najveckrat bo to dejstvo za naSe
izracune zadoscalo. Velja pa za vsako integrabilno funkcijo, za katero obstaja primitivna
funkcija (tj. odvedljiva funkcija F' z lastnostjo F' = f).

IZREK 7 (Osnovni izrek integralskega racuna). Naj bo f taka integrabilna funkcija
na intervalu |a,b], ki ima na [a,b] primitivno funkcijo F. Tedaj velja

/ f(z)dz = F(b) - F(a).

Dokaz. Za poljubno delitev D = {zg, z1,...,z,} intervala [a,b] lahko po Lagrangevem
izreku poiscemo na odprtih intervalih (zx_1, zx) take tocke t, da velja F(xg) — F(xp_1) =
F'(tg)(xg — xp—1) = f(tx)Axk. SeStejmo obe strani teh enakosti po & od 1 do n, pa
dobimo F(z,) — F(xo) = Y p_y f(tx)Azy oziroma F(b) — F(a) = S(f;D,Tp). To velja
za vsako delitev D in ustrezno izbiro podrejene mnozice Tp. Ker vemo, da je funkcija f
Riemannovo integrabilna, konvergirajo desne strani proti integralu f b f x)dx, kakor hitro

konvergira |D| = maxy, Az proti ni¢. V limiti torej dobimo F(b) f flx
Metode za racunanje dolocenega integrala

1. Uporaba osnovne (Leibnizove) formule. Najprej izracunamo nedoloceni integral,
nato pa vstavimo meje.

ZGLED. (a) [ sinzdz = —cosz[] = (—cosm) — (—cos0) =

L de
(b)/12+ — (2 +2)]L, = In 3.
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2. Metoda zamenjave spremenljivke (substitucija). Ce je f zvezna funkcija na

intervalu [a,b], ni problema. Izberemo (ne nujno monotono) zvezno odvedljivo funkcijo

x = z(t), ki preslika interval [«, ] na interval [a, b], tako da je z(a) = a, x(8) = b. Do-
. b

bimo [ f(x)dx = fff(x(t))x’(t)dt.

Dokaz. Ker je f zvezna funkcija na [a, ], obstaja po osnovnem izreku integralskega
racuna primitivna funkcija F', tako da je F(b) — f f(z)dz. Definirajmo funkcijo
G(t) = F(x(t)) za vsak t € [, 3]. Ker je F'(x) = f(ac) za Vsak x € [a,b], je po veriznem
pravilu tudi G'(t) = f(xz(t))2'(t) za vsak t € o, 5]. Torej je

B b
/ fz(t)2 (t)dt = G(B) — G(a) = F(z(8)) — F(z(a)) = F(b) — F(a) = / f(z)dz

Iz postopka vidimo naslednje: ko nadomestimo = s funkcijo z = x(t), nadomestimo tudi
diferencial dz z dx = 2/(t)dt, tako da je f(z)dz = f(z(t))z'(t)dt.

ZGLED: (a) V integral fol V& + 1dz uvedemo substitucijo o + 1 = t oziroma =z =
t2 — 1. Dobimo dx = 2tdt, integral pa je enak 2 flﬂ t2dt = 2(2v/2 — 1)/3.

(b) Ce v integral I = fe l“x“dx uvedemo substitucijo x = e, 0 <t < 1, oziroma In z = ¢

in dz/x = dt, dobimo I = fo t2dt = 1/3.

i __ 37 sin tdt
(¢) Za integralu I = [ 2

- Iy lzafz In(2+z)|L; =In 3.

postavimo x = cos t, dvr = —sin tdt in najdemo I =

Ce je substitucijska funkcija z = () monotona (narascajoca ali padajoca), velja enaka
formula za izracun integrala z zamenjavo spremenljivk tudi v splo$nejsem primeru.

IZREK 8 (o zamenjavi integracijske spremenljivke). Naj bo zvezno odvedljiva
x = x(t) naraScéajoéa funkcija na intervalu |c, 5] in naj preslika interval [, 5] surjektivno
na interval [a,b]. Potem je za poljubno realno funkcijo f, definirano na intervalu [a,b],
funkcija g(t) = f(x(t))a'(t) integrabilna na [«, 5] natanko takrat, ko je f integrabilna na
[a,b], in tedaj velja

/abf(x)dx = /jf(x(t))x’(t)dt_

Dokaz. Izberimo poljubno delitev D; = {tg,t1,...,t,} intervala [«, ] in naj bo z =
x(tg) za k = 0,1,...,n. Potem definira mnozica D, = {zg,z1,...,x,} zaradi naras¢anja
funkcije x = z(t) delitev intervala [a,b] (nekatere zaporedne tocke xj lahko sovpadajo,
toda to samo pomeni, da so v ustrezni Riemannovi vsoti nekateri ¢leni lahko enaki nic).
Riemannova vsota za funkcijo g je enaka S(g; D¢, Ty) = > 5y f(x(m))2’ (1) Aty, Kjer je
T € [tk—1,tx] (in zato & = x(7x) € [xp_1,xk]) za vsak k. Potem pa po Lagrangevem
izreku za vsak k obstaja tak 7, € (tx—1,tx), da je x(ty) — x(tp—1) = 2'(7},) At in imamo
tudi

S(f; Dz, Ty) fok A$k—2f€k z(tk) — z(tk—1) Zf a(1y))a’ (77,) Aty

Naj bo f 1ntegrab11na funkcija na [a, b]; torej je f omejena na [a,b] in naj velja M =
sup{|f(z)|; = € [a,b]}. Ce odstejemo obe Riemannovi vsoti med seboj in upostevamo, da
je funkcija 2’ = 2/(¢) na intervalu [«, 3] enakomerno zvezna, tako da za vsak € > 0 obstaja
d > 0 z lastnostjo |2/(1) — 2/(7")| < ¢/(2M (B — ), ¢e |7 — 7’| < §, dobimo (za dovolj fino
delitev D) pri pogoju |Dy| < § oceno

1S(9; Do i) = S(f; Dy Te)l < |f (w(mi))| |2/ (mx) — &' ()| Aty < €/2.
k=1
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Ker je odvod 2/ = 2/(t) zvezna in zato omejena funkcija na intervalu [a, 8], imamo pri
dovolj majhnem § > 0 tudi

|D,| = max Az = mkax(x(tk) —x(tp—1) = max |2’ ()| Aty < max |2’ (1) || D

tako majhen, da velja zaradi integrabilnosti funkcije f tudi \S(f D,,T,) — f;f(x)dx\ <
€/2. Torej je pri takem § veljavna neenakost |S(g; Dy, T;) — f f(x)dz| < €, kar pomeni,
da je tudl funkcua g integrabilna na intervalu [«, 5] in da velja fa f(z)dz = ffg(t)dt =
J2 F (e ().

Iz mtegrabllnosti funkcije f na [a,b] smo dokazali integrabilnost funkcije g na [a, g].
Obratno pokazemo na enak nacin in izrek je dokazan.

Podobno velja v primeru, ko je = x(t) zvezno odvedljiva padajo¢a funkcija na [«, 3] z
zalogo vrednosti [a, b].

3. Metoda integracije po delih (per partes). Formula za integracijo po delih je
podobna kot pri nedolotenem integralu, le da upostevamo tudi meje: f; udv = uv|l —

f; vdu. Poglejmo, pri kasnih pogjih na u in v velja ta formula.

IZREK 9. Naj bosta funkciji u in v odvedljivi na intervalu [a, b] in naj imata integrabilna
odvoda u' in v'. Potem sta tudi funkciji uv' in u'v intgrabilni na [a,b] in velja

b b
/ u(z)v' (z)de = u(z)v(x)[® —/ v(z)u (z)dz.

Dokaz. Ker sta funkciji u in v povsod odvedljivi, sta zvezni in zato tudi integrabilni na
[a,b]. Njuna odvoda v’ in v' sta po predpostavki integrabilni funkeiji, zato sta integrabilna
tudi produkta wv’ in w'v. Ker je (uv)’ = v'v + uv’ je po osnovni formuli integralskega
racuna f;(u(x)v’(x) + v(z)u/(z))dx = f;(uv)’(:c)d:c = u(z)v(z)[®, od koder sledi zaradi

aditivnosti integrala zgornja formula.

ZGLED. (a) [y xsinzdr = (—xcosz)f + [, coszdr =7 + sinz[j = 7.
b) [Pnzde=xn z} — [Pde=2In2—1.

Kot zgled za uporabo itegracije po delih izpeljimo naslednji pomembni izrek o povprecni
vrednosti.

IZREK 10 (Drugi izrek o povpreéni vrednosti). Naj bo f odvedljiva monotona
funkcija z integrabilnim odvodom f' in g poljubna zvezna funkcija na [a,b]. Potem je
produkt fg integrabilna funkcija na [a,b] in obstaja taka tocka c € |a,b], da velja

/abf(x)g(w)dx = f(a) /: g(z)dz + f(b) /Cbg(x)dx.

Dokaz. Ker je funkcija f odvedljiva povsod na intervalu [a,b], je tam zvezna, tako
da je produkt fg z zvezno funkcijo g tudi zvezen in zato integrabilen na [a,b]. Naj bo
= [F g(t)dt, tako da je G'(z) = g(x) za vsak z € [a,b]. Po formuli za integracijo per

partes (za funkcm u = f in v = G) imamo

b b b
[ t@g@ris = @G~ [ F @@ = 060 - [ @6

Ker je v zadnjem integralu funkcija f’(x) integrabilna in povsod istega predznaka, G
pa zvezna funkcija obbtaja po posledici izreka 5 taka tocka ¢ € [a,b], da velja formula

f f(x)G(x)dx = f f/(x)dz. Seveda je f f(x)dx = f(b) — f(a), tako da imamo
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f; f(x)G(x)dz = (f(b) — f(a))G(c) oziroma iskano zvezo:

b
/ f(@)g(z)dr = f(O)G(b) — (f(b) = f(a))G(c) = f(a)G(e) + F(O)(G(D) — G(c))-

POSLEDICA. Naj bo funkcija f nenegativna in odvedljiva z integrabilnim odvodom,
funkcija g pa zvezna povsod na intervalu [a,b)].
(a) Ce je f padajoca na [a,b], obstaja taka tocka d € [a,b], da velja

/ e = f(a) / " (e

(b) Ce je f naraiéajoca na [a,b], obstaja taka tocka d € [a,b], da velja

/ e -0 | " gl

Dokaz. (a) V dokazu izreka 10 smo videli, da za neko tocko ¢ € [a, b] velja

b
/ f(@)g(x)dz = f(B)G(b) = (f(b) = f(a))G(c) = f()G(D) + (f(a) = F(b)G(c)-

Najbom = min G(z) in M = max G(z) na intervalu [a, b]. Potem je zaradi zadnje enakosti

/f 2)dz < Mf(a).

Ce je fla) =
je f f )g z)dz = 0 in iskana formula velja za poljuben d. Ce pa je f(a) > 0, je
m < f fa )dx < M in zaradi zveznosti funkcue G obstaJa taka tocka d € [a, ],

9(x)
da je G(d) = Lf x)dx oziroma f f(x)g(z)dx = f g(z)dz (totka (a)).

0, je zaradi nenegativnosti in padanja funkcije f tudi f(b) = 0, tako da

()
f(a)

Za dokaz tocke (b) ravnamo enako le namesto G(x) = [ g(t)dt vzamemo kot primi-
tivno funkcijo za g funkcijo G(x fb

ZGLED. Najbo 0 < a <b,p>0, f(x) =1/2zP in g(z) = sin z. Tedaj je po tocki (a)
zgornje posledice za neko stevilo d € [a, b

b d
1 1
/ S0 e = —/ sinxdx = —(cos a — cos d),
a ap a ap

P

sin x 2

dz| < =
aP

se pravi, da velja ocena | /

Numeriéno racunanje dolocenih integralov
Ogledali si bomo dve osnovni metodi za numeri¢no (priblizno) ra¢unanje dolo¢enih in-

tegralov. Osnovna ideja je pri obeh metodah ista: integrand aproksimiramo s funkcijo,
katere integral je preprosto izracunati.

Sy

v

a Xe-1 Xk b

SLIKA 8
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(A) Trapezna metoda. Razdelimo interval [a, b] na n enakih delov, tako da je dolzina
vsakega od njih enaka h = (b — a)/n. Delilne tocke so zy = a + kh, k = 0,1,2,...,n, pri
¢emer je xg = a in x, = b. Na vsakem podintervalu [z}_1, 2% aproksimirajmo integrabilno
funkcijo f z linearno funkcijo fr(x) = f(xg—1) + (f(xk) — f(xx—1))(x — x—1)/h, integral

f;:_l f(z)dx pa z integralom (linearne funkcije)

/ " fe@)de = h(f(ze) + flo))2

(za f(zk—1), f(xx) > 0 je to ploséina trapeza, odtod ime metode). Priblizek za integral po
celotnem intervalu [a, b] dobimo potem kot vsoto integralov po posameznih podintervalih:

/ e dm~2h (st F(@0))/2 = (7 (@0) +2f (1) 420 (22) 4 o 2f )+ 22)

oziroma, Ce raje pisemo yi = f(zr) za k =0,1,2,...,n
b n
h
/ f@)de = hyr—1 + yr)/2 = 5 (o + 21+ 292 + oo+ 2401 + yn).
a —

Zgornjo formulo imenujemo trapezna formula; spada med najbolj preproste formule za
numeri¢no integriranje funkcij, ki jim skupnim izrazom recemo kvadraturne formule.

Izpeljimo Se oceno napake, ki jo naredimo pri uporabi trapezne formule za dovolj gladko
funkcijo.

IZREK. Naj bo f dvakrat zvezno odvedljiva funkcija na intervalu [a,b] in A, ( f(zo)+
2f(z1) + 2f(x2) + ... + 2f(zn—1) + f(xn)) desna stran trapezne formule pri enakomerm’
razdelitvi intervala [a, b] na n enakih delov, tako da je h = (b — a)/n. Potem velja ocena:

b h2 b— " b— 3 "
An= [ sty < TOZD s 177)) = LA ma 170
Dokaz. Naj bo F(z) = [ f(t)dt za vsak = € [a,b] ter By = h(f(x) + f(2p-1))/2 —

F(zg) + F(xg—1) in ¢ = (xk 1+ xk)/2 za vsak k = 1,2,...,n. Definirajmo funkcijo
Gr(t) =t(f(cp + 1)+ flex — 1)) — F(cp +t) + F(cp — t) — 8Byt3 /b3,

Opazimo, da je Gx(0) = 0 in Gx(h/2) = h(f(zk)+ f(2k-1))/2— F(zx) + F(2k-1) — By = 0.
Po Rolleovem izreku obstaja taka tocka dj, € (0,h/2), da je G}.(d;) = 0. Ker je G.(t) =
t(f'(cx +1) — f'(cx — 1)) — 24Bxt? /%, imamo 0 = G} (dy,) = di(f'(cy, +dy,) — f'(cx — dy)) —
24Bkd% /h3. Odtod lahko izrazimo B}, in z upostevanjem Lagrangevega izreka obstaja taka
tocka ty € (cx — dg, ¢, + di), da je

h3

3
o (e ) = F'ex = ) = 1500

By =

in zato |By| < h3maXa<z<b|f (z)]/12.
Ker je Ay — [} f(x)dz = (1/2) Sp_y (f(ro1) + f(@n) — Sy [2° | f(z)do =
2 k=1 (h(f (k) + f(2r-1))/2 = F(2x) + F(xp-1) = X5—1 B, velja ocena

h2(b—a
4, —/f dx|<Z|Bk|<—ma @) = 02D e (1)) =

12 a<z<b 12 a<z<b

)
b= pax |77(2).

12n2 a<z<b
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ZGLED. Izra¢unajmo npr. po trapezni metodi priblizno vrednost integrala

/1 dzx
=In2
0 1'+’$

na dve decimalki natanéno. Ker je sedaj f”(z) = 2/(1 + x)? in max,<,<; |f"(2)| = 2,
moramo zaradi ocene napake |A, — f; flx)dx| < 12”%3 maxg<q<p |f(x)] = 1/6n% vzeti

n > 6, ¢e zelimo, da je napaka pod 0.005. Pri n = 6 imamo zy =0, 1 = 1/6, 2o = 1/3,
x3=1/2, 24 =2/3, x5 =5/6 in xg = 1 ter yp = 1, y1 = 6/7 = 0.8571, yo = 3/4 = 0.7500,
ys = 2/3 = 0.6667, y4 = 3/5 = 0.6000, y5 = 6/11 = 0.5455 in yg = 1/2 = 0.5000.
Trapezna formula za n = 6 nam torej da priblizek

Ag = (1.0000+41.71424-1.5000+41.3334+1.2000+1.0910+40.5000) /12 = 8.3386/12 = 0.6949.
Prava vrednost je 0.6931, napaka pa manjsa od 0.002.

(B) Simpsonova metoda. Tudi zdaj razdelimo interval [a,b] na enake podintervale,
vendar jih mora biti 2n (sodo mnogo) in so dolzine h/2, kjer je kot prej h = (b—a)/n. Pri
tej metodi aproksimiramo na vsakem paru sosednjih podintervalov funkcijo f s kvadratno
funkcijo fi(z) = ag(x —Top_2)? + Br(x — Top_2) + Yk, Kjer koeficiente oy, By in 4 dolocimo
tako, da je fr(zor—2) = f(wor—2) = vor—2, fe(Tar—1) = f(wor—1) = yor—1) in fr(zo) =
f(ar) = yax. Ti trije pogoji pomenijo, da je yor—2 = Vi, 4yor—1 = axh® + 26ph + 4y, in
yor = ah® + Brh + Yi; z njimi so koeficienti oy, G5 in ¥4 enolicno doloceni.

Integral ffk’il f(x)dx se pri tem aproksimira z integralom kvadratne funkcije

Tofk h
/ fre(z)dz = / (ot? + Bit + i )dt = o h® /3 + Brh? /2 + yh =
T 0

2k—1

h h
8(20%}12 + 36kh + 61) = E(y%fz + 4dyor—1 + yor)-

Ce to storimo za vsak k = 1,2,...,n in vse skupaj sestejemo, dobimo aproksimacijo inte-
grala funkcije f na vsem intervalu [a, b]:

b n
/ f@)de = hyap—a + dwor—1 + yax) /6 =
a k=1
h
g(yo + 4y + 2y2 + 4ys + 2ys + ... + 2y2n—2 + 4Y2n—1 + Y2n)-

To je t.i. Simpsonova kvadraturna formula. Je zelo natanéna in ze pri majhnih vred-
nostih za n daje dobre priblizke. Brez dokaza povejmo, da velja za napako R,, ocena

a 5
b= pax [fD(@)).

2880nF atesh

| Rl <

ZGLED. Pri ra¢unanju prej$njega integrala 01 147 = In2 po Simpsonovi formuli zadosca

vzeti n = 2, saj je po zgornji oceni napaka manjsa od 2/(2880-16) ~ 0.00004. Po Simpsonu
dobimo

1

dz h

/1+ §(yo+4y1+2y2+4y3+y4) (14+16/54+4/34+16/7+1/2)/12 ~ 0.6932.
0

Opomba. Numeri¢no sicer ra¢unamo integrale, ki se jih ne da izraziti z elementarn-
imi funkcijami, npr. I = fol e=2*/2. Po trapezni formuli dobimo pri n = 5 priblizek
I ~ 0.8536, Simpsonova formula pa nam da ze pri n = 2 priblizek I ~ 0.8557. Prava
vrednost je I = 0.8556 (glej [?]).
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3. Uporaba doloc¢enega integrala v geometriji

Integriranje funkcij je zelo uporabno v naravoslovju, tehniki, ekonomiji in tudi drugje,
kjer se uporabljajo moderne matemati¢ne metode. Vecine zahtevnejsih fizikalnih koli¢in in
izrekov npr. ni mogoce niti formulirati niti obravnavati brez integralov. Tu se v uporabo in-
tegrala v drugih vedah ne bomo spuscali, ogledali si bomo le nekaj bolj preprostih geometri-
jskih aplikacij.

(A) Racunanje ploséin likov.

Vemo 7e, da je doloceni integral tesno povezan s ploséino krivoértnih likov. Ce je npr.
f(x) > 0 na [a,b], je plos¢ina lika, ki ga na intervalu [a,b] oklepajo krivulja y = f(x),

f f

\%

N}
S

SLIKA 9
Ce je f(z) > g(x) na [a,b] (slika 29b), je ploséina med njima na [a, b] enaka
b
p= [ () - gl

Nekoliko bolj zapletena situacija nastopi, ¢e se obe krivulji prepletata. Tedaj moramo
izracunati del plos¢ine med njima na posameznih odsekih in potem te posamezne prispevke
seSteti.

a
ZGLED. (a) Plos¢ino (polovice) kroga izra¢unamo z integralom p = 4 / Va2 — x?dz.
0
Uvedemo substitucijo z = asint. Torej je dx = acostdt in

B ) /2 ) B ) /2 By
p=4da cos” tdt = 2a (1 + cos2t)dt = a*m.
0 0

(b) Plos¢ino med sinusom in kosinusom na intervalu [0, 27] izra¢unamo z vsoto integralov

/4 5m/4 2m
/ (cos z —sin x)dz + / (sin  — cos x)dz + / (cos  — sin x)dx = 4V/2.
0 /4 5m/4

Vcasih lahko na ta nacin izracunamo tudi ploscino lika, ki ga omejuje parametri¢no
podana krivulja.

ZGLED. Plos¢ino pod enim lokom cikloide izra¢unamo z

2am 2m
p= / ydr = / a(l — cost)a(l — cost)dt =
0 0

2 w/2
a? / (1 — 2cost + cos®t)dt = 4a* / (1 + cos® t)dt = 3a*n.
0 0

Upostevali smo, da je y = a(l — cost) in dx = a(1l — cost)dt.
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Oglejmo si nekoliko podrobneje ra¢unanje ploséin pri parametriéno podanih krivuljah.
Ce je y(t) > 0 in je tudi ©(¢) > 0 (in zato z naraséa) za a < t < (3 (tako kot pri zadnjem
zgledu), je plos¢ina enaka p = | f y(t)x(t)dt. To velja, tudi ¢e & nima stalnega predznaka
na intervalu [o, 8]. Kjer je & > 0, potuje tocka (x,y) po krivulji v desno in prispevek k
ploscini pod krivuljo je pozitiven. Kjer pa je # < 0, potuje tocka (z,y) po krivulji v levo
in prispevek k ploséini pod krivuljo je negativen (slika 10).

SLIKA 10

Parametrizacija ravninske krivulje je dana s parom zvezno odvedljivih preslikav z =
z(t), y = y(t), a <t < B3, ali kar z eno vektorsko funkcijo F : [a, 3] — R2, kjer je
F(t) = (x(t),y(t)). Vektorsko funkcijo odvajamo po komponentah: F(t) = (&(t),5(t))
za vsak t. Tej funkciji F re¢emo pot (tocke (x,y) po ravnini R?), njeni zalogi vrednosti
{F(t); a <t <} pa krivulja v ravnini (ali lok krivulje v ravnini).

Seveda imata dve razlicni funkciji lahko isto zalogo vrednosti, torej ima dana krivulja
na sploh razliéne parametrizacije. Ce je npr. ¢ : [y,0] — [a, 8] poljubna druga zvezno
odvedljiva funkcija, ki preslika interval [y, d] surjektivno na interval [«, 5], je F o ¢ druga
parametrizacija iste krivulje. Da se pokazati, da lahko poljubno drugo parametrizacijo
dane krivulje dobimo na ta nacin.

Kriti¢ne so tocke t, kjer je @(t) = 0 in ¢(¢) = 0 ; v njih smer ni dolo¢ena, (pri cikloidi so
npr. take tocke t = £2km, k € 7Z, kjer nastopi ost). Da se temu izognemo, zahtevamo, da
je parametrizacija povsod regularna.

DEFINICIJA 1. Recemo, da je parametrizacija F' dane krivulje je v tocki ¢ regularna, ce
je F(t) # (0,0). Ce je to res za vsak t € [«, (], reCemo, da je parametrizacija F regularna
povsod.

Regularna parametrizacija doloca usmerjenost krivulje, podana je s smerjo potovanja
tocke F(t) po krivulji. Pogosto tvorijo krivulje zakljuceno zanko (pot se vrne v zacetno
tocko), ki omejuje nek lik. Tedaj recemo, da je usmerjenost pozitivna, Ce je ta lik pri
potovanju po krivulji na levi strani.

DEFINICIJA 2. Gladka enostavno sklenjena krivulja je krivulja z regularno parame-
trizacijo F : [a, 3] — R2, za katero velja:
(i) F(a) = F(B) (gladkost);
(ii)) F(a) = F(0) (sklenjenost);
(iii) F(s) # F(t) za s,t € [, 3), s # t (enostavnost).

Zadnja tocka (iii) pove, da je funkcija F' na intervalu [a, 3) injektivna; torej se tocka na
krivulji F'(t) za noben ¢ < # ne vrne v nobeno prejsnjo tocko, ampak se to zgodi Sele pri
t = p (ii). Izpeljali bomo formulo za izra¢un ustrezne ploscine.

TRDITEV 1. Plos¢ina obmocja, ki ga omejuje gladka enostavno sklenjena krivulja z
reqularno parametrizacijo in s pozitivno usmerjenostjo, je enaka

5] 8 8
p= [ s =— [ y0iwd =5 [ @i - s
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Dokaz. Oglejmo si npr. integral ff y(t)z(t)dt. Ker je x = x(t) zvezna funkcija na kom-
paktnem intervalu, doseze na njem svoj globalni minimum, npr. v tocki -, in svoj globalni
maksimum, npr. v tocki 7. Brez skode lahko predpostavimo, da je v = « (sicer izberemo
novo regularno parametrizacijo, ki ustreza temu in vsem drugim pogojem, s preprostim
premikom). Potem pomeni [7 y(t)i(t)dt ploséino med abscisno osjo in med spodnjim de-
lom krivulje (predznaceno, ¢e je krivulja kje pod abscisno osjo), integral |’ Tﬁ y(t)z(t)dt pa
negativno plos¢ino med abscisno osjo in zgornjim delom krivulje. Skupaj dobimo ravno
negativno ploscino lika, ki ga krivulja omejuje (glej sliko 11).

Prvo formulo p = | f x(t)y(t)dt dokazemo podobno, ¢e zamenjamo vlogo obeh osi, ali
pa jo izpelejmo z integracijo pod delih; tretja formula p = %ff(x(t)y(t) —y(t)x(t))dt je
povprecje prvih dveh.

v

SLIKA 11

1 (B
Pogosto zadnjo formulo za plos¢ino zapisemo na kratko p = 3 / (xdy — ydx).
[}
ZGLED. Izra¢unajmo plos¢ino elipse, podane v parametricni obliki z enacbama x =
acos t, y ="bsin t, 0 <t < 27. Potem je npr.

ab 2w

27 1 2
p=— / (xdy — ydx) = —/ ((acos t)(bcos t) + (asin t)(bsin t))dt = dt = abm.
2Jo 2.Jo 2 Jo

V posebnem primeru dobimo pri @ = b ploséino kroga.

Opomba. Ce F(a) # F(f3), izracunamo po tej formuli samo plo§éino izseka, ki ga ome-
juje krivulja in zveznici od koordinatnega izhodisca do zacetne in kon¢ne tocke krivuljnega
loka. Ceprav rob tega izseka zdaj ni povsod gladek, formula velja, saj so tudi odsekoma
zvezne funkcije integrabilne. Plos¢ino ¢etrtine elipse npr. izracunamo z integralom

1 w/2 1 w/2 ) )
3 /0 (zdy — ydz) = 3 /0 ((acos t)(bcos t) + (asin t)(bsin t))dt =
/2
%b cos? t dt = abm /4.
0
A
B Y
p
o
0 >

SLIKA 12
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TRDITEV 2. Ce je krivulja podana v polarnih koordinatah z enacbo r = r(¢), kjer je
a < ¢ < f, je ploséina krivuljnega izseka podana s formulo:

B
p=3 [ e

Dokaz. To formulo takoj izpeljemo iz formule za izracun plos¢ine krivuljnega izseka v
parametri¢ni obliki, saj je zdaj parameter ¢t = ¢, spremenljivki pa = rcos ¢, y = rsin ¢
in zdy — ydx = r?(cos? ¢ + sin? ¢)dp = r?d¢. Lahko tudi upostevamo, da je izraz %T2d¢
enak ploséini enakokrakega trikotnika s krakom 7 in vmesnim kotom d¢.

1 27
ZGLED. (a) Plos¢ino kroga bi lazje izracunali s formulo p = 5 / a’de = a’n.
0

(b) Plos¢ina enega polnega zavoja Arhimedove spirale r = a¢ je enaka

1
p= 2/ a?¢?dp = 4a*n3 /3.
0
(c) Ploséina srénice (kardioide) s polarno enacbo r = a(1 + cos ¢) pa je

a2

2m 9 9 27 9 9
p:§/0 a*(1 — cos @) dgb:;/o (1 4+ 2cos ¢ + cos” ¢)do = 3a”m/2.

(B) Racunanje lo¢nih dolzin.

Kot prej naj bo krivulja parametrizirana z zvezno funkcijo F : [a, 3] — R2. Interval
[a,ﬂ] razdelimo na n podintervalov s tockami o = tg < t; < ... < t, = 8. Tej delitvi
= {to,t1,...,tn} priredimo vsoto \(D) = > y_, | F (tx) — F(tx—1)||, ki pomeni dolzino
pohgonbke ¢rte s krajisci v izbranih tockah F(tx) = (z(tx),y(tx)) na krivulji. Pri finejsi
delitvi se ta izraz kvecjemu poveca. Ce so vse te vsote navzgor omejene, obstaja njihov
supremum. V tem primeru rec¢emo, da je pot (tj. zvezna funkcija F) izmerljiva in da je

njena dolzina enaka temu supremumu. Imamo torej naslednjo definicijo.

DEFINICIJA 3. Dolzina poti, tj. zvezne funkcije F', je enaka
I(F) =sup{\(D); D delitev intervala [«, 3]}.

y(tk)
y(tk_l)

a x(t_) xt) b

SLIKA 13

TRDITEV 3. Naj bo F : |a, 3] — R? zvezno odvedljiva parametrizacija dane krivulje.
Potem je pot F izmerljiva in njena dolZina je dana z integralom

I(F) = /QHF )l dt = /Wdt

Dokaz. Po definiciji za vsako delitev D = {tg,t1, ..., t,, } velja

D) =" /(@) — a(te-1)2 + (y(te) — y(te1)2.
k=1
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Po Lagrangeu je x(ty) — 2(ty—1) = @(cx) (tk — te—1) in y(tx) —y(te—1) = Y(dp) (tx — tk—1),
kjer jetp_1 < cr, dp < tg. Torej je )\(D) = ZZ:l \/a’c(ck.)Q + y(dk)2Atk, Aty =ty — tp_1
za vsak k. To spominja na Riemannovo vsoto S(h; D,Tp) = > 14 \/&(ck)? + y(ck)? Aty
za funkcijo h(t) = \/@(t)?2 4+ §(t)2, ki je tako blizu integralu I = ff Va(t)? + y(t)? dt kot
zelimo, ¢e je le delitev D dovolj drobna, npr. |I — S(h; D,Tp)| < €/2.

Po drugi strani so tocke ¢ in di z istega podintervala. Zaradi zveznosti funkcije h,
lahko pri dovolj drobni delitvi dosezemo, da je tudi |S(h; D,Tp) — A(D)| < €/2, skupaj
torej [I — N(D)| < [I — S(h; D, Tp)| + |S(h; D,Tp) — A(D)| < e.

TRDITEV 4. Naj bo F : [a, 8] — R? zvezno odvedljiva funkcija in ¢ : R — R strogo
monotono naraséajoca in zvezno odvedljiva funkcija, ki preslika interval [7y,d] bijektivno
na interval [a, §]. Potem je dolzina poti F o ¢ enaka dolZini poti F'.

Dokaz. Izra¢unajmo

6 . .
1P 00) = [ \Ji0)2(5)2 + i0(6))265)2 ds =

) . 6}
/ VEGEE T 105 b(s) ds = / VERE T 902 dt.

Na koncu smo zamenjali spremenljivko v doloenem integralu: ¢ = ¢(s), dt = gf)(s)ds.

Zadnja trditev pove, da je izracun dolzine dane poti neobcutljiv za zvezno odvedljive
bijekcije. To pomeni, da je smiselno definirati tudi pojem dolzine dane krivulje, ki bo
neodvisen od dane regularne parametrizacije.

DEFINICIJA 4. Dolzina krivulje ziroma loéna dolZina s je enaka dolzini katerekoli njene
zvezno odvedljive regularne parametrizacije F', torej s = [(F').

Regularnost pomeni, da nikjer na poti ni odvod parametrizacije enak ni¢, torej potuje
tocka po krivulji vedno v isto smer. Samo tedaj dobimo pravo (geometrijsko) dolzino
krivulje.

Oglejmo si dva posebna primera:

(1) Naj bo krivulja podana z enacbo y = f(x), torej predstavlja graf funkcije f. Tedaj je
parameter kar enak x in za dolzino grafa funkcije f na intervalu [a,b] imamo formulo

s = /b\/1+f’(x)2d:c.

(2) Za krivuljo v polarni obliki je parameter polarni kot ¢, x = rcos ¢ in y = rsin ¢, zato
je & =1'cos¢ —rsing, y = r'sin¢ + rcos ¢, zato dobimo i + 3% = (1 cos ¢ — rsin )% +
(r'sin ¢ + 7 cos $)? = r? + r'? oziroma

B
s= [ Vo TR ds

Vse te formule si lahko nazorno lazje zapomnimo, ¢e upostevamo, da za diferencial loéne
dolzine s velja ds®> = dz? +dy?, od koder dobimo ds = /dx? + dy? = /&2 + 92 dt oziroma
s = ff V@2 + 92 dt za parametricno podano krivuljo, ds = /dz?2 +dy? = \/1+y2dx
oziroma s = f(f /1 + 32 dz za eksplicitno podano krivuljo in na koncu ds = \/dz? + dy? =
V12 4+ 12 d¢ oziroma s = ff V12 + 1 dx za krivuljo v polarni obliki.
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ZGLED. (a) Obseg kroznice je enak stirikratni dolzini krivulje y = v/a? — 2 na intervalu
¢ dx
[0,a]. Po kratkem ra¢unu dobimo s = 4a / ——— = 4a arcsin1 = 2am. Seveda je ve-
0o vVa’—=x
liko lazje izracunati obseg kroznice, podane v parametri¢ni obliki z x = acost, y = asint,

2m

ko je s = VaZsin?t + a2 cos? tdt = 2am. Se najhitreje pa ga izracunamo v polarni
0

obliki. Kroznica ima zdaj najbolj preprosto enacbo r = a (torej je ' = 0) in dobimo

2
§ = \/a_2d¢ = 2arm.

0

(b) Dolzina enega loka cikloide z ena¢bo = = a(t — sint), y = a(1 — cost) je

27 27
s = / \/@2(1 — cost)? + a?sin? tdt = 2a/ sin(t/2)dt = 8a.
0 0

To predstavlja stiri premere kotaleCe se kroznice.

ZGLED. Poskusimo na podoben nacin izrac¢unati obseg elipse v parametri¢ni obliki
x=acost,y=>bsint, 0 <t < 2m kjer jea >b > 0. Zdaj je © = —asint, y = bcos t
in zato §2 = a®sint 4 b?cos?t = a® — (a® — b?)cos®>t = a?(1 — €?cos? t), kjer pomeni
e = va? — b? /a numeri¢no ekscentricnost elipse. Za obseg elipse torej dobimo

w/2 /2
324@/ \/1—62COS2tdt:4a/ V1—e2sin?tdt.
0 0

Ta integral seveda obstaja, saj je integrand zvezna funkcija, vendar se ga ne da izraziti z
elementarnimi funkcijami. Imenuje se elipticni integral druge vrste in ga lahko poljubno
natanéno izracunamo numeri¢no.

Naravni parameter

Dolzina krivulje na intervalu [«, t] je dana s formulo

s(t) = /t Va2 + g2 dt.

Ker je tu s = s(t) strogo naras¢ajoca zvezna in zvezno odvedljiva funkcija parametra ¢, ob-
staja tudi strogo naras¢ajoca in zvezno odvedljiva inverzna funkcija ¢ = ¢(s) lo¢ne dolzine
5. Vstavimo to v enacbi x = x(t) in y = y(t), pa dobimo z = z(t(s)) in y = y(t(s)). Ce
je F(t) = (x(t),y(t)), je zdaj s — F(x(t(s)),y(t(s))) nova parametrizacija iste krivulje.
Parameter je zdaj kar dolZina krivulje od zaetne tocke F(a) = (z(a),y(a)) do tocke
F(t(s)) = (x(t(s)),y(t(s))). Ta parameter se imenuje naravni parameter.

Da je krivulja parametrizirana z naravnim parametrom, spoznamo iz dejstva, da tedaj
zaradi §2 = @2 + 9% in dx/ds = /3, dy/ds = /3, velja tudi (dz/ds)? + (dy/ds)? = 1
oziroma z'? 4 y'? = 1, kjer értica pomeni odvod na naravni parameter. Obratno pa tudi
iz 22 + > = 1 dobimo za loéno dozino s = t — o. Torej je parameter ¢t = s + a samo
premaknjen naravni parameter.

Pogosto je zelo ugodno imeti izmerljivo krivuljo parametrizirano z naravnim para-
metrom. Nekatere formule se pri tem poenostavijo. Za ukrivljenost ravninske krivulje
smo npr. pri analizi 1 izpeljali formulo

i — it
(1‘.2 + (@2)3/2 ’

Ce je tu t naravni parameter, je imenovalec enak 1 in ukrivljenost dobi bolj preprosto

obliko: k = y"2" — 2"y’ (Ertica zdaj pomeni odvod na naravni parameter).

K =
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(C) Racunanje prostornine rotacijskih teles.

Kadar se krivulja y = f(x) zavrti okrog abscisne osi, lahko z dolocenim integralom
izra¢unamo tudi prostornino dobljene vrtenine (rotacijskega telesa), ki nastane nad inter-
valom [a, b].

=~
N

Vi1 Y y

dV = nty2dx

/

=

SLIKA 14

TRDITEV 5. Naj bo f zvezna funkcija, ki je na intervalu [a,b] povsod pozitivna (enaka

krivulje y = f(x) na intervalu [a,b] okrog abscisne osi enaka

b b
V:T('/ yde:W/ f(z)?dz.

Dokaz. Razdelimo interval [a, b] na podintervale s tockami a = xo < 21 < x93 < ...T, =
b. V wvsaki tocki xj postavimo ravnino pravokotno na abscisno os. S temi ravninami
smo rotacijsko telo razrezali na tanke plosée debeline Azy. Ce je Az majhen, ima taka
plosca (med ravninama skozi xj_1 in xy) priblizno obliko valja s polmerom osnovne ploskve
yr = f(xx) in visino Ay, zato je njena prostornina priblizno enaka 7yzAxy. Ta priblizek
je tem bolj natancen, ¢im manjsi je Axji. Prostornina celotnega rotacijskega telesa je
potem priblizno enaka vsoti prostornin posameznih plos¢, tj. vsoti

n n

Vo, = ZﬂyzAxk = Zﬂf(xk)zAxk.

k=1 k=1

Toda to je ena od integralskih (Riemannovih) vsot funkcije z +— 7 f(x)? na intervalu [a, b].
Ker je funkcija f zvezna, je tudi ta nova funkcija zvezna, zato njene integralske vsote pri
pogoju maxy, Az — 0 konvergirajo proti ustreznemu integralu. Torej res dobimo zgornjo
formulo za prostornino vrtenine.

ZGLED. (a) Prostornino stozca s polmerom r in visino h dobimo z vrtenjem premice

2
y = rx/h okrog abscisne osi na intervalu [0, h]. Torej je V = % 22dx = nr’h/3.
0

(b) Prostornino rotacijskega elipsoida, ki ga dobimo tako, da se zgornja veja elipse
22/a® + y?/b?> = 1 zavrti na intervalu [—a,a] okrog abscisne osi, dobimo z integralom
v mb? “( 2 _ 424 4rab?

= — a® —z%)dx = .

a? 3

—a
V posebnem primeru, ko je a = b, dobimo prostornino krogle s polmerom a, torej

V = 4na3/3.

Prostornino vrtenine lahko izra¢unamo tudi, ¢e se zavrti parametricno podana krivulja,
podana z ena¢bama x = x(t), y = y(t). Pri tem uporabljamo formulo V' =« ff y2dx, kjer
je seveda y = y(t) in dz = #(t)dt (paziti moramo, da je @(t) na intervalu |«, 5] pozitiven
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oziroma da je x = x(t) narascajoca funkcija parametra t).

ZGLED. (a) Prostornina telesa, ki nastane z vrtenjem enega loka cikloide x = a(t—sin t),
y=a(l —cost)je

2 2 27
V= 77/ y2dr = agw/ (1 — cos t)3dt = agw/ (1 —3cos t + 3cos’t — cos® t)dt =
0 0 0

a®m(2m + 37) = 5a37?.
Upostevil smo, da je integral po periodi (od 0 do 27) lihe potence funkcije kosinus enak 0,

integral kvadrata kosinusa pa polovica periode).
(b) Prostornina svitka (torusa) z enacbama x = acos t, y = b — asin t pa je

2 27
V= 71'/ y2dr = —aw/ (b—asin t)?sin tdt =
0 0
27
—aw/ (b?sin t — 2absin®t 4 a? sin® t)dt = 2a%br.
0

Prostornina telesa z znanim presekom. Se eno formulo za izra¢un prostornine
lahko izpeljemo brez tezav, ¢eprav telo ni rotacijsko. Denimo, da poznamo plos¢ino S(x)
vsakega na os z pravokotnega preseka telesa, ki se razteza od x = a do z = b (slika
15). Potem podobno kot pri vrteninah z razrezom na tanke vzporedne valje brez tezav
spoznamo, da velja za prostornino takega telesa naslednja formula.

b
V=[] S(z)de.

\%4

SLIKA 15

ZGLED. Imejmo pokon¢no piramido z visino h, katere osnovna ploskev je lik s plos¢ino
S. Zaradi lazjega raCuna naj ima piramida vrh v koordinatnem izhodi$¢u in osnovno
ploskev v ravnini, pravokotni na abscisno os pri z = h (glej sliko 15). Opazujmo pravokotne
preseke v oddaljenosti x od izhodis¢a (0 < x < h). Ker je razmerje njihovih ploi¢in premo
sorazmerno razmerju kvadratov oddaljenosti, imamo formulo S(x) = S(h)x?/h? = Sx?/h?.
Zato je prostornina piramide enaka V = foh S(z)dx = (S/h?) foh x?dx = Sh/3.

(D) Racunanje povrsine rotacijskih teles.

Priblizno povrsino rotacijskega telesa, ki nastane z vrtenjem krivulje y = f(x) na inter-
valu [a, b] okrog abscisne osi, izracunamo tako, da sestejemo plasce vseh tankih plos¢, na
katere smo (tako kot prej) razrezali telo (glej sliko 16).

Zdaj moramo upostevati, da je tanka plosca v resnici prisekani valj s polmeroma osnovnih
ploskev y_1 in yy, ter stranskim robom /(2 — 2x—1)2 + (Yk — yk—1)2 = /1 + f'(ck)? Azy,
kjer je xx_1 < ¢ < xk. Uporabili smo Lagrangev izrek.
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Vi1 Yk
£Xy
s Xk b (x)

dP = 2ryds

SLIKA 16

Formula za plas¢ prisekanega stozca z polmeroma osnovnih ploskev R in 7 ter stranskim
robom s se glasi pl = 7(R+71)s. Izpeljemo jo iz relacij R/r = H/h = VR + H2/\/r2 + h2,
0 = 2mr/Vr2+h? = 27rR/VR2+ H? in s = VR2+ H? — /72 + h2, kjer sta H in h
velika in mala visina ter 6 sredis¢ni kot pri razgrnitvi valjevega plasca v ravnino (glej sliko
17). Velja namre¢ pl = S(R* + H?)0 — 2(r* + h?)0 = 7(RVR2 + H? — r/r2 + h?) =
T(R+7)VRP+ H2 — (R+71)Vr2+ h%) = n(R+71)s.

SLIKA 17

Torej je plas¢ nase tanke plosée enak m(yr—1 4+ yr)\/1 + f'(ck)? Azg. To pa je priblizno
enako 27 f (ci)\/1 + f'(ck)? Azy, saj za zvezno funkcijo f velja ocena |y, _1+yr —2f (ck)| <
|f(zr_1) — fler)| + | f(zx) — fler)] <€, ce je le Axy < § (vse tocke xp_1,x in ¢ lezijo na
istem podintervalu z dolzino pod d). Torej je tudi povrsina celotnega rotacijskega telesa
priblizno enaka vsoti plaséev posameznih tankih plos¢, tj. vsoti

P, = QWZf(Ck)\/ 1+ f'(cx)? Axy,
k=1

ki je ena od integralskih vsot za integral funkcije x — 27 f(z)\/1 + f’(x)?. Dokazali smo
naslednjo trditev.

TRDITEV 6. Naj bo f zvezno odvedljiva funkcija, ki je na intervalu [a,b] povsod poz-
itivna. Potem je povrsina rotacijskega telesa, ki nastane z vrtenjem krivulje y = f(x) na
intervalu [a,b] okrog abscisne osi enaka

b b
P:27T/ y\/1+y’2d:c:27r/ f(@)\/1+ f!(z)*dz.

ZGLED. (a) Povrsina paraboloida y = /= na intervalu [0,1] je

P:2wi/1\/2x+1dxzi(3\/§—1)
V2 Jo 3v2 .

Vpeljali smo substitucijo v/2x + 1 =t.
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a
(b) Povrsina krogle s polmerom a je enaka P = 27 Va2 —z2\/1+ 22/(a® — 22) dzx =
—a

dma’.

Podobno kot prej pri prostorninah vidimo, da lahko uporabljamo formulo

B B
P:27T/ yd5:27r/ y\/ 2 + g2 dt
« «

za izracun povrsine tudi v primeru, ko je krivulja, ki se vrti okrog abscisne osi, podana v
parametri¢ni obliki.

ZGLED. Ce se zavrti cikloidni lok, je y = a(1 — cos t), &% + §? = 4a®sin?(t/2) in zato
povrsina dobljene vrtenine enaka

2 T
277/ y\/42 + g2 dt = 4ra® / (1 — cos t)sin(t/2)dt = 64ma®/3.
0

2
0
4. PosplosSeni integral

Vemo, da je na omejenem zaprtem intervalu [a, b] integrabilna funkcija f nujno omejena.
Neomejene funkcije torej ne moremo integrirati (v Riemannovem smislu). Prav tako smo
v definiciji potrebovali omejen interval [a, b]; za poltrak ali za celo realno os ne moremo
definirati delitve D na ko¢no mnogo omejenih podintervalov.

Kljub temu si vcasih tudi v takih primerih lahko pomagamo Se z enim limitnim pro-
cesom, ki bo funkciji in intervalu priredil dolo¢eno vrednost. Ta vrednost bo pomenila
posplostev integrala in ji bomo zato rekli posploseni integral funkcije f na danem (ome-
jenem ali neomejenem) intervalu.

Potrebovali bomo naslednjo definicijo.

DEFINICIJA 1. Naj bo I kakrSenkoli interval s krajis¢ema a,b, —o0 < a < b < o0
(odprt, zaprt, polodprt, omejen ali neomejen). Recemo, da je realna funkcija f lokalno
integrabilna na intervalu I, ¢e je f integrabilna na vsakem kompaktnem (tj. omejenem in
zaprtem) podintervalu [c,d] C I.

Ce je npr. I = (a,b], kjer sta a in b realni stevili, a < b, lokalna integrabilnost pomeni,
da je funkcija f integrabilna na vsakem podintervalu [c,b] C (a,b]. Podobno mora biti v
primeru lokalne integrabilnosti na intervalu I = [a,b) funkcija f integrabilna na vsakem
zaprtem podintervalu [a,d] C [a,b). Seveda je v primeru intervala [a, b], —co < a < b < o0,
lokalna integrabilnost isto kot integrabilnost.

Locili bomo dva osnovna primera: (A), ko je funkcija neomejena na omejenem intervalu
in (B), ko integriramo funkcijo po neomejenem intervalu (poltraku ali vsej realni osi).

(A) Neomejena funkcija

PosploSeni integral neomejene lokalno integrabilne funkcije na omejenem intervalu lahko
definiramo v primeru, ko obstaja na intervalu [a,b] samo kon¢éno mnogo tock ¢;, v okolici
katerih je funkcija f neomejena. Tedaj interval razdelimo na konéno mnogo podintervalov
tako, da vsak od njih vsebuje kve¢jemu eno teh singularnih tock in sicer kot (levo ali desno)
krajisce, izracunamo integral po vsakem takem podintervalu posebej, nato pa posamezne
rezultate seStejemo v skupni integral funkcije f na vsem prvotnem intervalu [a, b]. Zadosca
torej obravnavati samo dva primera: ko ima funkcija f singularno tocko (v blizini katere
je neomejena) kvecjemu v levem krajiscéu ali kve¢jemu v desnem krajiséu intervala [a, b].
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DEFINICIJA 2. Ce je funkcija f lokalno integrabilna na intervalu (a, b] (tj. integrabilna
na vsakem zaprtem podintervalu [c,b] C (a,b]) in zato neomejena kveéjemu v okolici tocke
a, definiramo

b b
/ flx)dx = 1ifn f(x)dx

Ce je f lokalno integrabilna na intervalu [a,b) (tj. integrabilna na vsakem zaprtem
podintervalu [a, c] C [a,b)) in zato neomejena kvecjemu v okolici tocke b, definiramo

/abf(x)dx ~lim /:f(x)dx

Kadar je morebitna singularnost v vmesni tocki ¢, a < ¢ < b, integral seveda zapiSemo
v obliki f; f@)de = [7 f(:c)d:c—f—fcb f(z)dz in problem prevedemo na oba prejsnja primera.

Ce (ena ali druga) limita iz definicije 1 obstaja, recemo, da je funkcija f integrabilna na
intervalu [a, b] v posploSenem smislu in da je f; f(x)dx njen posploseni (nepravi) ali izlim-
itirant Riemannov integral. Namesto da integral obstaja v smislu zgornje limite, v¢asih
tudi re¢emo, da integral konvergira.

Opomba. Tudi posploSeni integral je linearen funkcional: ¢e sta funkciji f in g na
intervalu integrabilni v posploSenem smislu in sta «, 3 € R poljubni konstanti, je

b(af()+ﬁg de=oa [ f(z)dz+p
/ [ s [ oo

To sledi iz dejstva, da po trditvi 5 iz prejSnjega razdelka isto velja na zaprtih podintervalih
[c, b] oziroma [a, c], kjer je a < ¢ < b, in da je tudi limita linearen funkcional.

TRDITEV 1. Denimo, da je f integrabilna na celem intervalu [a,b], se pravi, da obstaja
njen (pravi) Riemannov integral. Potem obstaja tudi nepravi integral funkcije f v smislu
definicije 1 in je enak Riemannovemu integralu.

Dokaz. Zaradl zveznosti funkcije F(z) = [ f(t)dt imamo enakost limeyy, [ f(x)dx =
lim.yp F(c) f f(z)da. Podobno vidimo, da je tudi lim,, fcbf(:c)d:c = f;f(:c)d
(zdaj vzamemo F f ()

Vsak pravi integral imamo torej lahko za posploSeni integral. Seveda pa vcasih obstaja
posploseni integral tudi v primerih, ko pravega integrala ne moremo definirati.

Ld La
ZGLEDILI. (a) oim [ E = lim(—1In ¢) = oo,
0 x c—0 x c—0
1 c
(b) / _ i o = 2lim(1 — VI—¢) = 2,
0 l1—=x cll Jo 1—2z cll

1 1
(c) / In xdx:lim/ In xdx =lim(c —cln c—1) = —1.
0 cl0 J. cl0

Zgleda iz tock (a) in (b) sta oblike f; (xﬁ—z)p (a=0,b=1,p=1) in f; (bil—ﬁ)p (a =0,
b=1, p=1/2). Obravnavajmo npr. prvega za primer p # 1, uvedimo novo spremenljivko
x —a =t in izra¢unajmo (pri a < ¢ < b)

b dw edt L, a - .
/0(7:/0 &=t /=Pl = (-0 = (c=a)F)/(1 - p).

T — a)p —a
Ker je  — 2P zvezna funkcija, ¢e je p < 1, dobimo v tem primeru v limiti, ko ¢ — a,
b d
x

da posploseni integral obstaja in je enak / ﬂ =(b-a)l?/1-Dp).
. (x—a
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Ob upostevnju izreka 8 v prej$njem razdelku se lahko hitro prepricamo, da velja tudi za
posplosene integrale izrek o zamenjavi naslednji integracijske spremenljivke.

IZREK 1. Naj bo zvezno odvedljiva x = x(t) naraséajoéa funkcija na intervalu [o, (]
in naj preslika interval [o, 5] surjektivno na interval [a,b]. Potem je za funkcijo f, ki
je lokalno integrabilna vsaj na intervalu (a,b), funkcija g(t) = f(z(t))2'(t) lokalno inte-

grabilna vsaj na (o, 3), posploseni integral f; f(z)dz obstaja natanko takrat, ko obstaja

posploseni integral ff f(z())x'(t)dt in oba integrala sta enaka.

Dokaz. Brez skode lahko predpostavimo, da je x = x(t) strogo naras¢ajoca zvezno
odvedljiva funkcija in da je problem na spodnji meji. Ker v tem primeru velja fcb flx)dx =
fﬁ '(t)dt za vsak o < v < fina = z(a) < ¢ = z(y) < b = z(B) ter je v = x(t)
zZvezna funkcua, velja isto tudi v limiti.

Tudi metodo integracije po delih (per partes) lahko uporabljamo pri posplosenih inte-
gralih v naslednjem smislu.

TRDITEV 2. Kadar obstajata limiti lim,_,, u(x)v(z) in lim, ., u(z)v(z) ter posploseni
integral f; v(z)u/(z)dx, obstaja tudi posplodeni integral fabu(x)v’(x)dx in velja formula

b b
/ w(x)v'(z)dz = lim u(z)v(x) — lim u(z)v(z) — / v(z)u (z)dz.

r—b r—a
Dokaz izpustimo, formulo dokazemo z aproksimacijo, podobno kot prej. Seveda lahko
b b
formulo per partes piSemo tudi na obi¢ajen nacin / udv = uv\z — / vdu, ¢e le razumemo
a a

uv]Z v smislu razlike limit in integrala v smislu posploSenih integralov.

Opomba. Lahko se zgodi, da niti kakSna od limit niti posploSeni integral na desni
strani ne obstajajo. Kljub temu lahko obstaja posplosSeni integral na levi strani. V tem

primeru ga moramo izra¢unati po definiciji kot limito pravih integralov, npr. fcb udv, za
katere pa lahko uporabimo formulo per partes. Potem je

b b b
/ udv = lim [ wudv = lim (uv|% — / vdu).

— —
c—a c c—a

ZGLED. Ce formalno izra¢unamo po metodi per partes, dobimo

dz.

”/2sin_xdx: cosx|,r/2 /’T/QCosx
0o VT Vi 2 )y ay

Tu noben ¢len na desni ni kon¢en. Prvi je neskoncen v limiti, ko posljemo x — 0, drugi je

posploseni integral, ki po tocki (b) izreka 2, ki ga bomo vsak hip dokazali, ne obstaja. Po

drugi strani pa posploseni integral na levi strani obstaja po istem izreku, tocka (a).

Pri obravnavi zadnjih zgledov smo poznali primitivno funkcijo vsaj na odprtem inter-
valu (a,b). Véasih pa se da vnaprej, in ne da bi poznali primitivno funkcijo, povedati, ali
bo integral konvergiral ali ne.

IZREK 2. Naj bo g na [a,b] zvezna funkcija. Potem posploSeni integral

b
[ s@)/ta - ayds
a

(a) obstaja, ce jep < 1,
(b) ne obstaja, ce je p > 1 in velja g(a) # 0.
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Dokaz. (a) V integral fabg(x)/(x — a)Pdz uvedemo po izreku 1 substitucijo x —a = ¢,
kjer je n tako velik, da je n(1 — p) > 1. Dobimo

b Vb—a
/ 9(z)/(z — a)fdz = n/ gla +tm)n-P=1gp.
“ 0

Ker je na desni strani integrand zvezna funkcija na intervalu [0, ¥/b — a], obstaja ta integral
kot pravi (Riemannov) integral. Torej obstaja tudi posploseni integral na levi strani.

(b) Naj bo npr. g(a) > 0 (sicer dokazujemo neobstoj integrala za funkcijo —g). Zaradi
zveznosti funkcije g obstaja d, a < d < b, in m > 0, tako da je g(x) > m za vsak z € [a, d].
Ker je zdaj p > 1, imamo za vsak ¢, a < ¢ < d, oceno

d d
/ g(x)/(x —a)Pdx > m/ 1/(x — a)Pdz = m(In(d — a) — In(c — a).

V limiti, ko posljemo ¢ — a, naraSc¢a desna stran v +oo, zato velja isto za levo stran in
lim,|, fcd g(z)/(z — a)Pdz ne obstaja. Potem pa ne obstaja niti integral f; g(z)/(x—a)Pdz.

Analogen izrek velja za integral fab g(z)/(b — x)Pd.

1
ZGLED. Preverimo, kdaj obstaja posploSeni integral / 2" (1 — x)%dx. Interval [0,1]

0
razdelimo na pol, in si ogledamo integrala po vsaki polovici posebej. Prvi je oblike:

1/2 1/2
/ 2" (1 —x)’dx = / g(i) dzx,
0 o 7

kjer je g(z) = (1 — x)*® zvezna funkcija na [0,1/2] in ¢g(0) = 1, zato obstaja po izreku 1
natanko takrat, ko je r > —1. Drugi pa je podobne oblike, saj lahko napravimo zamenjavo
spremenljivk ¢ = 1 — x, tako da je

1 1/2 1/2
/ 2" (1 —x)’dx = / t’(1 —t)"dt = / g(f) dz,
1/2 0 o 77

kjer je g(t) = (1 — t)" zvezna funkcija, g(0) = 1, tako da obstaja po izreku 1 natanko
1

takrat, ko je s > —1. Prvotni integral / x" (1 — x)®dz torej obstaja natanko takrat, ko je

0
r,s > —1.

Kadar je singularna tocka ¢, v okolici katere je funkcija f neomejena, znotraj intervala

[a, b], moramo paziti, da oba integrala [ f(z)dz in fcb f(z)dz izratunamo neodvisno. Vsak
zase morata obstajati. Vcasih pa se zgodi, da ta dva posploSena integrala sicer ne obstajata,
obstaja pa naslednja limita:

c—e b
lim ( / flayda+ [ f(x)dx).

(Okrog singularne tocke smo odstranili simetri¢no epsilonsko okolico.) Tedaj govorimo o

t.i. Cauchyjevi glavni vrednosti integrala f; f(x)dx in jo oznac¢imo z v.p. pred integralom
(v.p. je okrajsava za francoski izraz valeur principal, ki pomeni glavno vrednost), torej:

b c—e b
v.p./ f(x)dx = !LI% (/ f(x)dx + N f(x)dx) .

ZGLED. Glavna vrednost integrala ffl 4z je In 2, éeprav posplofena integrala ffl dr i

2 . .
I d% ne obstajata. Imamo namre¢

0
2 —€ b
v.p./ d—x:lim(/ d_x+/ d—x):lim(lne+ln2—lne)zln2.
1 x e—0 1 x e T e—0
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(B) Neomejen integracijski interval

Ponovno lahko obravnavamo samo posploseno integrabilnost funkcije, ki je definirana
na desnem poltraku [a,c0), a € R, ali na levem poltraku (—oo,b], b € R. Integrabilnost
na vsej realni osi R potem ugotavljamo z razdelitvijo realne osi na dva poltraka (npr. od
—00 do 0 in od 0 do o0).

DEFINICIJA 3. Ce je funkcija f lokalno integrabilna na poltraku [a, c0) (tj. na vsakem
kompaktnem podintervalu [a,c] C [a,00)) oziroma na poltraku (—oo,b] (tj. na vsakem
kompaktnem podintervalu [¢, b] C (—o0, b]), definiramo

b

0 c b
/ f(x)dx:clirglo/ f(x)dx oziroma / f(x)dx = lim f(x)dx.

—
C o0 c

Kadar zgornja limita obstaja, spet recemo, da je funkcija f integrabilna na intervalu
la,0) oziroma (—00,b] v posplosenem smislu in da je [ f(x)dx oziroma ffoo f(x)dx
njen posploseni (nepravi) ali izlimitirani Riemannov integral, oziroma re¢emo, da ustrezni
integral konwvergira. Podobno kot prej vidimo, da je tudi ta posploSeni integral linearen
funkcional.

[e.o] c

ZGLEDL. (a) / e “dr=lim [ e ¥dr=lim(1—e° =1,

CcC—00 0 CcC—00

0
> 2xd ¢ 2zd
(b)/ ﬂ::C—lim/ xm:limln(62+1):oo.
0 ¢z Jo

241 2241 >0

Kadar sta obe integracijski meji neskoncni, razdelimo integracijsko obmocje, tj.realno
os, na dva dela, ali pa zapiSemo ffooo f(z)dz = limcvﬂ,mdﬂOO fcd f(z)dz. Paziti moramo,
da vsako limito izra¢unamo neodvisno od druge. Ce namesto tega najprej integriramo
samo po simetri¢nem intervalu [—¢, ¢| in potem posljemo ¢ v neskonénost, spet govorimo
le o glavni vrednosti integrala ffooo f(x)dzx, torej

v.p. /_Zf(:c)d:c: lim < _cc f(x)dx).

C—00

* 2xdx
241

/OO 2xdx . /C 2xdx 0
v.p. ——— = lim —— | =0.
b oo 241 oo\ J, 22 +1

IZREK 3. Ce je funkcija f lokalno integrabilna na poltraku [a, o), obstaja [ f(2)da
natanko takrat, ko za vsak € > 0 obstaja tak b > a, da za poljubna c,d > b velja

|de f(x)dx| < e.

Dokaz. Naj bo F(c) = [ f(t)dt za vsak ¢ > a. Potem obstaja [ ° f(x)dz natanko
takrat, ko obstaja limita lim.—,. F'(c), to pa je spet res natanko takrat, ko za vsak € > 0
obstaja tak b > a, da za poljubna ¢,d > b velja |F(d) — F(c)| < € (za vsako zaporedje
x, — 00, je zaporedje F(z,) konvergentno, natanko takrat, ko je Cauchyjevo). Zadnja

V zadnjem zgledu smo videli, da integral / ne konvergira. Obstaja pa njegova
0

glavna vrednost

neenakost ravno pomeni | fcd f(z)dz] < e.
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sin x

o0
ZGLED. Pokazimo, da obstaja integral / " dx za vsak p > 0. Kot posledico
1 X

drugega izreka o povpre¢ni vrednosti smo ze ugotovili, da za poljubnac,d, 1 < ¢ < d, velja

d .
S 2
| / 1npx dz| < —- Desna stran postane poljubno majhna, ¢e je le ¢ (in s tem d) dovolj
c < &

 sin x

dz.

velik. Torej obstaja po izreku 3 tudi integral / "
1
Brez dokazov povejmo, da tudi za posploSeni integral na neomejenem intervalu lahko
uporabimo substitucijo (z monotono zvezno odvedljivo funkcijo) ali metodo per partes
(kadar na desni strani formule vse limite in posploseni integrali obstajajo). Pri zamenjavi
spremenljivk se neomejeni interval lahko preslika na omejenega (ali obratno), tako da se
ene vrste posploseni integral transformira v posploSeni integral druge vrste.

o0
ZGLED. (a) Ce v integral / sin 22 dx vpeljemo substitucijo z = v/, se integracijsko
0

obmodje ohranja in zaradi dx = dt/(2v/t) dobimo
/ sin 22 dox = = S0 C g,
0 2)0 Vit

V blizini toc¢ke 0, npr. na intervalu (0, 1] ta integral obstaja (izrek 2). Pravkar pa smo
videli, da obstaja tudi na neskonénem poltraku [1, c0).

o
1
(b) Naj bo p € R poljuben. V integral / —pd:c uvedimo substitucijo s padajoco
1 X
funkcijo = 1/t, tako da je dv = —dt/t? in

') 1 1
/ —d:c:/ tP=2 dt.
1 P 0

Vemo, da integral na desni strani konvergira natanko takrat, ko je 2 — p < 1 oziroma
p — 2 > —1. Torej konvergira integral na levi strani natanko takrat, ko je p > 1. To bi
lahko ugotovili tudi direktno po definiciji posplosenega integrala.

IZREK 4. Naj bo funkcija g zvezna in omejena na poltraku |a,c0), kjer je a > 0. Potem
posploseni integral
oo
/ M dx
a :I"p
(a) obstaja, ce je p > 1,
(b) ne obstajga, ¢e je p <1 in za $tevili m,b > 0 velja |g(x)| > m za vsak x > b.

Dokaz. (a) Naj bo |g(z)] < M za x > a in p > 1. Potem je za poljubna ¢,d > a
veljavna ocena

d d
d
|/ @dﬂ < M/ S =M —d ) (p— 1) < M P (p - 1),
C xp C :I"p
Torej lahko za vsak € > 0 najdemo tak b > a (npr. b > (M/e(p — 1))Y/®=D) da je
| fcd % dz| < € za ¢,d > b. Po izreku 3 posploseni integral [ %dm konvergira.
(b) Naj bo p < 1 in naj za funkcijo g velja npr. g(z) > m > 0 za vsak x > b. Brez skode
lahko predpostavimo, da je hkrati b > a in b > 1. Izberimo Se poljuben ¢ > b. Potem je

kjer je prvi integral pravi, drugega pa lahko ocenimo:

/ deZm/ ldavzm(lnc—lnb).
b b

xP x



39

Desna stran konvergira pri pogoju ¢ — oo prosti +00, zato velja isto za levo stran in
limita lime oo f; % dz ne obstaja. Torej tudi limita lime oo [ % dx ne obstaja, se

pravi da ne obstaja integral [ % dzx.

o
|
ZGLED. Z uporabo izreka 4 pokazimo konvergenco integrala / % dx. Tezava
1 x

je zdaj ta, da funkcija In x ni omejena na poltraku [1,00), ampak (pocasi) narasca v

z/xln x

neskonénost. Zato jo nekoliko popravimo tako, da pisemo g(z) = %,
T

zvezna funkcija na [1,00). Poleg tega je g(z) < h(x), kjer je funkcija h(x) = (Inz)/\/z na
poltraku [1, 00) omejena z 2/e (prepricajte se, da ima maksimum enak 2/e v tocki x = €2).

Potem je
o 1 o0
/ - x2 dxr = / _g(x) dx,
1 14z 1 x3/?

zato po izreku 4 integral konvergira.

ki je gotovo

V ta posploseni integral lahko uvedemo novo spremenljivko s funkcijo = = 1/t, ki je
na poltraku [1,00) strogo padajo¢a. Po zamenjavi spremenljivke in preureditvi integrala

dobimo .
%] 1
/ &dx:_/ nt
1 1+.’I]2 0 1+t2

Torej obstaja tudi posploSeni integral na desni strani, kjer je integrand (isti kot prej)
neomejena funkcija na intervalu (0,1]. Ce namesto integracijske spremenljivke ¢ pisemo
kar x in upostevamo, da je vsak integral aditivna funkcija integracijskega obmocja, vidimo,

da je
xD
1
/ oz
0 1+1‘2

Ce pa prejsnji integral obdelamo Se per partes, dobimo Se eno zanimivo zvezo:

1 1 1

In ¢t t t

—/ n—zdt:—arctg:c In x|(1]—|—/ e gxdx:/ VBT .
0 1+t 0 X 0 xT

Zadnji integral je celo pravi, saj je funkcija na intervalu (0, 1] zvezna in omejena.

ZGLED. Kot naslednji zgled uporabe teh izrekov si oglejmo t.i. Fulerjevo funkcijo gama,
definirano s posploSenim integralom

I'(s) :/ 5™ da.
0

Poglejmo si, kdaj ta funkcija sploh obstaja, se pravi, kadaj integral konvergira. Na
intervalu (0,00) je integrand zvezna funkcija (za s > 1 tudi v tocki 0). Po izreku 2
posploseni integral na intervalu [0, 1] obstaja natanko takrat, ko je s > 0. Na poltraku
[1,00) pa definirajmo g(x) = 2*tle~® in ugotovimo, da je tam funkcija omejena (ker je
zvezna in zato omejena na vsakem omejenem podintervalu ter ima limito lim, o g(xz) =0
v neskon¢nosti). Torej po izreku 4 posploSeni integral

/x51exdx:/ &Sg)d:c
1 1 x

obstaja za vsak s > 0. To pomeni, da je funkcija gama definirana za vsak s > 0.
7 integriranjem per partes dobimo za funkcijo gama rekurzivno formulo

I(s+1) =sI(s),

ki velja za vsak s > 0. Res:

[e.o] :L,S 1 [e.e]
I(s) = / e le ™ dy = Te |0 4 - / e P dr =T(s+1)/s.
0 § 0

S
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Ker je I'(1) = fooo e *dx =1, iz rekurzivne formule z matemati¢no indukcijo takoj sledi
I'(n) = (n — 1)! za vsak n € N. Torej je funkcija gama posplositev aritmeti¢ne (diskretne)
funkcije n — (n — 1)! na vsa pozitivna realna stevila.

Posploseni integrali nenegativnih funkcij

Zdaj naj bo b € R ali b = +o0. Ce je f lokalno integrabilna funkcija na [a,b), hitro
vidimo, da integral f;f(:c)d:c konvergira natanko takrat, ko je funkcija F(z) = [ f(t)dt
omejena na [a,b). Tedaj je f; f(x)dz = supge(qp) F (), saj je zdaj funkcija F' narascajoca.
Namesto konvergence integrala pisSemo kar relacijo f; f(x)dx < co. V nasprotnem primeru
je fab f(z)dz = oc.

Za nenegativne funkcije je koristen primerjalni test.

IZREK 5. Ce sta f in g lokalno integrabilni funkciji na [a,b) in je 0 < f(z) < g(x) za
a <z <b, jewv primeru f; g(z)dr < oo tudi f;f(x)dm < 00 N v primery f;f(x)dm = 00
tudi f; g(x)dz = .

Dokaz. Za vsak x je [T f(t)dz < [” g(t)dt in zato tudi f;f(:c)d:c =sup [ f(t)dx <
sup [ g(t)dt = f; g(z)dx, od koder sledi trditev.

o0
|
ZGLED. (a) Integral / % dx smo obravnavali v enem od prejsnjih zgledov. Ker
1 X
oo

nzx
je integrand nenegativen, ga lahko navzgor ocenimo z integralom 7 dx, ki ga brez

. *Inz In z > dx .. . .
tezav izraCunamo per partes / —dx = —— +/ — = 1. Torej je tudi prvotni
1 X X 1 X
integral koncen.
o0

(b) Pri integralu I = / e’ dz ocenimo integrand z e % < 1/(1 + x?) (uporabili smo
—0o0
neenakost e/ > 1+ t, ki velja za vsak t € R). Ker sta obe funkciji pozitivni in je

>~ d >~ d
I< / - 2/ i m, je tudi prvi integral koncen.
—c0 1+ x2 0 1+ x2

DEFINICIJA 4. Naj bo realna funkcija f lokalno integrabilna na [a,b). Recemo, da je
f na [a,b) absolutno integrabilna, njen posploSeni integral f; f(z)dz pa absolutno konver-

genten, e je integral f; |f(z)]dz < oo.

Kadar integral f; f(z)dz konvergira, integral f; |f(z)|dz pa ne, re¢emo, da je funkcija
f samo pogojno integrabilna na [a,b) oziroma da je integral fab f(z)dz samo pogojno kon-
vergenten.

Vsaka nenegativna funkcija, za katero obstaja posploseni integral, je absolutno integra-
bilna. Zaradi ocene | fcd f(z)dz| < fcd |f(z)|dz za a < ¢ < d < b pa vidimo, da iz absolutne
kovergence integrala fab f(z)dz sledi njegova navadna konvergenca. Po izreku 3 namre¢ v
tem primeru za vsak € > 0 obstaja tak b > a, da za c¢,d > b velja fcd |f(z)|dz < €. Potem
pa velja tudi |fcdf(:c)d:c| <e.

To vidimo tudi z uporabo primerjalnega testa:
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Definirajmo g(z) = |f(z)|— f(z) za = € [a,b); ker je 0 < g(x) < 2|f(x)| za vsak x € [a,b)
in velja fab |f(z)|dz < oo, velja tudi f; g(x)dx < co. Odtod sledi tudi obstoj (konvergenca)

integrala . . b
[ t@ae= [1r@las - [ gtwyis

sin x

o0
ZGLED. Pokazali smo zZe, da konvergira integral / - dr zavsak p > 0. Zap > 1je
1 X
sin x 1 . . .
| < — na[l,00) in primerjalnega
xP xP
testa. Ni pa absolutna za p < 1. Oglejmo si najprej primer p = 1. Tedaj je

nmw | o nT | o n=1 (k+D)m | o
/ |sm:c|dx>/ |Smx|dx:Z/ |smac|d:C>
1 €T ™ € km €

ta konvergenca celo absolutna, kar vidimo iz ocene |

k=1
= (ktD)m 2¢1 1 20 [M2qp 2 Mmtlagr 2 p+1
T Dn [sinelde =20 7> 7 T x), T Er T
k=1 km k=1 =1"7k+1 2
0 | o 0o | -
Odtod vidimo, da je / M dx = oo in isto velja tudi za integral / ‘Slnpw‘ dr = oo
X 1 X

|sin x| _ |sin x|
>

zaradi ocene , veljavne za p < 1 in x < 1.

P

Torej je za 0 < p < 1 konvergenca samo pogojna. Konvergenco spoznamo tudi z inte-

. © sin x © cos T o . | cos z 1
gracijo per partes dx =cosl—p ——— dz. Zaradi primerjave ——— < ——
xP 1 xp+1 xp-f—l xp-i-l

je zdaj zadnji integral absolutno konvergenten, saj je p+ 1 > 1, torej konvergenten. Zato
obstaja tudi prvotni integral za vsak p > 0.

Zadnjo metodo za dokaz konvergence integrala lahko posplosimo.

IZREK 6 (Dirichletov test). Naj bo funkcija f zvezna in naj bo njena primitivna
funkcija F(z) = [T f(t)dt omejena na [a,b), tj. |F(z)] < M za neko pozitivno konstanto
M in vsak x € [a,b). Zvezno odvedljiva funkcija g pa naj bo taka, da je njen odvod ¢’

absolutno integrabilen na [a,b) in da je lim,y, g(x) = 0. Potem integral f; f(z)g(x)dx
konvergira.

Dokaz. Zvezna funkcija fg je lokalno integrabilna na [a,b). Z integracijo po delih
dobimo

b b
[ @terin = Faygl— [ P e,

Zaradi omejenosti funkcije F' in limite lim,y, g(x) = 0 je F(x)g(z)|% = 0. Torej je

A%@M@Mﬁri[F@M@Mm

Zaradi ocene |F(z)g' ()] < M|¢'(x)| in absolutne integrabilnosti funkcije ¢’, konvergira
zadnji integral absolutno. Torej konvergira tudi prvotni integral.

sin x

o
ZGLED. Oglejmo si Se enkrat integral / dx za vsak p > 0. Funkcija f(x) = sin
1

xP
je zvezna na [1,00) in ima omejeno primitivno funkcijo F(z) = cos 1 — cos z, funkcija
g(x) = 1/aP pa je zvezno odvedljiva in ima (absolutno) integrabilen odvod ¢'(z) =
—p/xPT1 saj je zdaj p+ 1 > 1, poleg tega pa je o¢itno lim, .., g(x) = 0.

°° sin x

Po Dirichletovem testu torej prvotni integral / dx konvergira.

1



