II. STEVILSKE IN FUNKCIJSKE VRSTE

1. Stevilske vrste

Poleg zaporedij realnih stevil lahko o konvergenci govorimo tudi pri t.i. Stevilskih vrstah.
Formalno gledano je Stewvilska vrsta neskonéna vsota realnih Stevil; toda, kaj to sploh
pomeni, saj smo doslej znali izvajati le konéno mnogo operacij (sestevanj) naenkrat?

Pojem vrste in njene konvergence

7Z namenom, da bi sesSteli neskonéno mnogo ¢lenov danega zaporedja, se pravi vrsto
a1 + ag + ..., tvorimo zaporedje delnih vsot te vrste. Prva delna vsota je kar prvi ¢len:
s1 = a1, druga delna vsota je vsota prvih dveh ¢lenov: so = a1 + ao, itd. Vsoti prvih n
¢lenov retemo n-ta delna vsota vrste, torej s, = a1 + as + ... + a,.

DEFINICIJA 1. Pravimo, da vrsta a; + as + ... konvergira in ima wvsoto s, ¢e konvergira
zaporedje delnih vsot s, in velja s = lim,_ s,. Ce vrsta ne konvergira, recemo, da di-
VErgira.

Vrsto aj + ag + ... bomo pogosto na kratko oznacili z znakom za seStevanje > - ; ax,
njeno n-to delno vsoto pa z s, = Y _,_; a.

ZGLED 1. (a) Vrsta > ;2 ;1 =141+ 1+ ... ne konvergira, saj je s, = n za vsak n.

o0

(b) Vrsta Z 1/k(k+1)=1/1-2+1/2-3+1/3-4+ ... ima delne vsote enake

k=1
Spn=01-1/2)+(1/2-1/3)+(1/3-1/4)+...+(1/n—-1/(n+1))=1-1/(n+1),
zato konvergira in ima vsoto 1.

(c) Geometrijska vrsta Y 22, ag® = a + aq + ag® + ... konvergira za a = 0 ali |q| < 1.
V prvem primeru je vsota enaka ni¢, saj seStevamo same nicelne ¢lene. Ce pa a # 0, so
delne vsote, kot se hitro vidi, enake s, = a+aq+... +aqg" ' =a(l—¢")/(1—q) zaq#1
in s, = na za ¢ = 1. Kot vemo iz razdelka o zaporedjih, konvergira pri pogoju |q| < 1
potenca ¢" proti ni¢, zato konvergirajo tedaj delne vsote s, proti a/(1 — ¢). Za druge
vrednosti ||, se pravi za |q| > 1, pa delne vsote ne konvergirajo.

DEFINICIJA 2. Cauchyjev kriterij za konvergenco zaporedij sy — s, — 0 (k,n — 00)
se v primeru vrst glasi (pri pogoju n — oco,n < k)
k
Z aj = An41 + Ap+2 + ... .+tap — 0.
j=n+1
Natancneje, za vsak € > 0 obstaja m € N, tako da za k > n > m velja
k

| Z ajl = |any1 + anp2 + ... +ag| <e
Jj=n+1

Na drug nacin to povemo takole: Za vsak € > 0 obstaja m € N, tako da za n > m in za
poljuben p € N velja

p
\Zamk! = |ani1 + Gng2 + oo+ angp| < e
k=1

1



V posebnem primeru, ko vzamemo p = 1, dobimo potreben pogoj za konvergenco:
ar — 0 (k — oo. Videli bomo, da ta pogoj ni tudi zadosten. Potreben pogoj lahko
izpeljemo tudi direktno iz definicije konvergence vrst: lim, o ax = lim, oo (Sg—Sk—1) = 0.

ZGLED 2. (a) Geometrijska vrsta Y 3o, aq®* =a+aq+ag®+...zaa#0in |g] > 1 ne
konvergira, ker Ze potreben pogoj ag® — 0 (k — o0) ni izpolnjen.

(b). Za vrsto > p2,1/k=1+1/2+41/3+ ... je potreben pogoj (1/k — 0) izpolnjen, ni
pa izpolnjen Cauchyjev pogoj za konvergenco, saj za vsak n velja 1/(n+1)+1/(n+2) +
..+ 1/(2n) > 1/2, zato vrsta ne konvergira. Ta vrsta se imenuje harmonic¢na vrsta.

Vrste s pozitivnimi ¢leni

Pri vrsti, ki ima same pozitivne ¢lene, so tudi delne vsote s, = a1 +as+...+a, pozitivne
in narascajo, saj je s, — Sp—1 = an, > 0 za vsak n. Strogo monotono narascajoce zaporedje
sy, pa je konvergentno natanko takrat, ko je navzgor omejeno. Torej velja naslednja trditev.

TRDITEV 1. Vrsta s pozitivnimi cleni je konvergentna natanko takrat, ko so njene
delne vsote navzgor omejene.

Za vrste s pozitivnimi ¢leni imamo veliko razlicnih konvergenénih kriterijev, ki zago-
tavljajo konvergenco dane vrste, ne da bi pri tem poznali delne vsote. Samo iz Clenov
dane vrste lahko sklepamo na konvergenco, pri tem pa vsote vrste obi¢ajno ne moremo
izracunati.

IZREK 1 (o primerjanju). Imejmo vrsti Y oo ap = ai+ags+... in Y poq by = bi+ba+...,
pri cemer naj velja 0 < ag < by za vsak k.
(a) Ce vrsta z veéjimi éleni (majoranta) konvergira, konvergira tudi dana vrsta.
(b) Ce vrsta z manjsimi ¢leni (minoranta) divergira, divergira tudi dana vrsta.

Dokaz. Ker so ¢leni pozitivni, delne vsote naraScajo, zato je za konvergenco po trditvi
1 potreben in zadosten pogoj, da so tudi omejene. Ce so omejene delne vsote majorante,
velja isto za vrsto z manjsimi ¢leni. Ce pa delne vsote minorante niso omejene, tudi za
vrsto z vecjimi ¢leni to ni res.

ZGLED 3. (a) Vrsta Y 3, 1/k* = 14+1/2241/3%+ ... konvergira, ker ima konvergentno
majoranto » oo 1/k(k+1)=1+1/(1-2)+1/(2-3)+ ... (glej tocko (b) prvega zgleda v
tem razdelku).

(b) Vrsta >3, 1/VEk = 14+ 1/v/2 + 1/3/3 + ... divergira, ker ima za minoranto har-
moni¢no vrsto 1+ 1/2 +1/3 + ..., za katero vemo, da divergira.

S primerjavo lahko pogosto hitro ugotovimo konvergenco vrste s pozitivnimi ¢leni tudi
na naslednji nacin, ki deluje, kadar ¢leni monotono padajo proti nic.
IZREK 2. Naj bo ay > ag > a3z > ... >0 in ax — 0 (k — o0). Potem konvergira vrsta
Yoreqap =ai+az+az+ ..
natanko takrat, ko konvergira ”"kondenzirana”vrsta
Z?io 2ay; = ai + 2as + 4ay + Sag + ...
Dokaz. Oznac¢imo delne vsote obeh vrst z s,, = a1 +as+...+a, int, =a; +2as+... +

2% i, Za 2 < n < 2F1 imamo oceno navzgor s, < aj+(agt-az)+...4(agr+...Fagri1_1)

<
a1+2az+...42%ay = t), in oceno navzdol s, > ar+as+(az+as)+...4 (agr—1 4 +...+agr) >
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a1 /2 + as + 2a4 + ...2k*1a2k = tr/2. Ker torej za vsak k > 0 in za 2k < p < okl velja
tr/2 < s, < t, sta obe vrsti hkrati konvergentni ali divergentni.

o
ZGLED 4. Vrsta Z 1/kP =1+1/2P +1/3P + ... konvergira za p > 1 in divergira za
k=1
p < 1. To vidimo tako. Ce je p < 0, cleni sploh ne konvergirajo proti ni¢, potreben pogoj
ni izpolnjen in vrsta divergira. Ce pa je p > 0, so ¢leni vrste pozitivni in monotono padajo
proti ni¢, tako da lahko uporabimo izrek 2. ”Kondenzirana’vrsta je zdaj geometrijska
vrsta

Zﬁo 2]’2% - Z?io 2(1-p)j

ki je konvergenta natanko takrat, ko je kvocient 2!77 < 1 oziroma 1 — p < 0.

n
Delna vsota s, = Z 1/kP zadnje vrste je zaradi monotonosti funkcije f(zx) = 1/2P
k=1
gotovo vedja od integrala 1n+1 f(z)dz in manjsa od 1+ flnf(x)dx (glej sliko 1). Ker
vemo, da integral floo f(z)dz konvergira natanko takrat, ko je p > 1, velja isto za delne
vsote s, dane vrste. Podobno velja za vsako na poltraku [1,00) pozitivho in monotono

padajoco funkcijo f.

)

0 1 2 3 no ntl (x)

SLIKA 1

IZREK 3 (Integralski kriterij). Ce so cleni vrste enaki a, = f(k), kjer je f pozitivna
zvezna in mnotono padajoéa funkcija na poltraku [1,00), konvergira vrstay p ; ap natanko
takrat, kadar konvergira integral floo f(x)dx.

Dokaz. Kot v posebnem primeru je f1n+1 f@)de < sp =370 jar < a1+ Y p_qap <
fln f(x)dz, od koder vidimo, da vrsta in integral konvergirata ali divergirata hkrati.

IZREK 4 (Cauchyjev korenski kriterij). Naj bo Y 2 | a, vrsta s pozitivnimi éleni a, > 0
za vsak n.
(a) Ce obstaja m € N in pozitivno stevilo ¢ < 1, tako da velja Ya, <qg<1zan>m,
vrsta konvergira.
(b) Ce velja Yan > 1 za neskonéno mnogo clenov, vrsta divergira.

Dokaz. (a) Za n > m imamo a, < ¢", torej vrsta ) a, konvergira zaradi primerjanja
z geometrijsko vrsto > ¢".

(b) Ce za neskonéno mnogo ¢lenov velja /@, > 1 oziroma a,, > 1, ¢leni ne konvergirajo
k ni¢ in vrsta zato ne konvergira.

ZGLED 5. Vista Y o (z/n)" = x + (2/2)? + (x/3)® + ... konvergira za vsak = > 0.
Imamo namre¢ /a,, = z/n — 0 in zato {/a, < 1/2 za vsak dovolj velik n.



POSLEDICA. Za vrsto Y -2, a, § pozitivnimi éleni oznac¢imo a = limsup,, o /an.
Vrsta konvergira, ce je o < 1, in divergira, ¢e je a > 1.

Dokaz. Ce je a < 1, gotovo obstaja ¢ z lastnostjo & < ¢ <1 in indeks m, tako da za
n > m velja ¥a, < q. Ce pa je a > 1, je tudi a, > 1 za neskonéno mnogo ¢lenov. V
obeh primerih sledi konvergenca oziroma divergenca vrste iz izreka 4.

Najlazje je uporabiti to posledico, kadar obstaja limita a = lim,_, #/a,. V primeru
a < 1 dobimo konvergenco, v primeru « > 1 divergenco, v primeru o = 1 pa nam korenski
kriterij ne pove nicesar.

o0
ZGLED 6. Za vrsto Zx"/np, kjer jez > 0in p € R, je lim /a, = lim z/¥/n’ =z,
— n—oo n—oo

zato vrsta konvergira za x < 1 in divergira za = > 1 ne glede na to, kaksen je p. Prixz =1
oo

se vrsta glasi Z 1/nP; zanjo korenski kriterij odpove, vendar vemo od prej, da ta vrsta

n=1
konvergira za p > 1 in divergira pri p < 1.

IZREK 5. (D’Alembertov kvocientni kriterij). Naj bo Y > | a, vrsta s pozitivnimi éleni
an >0 za vsak n.
(a) Ce obstajata m € N in pozitivno stevilo ¢ < 1, tako da velja ayi1/a, < q <1 za vsak
n > m, vrsta konvergira.
b) Ce velja api1/an > 1 za vsak n > m, vrsta divergira.

Dokaz. (a) Pri danem pogoju velja ami1 < qam, amiz < ¢%an, itd., se pravi am, . <
¢"a,, za vsak k > 0. Primerjava z geometrijsko vrsto pove, da vrsta s ¢leni a,, n > m
konvergira, torej konvergira tudi prvotna vrsta.

(b) Zdaj imamo a4k > am > 0 za vsak k£ > 0 in zato ¢leni a,, ne konvergirajo k 0,
vrsta je divergentna.

V izreku ni dovolj, da velja le a,,41/a, < 1, kot lahko npr. vidimo iz zgleda (divergentne)
harmoni¢ne vrste, kjer je a,, = 1/n in apt1/an =n/(n+1) < 1 za vsak n.

ZGLED 7. Vrsta >_o°_ na" ! =1+ 2x + 32% + ... konvergira za 0 < z < 1 in divergira
za x > 1. Res! Splosni ¢len vrste je namre¢ a,, = naz™ !, zato je Anpt1/an = ”TH x, kar
konvergira proti . Ce je z < 1, lahko vzamemo ¢ = (z + 1)/2. Za vsak dovolj velik n je
ani1/an, < q < 1in vrsta konvergira. Ce pa je x > 1, je api1/an = "TH x > 1, zato vrsta
divergira. (To vidimo tudi iz dejstva, da tedaj ¢leni ne konvergirajo proti nic.)

POSLEDICA. Za vrsto Y .7 | an s pozitivnimi éleni oznacimo o = limsup,, QZ—:l n
azzl. Potem vrsta konvergira, ¢ée je a < 1, in divergira, ce je 3 > 1.

6 = liminf,,_

Dokaz. Ce je a < 1, obstaja ¢ z lastnostjo a < ¢ < 1 in indeks m, tako da za n > m
velja an41/a, < ¢ in po izreku 5 vrsta konvergira. Ce pa je § > 1, obstaja tak m, da je
apt1/an > 1 zan > m in po izreku 5 vrsta divergira.

Opomba. Dejstvo, da je npr. limita lim,,_,o ant1/a, = 1, Se ni¢ ne pove o konvergenci
vrste, kot lahko spoznamo iz primerov vrst Y-, L in > #

TRDITEV 2. Za vsako zaporedje (ay) s pozitivnimi éleni velja

a .. . . a
ntl <liminf /a, <limsup a, < limsup ntl
n—oo

n n— oo n—oo Ay,

lim inf
n—oo
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Dokaz. Srednja neenakost je trivialna, leva sledi iz desne, zato dokazimo samo desno.
Ozna¢imo o = limsup,, ,,, = in izberimo ¢ > «, tako da je 2t < q za vsak n > m. Za
Am+1 | Gm+42 | . Am+k

am Am+-1 Am+k—1
an < amq” "q", se pravi {/a, < {/a,q ™ - q oziroma limsup,, ., {/a, < q. Ker velja to
za vsak ¢ > «, imam tudi limsup,,_,, {/a, < «, kar je bilo treba dokazati.

vsak k£ > 0 je torej < ¢* oziroma am+k g ¢"a,,. Drugace receno,

Iz trditve 2 vidimo, da je Cauchyjev korenski kriterij mocnejsi od D’Alembertovega kvo-
cientnega kriterija v naslednjem smislu. Vedno, ko kvocientni kriterij napove konvergenco,
lahko konvergenco ugotovimo tudi s korenskim kriterije; kadar pa korenski kriterij odpove,
odpove tudi kvocientni. Poleg tega obstajajo primeri, ko lahko konvergenco ugotovimo s
korenskim kriterijem, medtem ko kvocientni kriterij o konvergenci ni¢ ne pove.

ZGLED 8. Za vrsto 1/2 + 1/3 +1/22 +1/3% +1/23 + 1/3% + 1/24 + 1/3% + ... je
lminfy, oo 52 = lim, 0o(2/3)" = 0, liminf, o Y@, = lim, oo X/1/3" = 1/V/3,

lim sup,,_, oo /@y = lim, oo %/1/2" = 1/4/2 in limsup,,_, 2o = limy 00 (3/2)" = +o0.
Torej lahko ugotovimo konvergenco s korenskim kriterijem, s kvocientnim pa ne.

Kadar kvocientni kriterij odpove, je pogosto pametno uporabiti naslednji izboljsani kon-
vergenc¢ni kriterij.

IZREK 6 (Raabejev kriterij). Naj bo Y _>7 | ay, vrsta s pozitivnimi éleni, torej an, > 0 za
vsak n.
(a) Ce obstajata m € N in pozitivno stevilo ¢ > 1, tako da velja n(ay/ans1 —1) > ¢ > 1
za vsak n > m, vrsta konvergira.
(b) Ce velja n(an/ani1 — 1) < 1 za vsak n > m, vrsta divergira.

Dokaz. (a) Pisimo ¢ = 14, kjer je r > 0, in preoblikujmo pogoj n(a,/an+1—1) > ¢ > 1
v pogoj nan — (n+1)an4+1 > ran4+1 zan > m. Oznaéimo b,11 = na, — (n+1)a,+1 in takoj
ugotovimo, da ima vrsta by,4+1+by42+ ... zaradi ocene b, 11 > rayy1 > 0 pozitivne Clene in
navzgor omejene delne vsote sx = b1 +bmt2+ ... + ik = May, — (M+E)amir < mapy,
tako da je konvergentna. Potem pa je zaradi ocene ra,4+1 < by41 za n > m konvergentna
tudi vrsta ), ap.

(b) Ce velja n(ay/ani1 — 1) < 1 za vsak n > m, je na, < (n + 1)a,;1 za n < m, torej
(m + k)amsr > map, za vsak k > 0 oziroma a1 > many,/(m + k) za k > 0. Na desni
strani so ¢leni z ma,, pomnozene harmonicne vrste, zato po izreku 1 o primerjanju vrst
tudi vrsta ) a, divergira.

POSLEDICA. Za vrsto y o2 | a, s pozitivnimi cleni oznacimo
a = limsup,,_,., n(an/any1 —1) in [ =liminf, . n(a,/ant1 —1).

Potem vrsta konvergira, ce je B > 1, in divergira, ce je o < 1.

Dokaz. V prvem primeru obstaja tak ¢ > 1 indeks m, da je n(a,/an+1 —1) > ¢ > 1 za
n > m, v drugem primeru pa tak indeks m, da je n(a,/an+1 — 1) < 1 za n > m. Obakrat
rezultat sledi iz izreka 6.

Najlazje je ugotoviti konvergenco, kadar obstaja limita o = lim,, 00 n(an/any1 — 1).
Tedaj vrsta konvergira, ¢e je & > 1 in divergira, ¢e je « < 1. Kadar je o = 1, tudi Raabejev
kriterij odpove.

ZGLED 9. Za vrsto Z , p > 0, smo ze ugotovili, kdaj konvergira. Preskusimo na

njej Se Raabejev krltenJ Ker je v tem primeru



a= lim n(ap/ant1 —1) = lim n((1+1/n)’ —1)=lim ((1+h)? —1)/h = f(1),
kjer je f(x) = 2P, imamo zaradi f’(x) = pzP~! in zato a = f/(1) = p. Vidimo, da vrsta
konvergira za p > 1 in divergira za p < 1. Kriterij nam nicesar ne pove, kadar je p = 1;
tedaj pa je vrsta harmonic¢na, torej divergentna.

Absolutno in pogojno konvergentne vrste

DEFINICIJA 3. Retemo da konvergira vrsta a1 + as + ... absolutno, ée konvergira vrsta
iz absolutnih vrednosti |ai|+ |az|+.... Ce to ni res, re¢emo, da vrsta konvergira le pogojno.

TRDITEV 3. Vsaka absolutno konvergentna vrsta je konvergentna.

Dokaz. To vidimo iz trikotniske neenakosti. Naj bo m < n. Tedaj je |amt1+ ... +an| <
lams1| + ... + |an|. Ce vrsta absolutno konvergira, je desna stran te neenakosti poljubno
majhna. Potem pa velja isto za levo stran. Vrsta torej zados¢a Cauchyjevemu pogoju,
zato je konvergentna.

TRDITEV 4. Ce konvergira vrsta .o, an = a1 + as + ... absolutno, zaporedje (b,) pa

n=1
je omejeno, konvergira absolutno tudi vrsta Y 7, anb, = aiby + agbs + ...

Dokaz. Naj bo |b,| < M za vsak n za neko konstanto M > 0. Zaradi ocene
lanbn| < M|ay,|, veljavne za vsak n, lahko uporabimo primerjalni test za vrste s pozi-
tivnimi ¢leni (izrek 1).

Poseben primer so t.i. alternirajoce vrste, kjer predznaki ¢lenov alternirajo: imamo
a1 — ag + agz — a4 + ..., kjer so zdaj vsi koeficienti a; > 0.

IZREK 7 (Leibnizov kriterij). Alternirajoca vrsta a; — as + az — a4 + ... konvergira, ce
je zaporedje (a,) padajoce in velja lim,,_,o a, = 0.

Dokaz. Oglejmo si 2n-to delno vsoto s9, = a1 —as + a3 — a4+ ... + agp_1 — aoy,. OCitno
je zaporedje sodih delnih vsot (sg,) naraséajoce in omejeno z |s9,| < a1, zato je konver-
gentno proti nekemu stevilu s. Zaporedje lihih delnih vsot so,41 prav tako konvergira proti
S, saj je Sopt1 = Son+asn+1. Potem pa tudi celo zaporedje delnih vsot s, konvergira proti s.

ZGLED 10. Vrsta 1 —1/2+41/3 —1/4 + ... konvergira po zgornjem izreku, saj alternira
in njeni ¢leni po absolutni vrednosti monotono padajo in konvergirajo proti ni¢. Ven-
dar, kot smo videli, ta konvergenca ni absolutna; vrsta iz absolutnih vrednosti je namrec¢
harmoni¢na in divergira.

Izrac¢unajmo vsoto konvergentne vrste 1 —1/2+41/3 —1/4 4 .... Zanjo je

2n
(—1)k-1 1 1 1 1 1
— 7:1__ - — — _—— =
52n ; k 57371 m—1_ 2n
1 1 1 1 1 1 1 1
1+=-4+=+=>4.. ) =24+ 4.+ )=
(+2+3+4+ +2n—1+2n) (2+47L +2n)
2n n
1 1 1 1 1
+ totom= Y = .
n+1 n+2 2n Pt , ln—f—]

Oglejmo si doloceni integral f12 dx/x in njegovo spodnjo Darbouxovo vsoto s(f; D) =
Z?Zl f(z;)Az; za funkcijo f(x) = 1/x in enakomerno delitev D = {xq, z1, 22, ...,z }, kjer
jexj=1+j/nzaj=0,1,2,..,n, intervala [1,2] na n enako dolgih podintervalov. Potem
je Az; =1/n za vsak j in



n n 1

SUD) = =S f ) =Y —— = s

j=1 =" +J

ravno 2n-ta delna vsota nase vrste. Ker vemo, da spodnje Darbouxove vsote konvergirajo
proti doloCenemu integralu f12 dr/x = In z|? = In 2, vidimo odtod, da je tudi vsota kon-
vergentne vrste 1 —1/2+1/3 —1/4 + ... enaka In 2.

Izrek 7 je poseben primer naslednjega izreka, ki je diskretna analogija Dirichletovega
testa za posploseni integral (izrek 6 v 4. razdelku 1. poglavja).

IZREK 8. Naj bo (ay,) padajoce zaporedje pozitivnih Stevil z limito ni¢, zaporedje delnih
vsot vrste Y 2 1 by = by + by + ... z realnimi ¢leni pa naj bo omejeno. Potem je konver-
gentna tudi vrsta Y > | anby.

Dokaz. Delne vsote vrste ) anb, oznacimo z sy, delne vsote vrste ) b, oznac¢imo
z t,. Zaradi omejenosti slednjih obstaja tak M > 0, da je |t,] < M. Naj bo m < n;
izracunajmo in ocenimo razliko dveh dovolj poznih delnih vsot za vrsto ) a,b,. Najprej
dobimo

Sp — Sm = am+1bm+1 + am+2bm+2 + ...+ anbn =
aerl(thrl - tm) + am+2(tm+2 - thrl) + ...+ an(tn - tnfl) =

_am-l—ltm + (am-‘rl - am+2)tm+1 + (am+2 - am+3)tm+2 + ...+ (an—l - an)tn—l + anln,
odtod pa oceno |s, — sp| <

Amt1ltm] + (@my1 — @ma2) [tmr1] + (@my2 — @ma3) [tmre| + oo+ (@1 — an)|[th1] + anltn| <

QMCLm+1 .

Ce posljemo m — oo (in s tem tudi n — 00), konvergira desna stran (in s tem tudi leva
stran) proti ni¢. To pomeni, da je zaporedje delnih vsot (s,) Cauchyjevo, torej konver-
gentno.

ZGLED 11. (a) V posebnem primeru, ko vzamemo b, = (—1)""!, tako da so delne
vsote t,, enake 1 (Ge je m liho Stevilo) in 0 (e je n sodo Stevilo), torej omejene, dobimo
Leibnitzov kriterij za alternirajoce vrste: ¢e je ar > 0 in a; \, 0 monotono padajoce, vrsta
S5 o(—=1)*ay, konvergira.

(b) V posebnem primeru, ko izberemo b, = sin nz, so delne vsote t, za vrsto by
tudi omejene, saj se lahko hitro prepricamo, da je t, = 0, ¢e je sin x = 0 in

typ, =sin x + sin 2z + ... + sin nx = sin(n + 1)z /2sin(nx/2)/ sin(x/2),

Ce je sin x # 0, ter je zato v zadnjem primeru [t,| < 1/[sin(x/2)|. Po izreku 8 je potem
vrsta

o0
Z an Sin nxr = a1 sin x + ag sin 2x + ag sin 3x + ...
n=1
vedno konvergentna, ¢e je le a,, padajote zporedje pozitivnih Stevil z limito nic.
Podobno dokazemo, da je vrsta

oo

Zan cos Nx = aj cos x + ag cos 2x + as cos 3T + ...

n=1
konvergentna, razem morda za x = 2kw, k € Z, ¢e je le a, padajoce zporedje pozitivnih
Stevil z limito nic.

Opomba. Ce predpostavke izreka 8 niso izpolnjene, tudi sklep ne velja. Kot zgled lahko
vzamemo npr. naslednje pare zaporedij: (i) a, =1, b, = (=1)", (ii) a, = (=1)"/n, b, =
(=1)"*, (iii) an = 1/n, b, = 1. V nobenem od teh primerov vrsta ) a,by, ne konvergira.



Racunske operacije z vrstami

Dve vrsti seStejemo (odstejemo) tako, da sestejemo (odstejemo) istolezne ¢lene. Podobno
pomnozimo vrsto s konstanto tako, da s to konstantno pomnozimo vsak ¢len vrste. Torej
je npr. wsota vrst Y oo ap in > ;o by enaka vrsti Yoo | (ar +by) in produkt vrste Yoo | a
s konstanto ¢ enaka vrsti Y - | cag.

Poskusajmo ugotoviti, kako je s konvergenco vsote dveh konvergentnih vrst in s konver-
genco produkta konvergentne vrste s konstanto.

TRDITEV 5. Ce sta vrsti S opeqak in Yy poy by konvergentni in imata vsoti A oziroma
B, je konvergenta tudi vrstay -, (ap+0by) in ima vsoto A+ B. Prav tako je konvergentna
tudi vrsta Y g caj in ima vsoto cA. Ce sta prvotni vrsti absolutno konvergentni, sta
absolutni tudi dobljeni vrsti.

Dokaz. Ozna¢imo delni vsoti vrst z A, in By, torej A, =Y p_,ar in By, =Y p_; b.
Potem je A, + B, = > ;_;(ar + b;) delna vsota sestavljene vrste in zato velja tudi
limy, o0 (A, + By) = limy 00 Ay + limy, oo B, = A+ B. Podobno je cA, = > }_; cay
in lim, .. cA, = cA. Absolutna konvergenca za vsoto dveh vrst sledi iz trikotniske
neenakosti |ag+bg| < |ag|+|bg| in primerjalnega kriterija za vrste s pozitivnimi ¢leni. Abso-
lutna konvergenca za produkt vrste s konstanto ugotovimo 8e lazje: Y, |cax| = |c| Y |ak|.

Opomba. Ko smo ze pri oznakah A, = >} _, a; in B, =Y ,_, by za delne vsote dveh
vrst, povejmo, da velja naslednja diskretna analogija formule za integracijo po delih.

Sumacija po delih: Za vsak m je

m m
Z aan + Z Anbn—l—l = AmBm+1-
n=1 n=1

Dokaz. Postavimo Ag = 0. Potem je

Z an By + Z Ananrl = Z(An - Anfl)Bn + Z An(BnJrl - Bn) =
n=1 n=1 n=1 n=1

i AnBy, — i Apn1Bp + i Aan—H - i ApBy, = AmBm+1-
n=1

n=1 n=1 n=1

Kot posledico trditve 5 si oglejmo naslednji izrek, ki ga véasih imenujejo tudi Abelov
test za konvergenco.

IZREK 9. Naj bo (a,) monotono konvergentno zaporedje pozitivnih Stevil, vrstay > | by =
bi + by + ... pa naj konvergira. Potem je konvergentna tudi vrsta Y o2 | anby,.

Dokaz. Naj bo npr. zaporedje (a,) padajoce in naj konvergira proti stevilu a. Potem
je Yo anby = > 07 (an — a)by, +ad o2 by vsota dveh konvergentnih vrst (prva vrsta
konvergira po izreku 10, saj konvergirajo ¢leni a,, —a monotono proti ni¢, delne vsote vrste

> i bk pa so seveda omejene), torej tudi sama konvergentna vrsta.
S seStevanjem vrst nismo imeli tezav, mnozenje pa ni tako preprosto. Konéni vsoti
zmnozimo tako, da vsak ¢len prve vsote zmnozimo z vsakim ¢lenm druge vsote in dobljene

produkte sestejemo. Ali se da to pravilo razsiriti tudi na neskonéne vsote, tj. na vrste?

Najprej definirajmo, kaj bomo Steli za produkt dveh vrst.



DEFINICIJA 4. Pri danih vrstah "7 ag in Y2 by oznac¢imo za vsak n =0,1,2, ...

n
Ccp = E arpbn—i-
k=0

Vrsti > 7 ¢, re¢emo (Cauchyjev) produkt vrst >°p7 ag in Yy by.

S konvergenco produkta so Se vecje tezave. Ce je npr. A, = Y b0 ks Bn =Y p_0 ks
Cn = > j_oCk in ¢e vemo, da A, — A in B, — B, nasploh ni jasno, zakaj bi potem
konvergiral tudi C), in, ¢e ze konvergira, zakaj bi konvergiral ravno proti AB. Naslednji
zgled pokaze, da produkt dveh konvergentnih vrst lahko divergira.

ZGLED 12. Imejmo konvergentno (alternirajo¢o) vrsto

i (=" ST T
R N RN R
in izracunajmo njen kvadrat (produkt vrste s samo seboj). Hitro se lahko prepricamo, da
je po formuli iz definicije 4
Cyr 2
Vin—k+1D)(k+1)  n+2’
sajje(n—k+1)(k+1)=n/2+1)2 - (n/2 —k)? < (n/2 + 1)%. Torej dobimo

n

2 2(n+1)
‘Cn‘zzn_i_Q: nt2 — 2.
k=0

Cp —

Potreben pogoj ¢, — 0 za konvergenco vrste > >° ¢, ni izpolnjen, vrsta ne konvergira.

Naslednji izrek, ki ga je dokazal Mertens, to pomanjkljivost odpravlja, vendar potrebu-
jemo absolutno konvergenco vsaj ene od obeh vrst.

IZREK 10. Denimo, da vrsta Y, ar konvergira absolutno in da je njena vsota enaka
A, vrstay ;2 by konvergira in ima vsoto B ter je ¢, = Y 1o apbp_j za vsakn =0,1,2, ...
Potem tudi vrsta ).~ cn konvergira in ima vsoto AB.

Dokaz. Oznacimo A, =Y ;_oak, By =Y p_obr in Cp, = >} cx. Potem je
Cpn = agbo+ (agby +arbg) + ... + (apbn + a1bp—1+ ... +anby) = aogBp+a1Bp—1+...+a, By =
ao(B, — B)+a1(Bp-1 — B) + ...+ an(By— B) + A, B = s, + A, B,
kjer je s, = ao(By, — B) + ai1(Bp—1 — B) + ... + an(By — B). Naj bo s = > 7 |ax| in

pokazimo, da s, — 0. Za vsak € > 0 obstaja tak indeks m, da je |B,, — B| < € za vsak
n > m. Torej je za vsak n > m

[sn| < lan(Bo — B) + ... + an—m(Bm — B)| + |an—m—-1(Bm+1 — B) + ... + ao(B, — B)| <
lan(Bo — B) + ... + apn—m(Bm — B)| + |an—m—1||Bm+1 — B| + ... + |ao|| B, — B| <
|an(Bo — B) + ... + ap—m(Bpm — B)| + se.

Posljimo n — oo pa dobimo limsup,,_, [sn| < se. To velja za vsak € > 0, torej je
limsup,, . |sn| = 0, se pravi, da s,, konvergira proti ni¢. Potem pa je tudi

lim C,, = lim s, + lim A,B = AB.
n—oo n—oo n—oo

Kasneje bomo (kot posledico Abelovega izreka iz teorije potencénih vrst) pokazali, da
velja C' = AB tudi brez absolutne konvergence ene od vrst, vendar moramo v tem primeru
vedeti, da poleg konvergence vrst ), aj proti A in ), by proti B, konvergira tudi vrsta
>k Cks s Cleni ¢, = > 1 agbp_g, proti C.
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Preureditev vrst

Ce v konéni vsoti spremenimo vrstni red élenov, dobimo zaradi komutativnosti sestevanja
realnih stevil isti rezultat. Kako pa je s tem pri neskonénih vrstah? Ce spremenimo vrstni
red samo konéno mnogo ¢lenom, to na konvergenco in konéno vsoto vrste ne vpliva. Kaj
pa ¢e spremenimo polozaj neskonéno mnogo ¢lenov, ¢e torej vrsto popolnoma preuredimo?
Najprej moramo povedati, kaj razumemo s tem pojmom.

DEFINICIJA 5. Naj bo 7 : N — N poljubna bijekcija (permutacija) naravnih stevil.
Potem imenujemo vrsto Y o Ar(k) = Ar(1) T Ar(2) t ar(3) + ... preureditev dane vrste.

Ker so delne vsote preurejene vrste lahko popolnoma druga Stevila kot delne vsote pr-
votne vrste, ni jasno, ali iz konvergence prvotne vrste sledi tudi konvergenca preurejene
vrste. Vprasanje je tudi, ali ima preurejena vrsta, tudi ¢e konvergira, isto vsoto kot pr-
votna. Nasploh slednje ni res, kot pove naslednji preprost zgled.

ZGLED 13. Vemo, da ima alternirajoca vrsta 1—1/241/3+... vsoto In 2. Pa preuredimo
to vrsto tako, da bomo po vrsti zapisovali en pozitivni ¢len in dva zaporedna negativna
¢lena. Preurejena vrsta se torej glasi: 1 —1/2—1/4+1/3—1/6—1/8+ .... Potem je delna
vsota te vrste z indeksom n = 3m enaka

1 1 1 1 1 1 1 1
+ +m+(2m—1 dm —2  4m
1 1 1 1 1 1
+(3 4)+...+(2m_1 2m)].
Torej je limy, o0 S3m = (In 2)/2 in isto velja za S3;41 = S3m + 1/(2m + 1) in za s3,12 =
S3m+1 — 1/(4m + 2). Torej preurejena vrsta tudi konvergira, vendar ima vsoto (In 2)/2,
pol manjso od vsote prvotne vrste.

)=

Vrsta iz zadnjega zgleda je bila samo pogojno konvergentna. Pri absolutno konvergent-
nih vrstah pa preureditev (zamenjava vrstnega reda ¢lenov) ne vpliva niti na konvergenco
niti na vrednost vsote.

IZREK 11. Pri absolutno konvergentni vrsti Y p ai je za vsako permutacijo m narav-
nih Stevil tudi preurejena vrsta Y oo ar k) konvergentna in ima isto vsoto.

Dokaz. Delne vsote vrst ;2 aj in Y 72 ar) oznacimo z s, oziroma s;,. Zaradi
absolutne konvergence vrste Y ,-; ai obstaja za vsak € > 0 tak indeks m, da za n > m
velja > 72 o lax| < e. Izberimo tako velik p, da je {1,2,...,m} C {n(1),7(2),...,7(p)}.
Ce je n > p se v razliki delnih vsot s, — s krajsajo vsi ¢leni ay,as,...,an,, zato je
|sn = spl < > pe i1 lax] < e To pomeni, da s, —s;, — 0; zato konvergira tudi za-
poredje delnih vsot preurejene vrste s/, in velja lim,, o s, = limy, o0 Sp.

Videli smo, da za pogojno konvergentne vrste podoben sklep ne velja. Celo veé, pri
teh vrstah lahko s primerno preureditvijo dosezemo, da vrsta ve¢ ne konvergira, ali pa da
konvergira in ima za vsoto poljubno vnaprej izbrano realno stevilo.

IZREK 12 (Riemann). Ce je Y rey ak pogojno konvergentna vrsta, obstaja za vsakt € R
taka permutacija ™ naravnih Stevil, da ima preurejena vrsta Y ooy Ar(k) VSOtO t.

Dokaz. Pogojno konvergentna vrsta ima neskonéno mnogo pozitivnih in neskonéno
mnogo negativnih ¢lenov, sicer bi bila njena konvergenca absolutna. Zapisimo njeno n-to
delno vsoto v obliki s, = p, — gn, kjer pomeni p,, vsoto pozitivnih in g, vsoto absolutnih
vrednosti negativnih ¢lenov v s,,. Za vrsto )~ |ax| iz absolutnih vrednosti ¢lenov je n-ta
delna vsota enaka S, = p, + g,. Zaradi pogojne konvergence konvergirajo delne vsote s,
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proti neki limiti s, medtem ko delne vsote .S, vrste iz absolutnih vrednosti ¢lenov narascajo
v neskon¢nost. Odtod sledi, da tudi Stevila p,, in g, naraS¢ajo v neskonc¢nost.

Naj bo by + by + ... vrsta iz pozitivnih ¢lenov prvotne vrste Y p-; ax, tako da je p, =
b1 + ba + ... + b, njena n-ta delna vsota, in ¢; + co + ... vrsta iz absolutnih vrednosti ne-
gativnih ¢lenov vrste Y - ; ai z n-to delno vsoto ¢, = ¢1 + 2 + ... + ¢ Kljub divergenci
teh dveh vrst pa velja by — 0 in ¢ — 0, saj vrsta s ¢leni a; konvergira. Naj bo npr.
t > 0 poljubno pozitivno stevilo. in naj bo n najmanjsi indeks, pri katerem je p, > t. Za-
poredje p, — q1,Pn — G2, --- je padajoce in divergira proti —oo. Naj bo m najmanjsi indeks,
pri katerem je p, — g < t. Sedaj pristejmo izrazu p, — g, toliko nadaljnjih zaporednih
clenov vrste ), by, da bo skupna vsota vecja od ¢, nato pa isto ponovimo z odstevanjem
nadaljnjih zaporednih ¢lenov vrste ), ¢ itd. Na koncu dobimo neskonéno vrsto, v kateri
so zajeti (v spremenjenem vrstnem redu) vsi cleni tako vrste ), by kot vrste ), cg, torej
tudi vrste ), ax. Ker se ¢leni by, in ¢;, manjsajo proti ni¢, se dovolj pozna delna vsota tako
dobljene preurejene vrste razlikuje od stevila ¢ tako malo, kot Zelimo. Torej preurejena
vrsta konvergira in ima vsoto t.

Opomba. V izreku 12 je ¢ lahko tudi oo (v tem primeru preurejena vrsta divergira).
To dokazemo enako kot zgoraj, le da npr. na j-tem koraku pristejemo toliko pozitivnih
¢lenov by, da pridemo ¢ez j, nato pa odstejemo toliko pozitivnih ¢lenov ¢, da spet pademo
pod j. Ker je j = 1,2,3, ..., pridemo v limiti v 400 (ali v —o0, ¢e zamenjamo vlogo by in
¢k in na j-tem koraku skusamo doseéi stevilo —j).

Vrste s kompleksnimi éleni

Doslej smo obravnavali realna zaporedja in vrste z realnimi ¢leni. Ampak prav enako bi
lahko studirali tudi konvergenco zaporedij in vrst s kompleksnimi ¢leni.

Konvergenca zaporedja (¢,,) s kompleksnimi ¢leni je enaka kot v realnem. Kompleksno
stevilo ¢ je limita tega zaporedja, ¢e za vsak € > 0 obstaja indeks m, tako da za n > m
velja |cp — ¢| < e. Razlika je le ta, da tu uporabimo absolutno vrednost za kompleksna
stevila. Ce je npr. ¢, = ay + ibg, ¢ = a + ib kanonski zapis Stevil ¢ in ¢, je |ep — ¢| =
Vlar — al? + |by, — a|?. Odtod tudi vidimo, da ¢, — ¢ natanko takrat, ko ay, — a in by — b.

Pri vrstah je ¢isto podobno: vrsta s kompleksnimi ¢leni )7 ; ¢ konvergira, ¢e konver-
gira zaporedje njenih delnih vsot s,, ki so zdaj tudi kompleksna Stevila. Vrsta konvergira
absolutno, ¢e konvergira vrsta » .-, |cx| iz absolutnih vrednosti ¢lenov. Ker je s kanon-
skim zapisom ¢lenov ), cp = D>, ai + iy, by, kjer so zdaj ¢leni aj, in by, realni, vidimo,
da vrsta ), ¢ konvergira (absolutno) natanko takrat ko konvergirata (absolutno) vrsti
> @k in Y. by, Za absolutno konvergenco vrste s kompleksnimi ¢leni lahko uporabimo
iste kriterije, kot za absolutno konvergenco vrst z realnimi ¢leni.

2. Funkcijska zaporedja in funkcijske vrste

V tem razdelku si bmo ogledali pomembne lastnosti v zvezi z zaporedji funkcij, ki kon-
vergirajo proti neki funkciji. Raziskali bomo, kako zveznost, integrabilnost ali odvedljivost
posameznih ¢lenov vpliva na zveznost, integrabilnost ali odvedljivost limitne funkcije. Kas-
neje bomo te ugotovitve uporabili tudi pri vrstah, katere ¢leni so funkcije.

Imejmo zdaj zaporedje realnih funkcij f,,, ki so vse definirane na skupni podmnozici
S C R. Na kratko govorimo o funkcijskem zaporedju (fy,).

DEFINICIJA 1. Recemo, da funkcijsko zaporedje (f,,) konvergira po tockah proti funkeiji
f, ¢e za vsak x € S zaporedje realnih stevil (f,(x)) konvergira proti stevilu f(x), tj. ¢e za
vsak z € S velja

T fo(e) = f(x).
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Ker je pri vsakem z € S limita f(z) natanéno dolo¢ena, dobimo na ta naé¢in spet neko
realno funkcijo f, definirano na podmnozici S C R.

ZGLED 1. (a) fp(x) = 2™, S =1[0,1]; Za 0 <z < 1 velja f,(z) = 2" — 0, za z =1 pa
je fn(z) = 1. Torej konvergira zaporedje teh funkcij na mnozici S po tockah proti funkeiji
f, za katero velja f(z) =0za0 <z <1lin f(1) = 1.

(b) fu(z) = 2nz/(1 + n%x?), S = R; ni tezko videti, da konvergira zdaj funkcijsko za-
poredje (f,) na vsej realni osi po tockah proti funkciji f(x) = 0.

(¢) fn(x) = (sinnz)/y/n; tudi zdaj velja lim,, o fn(z) = 0 za vsak z € R.

(d) Naj bo f,(z) enako n?z za 0 < z < 1/n, n?(2/n —z) za 1/n < x < 2/n in 0 za
x > 2/n. Potem je lim, o fn(x) = 0 za vsak = > 0, saj je f,(0) = 0 za vsak n, pri
poljubnem x > 0 pa je f,(x) =0, ¢e je le 1/n < x oziroma n > 1/x.

Enakomerna konvergenca funkcijskih zaporedij

Konvergenca funkcijskega zaporedja (f,,) po tockah proti funkciji f pomeni, da za vsak
x € S in vsak € > 0 obstaja tak indeks m, da za vsak n > m velja |f,(z) — f(x)| < e.
Indeks m je tu odvisen od Stevila € in tudi od tocke z € S. Konvergenca po tockah je
najpreprostejsa vrsta konvergence funkcij. ZahtevnejSa pa je naslednja definicija.

DEFINICIJA 2. Recemo, da funkcijsko zaporedje (f,) konvergira na podmnozici S
enakomerno proti funkciji f, ¢e za vsak € > 0 obstaja tak indeks m, da za vsak n > m
velja | fn(x) — f(z)| < e za vse z € S.

V tej definiciji pa je indeks m odvisen samo od Stevila € in ni¢ od tocke z. Kadar gre
za enakomerno konvergenco je isti m je dober za vsak x € S. Drugace receno, Ce npr. pri
nekem € > 0 za vsak n € N najdemo tako tocko z,, € S, da velja |fn(x,) — f(zn)| > €
(tj. ¢e obstaja zaporedje tock (x,) z lastnostjo, da f,(x,) — f(x,) ne konvergira proti 0),
konvergenca ne more biti enakomerna.

ZGLED 2. Konvergenca zaporedja (f,) iz tocke (b) v zgledu 1 ni enakomerna. Ce je
npr. € = 1, je za vsak n izpolnjena enakost |f,(1/n) — f(1/n)] =1 in f,(1/n) 4 0.

Prav tako ni enakomerna konvergenca iz tocke (a) istega zgleda niti na podmnozici [0, 1),
saj pri z, = 1/3/2 zaporedje f,(x,) = 1/2 ne konvergira proti ni¢, ali iz tocke (d), saj je
tedaj fn(1/n) =n.

Pac¢ pa je konvergenca zaporedja iz tocke (c) zgleda 1 enakomerna na vsej realni osi.
Velja namre¢ ocena |f,,(z) — f(z)| = |sinnz|/y/n < 1/y/n. Ker za vsak € > 0 obstaja tak
m > 1/e?,daje 1/\/n < 1/\/m < e zan > m, velja za take indekse n tudi |sin nz|/\/n < €
in to za vsak x € R.

SLIKA 2
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Opomba. 1. Geometrijsko pomeni enakomerna konvergenca dejstvo, da lezijo v ep-
silonskem pasu {(z,y); = € S, f(z) — e <y < f(z) + €} okrog grafa limitne funkcije f
grafi vseh funkcij f,, z indeksom n, ve¢jim od nekega indeksa m.

2. Dejstvo, daje | f(z)—f(x)| < ezavsak x € S, pomeni, da je sup,cg | fn(z)—f(2)] <€,
zato lahko enakomerno konvergenco definiramo tudi tako: za vsak € > 0 obstaja tak indeks
m, da za vsak n > m velja sup,cg | fn(z) — f(2)] <e.

DEFINICJA 3. Funkcijsko zaporedje (f,) je enakomerno Cauchyjevo na mnozici S, ¢e
za vsak € > 0 obstaja tak indeks m, dazan,k > minza vsak x € S velja |f,(z)— fr(x)] < e.

Kot pri definiciji enakomerne konvergence je treba poudariti, da je tu m odvisen le od
stevila €, ne pa od tocke x. Tako kot pri obic¢ajnih Stevilskih vrstah je mogoce pokazati,
da je funkcijsk zaporedje (f,,) na mnozici S enakomerno Cauchyjevo natanko takrat, ko je
enakomerno knvergentno.

TRDITEV 1. Funkcijsko zaporedje ( f,,) je enakomerno Cauchyjevo na mnozici S natan-
lko takrat, ko je na S enakomerno konvergentno.

Dokaz. Iz enakomerne konvergence takoj sledi enakomerna Cauchyjeva lastnost. Ce
namre¢ f, — f enakomerno na S, za vsak € > 0 obstaja tak m, da za n > m velja
|fn(x) — f(z)| < €/2 za vsak z € S. Potem za vsak n,k > m in za vsak x € S velja tudi
(@) = @) < () — 1)+ |F@) — ful@)] < e

Obratno, ¢e velja |fn(x) — fr(z)| < € za vsak n,k > m in za vsak z € S, posljimo v tej
neenakosti k — oo, da dobimo |f,,(z) — f(z)| < €, kjer je f(z) = limg_,o fx(z) (limita po
tockah fr — f obstaja, ker je stevilsko zaporedje (fi(z)) Cauchyjevo). Ker velja zadnja
ocena za vsak x € S, Ce je le n > m, je konvergenca enakomerna na mnozici S.

Funkcijsko zaporedje iz zgleda 1(a), katerega ¢leni so funkcije f,,, definirane z f,,(x) = 2™,
konvergira na mnozici S = [0, 1] proti nezvezni funkeiji

0, 0«1

sa={ 0=t

¢eprav so vsi ¢leni zvezne funkcije (potence). Tu konvergenca funkcijskega zaporedja, kot
smo videli, ni enakomerna. Pokazimo, da se pri enakomerni konvergenci kaj takega ne
more primeriti.

IZREK 1. Naj bo (fy,) zaporedje zveznih funkcij, ki na mnozici S enakomerno konvergira
proti funkciji f. Tedaj je tudi limita f zvezna funkcija.

Dokaz. Izberimo si poljubno tocko a € S in pokazimo, da je limitna funkcija zvezna
v tocki a. Za vsak ¢ > 0 moramo poiskati tak 6 > 0, da bo za |z —a| < ¢ vel-
jalo |f(z) — f(a)] < e. Najprej ocenimo po trikotniski neenakosti: |f(z) — f(a)| <
|f(z) — fo(@)] + |fu(z) — fo(a)| + |fu(a) — f(a)|]. Zaradi enakomerne konvergence ob-
staja tak dovolj pozen indeks n, da sta tako prvi kot zadnji ¢len pod €/3, ne glede na
to, kje smo izbrali x € S. Pri tako izbranem indeksu n pa zaradi zveznosti funkcije f,
obstaja tak 6 > 0, da iz |z — a| < ¢ sledi tudi |f,(z) — fu(a)] < €/3. Torej je skupaj
|f(x) — f(a)| <, e jele |z —a| <4, kar je bilo treba videti.

Iz tega izreka ponovno vidimo, da funkcijsko zaporedje (f,,) iz zgleda 1(a) ne more biti
enakomerno konvergentno.

POSLEDICA. Ce zaporedje zveznih funkcij f, na mnoZici S enakomerno konvergira,
velja za vsak a € S enakost

lim lim f,(x) = lim lim f,(x).

r—an—oo n—oo r—a
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Dokaz. Ozna¢imo f(z) = lim, o fn(x) za vsak x € S. Po izreku 1 je zaradi
enakomerne konvergence zaporedja (fy,) funkcija f zvezna. Torej po definiciji zveznosti
funkcij f in f, velja lim, 4 lim, o frn(z) = lim,—, f(z) = f(a) = lim, o fr(a) =

limy, o0 limy g fr ().

Iz enakomerne konvergence funkcijskega zaporedja f, seveda sledi njegova konvergenca
po tockah. Obratno pa nasploh ne drzi, tudi ¢e vemo, da je limitna funkcija zvezna (glej
npr. zgled 1(b)). Je pa ob dodatnih predpostavkah mozno doseci tudi to.

IZREK (Dini). Imejmo zaporedje zveznih funkcij (fn), ki je na kompaktni podmnoZici
K C R monotono padajoée (tj. za vsak x € K velja fn(z) > foy1(x), n=1,2,3,...) in po
tockah konvergira proti zvezni funkciji f. Potem je konvergenca fn, — f na intervalu [a,b]
enakomerna.

Dokaz. Ce za vsak n oznacimo g, = f, — f, je (gn) padajoce zaporedje, ki na K po
tockah konvergira proti 0. Izberimo poljuben € < 0. Mnozica K, = {z € K; g,(z) > €}
je zaprta podmnozica v K, saj zaradi zveznosti funkcije g,, vsebuje vse svoje limitne tocke
(iz x, — x in gn(xg) > € sledi gn(z) > €). Vsaka zaprta podmnozica kompaktne mnozice
K pa je tudi sama kompaktna. Poleg tega zaradi padanja funkcijskega zaporedja g, velja
tudi K,+1 C K,. Torej je K, padajoce zaporedje kompaktnih mnozic. Ce bi bile vse
te mnozice neprazne, bi bile po neki trditvi iz analize 1 (glej zadnjo trditev 4. razdelka
v 1. poglavju) tudi njihov presek N2, K, neprazen. Toda element z iz preseka bi bil
vsebovan v K, za vsak n, se pravi, da bi za vsak n veljalo g, (x) > €, kar pa je v nasprotju
s predpostavko g,(xz) — 0. To pomeni, da je ena od mnozic, npr. K, prazna. Potem so
prazne tudi nadaljnje mnozice, tako da za vsak n > m velja 0 < g, (z) < € za vsak z € K.
Dobimo enakomerno konvergenco zaporedja g, proti 0 oziroma zaporedja f, proti f.

Oglejmo si Se povezavo funkcijskega zaporedja z integrali in odvodi posameznih ¢lenov
in morebitne limitne funkcije.

Imejmo zaporedje integrabilnih funkcij f,, na intervalu [a, b], ki npr. konvergira po tockah
proti funkciji f. Z integracijo posameznih ¢lenov dobimo zaporedje integralov fab fn(z)dz.
Ali je potem tudi limitna funkcija integrabilna? Ali tudi zaporedje integralov konvergira
in ¢e knvergira ali morebiti konvergira proti integralu limitne funkcije? Na ta vprasanja
odgovorja naslednji izrek.

IZREK 2. Ce zaporedje integrabilnih funkcij f, na intervalu [a,b] enakomerno konver-
gim protz' funkciji f, je tudi limitna funkcija f integrabilna na [a,b] in zaporedje funkcij
= [ fu(t)dt za vsak ¢ € [a,b] konvergira proti funkciji F(x) = [ f(t)dt enakomerno

na [a b].

Dokaz. Zaradi enakomerne konvergence za vsak € > 0 obstaja tak indeks m, da za
n > m in za vsak t € [a,b] velja f,(t) — e < f(t) < fu(t) + €. Potem pa je res tudi

b b
/uwrwwzdn—asdﬁgﬂnsﬂn+a:/umwfw

kjer sta s(f) in S(f) spodnji oziroma zgornji Darbouxov integral funkcije f. Torej velja
0 < S(f) —s(f) < 2€e(b—a). Ker velja to za vsak € > 0, je s(f) = S(f) in funkcija f
je integrabilna na intervalu [a,b]. Poleg tega lahko za vsak x € [a,b] in za vsak n > m
ocenimo

|z r—r/ fult) ¢a<\/\ﬁl ()] < ez — ] < e(b— a),

kar pomeni, da F,, — F' enakomerno na [a, b].
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POSLEDICA 1. Ce zaporedje zveznih funkcij f,, na intervalu [a,b] enakomerno kon-
vergira proti funkciji f, konvergira zaporedje funkcij Fn(z) = [T fo(t)dt za vsak c € [a,b]
proti funkciji F(x) = [ f(t)dt enakomerno na [a,b].

Dokaz. Zdaj ze vemo, da je tudi limitna funkcija zvezna (izrek 1), ostalo sledi iz izreka 2.

POSLEDICA 2. Ce zaporedje zveznih funkcij f, na intervalu [a,b] enakomerno konver-
gira proti funkciji f, velja

/a ) = Tim / b (),

Opomba. Brez enakomerne konvergence izrek ne velja. Vemo, da v primeru iz zgleda
1(d) zaporedje funkcij f,, konvergira proti nicelni funkciji f(x) = 0, vendar konvergenca
ni enakomerna npr. na intervalu [0,1]. V tem primeru je fol fn(z)dz =1 za vsak n, torej

tudi lim,,_ o0 fol fn(z)dz =1, medtem ko je fol f(z)dz = 0.

Se ena posledica izreka 2 je izrek o odvajanem funkcijskem zaporedju. Enakomerna kon-
vergenca zaporedja odvedljivih funkcij f,, ni¢esar ne pove o konvergenci zaporedja njihovih
odvodov f], kot se lahko poucimo iz zgleda 1(c). Tam je f,(z) = (sinnx)/\/n za vsak n in
vsak x € R, zato je f}(z) = /n sin nz. V zgledu 2 smo videli, da je konvergenca f,, — 0
enakomerna na vsej realni osi, vendar pa za podzaporedje (f3,,,1) velja f3, 1 ((2n+1)7/2),
kar ni omejeno (v resnici zaporedje (f},) v nobeni tocki « # km ne konvergira). Zato so za
konvergenco odvodov potrebne mocnejse predpostavke.

IZREK 3. Naj bo (fn) zaporedje zvezno odvedljivih funkcij, ki konvergira vsaj v eni tocki
c € [a,b]. Ce poleg tega zaporedje odvodov f! konvergira enakomerno na [a,b], konvergira
tudi zaporedje (f,) na [a,b] enakomerno proti neki odvedljivi funkciji f, pri cemer velja
f(x) =limy, 0 f}(z) za vsak x € [a,b].

Dokaz. Po osnovni formuli integralskega racuna je zaradi zveznosti odvodov f], za vsak
n in za vsak x € [a, b] izpolnjena enakost

ful@) = Ful) + / "t

Zaradi enakomerne konvergence odvodov f] proti neki zvezni funkciji g, konvergirajo po
izreku 2 funkcije F,(z) = [ f/,(t)dt enakomerno na [a,b] proti funkciji F(z) = [ g(t)dt.
Naj bo d = lim,,_,o fn(c). Za vsak € > 0 obstaja torej tak indeks m, da za n > m velja
|fr(c) —d| < €/2in za vsak = € [a,b] tudi |F,(z) — F(z)| < €/2. Zaradi ocene

[fu(2) —d = F(2))| = [falc) = d + Fu(z) = F(2)| < |falc) = d| + |[Fa(x) — F(z)] <€

konvergira potem tudi prvotno zaporedje (f,) enakomerno na [a,b] proti funkeciji f(z) =
d+ [T g(t)dt. Odtod vidimo, da je tudi funkcija f odvedljiva in da velja f'(z) = g(z) =

limy, o0 f1 ().

Opomba. Podoben izrek (z enakim sklepom) velja tudi za zaporedje funkcij f,, ki so
na intervalu [a,b] zgolj odvedljive (ne pa nujno zvezno odvedljive). Dokaz izreka s temi
sibkejsimi predpostavki pa je nekoliko bolj zapleten (glej npr. [?], str. 152).

TRDITEV 2. Naj bo f(x,t) zvezna funkcija dveh spremenljivk na pravokotniku [a,b] X
[e,d] in F(z) = fcd f(z,t)dt za vsak x € [c,d]. Potem je F zvezna funkcija na [a,bl.

Dokaz. Ker je f zvezna funkcija na kompaktni mnozici [c, d] X [a, b] je tam enakomerno
zvezna (glej zadnji izrek v II. poglavju Analize 1). Torej za vsak € > 0 obstaja tak § > 0,
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daiz z,y € [c,d], t € [a,b] in |[x —y| < I sledi |f(x,t) — f(y,t)| < ¢e/(b—a). Torej je
P@) - Fwl =1 [ (70~ 1 dt|</|fxt Fly.Hldr < e
TRDITEV 3. Naj bosta f in % zvezni funkciji na [a,b] x [e,d] in F(x f flx,t)d

za vsak x € [c,d]. Potem je funkcija F odvedljiva in za vsak x € [c,d) velja

,x):/a”a_

Dokaz. Fiksirajmo x € [c,d] in h # 0. Diferen¢ni kvocient za funkcij F' v tocki z je

enak
(a:-i—h /f:c+ht —f@t)

Ker je f parcialno odvedljlva funkcija (glede na prvo spremenljivko), po Lagrangevem
izreku glede na to spremenljivko obstaja taka tocka = = x(t) z lastnostjo |z(t) — z| < |k,

da velja
= — t),t).
h ox UGN
Ker je tu leva stran zvezna funkcija spremenljivke ¢, velja isto za desno stran. Poleg tega
of

je 3% zvezna funkcija na kompaktni mnozici [c, d] x [a, b], zato je tam enakomerno zvezna.
To pomeni, da za za vsak € > 0 obstaja tak 0 > 0, daiz x,y € [¢,d], t € [a,b] in |z —y| < §
sledi \a%f( t) — f y,t)| < €/(b—a). Torej je pri pogoju |h| > § res |z(t) — x| < § in
velja

x iC AN
et F@ 10 sty = (LRI 0 <

ox

)
/a \% fla(t),t) — a—xf(x,t)\dt <e

Ker je tu € > 0 poljuben, vidimo, da je funkcija F odvedljiva in da velja
+ h
F(z) = lim & /
(z) = lim E

Enakomerna konvergenca funkcijskih vrst

Vse, kar smo doslej povedali o konvergenci funkcijskega zaporedja na dani mnozici .S,
velja tudi za konvergenco funkcijske vrste, se pravi vrste > ;- fx, kjer so fi funkcije,
definirane na mnozici S, saj v tem primeru delne vsote s, = Y ;_, fx tvorijo funkcijsko
zaporedje. Zaporedje delnih vsot pa odloca o konvergenci vrste.

DEFINICIJA 3. Funkcijska vrsta ), ; fr konvergira na mnozici S proti funkciji f:
(i) po tockah, ¢e na S po tockah konvergira proti f zaporedje delnih vsot s,,;
(ii) enakomerno, ¢e na S enakomerno konvergira proti f zaporedje delnih vsot s,,.

Tocka (i) pomeni, da konvergira Stevilska vrsta > 27 | fu(z) = fi(z)+ fo(z) + ... za vsak
x € S in ima vsoto f(x). Tocka (ii) pa poleg tega Se, da je konvergenca vrste enakomerna.

IZREK 4 (Weierstrassov M-test). Naj za élene funkcijske vrste > 32| fr = fi+ fo + ...
velja za vsak x € S in za vsak k > 1 ocena |fx(z)| < ay. Ce Stevilska vrsta > oo, ar =
a1 + as + ... konvergira, konvergira funkcijska vrsta enakomerno na mnozici S.

Dokaz. Za vsak par indeksov n,k imamo oceno \Z”Jrk fi(z)] < Z””Lk\fj ()] <

Z?i: a;j. Ker stevilska vrsta ijl a; konvergira, zadosca Cauchyjevemu pogoju, zato

za vsak € > 0 obstaja tak indeks m, da je za n > m in za vsak k desna stran zadnje
neenakosti manjsa od e. Torej imamo pri pogoju n > m za vsak k in za vsak x € S tudi
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oceno |Z§Lif fi(x)] < e. Ker je tu m neodvisen od z, je funkcijska vrsta enakomerno

Cauchyjeva, torej po trditvi 1 enakomerno konvergentna.

ZGLED. Vista s ¢leni f,,(7) = (sinnz)/n? je enakomerno konvergentna na vsej realni
osi R, saj imamo za vsak n > 1 in vsak € R oceno |f,(7)| = |(sinnz)/n?| < 1/n? in
vemo, da Stevilska vrsta Y °°  (1/n?) konvergira.

Naslednji izreki v zvezi z zveznostjo, integrabilnostjo in odvedljivostjo vsote dane funkcij-
ske vrste so samo posebni primeri ustreznih izrekov 1, 2 in 3 za funkcijska zaporedja, zato
jih navedimo brez dokazov.

IZREK 1'. Vsota f enakomerno konvergentne vrste > ;o fr = fi + fa + ... zveznih
funkcij na podmnozici S C R je zvezna funkcija na mnozici S.

IZREK 2'. Vsota f enakomerno konvergentne vrste > o | frx = fi+ fa+... na intervalu
[a, b] integrabilnih funkcij je integrabilna funkcija na [a,b]. Tudi vrsta iz integralov funkcij
fn konvergira, njena vsota je enaka integralu funkcije f:

b o b b b
/ flx)dx = Z fr(z)dx = / fi(x)dz + / fa(x)dz + ...
a kil a a a
IZREK 3'. Vsota f vrste > poy fr = fi+ fa+... zvezno odvedljivih funkcij, ki konvergira
po tockah na intervalu [a,b], vrsta iz odvodov Y~ fi. = f1+ f+... pa konvergira na [a, b]
enakomerno, je tudi sama odvedljiva funkcija, njen odvod f' pa je vsota odvajane vrste:

[o@)
fl@) = fi=Ff+f+-
k=1
Potencne vrste

Poseben primer funkcijskih vrst so vrste, katerih ¢leni so sestavljeni iz potenc, pomnozenih
s konstantami. To so t.i. potencne vrste, ki jih bomo zdaj definirali.

DEFINICIJA 4. Imejmo zaporedje (cf) realnih Stevil in Se eno tocko a € R. Potem je
(splosna) potencna vrsta funkcijska vrsta oblike
oo
ch(:ﬂ —a)f=co+c(z—a)+ey(x—a)?+ ..
k=0
Recemo, da je potencna vrsta razvita okrog tocke a. Z vpeljavo nove spremenljivke
t = z — a lahko vedno dosezemo razvoj okrog tocke ni¢ (¢ = 0). V tem primeru ima

potenc¢na vrsta obliko
[e.e]

chxk =cy+cCcx+ 623:2 + ...
k=0
Odslej bomo delali samo s takimi potenénimi vrstami.

Potencna vrsta Y~ cpr® = ¢y + c1x + cpx? + ... vedno konvergira vsaj v tocki z = 0.
Lahko pa se zgodi, da ne konvergira za noben z # 0. Zgled je npr. vrsta ) ;> klzk. kjer
za x # 0 ¢leni sploh ne konvergirajo k ni¢. Po drugi strani je vrsta lahko konvergentna prav
za vsak x € R. Tak je primer pri vrsti Y o, 2" /k!, ki absolutno konvergira na vsej realni
osi, kot se lahko hitro prepricamo npr. s kvocientnim kriterijem. Kako je s konvergenco v
drugih primerih, pove naslednja trditev.

TRDITEV 4. Ce potencna vrsta Y o cpr® = co + 1z + ez + ... konvergira v tocki
xg # 0, konvergira absolutno za vse x z lastnostjo |z| < |xg].
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Dokaz. Ker je vrsta y o~ ck.xlg konvergentna, konvergirajo njeni ¢leni ck.x’g proti ni¢ in
so zato omejeni z neko konstanto M > 0, torej |cxxh| < M za vsak k. Clene prvotne vrste
S5, ckr® lahko potem ocenimo po absolutni vrednosti z |cpz¥| = |eraf||z/xo|F < MgF,
kjer je ¢ = |z /x| < 1. Ker je vrsta ) 2, Mq* geometrijska in zaradi ¢ < 1 konvergentna,
konvergira po primerjalnem kriteriju absolutno tudi prvotna vrsta.

POSLEDICA. Ce potenc¢na vrsta Py cwr® = ¢ + iz + cx? + ... divergira v tocki
xo # 0, divergira tudi za vsak x z lastnostjo |x| > |xg].

Dokaz. Iz konvergence vrste pri z, bi sledila njena absolutna in zato tudi obic¢ajna
konveregenca pri xg.

DEFINICIJA 5. Naj bo "2, cpx® potencéna vrsta, ki konvergira vsaj v eni tocki zg # 0,
ne pa povsod na R. Pozitivno stevilo R = sup{r > 0; > 7, cxr® konvergira} imenujemo
konvergencni polmer potencne vrste.

To je torej tako stevilo, da potencéna vrsta konvergira za vsak x z lastnostjo |z| < R in
divergira za vsak z z lastnostjo |x| > R. Pri |z| = R lahko vrsta v tocki = konvergira ali
divergira.

ZGLED. Potenéna vrsta Y e, z"/k konvergira (absolutno) za |z| < 1 in divergira za
|z| > 1 (kvocientni kriterij). Torej je konvergenéni polmer enak R = 1. Toda vemo, da je
za x = 1 vrsta harmonicna, torej divergentna, za * = —1 pa konvergentna alternirajoca
vrsta (Leibnizov kriterij).

Opomba. Pri vrsti, ki konvergira samo v tocki 0, recemo, da je konvergen¢ni polmer
enak ni¢, pri vrsti, ki konvergira povsod, pa je konvergen¢ni polmer neskoncen. Tako
imamo pokrite vse primere in za konvergen¢ni polmer R poljubne potencne vrste velja
0<R< 0.

TRDITEV 5. Naj bo za potencéno vrsto Y .-, cpx® konvergencni polmer R > 0 in naj
velja 0 < r < R. Potem potencna vrsta konvergira na intervalu [—r,r| enakomerno.

Dokaz. To sledi iz Weierstreassovega testa za enakomerno konvergenco, saj lahko ¢lene
vrste za o € [—r,7] po absolutni vrednosti ocenimo z |cpz”| < |cg|r*. Ker Stevilska vrsta
Y o ek |r* konvergira, saj je 0 < r < R, konvergira potenéna vrsta Yo cxz® po izreku
4 enakomerno na intervalu [—r,7].

TRDITEV 6. Za konvergencéni polmer R potencne vrste > oo ezt velja

1
limsup V/|cx| = —.

k—o0 R

Dokaz. Ce je R = 0, potencna vrsta ne konvergira absolutno v nobeni tocki = = 1/n,
n = 1,2,.... Torej je po Cauchyjevem korenskem kriteriju (posledica izreka 6. v prvem
razdelku) limsupy,_, . ¥/|ck(1/n)¥| > 1 za vsak n. Odtod dobimo limsup;_, . /|ck| > n

za vsak n.
Ce je R = 0o, dobimo iz konvergence vrste v vsaki tocki x = mn na isti na¢in pogoj
limsupy,_,o v/|ck| < 1/n za vsak n, torej limsupy,_, ., v/|cx| = 0.

Naj bo zdaj 0 < R < oo in € > 0. Potem konvergira poten¢na vrsta v tocki x = R — €
in divergira za © = R + €. Torej velja po Cauchyjevem korenskem kriteriju ocena

limsup ¢/|ck (R — €)¥| <1 < limsup {/|ex (R + €)¥|.
k

k—o00 —00
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Odtod dobimo

(R —¢€)limsup ¥/|ck| <1 < (R+¢€)limsup v/|ck|.
k—o0

k—o00

Ker je tu € > 0 poljuben, velja Rlimsup,_,. {/|ck| = 1, kar je bilo treba pokazati.

POSLEDICA. Naj bo R € [0,00] konvergencni polmer potencne vrste y p cpzk. Ce
k1| 1

obstaja limita, je lim = —.
J +J k—o0 ‘Ck’ R

Dokaz. Denimo, da omenjena limita obstaja. Potem po trditvi 2 iz razdelka 1 tega
poglavja obstaja tudi limita limy_,~ v/|ck| in velja limg_, o0 @ = limg o0 v/|ck| = 1/R.

lek]

ok
ZGLEDI. (a) Za potenéno vrsto Z 2?5? je cx = 27%/k? in zato je kvocient |cg11|/|ck| =
k=1

2 k=1g2/27k(k + 1)2 = k2/2(k + 1) — 1/2. Torej je konvergenéni polmer enak R = 2.
Poglejmo, kako je s konvergenco vrste na robu konvergenc¢nega intervala. Za x = +2
imamo vrsti Y50, 1/k? in 3°72,(—1)%/k?, ki obe konvergirata.

o

k
(b) Za podobno vrsto Z 232—/-4: s koeficienti ¢;, = 27%/k dobimo kvocient |cxi1|/|ck| =
k=1
27kl /27 F(k + 1) = k/2(k + 1) — 1/2, se pravi spet R = 2. Zdaj je za * = 2 vrsta
S22, 1/k harmoniéna, torej divergentna. Za x = —2 pa je vrsta Y poq(—1)%/k alterni-

rajoca in konvergentna.

ka

2k

in limy_oo {/|ck| ne obstajata, pac pa obstaja limsupy_ .. 4/|ck| = limj_oo(1/2%k)/%k =
1/+/2. Torej je konvergenéni polmer enak v/2. Za z = #++/2 dobimo divergentno har-
monic¢no vrsto y -, 1/k.

lekr1l
el

oo
(c) Za potenc¢no vrsto Z je copy1 = 0in cop = 27%/k za k > 0. Limiti limy,_
k=1

Vsota potencne vrste y oo cxx® obstaja in je zvezna funkcija na intervalu (—R, R).
Recimo, da vrsta konvergira tudi na robu, v tocki z = R (ali x = —R). Ali je potem vsota
zvezna funkcija tudi se v tej tocki? Ce je konvergenca tam absolutna, velja |cpz®| < |ci| RF
za vsak x € [—R, R], zato je po izreku 4 na tem intervalu konvergenca enakomerna. Torej
je vsota zvezna funkcija tudi v tocki x = R (ali z = —R).

Ce je konvergenca v tocki z = R (ali z = —R) zgolj pogojna, je to e vedno res, kot
pove naslednji izrek.

IZREK 5 (Abel). Naj bo R € [0,00] konvergencni polmer potencéne vrste > po o cpa®,
katere vsota je zvezna funkcija f na intervalu (—R, R). Ce vrsta konvergira v tocki © = R
(ali z = —R) in ima tam vsoto s, velja s = lim, g f(z) (ali s = lim,_,_g f(x)).

Dokaz. Dokazimo samo primer, ko vrsta konvergira v tocki x = R (za primer x = —R
si namesto prvotne vrste ogledamo potenc¢no vrsto s koeficienti (—1)kck, ki ima isti kon-
vergen¢ni polmer in konvergira v tocki x = R). Poleg tega smemo brez skode vzeti R = 1,
sicer raje gledamo poten¢no vrsto Y oo, cipt®, kjer je t = Rz

Denimo torej, da potenéna vrsta y p- cpx® konvergira za x = 1 in da ima tam vsoto s,
torej imamo ZZ‘;O cp = 8. Za vsak k definirajmo s = cg+c¢1 + ... + ¢ in ¢_1 = 0. Potem
je za vsak n res

n n n n
E cpat = Z(sk — sk,l)xk = E spzk — E sp_q12¥ =

k=0
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n n—1 n—1

Z spzt — Z sprttl = s, + (1—2x) Z spat.

k=0 k=0 k=0

Za —1 < x < 1 posljimo n — oo pa dobimo
[o.¢]
flz)y=>1-2) Zskxk.
k=0

Za vsak € > 0 obstaja tak m, da za k > m velja |s — sx| < €¢/2. Poleg tega je s =
(1—2)Y 32, s2" za —1 <z < 1, zato imamo za 0 < z < 1 oceno

[f(@)—s|=|(1=2)) (sk—s)a"| <(1=2)) |sp—sla" + (1 —z) Y |sp—sfa’ <
k=0 k=0 k=m+1
(L=2)) [k —sla® + (e/2)(1 —2) Y 2" < (1 =) sk — 5| +¢/2.
k=0 k=1 k=0

Stevilo § > 0 lahko izberemo tako majhno, da iz 1—z < § sledi (1—z) Y74, |sp—s| < €/2.
V tem primeru velja |f(x) — s| < €, kar pomeni, da je s = lim, g f(z).

Kot posledico tega izreka dokazimo Se en rezultat v zvezi s produktom Stevilskih kon-
vergentnih vrst, ki smo ga obravnavali v razdelku 1 (glej izrek 12, kjer je ena od vrst
konvergirala absolutno).

IZREK 6. Imejmo konvergentne Stevilske vrste ) , ap, » . by in >, ¢y, pri cemer je
cr = agby + ... + arby za vsak k. Ce so njihove vsote A, B in C, velja C = AB.

Dokaz. Za 0 < z < 1 definirajmo funkcije f(z) = Y oo, axz®, g(x) = 352, bea® in
h(z) = Y 22, ckx®. Hitro vidimo, da je vrsta za h(X) ravno Cauchyjev produkt vrst za
f(z) in g(z). Ker za 0 < x < 1 ti dve vrsti po trditvi 4 konvergirata absolutno, konver-
gira po izreku 12 iz prvega razdelka tudi vrsta za h(x) in za njihove vsote dobimo zvezo
f(z)g(z) = h(x), 0 < x < 1. Ker vse tri vrste v tocki z = 1 Se konvergirajo, velja pri
pogoju  — 1 po Abelovem izreku f(x) — A, g(x) — B in h(z) — C. Zaradi zveze
f(z)g(z) = h(z) velja tudi AB = C.

Potencéne vrste se lepo obnasajo tudi v zvezi z odvajanjem in integracijo vrst. Ce
potencno vrsto > o2 cp2® Elenoma odvajamo, dobimo vrsto Py kcpz®—1; ¢e pa jo élenoma
integriramo, dobimo vrsto Y 3o, ckz®™/(k + 1). Kako je s konvergenénim polmerom
dobljenih vrst?

IZREK 7. Clenoma odvajana in clenoma integrirana potencéna vrsta imata isti konver-
genéni polmer kot prvotna vrsta. Ce je ta polmer R in je f(x) =Y pe cpx®, velja za vsak

z € (—R, R) tudi

fl@) = kepa™ ' in /m F@O)dt =" ez (k+1).
k=1 0

k=0

Dokaz. Po trditvi 6 je reciproi¢na vrednost konvergencnega polmera za odvajano vrsto
enaka )
limsup &/|ke| = lim VElimsup &/]cp] = =,
k—o0 k—oo k—o0 R

za integrirano vrsto pa

1 1
limsup ¥/lcp/(k + 1) = lim ———— limsup +/|c| = —.
k_)oopv| k/( | dim 7= limsup |ck| 7
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Ker odvajana vrsta konvergira enakomerno na vsakem kompaktnem podintervalu [a, b] C
(=R, R) in prvotna potencéna vrsta konvergira na (—R, R), lahko uporabimo izrek 3', po
katerem je f'(x) vsota ¢lenoma odvajane vrste za vsak x € (—R, R). Podobno po izreku 2/
konvergira, celo enakomerno na vsakem kompaktnem podintervalu [a,b] C (—R, R), tudi
clenoma integrirana vrsta in ima vsoto [ f(t)dt za vsak x € (—R, R).

Z odvajanjem ali integriranjem po ¢lenih lahko pogosto dolo¢imo vsoto dane vrste, sku-
paj z Abelovim izrekom tudi na robu konvergenénega obmocja, kjer sicer vrste ne smemo
odvajati ali integrirati.

ZGLED. (a) Izracunajmo npr. vsoto f(z) = > oo, #¥/k. Vemo, da ima potenéna vrsta
konvergenéni polmer 1, zato vrsta konvergira za vsak z € (—1,1). Vrsto na tem obmocju
odvajajmo in dobimo geometrijsko vrsto f/(z) = Y22, 2! = 1/(1 — 2). Ker poznamo
odvod funkcije f, poznamo tudi

f(z) = f(0) —i—/oxf'(t)dt: /Om %—tdt =—In(1-1%)|§ = —In(1 — 2).

Ce odvajana vrsta konvergira samo znotraj konvergencénega intervala, pa vidimo, da pr-

votna vrsta konvergira tudi Se v robni tocki x = —1, saj je v tem primeru alternirajoca
in ima absolutno proti ni¢ padajoce koeficiente (Leibnizov kriterij). Po Abelovem izreku
(izreku 5) je potem v tej tocki njena vsota enaka s = lim, . f(z) = —lim,—_; In(1—2) =

—In 2. Tako smo Se enkrat izracunali vsoto alternirajoce harmonicne vrste.

(b) Podobno obravnavajmo potené¢no vrsto f(z) = > 70, k%z*, ki ima tudi konvergenéni
polmer 1. Pigimo f(z)/z = > 32, k?2*~1. Z integriranjem od 0 do z je

F(SC):/Om@dt:l;kxk-

Postopek ponovimo:
oo

TF(t
/ F®) gy — Y b =1/(1 - ).
o ! k=1
Odtod z dvakratnim zaporednim z odvajanjem dobimo F(z) = x/(1 — z)? in

fla) =a(z/(1-2)*) = (z+2%)/(1 - 2)’.

Opomba. Nobenega razloga ni, da ne bi v poten¢no vrsto namesto realne spremenljivke
x vstavili kompleksno spremenljivko z (v splosni potenéni vrsti, bi tudi za a vzeli komplek-
sno Stevil). Vse kar smo povedali o (absolutni in enakomerni) konvergenci poten¢nih vrst,
velja tudi v kompleksnem. Konvergenéno obmocje je zdaj tocka 0, krog {z € C; |z| < R}
ali cela kompleksna revnina. Konvergenéni polmer je res polmer; izra¢una se ga na isti
na¢in. Seveda na svojem obmoc¢ju konvergence take vrste definirajo funkcijo s komplek-
snimi vrednostmi.

3. Taylorjeva vrsta

Se enkrat si bomo (z uporabo metode integracije po delih) izpeljali Taylorjevo formulo,
ki jo poznamo iz analize 1.

Ce je funkcija f poljubnokrat odvedljiva v tocki a € R je po osnovni formuli integralskega
racuna

f@) - f@) = [ " Py,
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Na desni strani lahko veckrat uporabimo integracijo po delih, npr.:

xT

f@) - @) = @ a)f @ + [ (o= 0f 0t =

a

= -+ 5L w3 [ =
= -+ 5L 0+ EL a4 5 (e o
Splosno dobimo odtod Taylorjevo formulo v obliki
F@) = 1@ + @ - a)f @ + ES ) + E D iy s E o
+% ;(x — )" f D (1) d.
Prvi del te formule je dobro znani Taylorjev polinom
Pi@) = f(@) + (@ — )/ (0) + = ) 4 B priay oy B g,

drugi del pa ostanek Taylorjeve formule (zdaj v t.i. integralski obliki)

R () = %/x(m — )" f (8 dt.

Ostanek lahko za (n + 1)-krat zvezno odvedljive funkcije zapisemo tudi v znani Lagrangevi
obliki. Ker je m < f("+D(#) < M, pri Gemer sta m in M natanéni meji, je

m * n M * n

E/ (z — 1)dt < R(z) < F/ (x — £t
oziroma

CEFA a)"*! < B(a) < (n+ 1)

Ker je f("1(t) zvezna funkeija na [a, 2] in je torej m < Ry (x)(n + 1)! /(z — a)"t' < M,
obstaja vsaj ena tocka ¢ € [a,z], tako da velja f"*D(c) = R,(z)(n 4+ 1)!/(z — a)**!
oziroma

(z —a)"tL.

f(n+1)(c)
(n+ 1)

Ce je za funkcijo f odvod reda n + 1 zvezen, lahko ostanek zapisemo Se v eni obliki. Po
prvem izreku o povprecni vrednosti oziroma njegovi posledici (glej tudi trditev 9 v drugem
razdelku prvega poglavja) dobimo iz integralske oblike

R, (z) = (z —a)" .

Ru(e) = (@ = " (0)

za neko tocko ¢, ki lezi med a in x. To je t.i. Cauchyjeva oblika ostanka.

Kadar se da funkcija v tocki a odvajati poljubnokrat, lahko zgornji postopek nadaljujemo
v neskoné¢nost. V tem primeru dobimo namesto konéne Taylorjeve formule f(z) = P,(z)+
R, (z) z ostankom Taylorjevo vrsto

X £(n)(q
Z / '( )(x —a)".
n=0 ’

n

To je poseben primer potencne vrste, razvite okrog tocke a, zato pravimo, da smo
funkcijo f razvili okrog tocke a v potenéno oziroma Taylorjevo vrsto. V posebnem primeru,
kadar je a = 0, govorimo raje o McLaurinovi vrsti:

©_ f(n)

n!
n=0
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Delne vsote Taylorjeve vrste so ravno Taylorjevi polinomi P, (z), ostanek vrste (od n-
tega clena dalje) pa ravno ostanek Taylorjeve formule R, (z). Véasih se da pokazati, da
za nekatere vrednosti x (vsaj v blizini tocke a) z naraséanjem n preko vsake meje ostanek
R, (z) = f(x) — P,(z) konvergira proti 0. V tem primeru Taylorjeva vrsta ocitno konver-
gira in ima vsoto f(z). Taylorjeva vrsta vedno konvergira v tocki a in sicer proti vrednosti
f(a), lahko pa se zgodi, da nimamo konvergence v nobeni drugi tocki = # a.

eVl £
0 , =0
poglavju analize 1). Njena vrednost v tocki 0 je f(0) = 0 in je povsod poljubnokrat zvezno
odvedljiva. Zanimajo nas njeni odvodi v tocki 0. Prvi odvod je tam po definiciji enak
f'(0) = lim,_geY/I*l/z = 0. Ker je prvi odvod za z # 0 enak z~2e~'/*, & je x > 0,
in —z~2e!/*, e je x < 0, vidimo, da je tudi f”(0) = 0. Podobno lahko sklepamo tudi za
visje odvode. Izkaze se, da so vsi visji odvodi v tocki 0 enaki ni¢. Taylorjeva vrsta za f je
torej trivialna (vsi ¢leni so enaki ni¢), zato povsod na realni osi konvergira proti ni¢. Ker
je f(z) #0 za x # 0 in f(0) = 0, konvergira Taylorjeva vrsta proti funkciji, iz katere smo
jo dobili, samo v tocki 0.

ZGLED. Funkcijo f(x) = { ze pozrnamo (glej razdelek 1 v tretjem

DEFINICIJA. Ce Taylorjeva vrsta funkcije f konvergira tudi v okolici tocke a proti
funkciji f, retemo, da je funkcija f v okolici tocke a analiti¢na.

Razvoj analitiéne funkcije f v potenéno vrsto okrog tocke a je en sam. Ce je namrec
funkcija f v okolici tocke a enaka vsoti neke konvergentne potencéne vrste Y - cx(x — a)k,
lahko vrsto po izreku 7 iz prejSnjega razdelka poljubnokrat ¢lenoma odvajamo. Odvajana
vrsta je v okolici tocke a tudi konvergentna in ima za vsoto ustrezni odvod funkcije. Brez
tezav se na ta nacin lahko prepricamo, da je ¢, = f*)(a)/k! za vsak k = 0,1,2,.... Torej
je razvoj en sam, namre¢ Taylorjev.

Primeri Taylorjevih (McLaurinovih) razvojev

Oglejmo si razvoje osnovnih transcendentnih funkcij okrog tocke 0. Za vsako funkcijo
bomo izrac¢unali njeno vrednost in vrednost njenih odvodov poljubno visokega reda v tocki
0, ugotovili, kje vrsta (absolutno) konvergira, in nazadnje z oceno Taylorjevega ostanka
pokazali, da je na danem konvergencnem obmocju njena vsota res funkcija, ki doloca vrsto.

1. Eksponentna funkcija in vrsta

Za funkcijo f(z) = e je fM(z) = ® in £(™(0) = 1 za vsak n = 0,1,2, .... Torej dobimo
X n 2 3
s _NE _ ¥ T
e _Zn! =l+ g+t
n=0
S kvocientnim kriterijem se npr. lahko hitro prepricamo, da ta vrsta absolutno konvergira

za vsak x € R. Ker pa je Taylorjev ostanek v Lagrangevi obliki enak R, (x) = (neTcl)!x"H

. . . . n+lelz|
kjer je ¢ med 0 in x, in ga lahko ocenimo z |R,(x)| < %
eksponentna vrsta (absolutno) za vsak x € R proti f(z) = e*. Da gre ostanek proti nic,
lahko sklepamo tudi iz dejstva, da je |2["*!/(n 4 1)! splosni élen konvergentne vrste.

— 0 (n — 00), konvergira

2. Vrsti za sinus in za kosinus

Za funkcijo f(x) = sinx velja f**t1)(z) = (=1)" cos z, f@™) (z) = (=1)"sinz, 1 (0)
= (=1)" in f@M(0) = 0 za vsak n = 0,1,2, .... Tako imamo
3

= (=1 @ oz’
: _ AT 2n41 . Y v
Smx_nzoawrl)!x I
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Podobno kot prej vidimo, da vrsta konvergira (absolutno) za vsak x € R. Ostanek v La-
grangevi obliki lahko zdaj ocenimo z |R,(z)| < |z|*"*3/(2n + 3)! — 0, n — co. Torej je
vsota Taylorjeve vrste povsod enaka f(x) = sinz.

Za funkcijo f(z) = cosx pa imamo f®"(z) = (=1)"cosz, P D(z) = (—=1)" 'sinz
in zato
> (_1)n 2 4 6

x x x
CcosT = E n

M =1—- =4+ —— —+ ...
n=0

(2n)! 21 4 ¢l
Vrsta spet konvergira (absolutno) za vsak z € R proti f(x) = cos z.

3. Vrsta za logaritemsko funkcijo

Sedaj vzemimo funkcijo f(x) = In(1 + z), za katero je f(0) = 0. Odvodi pa so po vrsti
f(x) = 14%17 (@) = _ﬁ7 f(x) = (14_230)37 itd. Splosno je

(1) (n - 1)!

Fw) = T i 00 = (1 = 1)
Torej dobimo
eyt e e
11r1(1+x)—T%:1 =g 2+3 4+...

Ta vrsta pa konvergira samo za —1 < x < 1, kar najlazje spoznamo s kvocientnim kri-
terijem za absolutno konvergenco v primeru —1 < x < 1. V tocki —1 dobimo divergentno
harmonicéno vrsto, v tocki 1 pa konvergentno alternirajoc¢o vrsto. Da bi pokazali, da je
vsota vrste res zaCetna logaritemska funkcija, moramo obravnavati dva primera, vsakega
posebej.

Za 0 < z <1 uporabimo ostanek Taylorjeve vrste v Lagrangevi obliki:

(n+1)(c
Rn(az) — f(ln - 1()') anrl — (_1)nxn+1/(n + 1)(1 + C)nJrl

in dobimo oceno |R,(z)| < 2""/(n +1) — 0, (n — o), saj je tudi ¢ > 0.
Za —1 < x < 0 pa potrebujemo ostanek v Cauchyjevi obliki:

Ry(w) = a(x — )" f" V(e /nl = (=1)"z(x — o)" /(1 + )" .
Dobimo oceno |R,(z)| < |z||z — c[*/(1 + ¢)"*!. Ker je zdaj —1 < 2 < ¢ < —cx < 0, je
|z —c| <|z+ cx| = (14 ¢)|z| in zato |R,(z)| < |z|*/(1+¢) < |z|[*/(1 — |z|) — 0.

Ne glede na to, kje je x € (—1,1), Taylorjeva vrsta torej konvergira (absolutno) proti
f(z) = In(1 + z). Ker imamo konvergenco vrste tudi v tocki = 1, je njena vsota po
Abelovem izreku tudi v tocki 1 enaka f(1) =1In2 (kar sicer ze vemo).

4. Binomska vrsta

Vzemimo funkcijo f(x) = (1 + )", kjer je r poljubno realno stevilo. Sedaj je f(z) =
r(r—1)..(r —n+ 1)1 +z)""in f(0) = r(r —1)...(r — n + 1). Torej dobimo vrsto

(1+ ) :nf:o <;>x” 1+ (:>x+ <;>x2+ (g>x3+

Tu smo z (;) oznacCili posploseni binomski koeficient, ki je definiran za vsako realno Stevilo
r (in ne samo za naravna Stevila kot klasi¢ni binomski koeficient) in sicer je

<r> =1 (r—n+1)

n n!
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r r!
Ocitno se ta definicija v primeru r € N in r > n ujema s klasi¢no: =——. Za
n n!(r —n)!

r € Ninr <n paje ( ) = 0, tako da je v tem primeru binomska vrsta v bistvu razvoj
n

potence (1 + z)" po binomskem obrazcu.

Vrsta sedaj konvergira (absolutno) za —1 < x < 1, kar najhitreje vidimo s kvocientnim

konvergenénem pogoju konvergira ostanek proti 0, je nekoliko tezje videti, razen za x = 0
inzar=0,1,2,..., ko imamo namesto neskon¢ne vrste samo polinom. Odslej naj bo x # 0
in 7 ¢ N. Podobno kot pri logaritemski vrsti moramo loc¢iti dva primera.

Za 0 < x < 1 uporabimo ostanek Taylorjeve vrste v Lagrangevi obliki. Tedaj je za neko
stevilo ¢ z lastnostjo 0 < ¢ < x in za vsak n > 0 res

(n+1)
Fnl) = JZTL + 1()0') o (n i 1> (1497 ™ =

r(1+c)" r r r
~1)(z — (5 —1)ee(= — 2™
od koder dobimo najprej oceno |R,(x)| < |r|(1+¢)"(1 + |r|)(1 + |r[/2)...(1 + |r|/n)z" .
Kerje0 <z <1, je (142)/2x > 1lin 1+|r|/m < (14+x)/2z oziroma x(1+]|r|/m) < (14+x)/2
za dovolj veliko naravno Stevilo m, zato lahko za n > m naprej ocenimo:

|Ro(@)] < [r|(L+ )" (L4 |r[) (1 + [r]/2)...(1 + [r]/m)(L+ [r|/(m + 1)).c.(1+ 7] /n)a" T <

[P+ o)" (4 [r)™ (L [r[/m)" ™z < Jr[(1 4 ¢)" (1 + |r))™((1 +2)/2)" ™.

Desna stran konvergira pri fiksnem m z rasto¢im n proti ni¢, zato velja isto za R,,(z).

V primeru —1 < & < 0 pa moramo spet uporabiti Cauchyjev obliko ostanka. Tedaj je

Ry(z) = z(z — )" f" () /n! = (n+ 1) (n :_ 1) (1+e) "oz —c)" =

r(L40) (= (G = (G = D = Dale — o) /(L+ )"

in zato kot prej za dovolj velik m in ob upoStevanju neenakosti |x — ¢| < |z + cz| =
(14 ¢)|x| < 1+ ¢, ki velja v tem primeru (glej podobno oceno pri logaritemski funkciji)
dobimo |R,(z)| <

[P [(Le)" (L[ ) (L[] /2). (L || fm) (L[] / (m- 1) (L [ /) [ =] o] / (1) <
| (Lte)" A [r)™ (e /m)" " 2|/ (L4c) < [r|(Ae)" (A+|r )™ ((A+]2]) /2)" ™ 2]/ (1=]x]).
Desna stran spet konvergira proti ni¢, zato velja isto tudi za ostanek R, (x). V vsakem
primeru torej binomska vrsta za |x| < 1 konvergira proti funkciji f(z) = (1 + x)".

ZGLED. 1. V primeru r = —1 zaradi (:11) = (—1)" dobimo

1 o0
= E ()2 =1—a+2®—2>+ ..,
1+ o

se pravi geometrijsko vrsto, ki, kot vemo, konvergira pri |z| < 1. Ce v njej zamenjamo x
z —x, pridemo do obiCajne vrste

1 oo
1_x:Zx":1+x+x2+x3+....
n=0
2. Za r = 1/2 dobimo vrsto /14+2z = 1+ %x — %xQ + .., zar = —1/2 pa vrsto

\/11+_x =1- %x + %xQ + .... Obakrat velja konvergenca pri —1 < x < 1 in tudi pri z =1

(po Leibnizovem kriteriju).
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Uporaba Taylorjeve vrste

Taylorjevo vrsto (oziroma formulo) lahko s pridom uporabimo pri nekaterih standardnih
matematicnih postopkih.

(a) Pri risanju funkcij si lokalno lahko pomagamo z aproksimativnimi formulami (zacet-
nimi odseki Taylorjeve vrste ziroma Taylorjevimi polinomi), npr. e* ~ 1+z,e " =~ 1—uz,
cosx ~1— x2/2, sinx ~ x, ali sinx ~ x — x3/6 itd. To so priblizki za funkcijo. Z rasto¢im
n ¢edalje bolje opisujejo vedenje funkcije f v blizini zacetne tocke a.

(b) Z zacetnimi ¢leni Taylorjeve vrste si lahko pomagamo tudi pri ra¢unanju limit ve-
likokrat odvedljivih funkcij (namesto L’Hospitalovega pravila), npr.
x —sinz z—2%/6+..) 23/6

. .= . — ...
lim ———— = lim ( = lim ———— =1/6.
a—0 3 z—0 a3 a—0 a3

(c) Vrsta za eksponentno funkcijo je ugodna za ra¢unanje njenih vrednosti na veliko
decimalk natan¢no, ker razmeroma hitro konvergira. Izkoristimo jo lahko tudi za izpeljavo
znamenite Fulerjeve formule, ki povezuje eksponentno funkcijo (s kompleksnimi vrednos-
tmi) in trigonometriéni funkciji sinus in kosinus:

e = cosx + isinz.

Levo stran definiramo s potenéno vrsto v kompleksnem » > ;2™ /n!, ki konvergira ab-

solutno za vsako kompleksno stevilo z. To vidimo npr. s kvocientnim kriterijem. Njena
vsota je po definiciji vrednost eksponentne funkcije f(z) = e* v tocki z. Ce v vrsto za €*
vstavimo z = iz, € R (i je imaginarna enota), dobimo po zdruzitvi realnih in imaginarnih
¢lenov

P =(1- 4" — . )4ilz -+ —.)=cosz+isinz.

To formulo bomo uporabili pri diferencialnih enacbah.

(d) Racunange logaritmov na ve¢ decimalk natancéno. Uporabljamo razvoje v vrsto

142 3 2P
1 =2 —+ — ...
N ety gt
(za —1<z<1)in
1—(2a%2-1)"1
In(a+1)+In(a—1) —2Ina=In(1 —a?) =1In T EQZQ — 1§1 =
1 1
= —2 cee
(2a2 1 3(2a% —1)3 )
za a > 1. V prvega vstavimo npr. z = 1/3 pa dobimo In2, vrednost In3 nato

izraCunamo iz drugega, ¢e vstavimo a = 2. Po istih formulah izracunamo tudi logar-
itme vecjih naravnih stevil. Ce bi npr. In2 racunali iz osnovne logaritemske vrste, bi
dobili In2 =1-1/2+41/3 —1/4+ .... Na desni imamo tu znano alternirajoco vrsto, za
katero sicer vemo, da je konvergentna, vendar je njena konvergenca silno pocasna.

(e) Racunanje korenov. Npr. vrista v2 = /I+1 = 1+ 1/2 — 1/8 + ... prepocasi
konvergira, zato raje zapiSemo

50 1
5v2 = V50 = 7,/4—9 =7(1 - %)—1/2 = 7(1+ 1/100 + 3/8.100* + ...).

Zdaj je konvergenca veliko hitrejsa.
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4. Fourierove vrste

Poseben primer funkcijskih vrst so t.i. trigonometriéne vrste. To so vrste, v katerih
nastopata kot ¢len trigonometri¢ni funkciji sinus in kosinus veckratnih kotov. Natan¢neje,
vsako trigonometri¢no vrsto lahko pri poljubnem = € R zapiSemo v obliki

o0
ap/2 + Zan cos nx + by sin nx,

n=1

kjer so koeficienti a,, in b, (n = 0,1,2,...) realna Stevila. Koeficient pri prvem ¢lenu smo
delili z dve zaradi lepSega, da bodo kasnejSe formule imele bolj enotno obliko.

Trigonometri¢cne vrste so analogija potenc¢nih vrst, ki smo jih obravnavali v enem od
prejsnjih razdelkov. Namesto da so ¢leni veckratniki potence z", n = 0,1,2,..., imamo
sedaj clene, ki so linearne kombinacije funkcij cos nz in sin nx, n =0,1,2,....

Zaradi Eulerjeve formule e = cos t + isin ¢, lahko izrazimo cos nx = (™% 4 e¢="%) /2,
sin nx = ("™ — e~ ""*)/2i. Ce to formalno vstavimo v vrsto, dobimo

bn

an, + ib, inz _

o o .
a0/2+2ancos nx + by, sin nx:a0/2+z%emz+ 5 =
n=1 n=1
o
co+ cheina} + Cine—inx’
n=1
kjer smo oznacili ¢, = angib" inc_, = % = ¢, za vsak n > 0. S temi oznakami

lahko trigonometri¢no vrsto prepiSemo iz "realne” v t.i. “kompleksno” obliko oziroma v
dvostransko vrsto, kjer sestevamo po vseh celih Stevilih od —oo do oo:

o0 oo
co+ cheinax + Cine—z‘nw — Z Cneina:.

n=1 n=-—00

Tako kot pri potencnih vrstah nas bo seveda tudi zdaj zanimala konvergenca trigonome-
tricnih vrst po tockah ali enakomerna konvergenca, potem njihova vsota, vprasanje ali jih
smemo ¢lenoma odvajati in integrirati ipd. Trigonometri¢no (funkcijsko) vrsto v realni ali
kompleksni obliki bomo oznadili z S, ustrezno stevilsko vrsto v tocki x pa z S(z).

Delne vsote trigonometri¢ne vrste S v realni ali kompleksni obliki so funkcije

n n
Sp(x) =ap/2 + Z ay, cos kx + by sin kx = Z crpet®,
k=1 k=—n

ki jih imenujemo trigonometriéni polinomi (stopnje n). Recemo, da trigonometri¢na vrsta
konvergira na realni osi R (ali na kaksni njeni podmnozici) po tockah oziroma enakomerno
proti funkciji f, ¢e velja S, — f (n — o0) po tockah oziroma enakomerno na R (ali
na podmnozici). Pri tem opazimo naslednje: ker so realne funkcije cos kz, sin kx in
tudi kompleksne funkcije €’** vse periodi¢ne s periodo 27 in velja isto za njihove linearne
kombinacije (trigonometri¢ne polinome), je tudi limitna funkcija f, ¢e obstaja, periodi¢na
s periodo 27. To pomeni, da za vsak x € R velja f(x + 27) = f(z).

Periodi¢no funkcijo f zadoséa poznati na katerem koli intervalu [a,b), kjer je b—a = 27
(perioda), npr. na intervalu [—m,7) ali [0,27). Obratno, poljubno funkcijo f, definirano
npr. na intervalu [—m, 7) dolzine 27, lahko s tega intervala razsirimo do periodi¢ne funkcije
(s periodo 27) na vsej realni osi. Ce je npr. funkcija f zvezna ali odvedljiva na odprtem
intervalu (—7, ), ima razsirjena funkcija enake lastnosti tudi na vseh homolognih odprtih
osnovno funkcijo limy |, f(z) = limgq, f(z) (inlim,|_» f/'(z) = limgy, f'(z)). Tedaj bomo
preprosto rekli, da ima funkcija f zvezno periodiéno razsiritev (oziroma zvezno odvedljivo
periodicno razsiritev) na vso realno os.
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Poljubnokrat odvedljivi funkciji f smo lahko priredili posebno poten¢no vrsto, namrec
njeno Taylorjevo vrsto (razvoj okrog dane tocke a). Le-ta je v okolici tocke a konvergirala
(ali pa tudi ne) in njena vsota je bila enaka prvotni funkciji (ali pa tudi ne). Nekaj
podobnega velja za integrabilne periodi¢ne funkcije na realni osi. Njim bomo priredili
trigonometriéno vrsto in se vprasali, kdaj ta vrsta konvergira in kaj je v tem primeru
njena vsota. To prireditev pa ne bomo naredili z odvajanjem (kot pri Taylorjevi vrsti)
ampak z integriranjem po ustreznem intervalu z dolzino 2.

Pri tem ni ve¢ pomembno, po katerem intervalu [a,b) dolzine 27 ra¢unamo integral
periodi¢ne funkcije. Denimo, da je npr. 2k < a < 2(k+1)m, kjer je k € Z, in b = a — 2km.
Potem je 0 < b < 27 in (zaradi periodi¢nosti funkcije f)

a+2m 2 2 21 b+2m
/ f(t)dt = fla+s)ds = f(b+2km+s)ds = f(b+s)ds = / f(t)dt =
a 0 0 0 b

2 27w+b

2 b 21 b
f(t)dt+/ f(t)dt = f(t)dt+/0 flu+2m)du = A f(t)dt+/0 f(t)dt =

b 21 b

2w

27 T 2 s
f(t)dt:/o fwde+ | f(t)dt:/o fwde+ | f(e—2myde =

0

/ﬂ f(t)dt + ’ f(s)dt = i f(t)dt.
0 — x

Najveckrat pa bomo vzeli poljubno funkcijo f, ki je integrabilna na intervalu [—m, ), in
si jo mislili periodi¢no razsirjeno na vso realno os.

DEFINICIJA 1. Naj bo f integrabilna funkcija na intervalu [—m, 7). Fourierove koefi-
ciente funkcije f definiramo v kompleksni obliki s predpisom:
1 (7 _
Cn =5~ B (t)e™"™dt, n=0,+1,+2,...

ali v realni obliki s predpisoma:

s 1 ™
ap, = — f(t)cosntdt, b, = — f(t)sinntdt, n=0,1,2...

™) _n T J—m

Ker je funkcija f realna, so tudi stevila a,,, b,, res realna, stevila ¢, pa v splosSnem komplek-

sna. Hitro se lahko prepricamo, da kompleksne in realne koeficente povezujejo formule:
ap = Cp + C_p, by =i(cy, — c—y) oziroma ¢, = (a, — iby)/2, c—p = (an +1iby)/2 (n > 0).

DEFINICIJA 2. Fourierova vrsta za integrabilno funkcijo f v tocki x € R je trigonome-
tricna vrsta

oo oo
Z cpett = ap/2 + Z ay, cos kx + by sin kz,
k=—00 k=1
katere koeficienti so ravno Fourierovi koeficienti funkcije f, dobljeni po zgornjih formulah.

Da poudarimo odvisnost koeficientov ¢, od funkcije f, pogosto oznac¢imo ¢, = f(n),
ustrezno Fourierovo vrsto pa ozna¢imo z S(f) in njeno vrednost v tocki x z izrazom S(f, ).

Hitro lahko preverimo, da se trigonometricnemu polinomu
n
f@) = Z cpe™ = ap/2 + Zak cos kx + by, sin kx
|k|<n k=1

pripadajo¢a Fourierova vrsta ujema s polinomom, torej S(f,z) = f(x). Za vsak m,n € Z
veljajo namre¢ naslednje preproste formule:

i ﬂ—ei(m—n)tdt: I, m=n
2r ), 0, m#n '’
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oziroma za vsak m,n € NU {0}

1 (7 1 m=n /™ . : 1 m=n
—/ cos mt cos ntdt = ’ , —/ sin mt sin nt dt = ’
7). 0, m#n T . 0
n
1 ™
—/ cos mt sin ntdt = 0.
T

—T
Iz integralskih formul za racunanje Fourierovih koeficientov takoj vidimo naslednje:

(a) Ce je integrabilna funkcija f, definirana na intervalu (—m, ), soda, so vsi koeficienti
b, = 0; v tem primeru je njena Fourierova vrsta sestavljena samo iz kosinusov veckratnih
kotov (kosinusna vrsta):

a0/2+Zancosn:c kjer je a, = — /f t)cos ntdt (n>0).

n=1

(b) Ce je integrabilna funkcija f, definirana na intervalu (—m, ), liha, so vsi koeficienti
b, = 0; v tem primeru je njena Fourierova vrsta sestavljena samo iz sinusov veckratnih
kotov (sinusna vrsta):

00 9 [T
Z by sin nx, kjer je b, = —/ f(t)sin ntdt (n>1).
n=1 TJo

Funkcijo f , ki je deﬁnirana samo na intervalu (0 ), lahko torej razvijemo tako v kosi-
nato nadaljujemo na 1nterval [, 0] do sode funkcije na [—7, 7] in nazadnje perlodlcno s
periodo 27 razsSirimo na vso realno os. Fourierova vrsta take funkcije je po zgornjem ses-
tavljena samo iz kosinusov. Podobno dobimo razvoj v sinusno vrsto za poljubno funkcijo
f, ki je definirana na intervalu [0,7) in je f(0) = 0, ¢e jo najprej liho nadaljujemo na
(—m,0) do lihe funkcije na (—m, ).

ZGLED 1. V naslednjih primerih je funkcija f, definirana na intervalu [—m, ) z danim
predpisom, liha, zato je njena Fourierova vrsta sinusna. V poljubni tocki x je za funkcijo:

(2
(a) f(z) = sign(x) Fourierova vrsta S(f,z) enaka — Z sin(2n + 1 ;

2n + 1
(b) f(x) = = Fourierova vrsta S(f,z) enaka 2 Z(_l)n_1¥3
n=1
(¢) f(x) = (wsign(z) — x)/2 Fourierova vrsta S(f,x) enaka Z e mc;
n
n=1

Opomba. Doslej smo govorili samo o funkcijah s periodo 27 in njihovem razvoju v vrsto
po trigonometri¢nih funkcijah veckratnega argumenta x. Postopek pa bi lahko posplosili
ter katerokoli integrabilno funkcijo s poljubnega intervala [a,b) nadaljevali periodi¢no na
vso realno os s periodo b — a in jo razvili v trigonometri¢no vrsto po kosinusih in sinusih

druga¢nega argumenta.
27 a+b

Naj bo npr. f funkcija, definirana na intervalu [a,b), a < b, in t =

b—a(x_ 2 )
b (b—a)t
a‘; 4 5 Dt tako da lahko definiramo
T

funkcijo ¢ na intervalu [—m,7) s predpisom g(t) = f(x). Razvijmo funkcijo g v obi¢ajno
Fourierovo vrsto, pa dobimo

za a < x < b Potem je -7 <t < minx =

f(z)=g(t) :G0/2+Zancos nt + b, sin nt =

n=1
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o0
2nm a+b 2nm a+b
2 - by, si —
ap/ —i—nglancosb_a(x 5 )+ nsmb_a(x 5

),

torej razvoj funkcije f v trigonometricno vrsto, pri ¢emer koeficiente izracunamo po zgor-
njih formulah

o= [ aycos ntat =2 [ f@ycos 2T (0 = S dr, n= 0,12,

T ) b—a b—a 2
in
1 [7 . 2 b . 2nw a+b
bn_;/ﬂg(t)smntdt—m/a f(x)smb_a(x— 5 ydz, n=1,2,...

Zgled. Funkcija f, ki je definirana na intervalu [0,1) in jo nadaljujemo na vso realno
os periodi¢no s periodo 1, ima po zgornjih formulah Fourierov razvoj

f(z) =ap/2 + Zan cos 2nm(z — 5) + by, sin 2n7(x — 5) =

n=1

o0
ap/2 + Z(—l)”(an cos 2nmx + by, sin 2nwx).
n=1

Konkretno je za funkcijo f(x) = x na intervalu [0,1) njena Fourierova vrsta enaka

1 1< (-1t
§+;;%sin2nmﬂ.

Prirejanje Fourierove vrste dani integrabilni funkciji je zaenkrat zgolj formalno. O kon-
vergenci vrste v tem ali onem smislu bomo govorili kasneje.

Cesarove delne vsote in izrek o enoli¢nosti

Naj bo f integrabilna funkcija na [, 7), razsirjena do periodi¢ne funkcije na vsej realni
osi. Delno vsoto Fourierove vrste lahko izrazimo tudi z integralom:

[k|<n [k|<n

1 (7 . 1 [
=5 | JO) > Mgy = o | T@®)Dulz = t)dt.
- |k|<n -

Tu smo z D,, oznacili t.i. Dirichletovo jedro:

Dy(x) = Z cike — 1+2Zcoskx: %

|k|<n k=1

za x # 0 (mod 27) in D,(0) = 2n + 1. Dirichletovo jedro je zvezna periodi¢na soda
funkcija (trigonometri¢ni polinom stopnje n). Za njegove Fourierove koeficiente oc¢itno
velja Dy, (k) =1 za |k| <nin D,(k) =0 za |k| > n.

Razli¢ne izrazave delnih vsot Fourierove vrste nam koristijo pri obravnavi konvergence
Fourierovih vrst. Poleg njih pomembno vlogo igrajo tudi t.i. Cesdrove delne vsote, ki jih
definiramo preprosto kot aritmetic¢ne sredine obic¢ajnih delnih vsot:

N

1
onf= N1 nzosnf.
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Torej so tudi trigonometriéni polinomi stopnje N. V vsaki tocki z jih lahko zapiSemo v
obliki:

N N
1 1
onf@) = o7 2SS (@) = g 2 D k™ = N+ > che
n=0 n=0|k|<n |k|<N n=|k|
1 Z (N— ‘k" +1)Ckeikz _ Z (1_ k| )Ckeikz _ Z (1— || )A( ) ik
N +1 N+1 N+1
[k|<N k| <N |k|<N

Ob tem naj omenimo, da se iz te izrazave Cesarovih delnih vsot vidi, da je

— |k;| o~

k)=(1- k
onT ) = (1 = )7
za |k| < N in 0 sicer, zato konvergira O'/]\[\f(k) proti f(k:) za vsak k, ko N — oo. To pomeni,
da delne vsote on f enakomerno konvergirajo proti f za vsak trigonometriéni polinom f.
Spoznali bomo, da je to res celo za vsako zvezno funkcijo.

Tudi Cesarove delne vsote lahko izrazimo z integralom, ¢e upoStevamo ze znano inte-
gralsko izrazavo navadnih delnih vsot S, f:

1 1 L1 1
onf(z) = N—anzosnf(x) =~ Ni1 nZ:O o | f(t)Dyp(z—t)dt = | f( JEN (z—t)dt,

kjer smo z Fiy oznacili ti. Fejérjevo jedro:
N

! 1 N sin(n +1/2)x
Fn(z) = N—HTLZ:ODn(x) N+1 ng() sin(z/2)

N

1
ZQSID n+1/2)zsin(zx/2) =

2(N + 1) sin?(z/2)

1 1 [sin(N +1)z/2)>
2(]\7+1)sin2(x/2)(1_COS(N+1) Y= N1 ( sin(z/2) )

za x # 0 (mod 27) in Fn(0) = N+1 Zn 0 Dn(0) = N—+1 Zn:0(2n +1)=N+1.

Fejérjevo jedro ima npr. naslednje koristne lastnosti:

1. Fy je zvezna periodi¢na soda funkcija (trigonometriéni polinom stopnje N), ki je
poleg tega pozitivna Fy > 0.
1
2. — F )dxr = —— =1
o n(@)de = N+1227r/,r
1 72 2

za 0 <6 <|z|] <.

TRDITEV 1. Za zvezno periodiéno funkcijo f : R — R konvergirajo Cesdrove delne
vsote njene Fourierove vrste enakomerno na vsej realni osi proti f. Enakomerno po x € R
torej velja

Jim_onf(z) = f(z).

Dokaz. Dovolj je opazovati vedenje Cesérovih delnih vsot pri € [—7, 7). Te vsote
lahko v integralski obliki zapiSemo tudi takole:

1 ™ ™

onf(@) = = [ flo—OFy@dt = = [ fla+ )Pyt

2 J_, 2 J_,
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Izberimo poljuben € > 0. Ce je § dovolj majhen, zaradi enakomerne zveznosti funkcije f na
intervalu [—m, 7| velja | f(z +t) — f(x)| < €/2 za vsak x € [—m,7) in |t| < . Upostevajmo,
da je zvezna funkcija f na kompaktnem intervalu [—m, 7] po absolutni vrednosti omejena,
npr. s konstanto M > 0, in da za Fejérjevo jedro veljata oceni iz tock 2 in 3, torej
Fy(t) < NJQ za 0 < § < [t| < 7. Izberimo §e N > 2M7?/ej?. Potem je

oxf@) = 1@) = o= [ (Flo+0) ~ f@)En oyt =

2 J_,

2 a0 - e Eade+ (o +1) — F@) Pty
™ Jit|<é ™

0<o<|t|<T

in zato

1 1
@ f@I < o [ (Sl @deg | =R <

€/2 4+ 2Mn? /N&* < e.

Torej velja limy_oo onf(z) = f(x) enakomerno na x € [—m,7) oziroma zaradi peri-
odi¢nosti kar na R.

Zdaj lahko dokazemo izrek o enoli¢nosti za Fourierove vrste:

IZREK 1. Ceje f: R — R zvezna periodicna funkcija in f ) =0 za vsak n € Z, je
f(z) =0 za vsak x € R. Ce torej za dve zvezni funkciji velja f = G, je f =g.

~

Dokaz. Za vsak N in vsak 2 namrec velja oy f(z) = 32, <n(1 — N+1) (n)e™® = 0.
Potem pa je zaradi trditve 1 tudi f(z) = imy_o on f(x) = 0.

Opomba. Da se pokazati, da velja izrek o enoli¢nosti tudi za vsako funkcijo f, ki je
integrabilna na intervalu [—m, 7), tudi ¢e ni povsod zvezna. Take so npr. nekatere funkcije
iz zgleda 1).

TRDITEV 2 (Riemann-Lebesguova lema). Za vsako zvezno periodicno funkcijo f
na realni osi R velja f(n) — 0 (|n| — o).

Dokaz. Aproksimirajmo f s Cesdrovo delno vsoto oy f, tako da bo |f(z)—onf(z)] <€
za dovolj velik IV, ne glede na to, kje je . To lahko storimo zaradi enakomerne konvergence
Cesarovih delnih vsot proti funkciji f na vsej realni osi. Naj bo naravno stevilo |n| > N.

Potem je U/N\f(n) =0in

™

Fl = 51 [ (@) —ows@pe sl < - [ 17@) - onf@lds < e

—T
To velja za vsak dovolj velik |n|, torej imamo konvergenco f(n) — 0 (|n| — o0).

POSLEDICA. Za zvezno funkcijo f tudi njeni realni Fourierovi koeficienti a, b, kon-
vergirajo proti ni¢, ko n — oo.

~

Dokaz. Sledi iz enakosti ap, = ¢p + c—n = f(n) + F(=n) in by = i(cy — c_p) =
i(f(n) = f(=n)).
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Riemann-Lebesguova lema velja tudi za integrabilne funkcije na [—m, 7). To lahko
pokazemo kot posledico naslednje trditve, ki je zanimiva sama po sebi.

TRDITEV 3. Za vsako integrabilno funkcijo f : [—m,m) — R s Fourierovimi koeficienti
¢k je vrsta > po_ . |ek|? konvergenta in velja

K
27 lek]? < f(z)?da.
2 =],
Dokaz. Oznacimo g = f — 5, f, kjer je S, f n-ta delna vsota Fourierove vrste za f. Ker
je funkcija f realna, so realne tudi delne vsote S, f, ¢eprav so koeficienti ¢; kompleksni

(spomnimo se, da je ¢ = c_j). Zato je realna tudi funkcija g. Upostevajmo, da je potem
tudi ¢g? integrabilna funkcija, in izra¢unajmo

/ﬂgmzdw: /ﬂ(f(w)—Snf(w))QdfC: ﬂf(w)zdw—Q ”f<x>snf< it [ Sf( Y.

Ker je f( )Spf(z)dr = Z ck/ f(x)e* dr = 27 Z lek)? in Wf (2)2de =

|k|<n |k|<n
Z Z CkCj / R Z |2, dobimo
[k|<n|j|<n |k|<n
™
/ g(x)%dx = f Vdx — 27 Z lex]?.
- k| <n

Ker je ffﬂ g(z)?dz > 0, dobimo iskano neenakost najprej za konéno vsoto in v limiti tudi
za vrsto.

POSLEDICA. Za vsako integrabilno funkcijo f : [—m,m) — R velja Riemann-Lebesguova
lema, tj. f(k) — 0 (|k] — o0).

Dokaz. Po trditvi 3 je Y 5o |ck|?> < oo, torej je vrsta konvergentna in zato velja
f(k) =cr — 0, e |k| — oo.

Izreki o konvergenci Fourierovih vrst

Ni vsaka trigonometriéna vrsta Fourierova za neko integrabilno funkcijo. Tako je npr.

COS Nx sin nx

kosinusna vrsta E

Fourierova, ustrezna sinusna vrsta E pa ne; vendar je

Inn

to nekoliko tezje v1det1 Vca51h pa lahko iz lastnosti trlgnometrlcne vrste oziroma njenih
koeficientov ugotovimo tudi njeno Fourierovo naravo.

TRDITEV 4. Denimo, da trigonometriéna vrsta S konvergira enakomerno na vsej re-
alni osi. Potem je njena vsota f zvezna periodiéna funkcija, katere Fourierova vrsta je
vrsta S, se pravi S(f) = S.

Dokaz. Ker so cleni vrste S zvezne in periodi¢ne funkcije s periodo 27, je zaradi

enakomerne konvergence na R tudi njena vsota f zvezna in periodi¢na funkcija na R z
o

isto periodo, torej f(z) = Z cjeij ? Ko pomnozimo celo vrsto s funkcijo e~ **

, dobimo

j=—00

vrsto f(x Z c; t—k *. Dobljena vrsta Se vedno konvergira enakomerno na R,
j=—o00
torej tudi na podintervalu [—7, 7). Po izreku 2’ iz razdelka 2 jo smemo ¢lenoma integrirati,
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integral njene vsote pa je enak vsoti vrste, sestavljene iz integralov ¢lenov. Za Fourierove
koeficiente funkcije f torej dobimo za vsak k

~ 1 ik
f(k) = o | f( e "dr = Z: Cig- / Ry = ¢
To pomeni, da je S Furierova vrsta za svojo vsoto f.

ZGLED 2. Lahko se prepricamo, da je Fourierova vrsta za zvezno funkcijo

2 Dz
(a) f(z) = ||, definirano na [—7, ), enaka T_Z2 w
(2n+41)2

2 1 n
(b) f(z) = 22, definirano na [—7,7), enaka ? + 42

in za zvezno funkcijo

cosnx.

Obe vrsti sta enakomerno konvergentni na R, kar lahko takoj ugotovimo z Weierstrasso-
vim kriterijem. Torej je po trditvi 4 vsaka od njiju Fourierova vrsta za njuno vsoto g, ki
je zvezna periodi¢na funkcija na R. Po izreku o enoli¢nosti sledi od tod g(z) = f(x) za
vsak x € [—m, ), se pravi, da je vsota vrste na intervalu [—m,7) kar funkcija f, s katero
smo zaceli. To pomeni, da lahko pisemo:

T 4 =cos(2n + 1)z
=g S e

cos nx.

(b) x2:%2+4§: (=
n=1

Poznamo torej vsoti teh dveh vrst. Ce v vrsto (a) vstavimo z = 0, dobimo

o 2

Zé_ﬂ_
n:O(2n+1)2 8’

najdemo tudi

1
(2n)?

oo
od koder lahko s pristetjem in odstetjem vrste Z
n=0

o0

Zl 7T
_2:_.
n

n=1

Isto odkrijemo tudi, ¢e v vrsto (b) vstavimo x = .
> (_1)n71 2

Ce pa v vrsto (b) vstavimo 2 = 0, najdemo Se vsoto alternirajoce vrste E — = W—,
n2 12
n=1
. . o . 1
ki jo lahko izpeljemo tudi iz njene absolutne predstavnice E 2=

n=1
Oglejmo si posebno preprost konvergenéni izrek za Fourierove vrste, ki pripadajo zvezno
odvedljivim periodi¢nim funkcijam. Najprej potrebujemo naslednji rezultat o Fourierovih
koeficientih takih funkcij.

TRDITEV 5. Ce je f zvezno odvedljiva periodicna funkcija, za vsak n € 7 wvelja
f'(n) =inf(n).

Dokaz. Z integracijo po delih dobimo za n # 0 enakost

-~ 1
f'(n) = o |

in

L pwperintpr 4 1 f() —intdt = inf(n).

_mtdt —
f (t)e 2 2w
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Upostevali smo,da sta funkciji f(¢) in e~ periodi¢ni, tako da zintegrirani del odpade. Za
n = 0 pa uporabimo periodi¢nost funkcije f in osnovni izrek integralskega racuna:

~ 1 (7 1

F10)=o= | f®)dt = —[f(m) = f(=m)] = 0.

T2 - T om

IZREK 2. Ce je f zvezno odvedljiva periodiéna funkcija, velja > nez |]?(n)| < 0.

Dokaz. Za zvezno odvedljivo periodi¢no funkcijo f je po zgornjem f’(n) = mf(n) =
incy, za vsak n € Z. Tedaj imamo po Cauchy-Schwarzovi neenakosti za vsak m € N oceno

1/2 1/2
- 1 1
Z |f(n)| = Z m|n0n| < Z 3 Z n?|e, |? <
0<|n|<m 0<|n|<m 0<|n|<m 0<|n|<m
> 1 1/2 0 1/2 . 1 /7 1/2
— P <—=(— /() -
(55s) (Zror) <G [rer)
T ™ 1/2
s < f’(:c)Qd:c> < 0.

Upostevali smo zgled 2 in trditvi 3 in 5. Ker velja zgornja ocena za vsak m € N, dobimo
iskano neenakost.

POSLEDICA. Ce je f zvezno odvedljiva periodi¢na funkcija, konvergira Fourierova vrsta
S(f) proti f absolutno in enakomerno na vsej realni osi.

Dokaz. Pod danimi pogoji je
o0 o
Z la,, cos nx + by, sinnx| = Z €™ + e < Z len| < o0,
n=1 n=1 n#0

torej je >, £0 |cn| konvergentna Stevilska majoranta Fourierove vrste, ki zato absolutno in
(po Weierstrassu) enakomerno na R konvergira proti zvezni funkciji z istimi Fourierovimi
koeficienti (glej trditev 4), se pravi proti f (izrek o enoli¢nosti).

V zgornji posledici je bila funkcija f zvezno odvedljiva. Ce je samo zvezna, njena
Fourierova vrsta ne konvergira nujno v vsaki tocki, pa¢ pa to velja, kot bomo videli,
npr. za povsod odvedljivo periodi¢no funkcijo, vendar konvergenca Fourierove vrste v tem
primeru ni nujno enakomerna.

Najprej preoblikujmo Dirichletovo jedro in izpeljimo asimptoti¢no vedenje delnih vsot
Fourierove vrste za dano zvezno periodi¢no funkcijo f. Ker za t # 0 (mod 27) velja

sin(n + 1/2)t sinnt

+ cosnt + (ctg(t/2) — 2/t) sinnt,

sin(t/2) Tt
je za vsak x € R
1 (7 1 7
5,0) = 5 [ fa— 0Dt = 5 [ e+ DA
1 [ sinnt 1 & 1 [7 .
— flz+1) . dt—|—2— f(x—i—t)cosntdt—i—Q— fz+1t)(ctg(t/2) —2/t) sin ntdt.
T ) x ) _x T ) x

Zadnja dva ¢lena z rasto¢im n konvergirata proti ni¢ po Riemannovi lemi. Upostevjmo,

da je t — f(z +t) zvezna funkcija in da velja v bistvo isto za funkcijo ¢ — ctg(t/2) — 2/t
(z uporabo L’Hospitalovega pravila se lahko prepricamo, da limita te funkcije v tocki 0
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obstaja in da je lim;o(ctg(t/2) — 2/t) = 0). Zato imamo pri poljubnem 0 < § < 7
asimptoti¢no oceno

suf@) == [ flern

—T

dt +o(1) (n — o0) =

1[0 i 1
—/ fla+n2ty 1 F@ED Gntdt + o(1) (n — 00).
™J)_§ t s t|>6

Oznaka o(1) (n — o0) pomeni, da je lim, .~ 0(1) = 0. Drugi integral spet konvergira

f(z+t)
t

proti 0, ko n — oo, po Riemannovi lemi, saj je t —
funkcija integrabilna. Torej je konéno

X{t;|t)>s} (t) kot odsekoma zvezna

e i
(a) Suf@) =+ [ e+ 0= e+ o(1) (n - o).
-5
Upostevaje sodost funkcije sinnt/t lahko to formulo prepisemo v
1[0 innt
) Suf@) =+ [ a0+ 1o = 01 dt + 0(1) (n = o).
0

V posebnem primeru f(x) = 1 za vsak z, ko je tudi S, f(x) = 1 za vsak x, dobimo iz
formule (b)

2 [9sinnt
1:—/ S 1 o(1) (n— o0).
Vs 0 t

Odtod lahko izpeljemo naslednji rezultat:

00 1 no : 0
t
/ ST e = lim ST e = lim / Smt” dt =2
0 0

T n—oo fq T n—00 2

Upostevaje (b) lahko za poljuben z € R zapiSemo
sin nt

1 é
©  Suf@ = f@) =+ [ a0+ fla =) =20

Odtod dobimo potreben in zadosten pogoj za konvergenco delnih vsot Fourierove vrste
funkcije f v tocki z proti stevilu f(x).

dt +o(1) (n — o).

IZREK 3. Fourierova vrsta zvezne periodicne funkcije f je v toéki x € R konvergentna
in ima vsoto f(x) natanko takrat, ko za poljuben 6 > 0 velja

1 6
_/0 [f(@+1) + fle—t) - 2f(2)]

sin nt

dt -0 (n — o0).
T

Dokaz. Sledi takoj iz formule (c).

POSLEDICA. Ce je zvezna periodicna funkcija f odvedljiva v tocki x € R, njena
Fourierova vrsta v tej tocki konvergira in ima vsoto f(x).

Dokaz. Naj bo g(t) = [f(x+t)+ f(z —t) —2f(z)]/t za 0 <t < 4. Ker v tem primeru
obstaja limita lim; o g(t) in je f zvezna funkcija, je funkcija g integrabilna na intervalu
[0,0), funkeija t — g(t)x(0,) Pa na intervalu [—, ), zato je konvergencni pogoj zgornjega
izreka po Riemannovi lemi izpolnjen.

Druga preprosta posledica je ti. Riemannov princip lokalizacije za Fourierove vrste.

IZREK 4. Ce je zvezna periodicna funkcija f enaka ni¢ na intervalu (x — 8,z + 8), je
vsota mjene Fourierove vrste v tocki x enaka nié, tj. velja

lim S, f(z) = 0.

Dokaz. 1z (a) ali (b) dobimo v tem primeru relacijo S, f(z) = o(1) (n — 00).
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Princip lokalizacije pove, da je konvergenéno vedenje Fourierove vrste S(f) v tocki x
odvisno samo od lokalnih lastnosti funkcije f v blizini tocke x. Z dugimi besedami, dve
funkeciji, ki se ujemata v okolici tocke x, imata Fourierovi vrsti, ki v tocki x hkrati obe
konvergirata ali obe divergirata.

Opomba. Zgornji izreki o konvergenci veljajo v resnici za vsako funkcijo f, ki je inte-
grabilna na intervalu [—7, 7) (dokaz ni bistveno tezji), npr. za tako, ki je na njem omejena
in odsekoma zvezna.

ZGLED. Upostevaje zadnjo opombo lahko ugotovimo, da v zgledu 1(a),(b) ali (c) vse
Fourierove vrste konvergirajo proti ustrezni f(z) v vsaki tocki x, kjer je ustrezna funkcija
f odvedljiva. Ce npr. vstavimo z = /2, lahko v vsakem od primerov najdemo vsoto
ustrezne Stevilske vrste: Y ° (=1)"/(2n+1) =7 /4.



