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I. DISKRETNI MATEMATICNI MODELI

Uvod: o matematiéni biologiji in o matemati¢nem modeliranju

Kaj je matemati¢na biologija: kako obsezna je (knjige, ¢lanki, tekoce raziskave),
Stevilna podro¢ja: nastanek in bistvo zivljenja, genetika, evolucija, selekcija, ekologija,
populacijska dinamika, epidemiologija, fiziologija

Kratek oris vsebine predmeta: diskretni modeli, zvezni modeli, zgledi, matematika
v ozadju (analiza, linearna algebra, diferencialne enacbe, dinamicni sistemi), poudarek:
deterministi¢ni linearni in nelinearni modeli, navadne diferencialne enac¢be (parcialnim se
bomo izognili), bolj teoretiéni principi, uporaba na konkretnih zgledih, tipi¢en predmet
uporabne matematike (z dokazi ali brez)

Sodelovanje s Studenti: zgledi na vajah, domace naloge (kratki projekti), uporaba Ma-
thematice in/ali Matlaba (racunalniska simulacija), brskanje po internetu

Osnovna literatura: Linda J.S. Allen, An Introduction to Mathematical Biology, Pear-
son, Prentice Hall, New York 2007. (Glej tudi druge knjige v seznamu literature.)

Osnovni principi modeliranja:

Sirsa uporaba (ne le v biologiji): fizika, kemija, medicina, ekonomija, finance, industrija,
filmska umetnost

Trije osnovni koraki: formulacija, analiza, interpretacija

Podrobnejsa shema: identifikacija problema — eksplicitna formulacija predpostavk
— izpeljava matemati¢nih enacb — reSitev enacb — analiza reSitev in interpretacija
rezultatov — ocena vrednosti modela — izboljSanje modela na novih predpostavkah

Umetnost modeliranje. Iskanje ravnovesja med preve¢ preprostim modelom (ki morda
ni dovolj realisti¢en) in preve¢ kompliciranim modelom (ki je morda tezko resljiv)

1. Linearne diferen¢ne enacbe

Diferen¢na enacba reda m: f(xitm,...,2¢,t) =0,t=0,1,2, ...

Ce na levi strani spremenljivka ¢ (diskretni ¢as) ne nastopa eksplicitno kot argument v f
je to avtonomna enacba. Poseben primer je

Linearna diferenc¢na enacba reda m: Ty + 61:%erm—1 + - + Gme®y = by, ame # 0,
ki je lahko homogena (ce je by = 0 za vsak t) ali nehomogena (¢e je by # 0 vsaj za en t).

V bistvu gre za rekurzivno formulo reda m. Nasploh reSitev obstaja in je ena sama pri m
zaCetnih pogojih.

Ta enacba je avtonomna, ¢e so koeficienti a;; in by konstantni (neodvisni od t), torej
Tirm + 01 Ti4m—1 + - + ATy = b, am # 0. Privzeli bomo, da so vsi koeficienti in vse
funkcije realne.
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Linearna diferen¢na enacba prvega reda:

Tep1 = apxy + by, £ =10,1,2, ...

Resitev: zy41 = (Ii_ya;)zo + Zgzo(biﬂzziﬂaj) (produkt po prazni mnozici naj bo 1),
v posebnem primeru konstantnih koeficientov pa dobimo ;1 = a**1zg + b 22:0 at.

Po premiku argumenta za eno enoto lahko zapiSemo resitev v eksplicitni obliki:
zy =alzg+b(1 —a')/(1 —a) =b/(1 — a) + a'(zg — b/(1 — a)), ¢e je a # 1, in
xy = x0 + bt, Ce je a = 1.

Opomba. Véasih namesto indeksa raje pisemo argument, torej x(¢) namesto x;. To je
pomembno pri sistemih diferen¢nih enach, kjer imajo indeksi drugaéno vlogo.

Zgled (model jemanja zdravil): Zdravilo je predpisano vsake $tiri ure in sicer v od-
merku b. Naj bo z(t) koli¢ina zdravila v krvnem obtoku takoj po jemanju (na zacetku
t-tega Stiriurnega intervala). Telo v vsakem intervalu izlo¢i doloc¢en delez zdravila iz telesa,
naj bo ta delez npr. enak p (0 <p < 1).

Potem je o = 0, 1 = b in na zacetku naslednjega (¢t + 1)-tega intervala imamo
xi+1 = (1 — p)zy + b (koli¢ina v ¢asu ¢ minus izloéek plus nova doza).

Diferen¢na enacba ima konstantne koeficiente. Izracun nam da za vsak ¢ > 0 resitev
xy =b/p—(1—p)'b/p

in v limiti dobimo ravnovesno koli¢ino zdravila v telesu limy_, o, 2y = b/p.

Ce jenpr. b=2mm? in p = 1/4, je po dveh dneh jemanja zdravila v obtoku 7,746 mm3
zdravila, limitna vrednost pa je 8 mm?.

Linearne diferenéne enacbe drugega reda s konstantnimi koeficienti:

Homogena enacba je x4 4o +ax1+bxy = 0, njena karakteristicna enacba pa A2 +aA+b = 0.
Splosno resitev poiséemo v obliki:

T =N + o\ (za A # A2) in @ = g A] + catA] = (1 + cat) N (za Ay = A2).

1 2
Casoratijeva determinanta za dve resitvi: C(z}, 2?) = det [ ;ft ﬁt ], npr. C(\},\}) =
t+1 Tyl

(A1 A2)!(A2— A1), odlo¢a o linearni odvisnosti ali neodvisnosti resitev. Ce je ni¢, sta odvisni,
sicer pa neodvisni. Podobno velja pri ena¢bah visjega reda.

Kadar sta korena karakteristicne enacbe konjugirano kompleksna, tj. A = a + if,
A1 = a—1f3, lahko z vpeljavo polarne oblike A\; = r(cos ¢ +isin @) in Ao = r(cos ¢ —isin @)
zapiSemo regitev tudi v obliki z; = rf(djcos té + dasin tg), kjer je di = ¢1 + c2 in

d2 = ’i(Cl — 62).

Sistem m diferenénih enacb reda 1: z;(t + 1) = fi(z1(¢t), ...,z (¢),t), i = 1,2, ...,m.
Sistem je avtonomen, ¢e je neodvisen od t, se pravi, da so vse desne strani f; funkcije samo
m spremenljivk z1, s, ..., Ty,. V vektorski obliki ga zapisemo kot X (t+ 1) = F(X (t)), kjer
je X = (x1, ., xp)T in F = (f1, ..., fm)T.

Linearen sistem: x;(t +1) = > 70, a;;(t)x;(t) + bi(t), i = 1,2,..,m

Linearno enacbo visjega reda je vedno mozno prevesti na sistem linearnih enacb prvega
reda. Splosna oblika (avtonomnega) sistema linearnih enacb se v matri¢ni obliki glasi:

X(t+1)=AX(t) + B,

kjer sta A in B konstantna matrika oziroma stolpec; resitev je oblike X (t) = X () + X, (¢).
Kako se resitev vede ¢ez dolgo ¢asa, je odvisno od lastnih vrednosti oziroma od spektral-
nega radija p(A) matrike A. Ce je npr. p(A) < 1, je limitna resitev homogenega sistema
(pri B = 0) enaka 0.



Vaje.
1. Resi homogeni linearni diferen¢ni enacbi visjega reda:
(&) Tp43 + Tpqo + 1 + 24 = 0,
Odg.: 24 = c1(—1)" + co cos(7t/2) + cg sin(nt/2);
(b) Tirqg — 6443 + 132440 — 122441 + 42, = 0,
Odg.: my = ¢ + cot + (c3 + cqt)2t.
2. Prevedi linearno diferen¢no enac¢bo drugega reda na sistem in ga resi:
(a) X412 — 2441 + ¢ = cos(mt),

Odg: X(t+1) = AX(t) + B(t), kjer je A= [ L ], stolpec B(t) = (0,cos(rt))7,

0
-1 2
X(t) = (x1(t), z2(t))T, 21(t) = ¢, 2(t) = 2441, splodna resitev pa je enaka
xp = €1 + cot + cos(mt) /4;
(b) 444 —axy =0, a >0,
Odg: Matrika po vrsticah: 0,1,0,0; 0,0,1,0; 0,0,0,1; a,0,0,0; lastne vrednosti ++/a, +i+/a,
resitev pa xy = a¥/*(cy 4 ca(—1)t 4 c3 cos(mt/2) + ¢y sin(nt/2)).

3. Fibonaccijevo diferen¢no enacbo x;19 = x441 + x4, xg = 1 = 1, prepisi v Fibonaccijev
sistem. Izracunaj limy oo (z141/2¢).
01

Odg.: X(t+1) = AX(t), kjer je A= [ 11

] (Fibonaccijeva matrika) oziroma, ¢e

zamenjamo x1(t) in za(t), A = 1 (1) } (Lesliejeva matrika), limita je 7 = (1 +v/5)/2

(razmerje zlatega reza).
2. Lesliejev starostno strukturirani model

V stiridesetih letih 20. stoletja je Patrick H. Leslie (1900-1974) predlagal matri¢ni
model, ki uposteva starostno strukturo populacije. Danes je to ena najbolj razsirjenih in
koristnih metod, ki jo uporabljajo demografi in drugi raziskovalci populacijske dinamike,
zlasti pri proucevanju rasti zenske populacije.

Zensko populacijo razdelimo v konéno mnogo, recimo m, starostnih razredov enake Sirine.
Ce je M maksimalna mozna starost, naj bodo starostni razredi

[0, M/m), [M/m,2M/m), ..., [(m —1)M/m,M].

Vektor 2(0) = (x1(0), 22(0), ...,z (0)) " naj predstavlja zacetno porazdelitev populacije
po razredih. Opazujmo spremembe v casovnih intervalih, ki so enako dolgi kot starostni
razredi. Na koncu t-tega intervala, tj. v trenutku tM/m, je razporeditev po razredih v
splosnem drugacna kot na zacetku, enaka x (t) = (21(t), z2(t), ...,z (t)) 7.

Vektorju  (t) recemo na kratko tudi stanje v t-tem trenutku. Stanje sistema (porazdelitev
po razredih) torej opazujemo v diskretnih trenutkih ¢ =0, 1,2, .... Zanima nas, kako se to
stanje spreminja s t, predvsem pa, kaj se zgodi ¢ez dolgo cCasa, v limiti (t — o0).

Smiselno je predpostaviti, da je stanje v trenutku ¢ odvisno samo od stanja v predho-
dnem trenutku ¢ — 1 (in seveda od reproduktivnih lastnosti sistema). Vpeljimo standardne
oznake. Za vsak i = 1,2,...,m naj bo
b; > 0 povprecno stevilo héera posamezne zenske iz i-tega razreda in
s; (0 < s; < 1) delez zensk i-tega razreda, ki prezivijo obdobje rasti in prestopijo v
razred 7 + 1.
Stevilo b; imenujemo na kratko rodnost i-tega razreda, stevilo s; pa verjetnost prezivetja v
i-tem razredu.



Povezava med dvema zaporednima trenutkoma, v katerih sistem opazujemo, je potem dana
s sistemom diferen¢nih enacb:

l‘l(t + 1) = bll‘l(t) + bgl‘Q(t) + ...+ meEm(t)
i1 (t+1) = sixi(t), i=1,2,...,m—1,
kar lahko elegantno zapiSemo v matri¢ni obliki
x(t+1)=Lx(t), k=1,2,.., (1)
kjer je L t.i. Lesliejeva (ali reprodukcijska) matrika, dana z
by by ... bm_1 by
s1 0 0 0
L= 0 S92 0
0 0 oo Sm—1 0

Vidimo, da so elementi matrike ravno koeficienti rodnosti in prezivetja, torej vsa informa-
cija glede reproduktivne sposobnosti sistema.

Opomba. Potiho smo predpostavili, da je matrika L na vsakem koraku ista, neodvisna
od t, kar odraza privzetek, da se koeficienti (tj. celotne razmere) v ¢asu ne spreminjajo.
Retemo, da obravnavamo avtonomni oziroma casovno homogeni model.

Sistem si lahko predstavimo tudi nazorno z usmerjenim grafom G, v katerem tocke pred-
stavljajo posamezne razrede, usmerjene povezave med njimi pa so dolo¢ene z nenicelnimi
(pozitivnimi) elementi matrike L. Razred i je dosegljiv iz razreda j (iz tocke j kaze puscica
v i), Ce je element na (i,7)-tem mestu v matriki L pozitiven. Ob pusc¢icah napiSemo
Stevilsko vrednost ustreznega matri¢nega elementa (rodnost ali prezivetveno sposobnost)
ustreznega razreda (glej sliko 1).

0"

Sy S, S3 St
— @ — — see —p
Y\_/b
2 b
3 b)?l
SLIKA 1

Enakost (1) je rekurzivna formula za doloc¢anje kasnejSega stanja sistema. Seveda iz nje
takoj najdemo tudi eksplicitno izrazavo vsakega stanja v trenutku ¢ > 0 z zaCetnim sta-
njem:

x(t) = L'z(0).

Zgled 1. Denimo, da je najviSja starost, ki jo dosezejo zenski osebki v neki zivalski po-
pulaciji 15 let. Napravimo tri starostne razrede oziroma tri ¢asovna obdobja dolzine 5 let:
[0,5), [5,10), [10,15]. Naj bo Lesliejeva matrika enaka

0 4 3
L=1]1/2 0 0
0 1/4 0

in zacetno stanje s = (1000,1000,1000)". Potem se lahko hitro prepricamo, da je
() = (7000, 500,250) ", =) = (2750,3500,125)" in =) = (14375,1375,875) .



Lastnosti Lesliejeve matrike

Videli bomo, da je rast sistema dolgoro¢no odvisna od najvecje lastne vrednosti Lesliejeve
matrike, stanje (porazdelitev po razredih) pa od pripadajocega lastnega vektorja. Poglej-
mo, kaj se da povedati o lastnih vrednostih.

Izrek 1. Lesliejeva matrika L ima eno samo pozitivno lastno vrednost A1, ki je enostavna,
pripadajoci lastni vektor pa je veckratnik vektorja s pozitivnimi komponentami. Za vsako
drugo lastno vrednost \; velja |\;| < Aq. Ce sta dva zaporedna koeficienta rodnosti, npr.
by in by, oba razlicna od 0, velja |Nj| < A za j > 1.

Dokaz. Karakteristicni polinom p(A) = det(AI — L) ima v tem primeru zelo lepo obliko:
PN =A™ — b AT —bos A2 — L — bySi_1...5251.
Vidimo, da so razen prvega vsi koeficienti nepozitivni. To ima koristne posledice.

Lastne vrednosti so nicle polinoma p. Ce vpeljemo §e racionalno funkcijo qgA) =1- %

oziroma . ) .

Ny s dmSmet 85281
vidimo, da velja p(A) = 0 natanko takrat, ko je ¢(\) = 1. Toda ¢ je za A > 0 strogo
padajoca funkcija, zato obstaja samo ena tocka A; > 0, ko je ¢(A\1) = 1 (glej sliko 2).

a4

0 A1 (A)

SLIKA 2

Lesliejeva matrika L ima torej eno samo pozitivno lastno vrednost A\;. Ta vrednost je v
primeru, ko je vsaj en b; > 0, enostavna, kar vidimo iz dejstva, da lahko odvod polinoma
p zaradi posebne strukture koeficientov v p zapisemo v obliki A\p'(\) = mp(\) + p1(N), kjer
je p1 netrivialni polinom z nenegativnimi koeficienti, in je zato p'(A\1) # 0, ¢e je le b; > 0
vsaj za en i. Poleg tega lahko neposredno preverimo, da je lastni vektor pri pozitivni lastni
vrednosti A\ enak

81 = (1, 81/)\1, 8182//\%, ey 8182...8m_1//\§n_1)—r. (2)

Vidimo, da so vse njegove komponente nenegativne. Ta vektor imenujemo tudi Pieloujev
vektor, v ¢ast kanadski ekologiniji Evelyn Christine Pielou (r. 1920).

Drugi del izreka spoznamo iz polarnega zapisa kompleksnih stevil. Naj bo A\; = \)\j]ewj
kaksen drug koren enacbe ¢(A) = 1. Potem je )\é‘? = |\j|Fe*% za k = 1,2,...,m, zato
dobimo

1= q()\j) = b1|)\j|_1€_i€j + b281|/\j|_2€_2i€j + ...+ bm8182...8m_1|)\j|_m6_mi€j in
1 =TReq(\;) = b1|A\j| 7 cos; + basi|Aj| 72 co820; + ... + by5189...8m—1|A\j| ™ cosmb; <
b1/IAj] + bas1/IN P + oo+ bnsisasmo1 /[T = q(|])- (3)
Ker je torej g(|Aj|) > 1, mora biti |A;| < A\;. Denimo zdaj, da je b, # 0 in b1 # 0. Ce
bi bilo pri nekem j res |A;| = A1, torej ¢(|Aj]) = ¢(A1) =1, bi v (3) moral biti v vseh od
ni¢ razlicnih ¢lenih vsak kosinus enak 1. V posebnem primeru bi moralo biti coslf; = 1

in hkrati cos(l + 1)0; = 1, kar pa je mogoce le, ko je 6; cel mnogokratnik stevila 27, torej
Aj = A1
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Opomba. Isto bi veljalo, ¢e bi bil b # 0 in b; #£ 0, kjer sta k,[ tuji si Stevili. Celo bolj
splosno: kadar so by, by, ..., b, # 0 in je najvecji skupni delitelj za l1,ls, ..., enak 1 (glej
definicijo primitivnosti matrike spodaj).

Zaradi lastnosti |\;| < A; za vsak j recemo, da je A\; dominantna lastna vrednost. Kadar
velja tu celo strogi neenacaj za vsak j # 1, pa govorimo o strogi dominantnosti. Lesliejeva
matrika v sploSnem nima strogo dominantne vrednosti. Za matriko

0 6
L=|1/2 0 0
0 1/3 0
so npr. lastne vrednosti ravno tretji koreni enote in 1 ni strogo dominantna lastna vre-
dnost. (Vidimo, da pogoj iz zadnjega stavka izreka 1 ni izpolnjen.) V tem primeru se da
pokazati, da se stanje sistema ciklicno ponavlja s periodo 3. Odslej privzemimo, da ima L
strogo dominantno lastno vrednost; se pravi, da pravkar opisana situacija ne nastopi.

Opomba. Lesliejeva matrika je poseben primer matrike z nenegativnimi komponentami.
Za take matrike obstaja ti. Perron-Frobeniusov izrek, ki opisuje njihove spektralne la-
stnosti podobno kot izrek 1. Seveda za specialne Lesliejeve matrike ni potrebno uporabiti
Perron-Frobeniusove teorije, saj so zanje dokazi, kot smo videli, dokaj elementarni. Kljub
temu navedimo Perron-Frobeniusov izrek, ker ga, ¢e ga poznamo, lahko uporabimo tudi v
drugih primerih nenegativnih matrik.

Dodatek: Perron-Frobeniusova teorija nenegativnih matrik

Kvadratna (m x m) matrika A je (permutacijsko) nerazcepna (ireducibilna), ¢e nima netri-
vialnih koordinatnih invariantnih podprostorov, tj. takih invariantnih podprostorov, ki jih
razpenja prava neprazna podmnozica standardnih baznih vektorjev {ej,es,...,en} (e je
m-terica iz samih nicel in 1 na k-tem mestu). Drugace receno, A ni permutacijsko podobna
blo¢ni zgornje trikotni matriki z ni¢lo pod diagonalo, tj. za nobeno permutacijsko matriko
P ne velja
-1 E F
pari=[ B F].
Za nenegativne kvadratne matrike lahko opredelimo nerazcepnost Se drugace: za poljuben
par indeksov i,j obstaja tako naravno Stevilo k (odvisno od i in j), da je (Ak)ij > 0.
To lahko povemo tudi v jeziku usmerjenih grafov: nenegativna matrika A je nerazcepna,
¢e je (tako kot za Lesliejevo matriko) prirejeni usmerjeni graf G4 krepko povezan, tj. za
poljuben par indeksov (i, ) obstaja v grafu usmerjena pot, ki vodi od i k j.

Zgled. Za graf Lesliejeve matrike takoj vidimo, da je krepko povezan natanko takrat, ko
je by, > 0. Natanko tedaj je Lesliejeva matrika nerazcepna.

Izrek (Frobenius 1912). Nerazcepna nenegativna matrika A ima vedno pozitivno lastno
vrednost \1, ki je enostavna nicla karakteristicnega polinoma in dominantna (njena vre-
dnost je veéja ali enaka absolutni vrednosti vsake druge lastne vrednosti). Lastni vrednosti
A1 pripada lastni vektor, ki ima vse koordinate pozitivne.

Lastno vrednost A; > 0 imenujemo vc¢asih Perron-Frobeniusova lastna vrednost in je enaka
spektralnemu radiju r = p(A) matrike A.

Za nenegativno matriko A definiramo, da je perioda indeksa i najvecji skupni delitelj vseh
naravnih stevil k z lastnostjo (A*); > 0. Kadar je matrika A nerazcepna, imajo vsi indeksi
i = 1,2,...,n isto periodo. To periodo h imenujemo potem kar perioda matrike A. Pe-
riodo lahko tudi definiramo kot najvecji skupni delitelj dolzin vseh sklenjenih usmerjenih
poti po grafu G4. Ce je perioda enaka 1, re¢emo, da je nerazcepna matrika A neperiodicna.



Dopolnilo k Frobeniusovemu izreku:

Ce je h perioda nerazcepne nenegativne matrike A, ima A natanko h kompleksnih lastnih
vrednosti z absolutno vrednostjo r. Vsaka od njih je enostavna nic¢la karakteristicnega
polinoma in je enaka produktu rw, kjer je w eden od h-tih korenov enote (w = e2kmi/h
k=1,2,...,h). Za vsak h-ti koren enote w je matrika A podobna matriki wA, zato je spekter
o(A) invarianten za mnoZenje z w, tj. za zasuk za poljuben kot 2kw/h, k = 1,2, ..., h.

Ce je h > 1, obstaja taka permutacijska matrika P, da velja

0 A, 0 0 ... 0
0 0 Ay 0 ... 0
PAP! = ..
0O 0 0 0 Ap_q
A, 0 0 0 0

Kadar je h = 1 reemo, da je matrika A primitivna, sicer pa je neprimitivna in h njen
indeks neprimitivnosti.

Ekvivalentna definicija pravi, da je nenegativna matrika A primitivna, ¢e obstaja tako
naravno stevilo k, da je matrika A* pozitivna (tj. vsi njeni elementi so strogo pozitivni).
Vsaka primitivna matrika je torej tudi nerazcepna; v resnici so primitivne matrike ravno
vse nerazcepne neperiodi¢ne nenegativne matrike. Da se pokazati, da je nenegativna ma-
trika z nenicelno diagonalo primitivna (obratno pa ne velja, glej npr. matriko reda vec¢ kot
2 s samimi enkami razen na diagonali, kjer so nicle).

Vsaka pozitivna matrika A (tj. taka matrika A, ki ima vse elemente pozitivne) je o¢itno
primitivna. Take matrike je obravnaval Perron 1907. Lesliejeva matrika L pa je npr.
primitivna natanko takrat, ko je najvecji skupni delitelj vseh indeksov i € {1,2,...,m} z
lastnostjo b; > 0 enak 1 (Sykes 1969).

Za primitivne matrike A je njihova Perron-Frobeniusova lastna vrednost strogo dominan-
tna (veGja od absolutne vrednosti vsake druge lastne vrednosti). V posebnem primeru to
velja za vse pozitivne matrike.

Za dokaze v zvezi s Perron Frobeniusovo teorijo glej npr. [20], Chapter 8. Vrnimo se k
Lesliejevemu modelu.

Limitno vedenje Lesliejevega sistema

Naj bo L primitivna Lesliejeva matrika reda m. Zaradi lazje nadaljnje obravnave pri-
vzemimo, da se matrika L da diagonalizirati, tj. da obstajajo (ne nujno razlicne) lastne
vrednosti A1, Ag, ..., Ay, (s strogo dominantno vrednostjo A1) in linearno neodvisni lastni
vektorji s1, 82, ..., Sm. Ta lastnost za Lesliejevo matriko v sploSnem sicer ne velja, niti ni
potrebna za nadaljnjo obravnavo.

Iz lastnih vektorjev lahko sestavimo obrnljivo matriko S = [s1, 89, ..., 8;m] (po stolpcih),
tako da je L = SDS™!, kjer je D = diag()\1, A2, ..., Ay) diagonalna matrika. Potem je
L' =SD!S™1in

x(t) = L'z(0) = SD'S™'z(0)

oziroma bolj na dolgo

)
>
NSRS
@)
)
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Delimo obe strani z A} pa dobimo

1 0 0 0
0 (A2/M)t 0 o 0
z(t)/N=S5]0 0 (A3/A)E .. 0 S~z (0).
0 0 0 e O/ 1)
Ker za vsak j = 2,3,...,m velja |A\j /M| < 1, je limy_,o0(Aj/A1)" = 0 za vsak j. Torej je
10 0 .. 0
0o 0 0 .. 0
Jim zt)/ANi=S10 0 0 0 | S~tz(0).

0o 0 0 .. 0

Oznagimo prvi element vektorja S~'a (0) s érko ¢, tako da na desni strani dobimo veckratnik
lastnega vektorja pri strogo dominanti lastni vrednosti A1, tj. cs1. Torej je limy_,o () /N
= c¢s1 in pri dovolj velikem ¢ (Gez dolgo ¢asa) imamo priblizno

x(t) ~ c\sy.
To pomeni, da razmerje po razredih ¢ez dolgo ¢asa postane konstantno, tj. dobimo (sta-
bilno) stacionarno porazdelitev, ki je ista kot pri lastnem vektorju s;. Poleg tega vidimo,
da se zaradi z (t) = A\jx(t—1) ¢ez dolgo ¢asa na vsakem koraku stevilo pripadnikov vsakega

starostnega razreda poveca (ali zmanjsa) priblizno s faktorjem A;. Ce je A; > 1, imamo
poveCanje, pri A1 < 1 pa zmanjSanje.

Zgled 2. Pri podatkih iz zgleda 1 lahko izrac¢unamo, da je strogo dominantna lastna
vrednost enaka Ay = 3/2. S tem faktorjem raste populacija Cez dolgo ¢asa. Stabilna
stacionarna porazdelitev po razredih pa je premosorazmerna lastnemu vektorju s; =
(1,1/3,1/18)T = (18,6,1)7 /18 v skladu z (2). To pomeni, da je v stacionarnem sta-
nju od celotne populacije 18/25 = 72% v prvem, 6/25 = 24% v drugem in 1/25 = 4% v
tretjem starostnem razredu.

Definicija. Oznac¢imo Ry = q(1) = by + bas1 + ... + biS152..-Sm—1-

To stevilo imenujemo ¢isti reprodukcijski faktor oziroma ¢isto reprodukcijsko stopnjo. Po-
meni povpreéno Stevilo héera, ki jih rodi ena zenska skozi celotno svojo zivljenjsko dobo.

Kadar je Ay > 1, vemo, da ¢ez dolgo ¢asa populacija naraSc¢a. Toda zaradi padanja funk-
cije ¢ (glej sliko 1) vidimo, da je v tem primeru Ry > 1. Ko je A\; < 1, populacija ¢ez
cas pada. V tem primeru je By < 1. Kadar pa je Ay = 1, re¢emo, da se rast popula-
cije stabilizira oziroma da gre za nicelno rast. Tedaj je tudi Ry = 1. V zgledu 1 je npr.
Ry =2+ 3/8 = 2.375, torej imamo narascanje.

Namesto z dominantno lastno vrednostjo A; lahko torej (dolgoro¢no) narascanje ali pada-
nje populacije ugotavljamo kar s ¢istim reprodukcijskim faktorjem Rj.

Zgled 3. Leta 1965 so merili rodnost kanadskih Zensk do 50-tega leta starosti, razdelje-
nih v 10 starostnih razredov dolzine 5 let. Podatki za parametre v Lesliejevi matriki so
naslednji:

Starostni interval [0, 5) [5,10)  [10,15) [15,20) [20,25)

b; 0.00000 0.00024 0.05861 0.28608 0.44791
S; 0.99651 0.99820 0.99802 0.99729 0.99694
Starostni interval [25,30) [30,35) [35,40) [40,45) [45,50]
b; 0.36399 0.22259 0.10457 0.02826 0.00240
Si 0.99621 0.99460 0.99184 0.98700 —

Numeri¢no izra¢unamo A1 = 1.07622 in Ry ~ 1.5. Stabilno stanje podaja vektor
s1 = (1.00000, 0.92594, 0.85881,0.79641, 0.73800, 0.68364, 0.63281, 0.58482, 0.53897, 0.49429) .
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Ce bi kanadske zenske tako nadaljevale dolgo ¢asa (kar se seveda ne bo zgodilo), bi se
vsakih 5 let njihovo Stevilo povecalo priblizno za 7.6%, njihova starostna porazdelitev pa
bi bila taka, kot jo doloca lastni vektor x1. Toda vrednost Ry je v 40 letih gotovo padla.
Za Slovenijo so bili npr. leta 1970 (in e 1980) podatki Ry = 1,00, leta 1999 pa le Se
Ry = 0.59.

Podobnih (in bolj izpopolnjenih) modelov se posluzujejo demografi, ki napovedujejo de-
jansko spreminjanje Stevila prebivalstva na svetu (po regijah ali po drzavah). Za primer si
poglejmo, kaksne so aktualne dolgorocne napovedi agencije za populacijo pri ZN, porocilo
iz februarja 2003 (glej [22]).

Zgled 4. Danes je na svetu 7 miliarde ljudi. Napoved za leto 2050 je 8.9 milijard (Se leta
2002 celo 9.3 miliarde). Razlog za zmanjsanje za 400 milijonov je, da je hitreje, kot so
predvidevali, padla rodnost in se povecala stopnja umrljivosti zaradi AIDSA. Leta 2050
bo tri ¢etrt sveta imelo totalno stopnjo rodnosti 1.85 otrok na zensko. Danes je ta stopnja
okrog 3, pred 25 leti Se 6 otrok na zZensko. Stopnja rodnosti je Se moc¢no padla, npr. v
Spaniji na 1.2, v Rusiji na 1.1. 'V Sloveniji je bila leta 1980 se 2.1, leta 1999 le e priblizno
1.2, danes je spet nekoliko porasla, na nekaj manj kot 1.4.

Kar 33 drzav bo imelo manj populacije kot danes, Japonska za 14%, Italija za 22%, Rusija
in Ukrajina med 30 in 50%. V Juzni Afriki bo manj prebivalstva zaradi AIDSA (za to
boleznijo jih bo na svetu umrlo okrog 278 milijonov). ZDA bodo povecale prebivalstvo s
sedanjih 285 milijonov na 400 milijonov, Velika Britanija z 59 na 66 milijonov.

Stevilo prebivalstva v starosti nad 80 let se bo 5-krat povecalo, polovica jih bo starih pod
37 let, polovica nad 37 let. (Okrog leta 2100 naj bi bilo ve¢ kot 1/3 ljudi starejsih od
60 let, na Japonskem ve¢ kot 1/2.) Sedanja mediana je 26 let, 20% danasnje populacije
(1.2 milijarde) je najstniska (med 10 in 19 let). Skoraj 90% najstnikov zivi v nerazvitih
dezelah. Populacija pod 10 let je Ze danes manjsa kot prej.

Vaje.

1. Za naslednje Lessliejeve matrike ugotovi ali so nerazcepne in primitivne, narisi ustrezni
usmerjeni graf zivljenjskega cikla, pois¢éi kakarteristi¢ni polinom, vse lastne vrednosti in
lastni vektor za dominantno lastno vrednost, ¢isto reprodukcijsko stopnjo, dolo¢i limitno
vedenje resitev in (¢e obstaja) stabilno starostno porazdelitev:
0 3a%/2 3a%/2
(a) L= | 1/2 0 0 , a >0,
0 1/3 0
Odg.: nerazcepna, primitivna, lastni vrednosti a (strogo dominantna) in —a/2 (dvojna),
lastni vektor in hkrati stabilna starostna porazdelitev (1,1/2a,1/6a?)T, ¢ista reproduk-
cijska stopnja Ry = a®(a + 3)/4.

0 0 6a®
M)L=1]1/2 0 0 |,a>0,
0 1/3 0

Odg.: nerazcepna, ni primitivna, lastne vrednosti a, aw, aw?, kjer je w tretji koren enote,
lastni vektor za a je (6a2,3a, 1)T, zacetna porazdelitev se ciklicno ponavlja, le pomnozi

se s potenco a3, ¢ista reprodukcijska stopnja Ry = a?.

2. Za naslednje nenegativne matrike narisi pripadajoci graf zivljenjskega cikla in ugotovi,
ali so nerazcepne in primitivne, ter dolo¢i periodo posameznih razredov:
0 0 b
(a) L=1|s1 0 0 |,bs,s1,82 >0 (nerazcepna, neprimitivna, skupna perioda h = 3)
0 S92 0
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0 b O
(byL=1|s1 0 0 [, bo,by,s1,82,83 >0 (razcepna, neprimitivna, perioda razreda 1
0 S92 83

in 2 je 2, perioda razreda 3 je 1)

0 by 0 by
st 0 0 0 _— . B
(¢c) L= 0 s 0 01 ba, $1, 82,83 > 0 (nerazcepna, neprimitivna, perioda h = 2)
2
0 0 s3 O

3. Model gojenja enoletnic (za tri leta): Naj bo «a; delez i-let starega semena (i =
1,2,3), ki vzklije vsako pomlad, o verjetnost prezivetja semena ¢ez zimo, «y Stevilo semen,
ki jih producira ena rastlina. Naj bo r; stevilo rastlin leta ¢ in si, i = 1,2, stevilo i let
starih semen v letu t. Model je potem:

Tir1 = aroyr + ago(l — ag)s} + azo (1l — ag)s?,

3t1+1 = 0Tt,

sfﬂ =0o(1 —aq)s;.
Napisi Lesliejevo matriko za ta model in ugotovi, pri katerih parametrih je nerazcepna in

prezivele v bodo¢nosti.

4. Model tvorbe rdeéih krvnih telesc: Naj bo R; Stevilo rdecih krvnick v krvnem
obtoku dne ¢, f, 0 < f < 1, (konstanten) delez rdecih krvnick, ki se dnevno odstranijo
iz obtoka, M; stevilo rdecih krvnick, ki se tvorijo v kostnem mozgu dne ¢, sorazmerno s
Stevilom odstranjenih rdecih krvnick prej$nji dan, v > 0 produkcijska konstanta. Linearen
model potem izgleda tako:

Ry = (1 — f)Ry + My,

M1 =~ fR.

ZapiSite matriko sistema, poiSCite njene lastne vrednosti in dolo¢ite njihov predznak. Ali
je model smiseln? Ce je npr. A; zelo blizu 1, koliko je v (kaksna je produkcija novih
krvnick)? Kako se tedaj priblizno vede R;? Ali je vedenje sistema stabilno?

Problem zetve v Lesliejevem modelu

Lesliejev model pogosto uporabljamo ne za Studij prebivalstva ampak za proucevanje
poveCevanja Stevila rastlin ali zivali, npr. v pridelovanju za trg v vrtnarstvu, sadjarstvu,
gozdarstvu (rastline ali semena), vzreji zivine ali drobnice, v ribolovu itd. Prirastek zivali
ali pridelek rastlin bi radi prodali na trgu, ne da bi s tem ogrozili rast in reprodukcijsko
sposobnost ostanka. Ta problem zajamemo s sploSnim pojmom t.i. stabilne Zetve.

Vpeljemo Zetveno matriko H, ki je nenegativna diagonalna matrika reda m, tako kot Le-
sliejeva matrika. Diagonalni elementi h;, 0 < h; < 1, povedo, kolikSen del populacije v
i-tem starostnem razredu odstranimo ob koncu rastnega obdobja (sezone). Vpeljimo se
matriko ostanka R = I — H z (diagonalnimi) elementi r; = 1 — h;, ki pove, koliksen del
i-tega razreda ostane na koncu.

Ce smo imeli na zacetku sezone stanje x, ostane po zetvi vektor RLz. Radi bi, da bi bil

ta vektor (vsaj) tolikSen kot na zacetku rastne sezone, torej RLx = x. Is¢emo torej lastni
vektor matrike RL, ki pripada lastni vrednosti 1. Toda

blrl bg’r’l bm_lT‘l me‘l
S1T2 0 .. 0 0
RL = 0 SoT3 ... 0

0 0 ve. Sp—1Tm O



13

je tudi (nekoliko drugacna) Lesliejeva matrika, zato je pogoj za lastno vrednost 1 enak
q(1) =1 oziroma

rl(bl + bosirg + b3sisarars.... + bmslsQ...sm_lrgrg...rm) =1.

Lastni vektor je veckratnik vektorja &, = (1,31r2,3132r2r3,...,3132...sm_1r2r3...rm)T, ki
doloc¢a starostno porazdelitev pri stabilni Zetveni politiki (t.i. stabilno stanje). Dolo¢ena so
le razmerja, ne pa absolutna velikost, ki je odvisna od lastnih vrednosti osnovne Lesliejeve
matrike.

Glede zetve so mozne razlicne strategije:

1. FEnakomerna strategija. Iz vsakega razreda odstranimo enak delez populacije, torej
h; = h oziroma r; = r = 1 — h za vsak i. Zahtevamo, da r ni niti 0 (totalna zetev, ni¢ ne
ostane) niti 1 (prazna Zetev, vse ostane), pa vidimo iz pogoja RLxz = x, da je rLz = x
oziroma, da je A\; = 1/r edina pozitivna, torej dominantna, lastna vrednost za matriko L
s pripadajo¢im lastnim vektorjem x1, ki ga iS¢emo:

T = (1,817’,81827"2, ...,8182...sm_1rm_1)T.
Pri enakomerni Zetvi pustimo za nadaljnjo reprodukcijo delez populacije v vigini r = 1/A4.

Zgled 5. V [25] je objavljen numeri¢ni primer v zvezi z rejo ovac na Novi Zelandiji.
Obdobje rasti oziroma razmik med opazovalnimi trenutki je 1 leto, ovce spremljamo 12
let. Lesliejeva matrika velikosti m = 10 ima strogo dominantno lastno vrednost A; = 1.221,
zato je h =1 —1/A; = 0.181, tj. vsako leto odstranimo priblizno 18% celotne populacije.

2. Drugacna strategija je npr. Zetev samo v najniZjem razredu (odstranimo samo nov
pridelek oziroma prirastek). Zdaj vzamemo h; = h in h; = 0 za i > 1. To pot je
r=1—h=1/Ry, kjer je Ry ¢isti reprodukecijski faktor za matriko L, lastni vektor pa

r1 = (1, 81,8182, ..+, 8182...Sm_1)T.
V zgledu 5 je npr. Ry = 2.513, zato je h = 1 — 1/Ry = 0.602, kar znese priblizno 17.8%
celotne populacije tik pred zetvijo.

3. Optimalna strategija je tista, ki prinasa najveé¢ji donos (ko lahko odstranimo najvecji
delez populacije tik pred zetvijo), seveda ob pogoju dolgorocne stabilnosti populacije. Naj-
boljso strategijo je treba dolo¢iti s skrbnim planiranjem oziroma optimizacijo donosa. Za
optimalno se izkaze, da zanjemo samo v enem ali dveh razredih. Kadar Zanjemo v dveh ra-
zredih, visjega (starejSega) popolnoma pozanjemo. V zgledu 5 je najbolje vzeti hy = 0.522,
ho =11in h; =0 za i # 1,9. Skupaj odstranimo vsako leto priblizno 19.9% celotne popu-
lacije pred zetvijo.

Vaje. Za Lesliejevo matriko iz zgleda 1 poiscite

(a) donos in stabilno stanje pri enakomerni zetvi;
(b) pri zetvi v najnizjem razredu;
(c) optimalno zetveno strategijo.

Posplositev Lesliejevega modela

Splosnejsa oblika strukturiranega reprodukcijskega modela je linearni model z m x m ma-
triko L = F 4+ T (fertility + transition), kjer je F' nenegativna (reprodukcijska) matrika
ranga 1 (samo prva vrstica) in 7' nenegativna (tranzicijska ali prezivetvena) matrika z
lastnostjo > ", t;; < 1 za vsak j (verjetnost prehoda iz razreda j v katerikoli drugi ali isti
razred ¢ mora biti manjsa ali enaka 1). Matrika T' s tako lastnostjo je substohasticna.)

Lastne vrednosti tranzicijske matrike so po absolutni vrednosti manjse ali enake 1. Res,
naj bo A lastna vrednost za T'. Potem je A lastna vrednost tudi za transponirano matriko
TT, npr. z lastnim vektorjem z z neskonéno normo 1, in imamo oceno || = ||Az| =
1772l = max; | Y27 (T7) jiwi| = max; [ 327 tija| < max; D77 ti5lai] < 1.
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Pri pogoju max; Y ;" t;; < 1 so vse lastne vrednosti matrike 7' strogo manjse od 1, zato je
matrika I — T obrnljiva in velja (I —T)~! = I + T +T? + ... Lahko konstruiramo matriko
naslednje generacije:

Q=FI-T)'=F+FT+FT?+..
Njen spektralni radij p(Q) definiramo kot ¢isto reprodukcijsko stopnjo, se pravi Ry = p(Q).

Trditev. V primeru Lesliejevega modela se tako definiran Ry ujema z znanim
Ry =0b1 +bysy + ... + b,51582...8,_1-

Dokaz. Iz oblike za F' in T v Lesliejevem modelu hitro vidimo, da je tam matrika T
nilpotentna (ker je strogo spodnje trikotna), zato je njen spektralni radij »(7") = 0, torej
I — T obrnljiva, vrsta za (I —T)™' =T+ T +T? + ... se kon¢a. Z mnoZenjem z matriko
rodnosti F', ki ima pri Leslieju od ni¢ razlicno samo prvo vrstico, vidimo, da je tudi Q
matrika ranga ena, sestavljena samo iz prve vrstice, ki ima prvi element (na diagonali)
enak Ry = by + basy + ...b,8182...8,_1; to je tudi spektralni radij matrike Q.

Modeliranje populacije glavatih zelv (Caretta caretta). Te zelve naseljujejo skoraj vse
oceane in so (ob kalifornijski obali) ogrozena vrsta. Zrastejo povprecno do enega metra in
tehtajo tudi do 150 kg. Strukturiran model zanje je razdeljen v sedem razredov, tako da
je matrika L = F' + T oblike (vsi b;, s;,p; > 0)

0 0 0 0 by bg by
s1 po 0 0 O O O
0 So P33 0 0 0 0
L= 0 0 83 P4 0 0 0 s
0 0 0 s4 0 0 O
0 0 0 0 s5 0 O
| 0 0 0 0 0 S¢ P71 ]

Prepricamo se lahko, da je matrika nerazcepna (narisimo npr. graf) in tudi primitivna,
zato ima strogo dominantno lastno vrednost. Eksperimentalni podatki, ki so jih dobili
z merjenjem so pokazali, da je ta vrednost A\; ~ 0.94503, torej je vrsta ogrozena in dol-
gorocno ne bo prezivela (ker je A2° ~ 0.243, se bo v 25 letih populacija zmanjsala na manj
kot Cetrtino sedanje).

3. Nelinearne diferenéne enacbe

Definicija 1. Ravnovesje (ali negibna tocka) avtonomne diferen¢éne enacbe prvega reda
xiy1 = f(zy), t > 0, je vsaka resitev enacbe T = f(T).

Cikel (periodic¢no resitev) reda m dobimo iz enacbe T = f™(T) (f™ m-kratni kompozitum).
Periodi¢na orbita je potem mnozica {Z, f(Z), ..., f" 1 (Z)}.

Oboje je pomembno v naravi (okoljsko ravnovesje, periodiéni pojavi, izginjanje vrst,
prezivetje, iztrebljanje bolezni itd.)

Zgled 1: x141 = ax/(b+ xy), a,b > 0; tu je f(x) = ax/(b+ x), ravnovesje pa resitev
enacbe T = aZ/(b+ T) oziroma T = 0 in T = a — b; ¢e je a = b, je seveda samo eno
ravnovesje, T = 0.

Periodi¢nih resitev reda 2 (2-ciklov) ni, kot vidimo iz enache x = f?(x) oziroma iz
z=alazx/(b+2))/(b+ax/(b+x)) =a’x/(b?>+ (a+b)x), ki ima sicer dve resitvi z = 0 in
T = a — b, vendar ju Ze poznamo in sta obe celo ravnovesji. Prav tako ni visjih ciklov, saj
je eksplicitna resitev enaka f'(z) = a'z/(b" + ((a' — b')/(a — b))z) za vsak t, e je a # b,
in fi(z) = ax/(a +tx), e je a = b.
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(a) ()
SLIKA 3

Lokalna stabilnost diferenénih enacb

Definicija 2 (Lokalna stabilnost): Ravnovesje T je lokalno stabilno, ¢e za vsak € > 0
obstaja tak 6 > 0, da iz |zg — Z| < 0 sledi |z; — T| < € za vsak ¢ > 0 (slika 3a).

Zgled: V prejsnjem zgledu je |f(z)] < €, ¢e je |x| < § = be/(a+€); za a < bjee <0,
torej ravnovesje 0 lokalno stabilno, za a > b pa ne. Podobno je |f(z) — (a — b)| < ¢, ¢e je
|z — (a—b)] <0 =ae/(b+e); zdaj je € < 6, ¢e je a > b (lokalna stabilnost), za a < b pa je
ravnovesje a — b nestabilno.

Definicija 3 (Lokalna privla¢nost): Ravnovesje T je lokalno privlacno, ¢e obstaja tak
v > 0, da iz |xg — T| < 7 sledi limy_yoo 2y = T. ReCemo, da je ravnovesje T (lokalni)
atraktor.

Zgled: V zgledu 1 je vsako stabilno ravnovesje lokalno privlaéno. Naj bo f(z) =x+1 za
x < 1lin f(x) =12zax >1 (funkcija v tocki 1 ni zvezna). Tu pa je 1 privla¢no ravnovesje,
ki ni stabilno.

Definicija 4 (Lokalna asimptoti¢na stabilnost): Ravnovesje T je lokalno asimptoticno sta-
bilno, ¢e je hkrati lokalno stabilno in lokalno privlacno (slika 3b).

Zgled: V zgledu 1 imamo torej (poleg nestabilnih ravnovesij) le asimptoti¢no stabilna
ravnovesja.

Definicija 5 (Stabilnost m-cikla): Cikel {Z1,T2,...,Tm}, kKjer je Ty = fF1(T1) za k =
1,2,...,m, je lokalno (asimptoticno) stabilen, ¢e je T; lokalno (asimptotiéno) stabilno rav-
novesje za preslikavo ™.

Premik ravnovesja v izhodisée. Ce je T = f(T) ravnovesje avtonomne diferenéne
enacbe x411 = f(w:), lahko s premikom u; = x; — T dosezemo, da je ni¢ ravnovesje za
enacbo ui1 = g(uy), kjer je g(u) = f(u+T) — f(ZT) nova funkcija. Velja tudi obratno.
Poleg tega je ni¢ (asimptotiéno) lokalno stabilno ali nestabilno ravnovesje za g natanko
takrat, ko je T iste vrste ravnovesje za f.

Lokalna linearizacija enacbe prvega reda. Ce je f odvedljiva funkcija v ravnovesju
T in oznacimo u; = x; — T za vsak t, lahko zapisemo usy1 ~ f/'(T)u;. Potem pravimo, da
je linearna diferencna enacba w11 = f'(T)u; linearizacija prvotne nelinearne diferencéne
enacbe x4 = f(y).

Definicija 6. Recemo, da je ravnovesje T prvotne enacbe hiperbolicno, ce je |f(T)| # 1,
in nehiperbolicno, ce je |f'(T)| = 1.

Izrek 1 (Hiperboliéno ravnovesje). Naj bo f' zvezna na odprtem intervalu, ki vsebuje T.
Potem je T lokalno asimptotiéno stabilno ravnovesje, ée je |f'(T)| < 1 (slika 4a), in nesta-
bilno ravnovesje, cée je |f'(T)| > 1 (slika 4b).

Dokaz. Ce je |f(Z)| < 1, obstaja zaradi zveznosti okolica [T — €, T + €], kjer je | f'(z)| <
¢ < 1. Po Lagrangeu dobimo za xo € [T — €,T + €] oceno |f(zo) —Z| = |f(xo) — f(T)| =
|f'(&1)]|mo — Z| < e|zo —T| < €. V naslednjem koraku dobimo |f2(z¢) — T| < 2|z — 7| itd.
Ker ¢! — 0 pri pogoju t — 00, je limy_eo T = 7.
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Ce je |f'(T)| > 1, obstaja zaradi zveznosti okolica [T — €, + €], kjer je | f'(z)| > ¢ > 1. Za
poljuben g, 0 < |Z — x¢| < ¢, dobimo po Lagrangeu to pot |f(xo) — Z| > c|lzg — Z|. Ce je
|f(z0) — T| < € nadaljujemo po Lagrangeu in dobimo |f2(zo) — Z| > ¢?|zg — T|. Prej ali
slej je ct|xg — Z| > € in zato |f!(z0) — Z| > € (nestabilnost).

/

(y) ('y) A

| =
=

0 X (x) 0 X (x)
(a) (b)

SLIKA 4

Zgled: x11 = axy/(b+ x), a,b > 0. Ravnovesji: T =0, T = a — b. Iz vrednosti odvodov
f'(x) = ab/(b+ x)%, f'(0) = a/b, f'(a — b) = b/a, sledi, kdaj sta ravnovesji asimptotiéno
stabilni: ravnovesje 0, ko je a < b in ravnovesje a — b, ko je a > b (oboje Ze vemo).

Izrek 2 (m-cikel). Naj bo [’ zvezna na odprtem intervalu, ki vsebuje cikel dolZine m:
{Z1, f(Z1), ..., U=}, Ta cikel je lokalno asimptoticno stabilen, ¢e je |df™(Ty)/dx| < 1
za nek k, in nestabilen, ée je |df™(ZTg)/dx| > 1 za nek k (potem za vse k).

Ce izrazimo odvod po veriznem pravilu, vidimo, da zados¢a pogoj preveriti za en k.

Posledica. m-cikel {T1,Ta,...,Tm} je lokalno asimptoticno stabilen, ce velja
|f' @) f (@2)- f (Tm)| < 1.
V nehiperboli¢nem primeru imamo dve moznosti: f'(Z) = +1.

Izrek 3. Naj bo f'(T) = 1, T ravnovesje, in " zvezen na intervalu okrog ravnovesja.
Potem velja:

(i) Ce je f"(Z) # 0, je ravnovesje nestabilno (slika 5a).

(ii) Ce je f"(T) =0 in f"(T) > 0, je ravnovesje nestabilno (slika 5b).

(iii) Ce je f"(Z) = 0 in f"(T) < 0, je ravnovesje lokalno asimptoticno stabilno (slika 5c).

Dokaz je graficno nazoren.

) ) )
0w of" x @ O W
(a) () (©)

SLIKA 5

Zgled: V zgledu 1 naj bo a = b. Potem imamo samo eno ravnovesje T = 0, ki je po izreku
3 nestabilno.

Kadar je f'(Z) = —1, obic¢ajno vpeljemo Se en novi pojem.

Definicija (Schwarzov odvod): (Sf)(z) = f"(x)/f'(x) — (3/2)(f"(x)/f'(x))?.
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Izrek 4. Naj bo f'(T) = —1, T ravnovesje, in " zvezen na intervalu okrog ravnovesja.
Potem velja:

(i) Ce je (Sf)(T) > 0, je ravnovesje nestabilno.

(ii) ¢e je (Sf)(T) < 0, je ravnovesje lokalno asimptoticno stabilno.

Dokaz. Uporabimo lahko izrek 3 za funkcijo g(z) = f2(z). Ker je T negibna tocka
za f, je tudi za ¢. Iz nestabilnosti za ¢ takoj sledi nestabilnost za f. Lokalna pri-
vlacnost za g pa je zaradi zveznosti funkcije f celo ekvivalenta lokalni privlacnosti za
[ (im0 ¢ (m0) = T <= limy_00o f(z0) = T). Poleg tega je ¢'(x) = f'(f(z))f (z) in
§'(@) = P @) @) + F(f@) (), mato ¢(7) = 1 in ¢'(z) = 0. Torej lahko 7a g
uporabimo izrek 3(ii) ah (iii). Ker je ¢" (%) = —2f"(Z) — 3f"(x)? > 0 (< 0) natanko
takrat, ko je (Sf)(Z) > 0 (< 0), veljata tocki (i) in (ii).
3

Zgled: Naj bo z411 = —x; — x¢. Edino ravnovesje je T = 0. Ker je f/(0) = —1, f”(0) =0
in f”(0) = —6, je (Sf)(0) =6 > 0. Po izreku 4 je ravnovesje T = 0 nestabilno.

Globalna stabilnost pri enaébi prvega reda.

Definicija 7. Ravnovesje 7 je:

globalno privlacno, Ce za vse zacetne priblizke zo € (0,a) (kjer je a > 0, ker so biolosko
zanimive samo pozitivne resitve) velja x; — Z, in

globalno asimptotic¢no stabilno, ¢e je globalno privla¢no in lokalno stabilno (zato tudi lo-
kalno asimptoti¢no stabilno).

Opomba. Da se pokazati, da je za zvezno funkcijo f globalno privlaéno ravnovesje nujno
lokalno asimptoti¢no stabilno (Sedaghat 1997), torej je v tem primeru globalna privla¢nost
in globalna asimptoti¢na stabilnost eno in isto (za nezvezne funkcije to ni nujno res, isti
nezvezni primer kot prej).

Kdaj je ravnovesje globalno stabilno, je biolosko zanimivo. V tem primeru nas zanimajo
samo nenegativna ravnovesja (obic¢ajno je eno enako 0, lahko pa obstaja tudi eno ali ve¢
pozitivnih ravnovesij).

Predpostavke:

(i) f: [0,a) = [0,a), 0 < a < oo,

(ii) f zvezna na [0,a),

(iii) f(0) =0, f(T) ==, T > 0 (e pozitivno ravnovesje obstaja),

(iv) f(x )>xza0<$<f,

(v) flz) <z zaT <z <a,

(vi) ¢e ima f lokalni maksimum pri zj; < T, je f padajoCa za x > x)y.

Izrek 5. Naj funkcija f izpolnjuje predpostavki (i) in (ii). Potem velja:

(a) Ceje0 < f(x) <z 200 <z < a, je 0 globalno asimptoticno stabilno ravnovesje (glej
sliko 6a).

(b) Ce pozitivno ravnovesje T obstaja in ée jex < f(x) <T 200 <2 <T inZT < f(z) <z
za x> T, je T globalno asimptotiéno stabilno ravnovesje (slika 6b).

) )

=I

0 ) 0
(@) (b)

=l

)

SLIKA 6
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Dokaz. (a) Zaradi pogoja 0 < f(z) < z za vsak z € (0,a) zaporedje f!(z) pada in je
navzdol omejeno, zato ima limito T, ki je zaradi zveznosti funkcije f njena negibna tocka;
edina moznost je T = 0.

(b) Ce je zyp < T, je zaporedje fi(xg) monotono naraicajocée in navzgor omejeno z T, za
To > T pa monotono padajoce in navzdol omejeno z T; v obeh primerih je konvergentno,
limita je negibna tocka, edina mozna pa je .

Zgled (od prej): Naj bo z411 = azy/(b+ ).

(a) 0 < a < b : Edino nenegativno ravnovesje je v 0 in velja 0 < f(z) < z za > 0.
Direktno vidimo, da f!(x¢) — 0 za vse zg > 0.

(b) 0 < b < a : Edino pozitivno ravnovesje je T = a—b ter veljaz < f(z) <Tza0 <z <T
inZ < f(x) < z za x < T. Ravnovesje je globalno asimptoti¢no stabilno.

Izrek 6 (Globalna asimptotiéna stabilnost za Z). Ce funkcija f izpolnjuje pogoje (i)-(vi),
ima diferenéna enacba globalno asimptoticno stabilno pozitivno ravnovesje T natanko ta-
krat, ko nima 2-ciklov.

Dokaz. Da globalna asimptoti¢na stabilnost preprecuje 2-cikle, je jasno, saj v tocki iz
cikla, limita ne obstaja. Obratno, denimo, da f nima 2-ciklov. Dokazujemo po korakih.

(1) Za0 <z <Tje f(f(x)) —x # 0, ker ni 2-ciklov; pokazimo, da je f(f(z)) —x > 0.
Tam velja f(x) > x in Ce je poleg tega f(z) < T, velja po predpostavki (iv) tudi
f(f(z)) > f(z) > x. V nasprotnem primeru pa je f(z1) = T v neki tocki z; € (0,7),
torej je f(f(z1)) = f(T) =T > =1 in zato f(f(x1)) — a1 > 0. Ker pa zaradi odsotno-
sti 2-ciklov izraz f(f(z)) — x ne spremeni predznaka na tem intervalu, mora biti povsod

f(f(x)) —z>0.

(2) Pokazimo, da za xg € (0,Z) velja lim;_,o f'(x0) = T.

(a) Predpostavimo zg < f(zg) < T za vsak xo € (0,Z). Potem hitro vidimo, da je f!(x¢)
narascajoce in navzgor omejeno z T, torej konvergentno, zaporedje, in da je njegova limita
zaradi zveznosti funkcije f negibna tocka, ki mora biti enaka T (ta je edina pozitivna).
(b) Predpostavimo f(x¢) > T za nek x¢ € (0,Z). Zato ima f svoj maksimum na intervalu
[0,Z] gotovo v tocki zpr < T (slika 7) in po predpostavki (vi) funkcija za = > xs pada,
tako da je f2(zo) = f(f(z0)) < f(T) = @. Torej velja zaradi (1) in pravkar izpeljane
relacije 0 < zg < f%(mo) < Z. Odtod sledi, da je f3(z¢) = f(f*(x0)) > T in zato spet
zaradi (1) tudi 0 < 29 < f2(z0) < f4(z0) = f(f3(w0)) < T. Torej je f>(x¢) > 7 in lahko
nadaljujemo. Z indukcijo potem vidimo, da je zaporedje f?(zg) narascajoce in navzgor
omejeno z . Torej konvergira proti Z, kar je edina moznost. Zaradi zveznosti funkcije f
velja tudi f2*1(z9) — 7, tako da je res limy o ff(z0) = Z.

N\

)

=l

SLIKA 7

(3) Pokazimo, da za xg € (T,a) velja lim; f!(zg) = 7.

(a) Predpostavimo, da je f'(zg) > T za vse t > 0 in z € (T,a). Potem je T < f(xg) < xg
po predpostavki (v). Po isti predpostavki je tudi T < f?(xg) < f(xg) < xg. Zaporedje
f(xo) torej pada in je navzdol omejeno z . To pomeni, da je konvergentno z limito, ki je
nujno enaka 7.
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(b) Predpostavimo, da obstaja tak tg, da je 0 < f'(xg) < T za nek zg € (%, a). Potem kot
na koraku 2 (za tocko f%(zg) namesto zg) vidimo, da je lim;_ o fY(f%(zg)) = Z. Sledi
limy o0 (o) = limy—o0 f170(20) = Z.

Zgled. x4y = axy/(b+ 2¢), 0 < b < a, na [0,00) dve ravnovesji: 0 in T = a—b > 0.
Prepostavke (i)-(vi) so vse izpolnjene, f'(x) = ab/(b+ x)? pove, da f nima pozitivnega
maksima. Vemo, da je po izreku 5(b) ravnovesje T = a — b globalno asimptoti¢no stabilno.
Ker smo ze videli, da ni 2-ciklov, lahko uporabimo tudi izrek 6. Da ni 2-ciklov, sledi tudi
iz naslednjega kriterija.

Izrek 7 (Odsotnost 2-ciklov). Naj bo f' zvezna funkcija na intervalu I, f: I — I. Ce je
14 f'(x) # 0 na I, diferenéna enacba x411 = f(x;) nima 2-ciklov.

Dokaz. Integriramo izraz 1 + f’(z) med obema tockama morebitnega 2-cikla. Dobimo
protislovje: 0 # ["2(1 4 f'(x))dx = (2 + f(x2)) — (z1 + f(x1)) = f*(z1) — 21 = 0.

Zgled: x4 = axi/(b+ z¢), a,b > 0. Tudi po izreku 7 funkcija f(z) = az/(b+ x) nima
2-ciklov, saj je 1 + f/(z) = 1+ ab/(b+x)? # 0.

Izrek 8 (Globalna asimptoti¢na stabilnost za ).

Funkcija f naj izpolnjuje predpostavke (i)-(vi).

(a) Ce nima lokalnega maksimuma v (0,), je T globalno asimptoticno stabilno ravnovesje.
(b) Ce ima lokalni maksimum pri xp; € (0,%), je T globalno asimptoticno stabilno ravno-
vesje natanko takrat, ko je f(f(x)) > x za vse x € [xpf, T).

Dokaz. (a) Denimo, da je {z1,x2} 2-cikel. Po predpostavkah (iv) in (v) mora biti
1 < T < x3. Toda iz z1 € (0,T) sledi z1 < x2 = f(x1) < T, ker f nima maksimuma
na (0,%). Protislovje dokazuje, da ni 2-ciklov in po izreku 6 je T globalno asimptoti¢no
stabilno ravnovesje.

(b) Najprej, ¢e je T globalno asimptotiéno ravnovesje, ni 2-ciklov in v dokazu izreka 6 smo
ze videli, da potem velja f(f(z)) > = za 0 < 2 < Z. Obratno, naj bo f(f(z)) > x za
x € [zp,T). Locimo tri primere:

(1) o € [zpm,T). Tedaj je z1 = f(xo) > T in 2o < 22 = f(f(z0)) < T po predpostavki
izreka in predpostavki (vi). Zaporedje sodih ¢lenov narasca, je navzgor omejeno z T in
konvergira proti . Potem isto velja za zaporedje lihih ¢lenov.

(2) zg € (0,2p7). Ker zdaj zaporedje f!(xo) narasca, je za dovolj velik to res f1(xq) > zps.
Ce f(x0) € [xr,T], konvergira f+(xq) kot v primeru (1) proti Z. Ce pa f(xo) > Z,
obstaja 1 € [z,7], da je f(z1) = f(x), in spet konvergira ft(z1) = floT(zg) proti Z.
(3) zp € (T,a). Tedaj je z1 = f(zo) < T in lahko uporabimo primer (1) ali (2).

A (y)

0 1/r 1 )
SLIKA 8

Zgled: z441 = xpe(1-7) (glej sliko 8). Ravnovesji sta 0 in T = 1, maksimum funkcije
f(z) = 2e"1=%) pa je dosezen v tocki xpr = 1/r. Ce je r < 1, ta tocka ne lezi na intervalu
[0,Z] = [0,1), zato je ravnovesje 1 po izreku 8(a) globalno asimptotiéno stabilno. Ce pa je
r > 1, je lezi xp; = 1/r na intervalu [0, 1), zato moramo po izreku 8(b) za analizo globalne
asimptoticne stabilnosti preveriti pogoj f(f(z)) > x za = € [1/r,1). Da se pokazati, da je
ta pogoj enakovreden pogoju f(z) < 2 —z in da je na intervalu [1/r, 1) izpolnjen natanko
takrat, ko je 1 <r < 2.
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4. Populacijski modeli za eno vrsto

1. Rickerjev model: y;1 = ye" v/ K) Kjer sta r, K > 0

Ravnovesji: 7 =0,7 = K. Tuje f'(y) = (1 —ry/K)e"=¥/5) torej f/(0) = e” > 1 (nesta-
bilno ravnovesje) in f/(K) =1—r, torej |1 —r| < 1, ¢e je 0 < r < 2 (lokalno asimptoticno
stabilno ravnovesje). Tudi pri 7 = 2 imamo asimptoti¢no stabilnost. Ce enacbo delimo s
K in pisemo x; = y¢/K, dobimo natancno enacbo iz zadnjega zgleda. Torej je pozitivno
ravnovesje v primeru 0 < r < 2 tudi globalno asimptoti¢no stabilno.

Model je bil prvotno razvit za proucevanje ribje populacije, se pa pogosto uporablja tudi
drugje. Iznasel ga je leta 1954 kanadski biolog William Ricker (1908-2001), utemeljitel;
in raziskovalec ribistva kot znanosti. Za njim so model proucevali tudi drugi (npr. Kot
1996, Caswell 2001).

2. Lasotov model za tvorbo rdeéih krvnick: x4 = (1 — a)z; + bxje™ %,
kjer je0 <a <1in b,r,s >0

Rdeca krvna telesca nastajajo in odmirajo v krvi. Ker so zivljenjskega pomena, saj
prenasajo kisik v celice, morajo vedno biti prisotne v zadostnem Stevilu. Vsak dan jih
dolocen delez propade, naslednji dan pa v kostnem mozgu nastanejo nove. Ali lahko oce-
nimo, koliko krvni¢k bomo imeli po t dneh, ¢e poznamo zacetno stanje?

Pod normalnimi pogoji ima zdrav ¢lovek v krvi vecje stevilo (okrog 25 bilijonov) rdecih
krvnick (eritrocitov), ki rahlo oscilira, in sicer jih ima mogki 5.4 4 0.8 milijard na mililiter,
zenska pa 4.8 + 0.6 milijard na mililiter. V ¢asu bolezni, ali pri slabokrvnosti (anemiji), se
Stevilo drasti¢no zmanjsa. Krvnicke ves ¢as nastajajo in odmirajo.

Pri diskretnem modeliranju tega procesa je njihovo Stevilo x44+1 v naslednji generaciji od-
visno od stanja (Stevila) krvnick x; v ¢-ti generaciji in od Stevila odmrlih in novo nastalih
krvni¢k v ¢-ti generaciji. Zveza je naslednja

Tpp1 = Ty + P — dy,

kjer je p; Stevilo na novo produciranih krvni¢k (p; ~ 100 milijonov /min) in d; Stevilo
odmrlih krvnick v ¢-ti generaciji. Leta 1977 je A. Lasota konstruiral svoj model tvorbe
rdec¢ih krvnick, pri ¢emer je napravil naslednji predpostavki: (1) sorazmernost odmiranja
krvnick po zakonu d; = axy, 0 < a < 1, in (2) produkcija novih krvnick po zakonu
pn = bxl e 5% b r. s > 0. Tipi¢na vrednost za a je ~ 1/250.

N~

y=(l-a)x

)
S(xm)

0 X Xy X% (X)

SLIKA 9

Torej je Lasotov model (glej [17]):

zir1 = (1 — a)xy + brje 5.
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Funkcija f(x) = (1 —a)x + bz"e™** je gladka, f(0) = 0 (slika 9). Ena negibna tocka je 0.
Ker je f'(x) = 1 —a+ b(r — sx)z""'e™%, je 0 privlacna tocka za r > 1. To je smiselno
tudi s klini¢nega staliSCa, saj se kri ne more popraviti, ¢e Stevilo krvnick pade pod neko
kriticno mejo x1 (prag preZivetja). Tedaj je f'(0) =1 — a < 1. Privzeli bomo torej r > 1.
Ce je a = 1, se vse krvnicke, ki so zive v trenutku n, tudi uni¢ijo. Model je preprostejsi

Ti41 = bx;e_sxtv

funkcija f(z) = bax"e " ima en ekstrem in asimptoto y = 0. Prikazana je na spodnji
sliki 10 in ima dve pozitivni negibni tocki. Numeri¢ni izrac¢uni kazejo, da je sistem lahko
kaoticen na nekem intervalu (odvisno od izbire parametrov).

)
S (xm)
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Podobno je tudi v splosnem primeru (a < 1), ko numeri¢ni izra¢uni sugerirajo eksistenco
maksimuma x 7, pri katerem je f(xp7) > xp7. Maksimum je stacionarna tocka, zato mora
v njem biti izpolnjena enakost
1—-a
bxh,e” M = gy —m—,
M Mz M—T

torej mora biti r < sxp. Iz f(zpr) > xp in iz prej$njih enacb dobimo naslednjo oceno
r < sxpy <r+(l—a)/a. V pozitivni negibni tocki je ax = bz"e™**, zato je v njej odvod
f'(xr) =1—a+a(r—sx) =1+a(r —sx—1). Iz medicinskih razlogov mora biti najmanjsa
pozitivna negibna tocka x7 odbojna, zato mora biti v njej r > sx1 + 1. Deluje kot prag:
prezivetje je mozno le za x > x1, kot se lepo vidi tudi iz slike.

Zaradi asimptoti¢nega priblizevanja k asimptoti y = (1 —a)x za velike z in zaradi f(zpr) >
x)s obstaja Se ena negibna tocka xo, ki predstavlja stanje redecih krvnick pri zdravem
cloveku (stabilno stanje), zato mora biti privlacna, se pravi odvod funkcije f v njej po
absolutni vrednosti manj od 1. Torej je 0 < szo —r + 1 < 2/a.

3. Beverton-Holtov model: 141 = AKz/(K + (A — 1)zy), kjerje A > 1, K > 0
Desna stran je poseben primer funkcije f(x) = ax/(b+ x), ki jo Ze poznamo od prej; tu je
a=MK/(A=1)inb=K/(A—1).

Parametra sta A = e” > 1, kjer je r > 0 stopnja rasti, in K > 0, nosilna kapaciteta
Ravnovesji: 7 = 0, 7 = K, f(0) =0, f(K) = K, f'(z) = AK?/(K + (A — 1)2)? > 0,
f/(0) = XA > 1 (nestabilno ravnovesje), f'(K) = 1/A < 1 (lokalno asimptoti¢no stabilno
ravnovesje).

Tudi ta model je bil razvit v petdesetih letih 20. stoletja najprej na podrocju ribistva.
Raymond Beverton (1922-1995) in Sidney Holt (r. 1926) sta leta 1957 objavila
¢lanek o dinamiki ribje populacije. Za njima so ta model obravnavali in posplosevali
tudi drugi raziskovalci (Pielou 1977, Kot 1996). Ena od posplositev je npr. Hasselov
model: z¢y; = azy/(1 + bxy)¢ (za ¢ = 1 dobimo v bistvu Beverton-Holtov model).
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Zgled: Ameriski zerjavi (Grus americana) so bili leta 1970 razglaseni za ogrozeno vrsto
in sprejeli so ukrepe za njeno ohranitev. Z natan¢nim merjenjem velike populacije v naro-
dnem parku Buffalo v Kanadi so dolo¢ili model eksponentne rasti in tudi Beverton-Holtov
model (ob predpostavki, da je ocenjena nosilnost 500). Oba modela sta pokazala, da so z
ohranitvenimi ukrepi uspeli zagotoviti priblizno vrednost A ~ 1.04, kar pomeni, da popu-
lacija zdaj raste povpreéno 4% na leto (glej natanénejse podatke v [1], str. 139).

Beverton-Holtovo enacbo imenujejo tudi eksaktna diskretna logistiéna enacba, ker
ima njena sploSna resitev enako obliko kot resitev znane Verhulstove logisti¢ne diferenci-
alne enacbe, ki jo bomo obravnavali v drugem delu (glej tudi vajo 3 v tem razdelku).

Aproksimativna diskretna logisticna enacba
Iz logisti¢ne diferencialne enacbe lahko z njeno diskretizacijo in uvedbo nove spremenljivke
(glej vajo 4) pridemo do ti. (brezdimenzijske) aproksimativne diskretne logisticne enacbe

Tpp1 = rag(l —ay),

kjer je r > 0 brezdimenazijski parameter.

) o) )

0 (x) 0
(@) (b) (0
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Iz bioloskih razlogov zelimo pozitivno resitev (x; > 0). Ker doseze funkcija f(z) = ra(1—z)
svoj maksimum pri z = 1/2 in je f(1/2) = r/4 moramo zahtevati 0 <r <4in 0 < zy < 1,
da bo tudi 0 < f(zy) < 1zavsak t (zar >4 je f(1/2) > 1in f(f(1/2)) <0).

Ravnovesji sta T = 0inZ = (r —1)/r = 1 —1/r. Ceje 0 < r < 1, je tocka 0 edino
nenegativno ravnovesje; tedaj velja 0 < f(z) < z za vsak z € (0,1) in imamo lim; f*(zg) =
0. Ker je f'(x) = r—2rz, torej f/(0) = rin f'(1—1/r) = 2—r, jezar > 1 ni¢elno ravnovesje
nestabilno, za pozitivno ravnovesje T = (r—1)/r pa dobimo lokalno asimptoti¢no stabilnost
pri pogoju |2 —r| < 1alil <r < 3. Zar > 3 je to ravnovesje nestabilno.

Bifurkacija

Ker se pri 7 = 1 in r = 3 stabilnost ravnovesij 0 in (r — 1)/r spremeni, govorimo o
bifurkacigi. Pri r = 3 je npr. ravnovesje T = (r — 1)/r = 2/3 Se lokalno asimptoti¢no
stabilno, saj je f'(2/3) = —1 in Schwarzov odvod (Sf)(2/3) < 0. Ko je r malo vegji od 3,
se pojavi 2-cikel (re¢emo, da gre pri r = 3 za podvojitev periode).

Ce izracunamo f2(z) = rz(1 — 2)(1 — rz(1 — 2)) in redimo enacbo f%(x) = x, se pravi
r3zt —2r323 4+ (1+7)r22? + (1 —7r?)x = 0 oziroma x(rz+1—7)(r22? — (1+7)re+1+7) = 0,
dobimo poleg dveh prejsnjih ravnovesij Se dve:

r+1++/(r—3)(r+1)
2r '

Pogoj za lokalno asimptotiéno stabilnost |f/(Z2) f'(ZT1)| < 1 nam da |1 — (r—=3)(r+1)| <1
oziroma 0 < (r —3)(r +1) < 2, kar je izpolnjeno za 3 < 7 < 1+ /6. Tedaj imamo stabilen
2-cikel, za r > 14 /6 pa je ta 2-cikel nestabilen, pojavi pa se stabilen 4-cikel (spet imamo
pri r = 1 + /6 podvojitev periode).

T =
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) > ) )
S () ()
3<r<l1+V6 P! 1+V6 <7 < 3.544
0 ® X% o 0 moEm o
(a) (b)
SLIKA 12

SLIKA 13

To lahko nadaljujemo. Oznaéimo z r,, n > 1, tocke, pri katerih je nastopila podvojitev
periode, torej m = 1, 19 = 3, r3 = 1 + 6 ~ 3.4495, r4 ~ 3.5441 itd. Zanimivo je,
da pri tem razmerja zaporednih diferenc r,4+1 — 7, konvergirajo. Njihova limita, torej
§ = limrzgl%r,:”l ~ 4.66920..., se imenuje Feigenbaumova konstanta. Odkrijemo jo
tudi pri drugih funkcijah, ki so podobne obrnjeni paraboli, npr. pri Rickerjevem modelu.
Tocke 7, se gostijo, s prehodom ez vsako se pojavi nov cikel s podvojeno periodo, od
vrednosti 7o, &~ 3.570 dalje se pojavijo tudi tocke s periodo, razlicno od 2". Na koncu se
pri 7 = r. = 14 /8 ~ 3.8284 pojavi tudi perioda 3. Resitve se zacnejo obnadati zelo
nepravilno oziroma nepredvidljivo, kaoti¢no. Re¢emo, da je nastopil kaos.

O aproksimativni diskretni logisti¢ni krivulji, podvojitvi periode in prehodu v kaos v po-
pulacijski dinamiki je prvi pisal Robert May leta 1976 (glej [18]).

Na sploh obstajajo stirje tipi bifurkacije: 1. sedelna ali tangentna (blue sky), ko dve ravno-
vesji (stabilno in nestabilno) izgineta, 2. wvilicasta (pitchfork), ko se pojavijo tri ravnovesja,
stabilno in nestabilno (subkriti¢na, ¢e stabilno na sredi, sicer pa superkriti¢na oz. bista-
bilna), 3. transkriticna, ko dve ravnovesji, stabilno in nestabilno, zamenjata svoji vlogi,
4. podvojitev periode (superkriticna, ¢e stabilno ravnovesje postane nestabilno in se po-
javi stabilen 2-cikel, v nasprotnem primeru, ko nastane nestabilen 2-cikel, pa subkriti¢na),
bifurkacijski diagrami, zgledi za vse §tiri primere pri r = 0: 1. @441 = 7+ x4 + 22, 2.
T = (r+ Dy — 23, 3. 2y = (r+ Dy + 22, 4. 2401 =7 — 3¢ — T2,

Kaos

V zvezi z dinami¢nimi sistemi sta ta izraz prvi¢ uporabila James Yorke in Tien-Yien
Li leta 1975 v znamenitem ¢lanku o tem, da perioda 3 vodi v kaos (glej [16]). Podala sta
tudi svojo definicijo kaosa, temelje¢o na pojmu ob¢utljivosti na zacetne pogoje (pomislimo
na ti. metuljev efekt). Kasneje so kaos razliéni avtorji definirali na razliéne nacine.

Danes je najbolj uveljavljena definicija, ki jo je leta 1989 predstavil Robert Devaney
[10].



24

Definicija (Devaney). Funkcija f: X — X na polnem separabilnem metri¢cnem pro-
storu X z razdaljo d je kaoti¢na, ¢e velja:

(a) Mnozica periodi¢nih tock je gosta v X.
(b) Funkcija f je topolosko tranzitivna.
(c) Funkcija f je ob¢utljiva na zacetne pogoje.

Topoloska tranzitivnost pomeni, da za poljubni neprazni odprti podmnozici U,V C X ob-
staja tak t, da je f8(U) NV # () (vsaj ena orbita, ki zacne v U, seka V). Obcutljivost na
zacetne pogoje pa prepostavlja obstoj take konstante § > 0, da za vsak z € X in vsako
okolico U tocke x obstaja tak y € U in tak t > 1, da je d(f'(z), f'(y)) > 4.

Dokazali so, da je topoloska tranzitivnost na polnem separabilnem prostoru brez izolira-
nih tock ekvivalentna obstoju vsaj ene goste orbite in da na takem prostoru pogoj (c)
(obcutljivost na zacetne pogoje) sledi iz prvih dveh pogojev (a) in (b) (glej [5]). Na vsa-
kem intervalu (s to situacijo imamo opravka v zvezi z diferenénimi enachbami prvega reda)
pa zadosca za kaos preveriti samo topolo§ko tranzitivnost.

Obcutljivost na zacetne pogoje merimo s ti. eksponenti Ljapunova v zacetnih tockah.
t—1
.. . . .1 ,
Definicija v tocki zg je A(zg) = tgngo 7 kz_;)ln |f (k)]

Ker je vsota logaritmov logaritem produkta in ker je f/(xq) f'(z1)...f wi—1) = df'(z)/dx|r=z,
je Mwo) = limy—o0 7 In |df(2) /dz |34, | 0ziroma @) 2 dft(z)/dx|y—p,. Eksponent Lja-
punova lahko izra¢unamo v ravnovesju . Kadar je A(T) < 0, je ravnovesje lokalno stabilno,
v primeru A\(Z) > 0 pa nestabilno. Ce je A(xg) > 0 za vsak g iz domene, je celoten sistem
obc¢utljiv na izbiro zacetnega priblizka, kar je ena od znacilnosti kaosa.

V teorijo bifurkacije in kaosa se tu podrobneje ne bomo spuscali. To podrocje je sicer Se
vedno zelo moderno in raziskovalno aktivno. O njem so napisane cele knjige.

Vaje.

1. Doloc¢i vsa ravnovesja in ugotovi, ali so lokalno asimptoti¢no stabilna ali nestabilna za
naslednje diferen¢ne enacbe prvega reda:

(a) w11 = 22 /2 + 324,

(b) @1 = (2} + 24) /2,

(c) 441 = ax} + x4, a # 0.

2. (a) Pokazi, da enacba x4y = ax}, a > 0, na intervalu [0,0) nima 2-ciklov (uporabi
izrek 7).
(b) Poiséi vse 2-cikle za enacbo 241 = x7 — 1 in raziséi, ali so lokalno asimptoti¢no stabilni.

3. Eksaktna diskretna logisticna enacba: Diferencialna logisticna enacba je enacba
dx/dt = rx(1 — z/K), kjer je r > 0 koeficient rasti in K > 0 nosilna kapaciteta (e je
x(0) > 0, je limy_,o0 z(t) = K).

(a) Izpelji iz nje eksaktno diskretno logisti¢cno enacbo tako, da lo¢is spremenljivke in in-
tegriras po casu od t do t + 1 in po = od xy do 441 (privzemi z; < x4 < K ali
xy > x411 > K). Diskretno enacbo zapisi v obliki (kjer je A =¢€" > 1)

)\th

Tpp] = —— .
T K+ (A Dy

(b) Ugotovi, da je to poseben primer enacbe xy11 = ax/(b+ ), kjer je a = AK/(A — 1)
in b= K/(A—1). Pokazi, da je pozitivno ravnovesje T = a —b = K globalno asimptoti¢no
stabilno.
(c) S substitucijo x; = 1/u; prevedi enacbo v linearno obliko w1 = (b/a)uy + (1/a),
ug = 1/z¢ in jo resi. Prepricaj se, da je potem za prvotno diskretno logisti¢no enacbo
resitev enaka z; = 2o K\ /(K + 2o(A\' — 1)) in Se enkrat izracunaj lim; oo .
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4. Aproksimativna diskretna logisti¢na enacba: Spet izhajamo iz diferencialne logi-
sti¢ne enacbe dy/dt = ay(1 — y/K), a, K > 0, kjer pa nadomestimo diferencialni kvocient
dy/dt z diferenénim Ay/At = (y(t + At) — y(t))/At, nato pa namesto y(t) piSemo y; in
At = 1. Dobimo
i1 = ye +ay(1 — u/K) = (1 + a)ye — ayi /K.

Brezdimenzijsko obliko dosezemo s substitucijo x; = ay;/K (1 + a), tako da je

2
a a a 9 ay
- - =—ypy——yr=—(1—24) = (1 11—
T i TR T KAt Y T K (1—a) =1+ a)z (1 —x¢)

oziroma x411 = rxy(l — x¢), kjer je r = 1+ a > 1 brezdimenzijski parameter.
5. Stabilnost nelinearnih sistemov

Avtonomni sistem nelinearnih diferen¢nih enacb prvega reda lahko predstavimo v vektorski
obliki X(t + 1) = F(X(t)), t > 0. Naj bo X ravnovesje tega sistema (negibna tocka
vektorske funkcije F). S premikom Y (t) = X(¢) — X dobimo sistem Y (t + 1) = G(Y (t)),
kjer je G(Y) = F(X +Y) — F(X). Ta sistem ima nicelno ravnovesje, G(0) = 0.

Pri predpostavki, da je vektorska funkcija F' v ravnovesju X odvedljiva (diferenciabilna),

velja isto za vektorsko funkcijo G v tocki 0. Torej lahko zapisemo
Y(t+1)=DG0)Y(t)+ R(Y(t)),

kjer je [|R(Y)[| = o([|Y]]) (Y]] — 0), tj. za vsak € > 0 obstja > 0, da iz [|[Y[| < 4 sledi

IG(Y)| < €]]Y]]. Ce oznac¢imo z J = DG(0) = DF(X) Jacobijevo matriko funkcije G v
tocki 0 oziroma funkcije F' v tocki X, lahko zapisemo krajse

Y(t+1)=JY(t)+ R(Y(2)), kjer je [R(Y)[| = o([Y]]) (Y]] = 0).

Pokazimo, da je od linearnega sistema Y (t+1) = JY (¢), se pravi od lastnih vrednosti ma-
trike J, odvisna lokalna stabilnost oziroma lokalna asimptoti¢na stabilnost nelinearnega
sistema X (t 4+ 1) = F(X(t)).

Izrek (Lokalna asimptoti¢na stabilnost sistema). Naj bo funkcija F odvedljiva v rav-
novesju X in naj ima tam Jacobijevo matriko J, tako da je linearizirani sistem enak
Y(t+1) = JY(t) + R(Y(t)) za vsak t > 0. Ce za spektralni radij Jacobijeve matrike
velja p(J) < 1 (vse lastne vrednosti so po absolutni vrednosti mangse od 1), je ravnovesje
lineariziranega in s tem tudi prvotnega sistema lokalno asimptotiéno stabilno.

Dokaz. Z indukcijo iz enakosti Y (¢t + 1) = JY (t) + R(Y (t)) hitro ugotovimo, da za vsak
n>1int > n velja
Yt)=J"Y(t—n)+J"'RY(t—n)) +J"2RY(t —n+1)) + ...+ R(Y(t — 1)),
od koder pri t = n dobimo
Y (n) = J"Y(0) + J"'R(Y(0)) + J"?R(Y (1)) + ... + R(Y (n — 1)).
Naj bo p(J) < r < 1. Ker je p(J) = inf || J*||'/* = limj_, ||J¥||}/*, obstaja taka pozitivna
konstanta M > 1, da imamo za vsak k oceno ||J*|| < Mr* in zato tudi oceno
n—1
Y ()| < " MY ) + Y r" M R(Y (k))]]-
k=0
Za vsak € > 0 obstaja § > 0, tako da je |[R(Y)| < €Y, kakor hitro je |Y| < ¢.
Izberimo € < (1 — r)/M in ustrezen ¢, ter dokazimo, da potem za vsak n > 0 velja
1Y (n)[| < M(r+ Me)"[[Y(0)], ce je le [[Y(0)[| < &/M.
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Za n = 0 ta ocena velja, saj je M > 1. Predpostavimo, da velja za vsak k < n, tj.
IV ()| < M(r + Me)*||Y(0)||. Torej velja ||Y (k)| < M||Y(0)|| < 6, saj je r + Me < 1
in zato tudi |R(Y (k))|| < €||Y (k)| < Me(r + Me)*||Y (0)|. Z indukcijo potem iz prejsnje
neenakosti dobimo
n—1
1Y ()| < 7" MY (0) + D r" I MR(Y (k)| <
k=0
n—1 n—1
MY ) + Y r" el Y (R)) < M@+ Y e Me(r + Me))|[Y(0)] <
k=0 k=0
n Me =2 Me ., n Me(1+%)"—1
Mr™(1 + - Z(l + 7) Y (0)|| = Mr™(1 + TT)HY(O)H =
k=0 r
Mr®(1+ —=)* Y (0) = M(r + Me)"|[Y(0)]].
Sledi [[Y(n)|| < MY (0)]| (stabilnost) in [[Y(n)|| — 0 (privlacnost). Torej je pri pogoju
p(J) < 1 ravnovesje Y = 0 za sistem Y (t + 1) = JY (t) + R(Y (t)) oziroma ravnovesje X
za sistem X (¢ + 1) = F(X(t)) lokalno asimptoti¢no stabilno.

Dvorazsezni nelinearni sistem

Poseben primer takega sistema je sistem velikosti 2 x 2, torej

Ti+1 = f(xb yt)7
Yir1 = 9(x, 1)

Ravnovesje je zdaj tocka X = (Z,%) v fazni ravnini. Pogoji izreka 9 so izpolnjeni na primer,
¢e imata f in g zvezne parcialne odvode v okolici tocke (7, 7). Jacobijeva matrika je zdaj
8fém) 6fém)
J=J@9) = ogiem) ooza)
ox y
in naj ima karakteristicno enacbo \* — tr(J)\ + det(J) = 0, kjer je tr(J) sled in det(J)
determinanta matrike J. Kdaj je p(J) < 1 ali p(J) > 1, se pravi, kdaj bo ravnovesje
asimptoti¢no stabilno oziroma nestabilno, lahko ugotovimo direktno iz koeficientov karak-
teristi¢ne enacbe.

Trditev 1. Imejta f in g zvezne parcialne odvode v okolici ravnovesja (T,7) in naj bo
J = J(Z,7y) ustrezna Jacobijeva matrika. Potem velja:
(a) Obe lastni vrednosti matrike J sta po absolutni vrednosti manjsi od 1 natanko takrat,
ko je

[tr(J)| < 1+4det(J) < 2.
V tem primeru je ravnovesje lokalno asimptoticno stabilno.
(b) Ravnovesje je nestabilno, ée velja vsaj ena od neenakosti

tr(J) > 1+det(J), tr(J) < =1 —det(J), det(J) > 1.
Dokaz. (a) Naj bo p(J) < 1, tj. naj bosta obe lastni vrednosti matrike J po absolutni

vrednosti manjsi od 1. Ozna¢imo 7 = tr(J) in § = det(J) in pokazimo, da je tedaj
|7] <146 < 2. Lo¢imo dva primera:

(1) Obe lastni vrednosti sta realni (72 > 46). Naj bo npr. Ay < A1. Ker je |\;| < 1, kjer je
Xi = (T£vV72—45)/2zai=1,2, morabiti —1 < g < 7/2 < A\; < 1. Torej je |7]/2 < 1in
zato zaradi 40 < 72 <4 tudi § < 1. Ker je [7/2 — \1| < |[7/2 — 1] in |7/2 — Xo| < |7/2 + 1],
je VT2 —40/2 =|7/2—=\| = |7/2— X2| < 1—|7|/2. S kvadriranjem in krajsanjem dobimo
|7| < 14 6. Po drugi strani je seveda § = A\j A < 1.
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(2) Lastni vrednosti sta konjugirano kompleksni (72 < 46). Zdaj je d = [AXo| = |N|2 < 1
zai=1,2. Torejje0<d<lin|r|<2Vd<1+d<2.

Obratno, naj bo |7| < 1+ < 2. Spet loéeno obravnavajmo oba primera:

(1) Za realni vrednosti naj velja Aa < A\1. Kerje 1—|7| > —6, je (1—|7|/2)? > 12/4—6 >0
in zato 1 — |7|/2 > V72 —46/2. Torej je \y = 7/2+ V72 —46/2 < 1in g = 7/2 —
VT4 —6/2 > —1.

(2) Za konjugirani kompleksni lastni vrednosti je |\;|? = Ao =& < 1.

V obeh primerih je torej p(J) < 1, kar po izreku 9 pomeni, da je ravnovesje (Z,7) lokalno
asimptotino stabilno.

(b) Kadar pogoj |7| < 1+ 6 < 2 ni izpolnjen, je vsaj ena lastna vrednost [A;|] > 1 (to
vidimo kot v prvem delu tocke (a) zgoraj). Tedaj je ravnovesje (0,0) za lineariziran sistem
nestabilno in pokazati se da, da je potem nestabilno tudi ravnovesje (Z,7) za prvotni
nelinearni sistem .

N (6)
6=12/4
1
2 0 2 @
-1
SLIKA 14

Zgled (Plen-plenilec):
Tr1 = xe(a — 2 — Yr),
Yer1 = ye(b + 24),

kjer je a > 0, 0 < b < 1. Ravnovesja so tri: (0,0), (a —1,0) in (1 — b,a + b — 2). Splosna
a—2r—y —=x

Jacobijeva matrika je J = [ Y bt

J@ﬂ):[g 2}

], v posameznih ravnovesjih pa dobimo

l1—a

2—a
Jw_lﬂ):[ 0 a+b—1

}Ju—aa+b—m:{ b b—1

a+b—2 1

Ravnovesje (0, 0) je lokalno asimptoti¢no stabilno, ¢e a < 1 (plen in plenilec izgineta). Rav-
novesje (a —1,0) je nenegativno in lokalno asimptoti¢no stabilno pri pogojul <a < 2—»5
(plen ostane, plenilec izgine). Tretje ravnovesje (1—b, a+b—2) je pozitivno in lokalno asimp-
toti¢no stabilno pri pogoju 2 < a+b < 3, saj je tedaj tudi [14+b| < 1+b+(1—b)(a+b—2) < 2
(plen in plenilec ostaneta).

Juryjevi pogoji stabilnosti (Schur-Cohnovi pogoji)

Kdaj so vse lastne vrednosti Jacobijeve matrike reda n po absolutni vrednosti pod 1?7 Na-
vedimo nekaj potrebnih in zadostnih pogojev v posebnih primerih.

(a) Primer n = 1: Karakteristicna enacba je X\ + a; = 0, pogoj |ai| < 1.

(b) Primer n = 2: Karakteristi¢na enacba je A2 + a1\ + a = 0, pogoj |a1]| < 1+ ag < 2
(primerjaj posledico izreka 9, ko je a1 = —7 in ay = 9).
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(c) Primer n = 3: Karakteristi¢na enacba je A3 4+ a;\? 4 ag\ + a3z = 0, pogoji pa
(i) 14+ a1 +ag +as > 0,
(ii) 1—a;+ay—a3 >0,
(iii) 1 — a2 > |ag — ajagl.

Splosni Juryjevi pogoji za matriko velikosti n X n so bolj komplicirani (glej [15]):

Ce je p(A) = A" + a1 A" + ... + a, karakteristi¢ni polinom Jacobijeve matrike, T},_1 spo-
dnje trikotna (n — 1) x (n — 1) Toeplitzova matrika z zadnjo vrstico (an—2,an—1,...,a1,1)
in ni¢lami nad diagonalo, H,_; spodnje trikotna (n — 1) x (n — 1) Hankelova matrika z
zadnjo vrstico (an,ap_1,...,az) in ni¢lami nad kodiagonalo ter Af_l =T, 1+ H,_1, so
vse nicle polinoma p po absolutni vrednosti pod 1 natanko takrat, ko je:

(i) p(1) > 0,

(i) (—1)"p(—1) > 0,

(iii) determinante vseh notranjih matrik v Aff_l so pozitivne.

Notranje matrike dane matrike A so poleg same matrike A Se tiste matrike, ki jih dobimo
iz A z zaporednim Crtanjem prve in zadnje vrstice ter prvega in zadnjega stolpca.

Vaje.

1. Za primer n = 2 in n = 3 napiSite ustrezno Toeplitzovo matriko T}, _1, Hankelovo ma-
triko H,_1 in matriki Aff 1, ter se prepricajte, da iz splosnih Juryjevih pogojev res dobimo

znane pogoje za to, da so lastne vrednosti Jachijeve matrike po absolutni vrednosti pod 1.

2. Iz splosnih Juryjevih pogojev izpeljite konkretne pogoje za primer n = 4.
Diferencne enacbe z zamikom

Pogosto je naslednje stanje odvisno ne samo od prejSnjega, ampak tudi od stanja pred T
koraki, dobimo enac¢bo reda T + 1, kot je npr. naslednja logisticna enacba z zamikom:
Tpp1 = rag(l — xp—7).

Najprej si oglejmo primer, ko je 7' = 1. Imejmo enacbo (reda 2) oblike z;41 = g(xi—1)z¢

in jo primerjajmo s podobno enacbo (reda 1) brez zamika: x:11 = g(z¢)z:. Obe imata

isti dve ravnovesji 0 in 7, kjer je g(Z) = 1 (denimo, da obstaja ena sama pozitivna resitev

enacbe g(x) = 1). Kriterij asimptoti¢ne stabilnosti z odvodom v neni¢elnem ravnovesju

T je pri prvi enacbi 0 < —Z¢'(T) < 2, pri drugi (s prevedbo na sistem reda 2) dobimo
N

i xgo(a;) } s karakteristicno enacbo A2 — A\ — ¢/(Z)T = 0 in po

trditvi 1 pogoj 0 < —z¢'(T) < 1.

Jacobijevo matriko J =

Pieloujeva enacéba z zamikom

Znana Pieloujeva enacba brez zamika je enacba xy11 = axi/(1 + fxy) s parametroma
a>1, B> 0, torej eksaktna diskretna logisti¢na enacba, kjer je A=« in K = (o — 1)/p.
Enacba z zamikom pa je

Yer1 = oy /(1 + Bys—1)

z istima parametroma « > 1, § > 0. Ker je ravnovesje § = K = (o — 1)/, dobimo za
2zt = y¢ — (o — 1)/ nelinearno diferencno enacbo drugega reda

21 = (@2 — (= 1)z—1)/(a + Bzi-1)
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z ravnovesjem 0. Ce pisemo Y (t) = (24, %_1)T, to enacbo prevedemo v sistem, ki ima
Jacobijevo matriko v ravnovesju (0,0) enako (kot zgoraj)

J:“ (1—0a)/a}

Vidimo, da je sled 7 = tr(J) = 1 in determinanta § = det(J) = (a — 1)/a. Pogoj lokalne
asimptoticne stabilnosti iz trditvi 1, se pravi pogoj |tr(J)| < 1+ det(J) < 2, se torej glasi
1<1+(a—1)/a < 2in jeza a > 1 vedno izpolnjen. To pomeni, da je ravnovesje (0,0) za
sistem oziroma 0 za enacbo z;41 = (az — (o —1)zi—1)/(+ Bzi—1) oziroma K = (a—1)/p
za prvotno enacbo y;41 = ay;/(1 + Byi—1) lokalno asimptoticno stabilno.

Pa Se primer enacbe z zamikom viSjega reda.
Clarkov model populacije kitov

Clark je 1976 razvil naslednji model (glej [21]):
T = (1 = p)ae + R(z—1),

kjer je 0 < p < 1in R(x) = px(l 4+ q(1 — (x/K)?)) s parametri K,q,z > 0. Tu pomeni
(1 — p)z; populacijo odraslih kitov, ki prezivi vsako leto, R(xy_7) pa prirastek generacije
odraslih kitov, ki so se rodili pred T leti (T' =5 do 10 let). K je ravnovesje, 0 je faktor, ki je
v zvezi z rodnostjo samic, in z koeficient v zvezi z medsebojno interakeijo (borba za hrano).

Z vpeljavo nove spremenljivke y; = x;/K — 1 postavimo ravnovesje v izhodis¢e in lineari-
ziramo dobljeno enacbo. Dobimo

Yr1 = (1 — @y + p(1 — g2)ye—1,

torej linearno enacbo reda k = T+1 s karakteristicno enacho ¥ —(1—p)\¥ 1 — i (1—¢2) = 0,
ki je oblike A¥ + aX*~1 4 b = 0. Taka enacba ima po Rouchéjevem izreku iz teorije ana-
litiécnih funkeij pri pogoju |a| + |b] < 1 znotraj enotskega kroga natanko k nicel, torej vse
nicle. Prinasjea = —(1—p) in b= —p(1 — qz), zato se pogoj glasi |1 — gz| < 1. Tedaj
je ravnovesje 0 asimptoti¢no stabilno. Z uporabo Juryjevih kriterijev stabilnosti bi npr.
dobili potreben pogoj gz > 1+ 1/pu.

Rouchéjev izrek. Ce sta f in g analitiéni funkciji znotraj in na robu enostavno sklene-
jene krivulje v v C in velja |g(z)| < |f(2)| za vsak z € 7 imata funkciji f in f + g znotraj
~v enako stevilo nicel.

k

V zgornjem primeru bi vzeli f(z) = 2¥, g(2) = az*~! + b in za v enotsko kroznic |z| = 1.

6. Nekateri realni populacijski modeli

Obravnavali bomo nekatere preproste klasicne modele, najprej za dve vrsti, ki sobivata
na istem prostoru, zivita v simbiozi, morda v zajedavstvu, tekmujeta za iste naravne vire
(prostor, hrano) ali se celo med sebj preganjata.

Nicholson-Baileyev model

To je eden najzgodnejsih znanih modelov. V 30-tih letih 20. stoletja sta ga konstruirala
Alexander John Nicholson (1895-1969), irsko-avstralski entomolog in specialist za po-
lulacijsko dinamiko insektov, in Victor Albert Bailey (1895-1964) britansko-avstralski
fizik.
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Model je tipa parazitoid in gostitelj in obravnava zajedavstvo med zuzelkami. Medtem ko
parazit prezivi ves ¢as na racun drugega in obi¢ajno v svojem zivljenjskem ciklu zame-
nja veC gostiteljev, parazitoid zivi samostojno in svobodno zunaj gostitelja, vendar odlaga
jajceca v licinke ali bube gostitelja (gostitelj z jajcecem umre, jajéece prezivi in se razvije).

V Nicholson-Baileyevem modelu je parazitoid osa Encarsia formosa, gostitelj pa drobcena
zuzelka Trialeurodes vaporarorium, sicer Skodljivec v rastlinjakih, zato encarsio uporabljajo
kot naraven pesticid pri zasciti rastlin.

Opisimo model:

Spremenljivki sta N; - stevilo gostiteljev in P; - stevilo parazitoidov,
f(N, P;) naj pomeni delez neparazitoiziranih gostiteljev,

r - Stevilo jajcec gostitelja, ki prezivijo do naslednje generacije (r > 0),
s - Stevilo jajcec parazitoida v enem gostitelju, ki prezivijo (s > 0).
Enacbi sta: Nt+l = TNtf(Nt, Pt), B+1 = SNt(l — f(Nt, Pt))

Ce je Ny =0, je Pi1 = 0 (brez gostitelja ni parazitoida).

Dolo¢imo Se obliko funkcije f(Ng, P;):

Predpostavimo, da je stevilo uspesnih srecanj n (tj. takih, ki privedejo do okuzbe) enega
gostitelja z zajedalci porazdeljeno po diskretnem Poissonovem zakonu p(n) = e #pu"/nl. Za
okuzenost gostitelja je pomebno le prvo uspesno srecanje; Potem je p(0) = e™# verjetnost,
da gostitelj ni okuzen, in 1 — p(0) verjetnost, da je okuzen. Pri Poissonovi porazdelitvi
pomeni y ravno pricakovano (povprecno) Stevilo napadov na enega gostitelja. Ocenimo p.
Ker je vseh moznih stikov med gostitelji in zajedalci N;P;, vseh uspesnih stikov pa aN; P;,
0 < a < 1, je vseh uspesnih stikov, ki odpadejo na enega gostitelja aN;P,/Ny = aP;.
Torej je 1 = aP; in zato f(N;, P;) = p(0) = e * = e~ %*, Tako smo nasli konéno obliko
Nicholson-Baileyevega modela:

Nt_;,_l = TNte_“Pt,

Pt+1 = SNt(l - e_“Pt).
Ravnoves;ji sta:
(1) N =0, P = 0 (ni¢elno ravnovesje, brez gostiteljev in brez zajedalcev) ter
(2) N=rInr/(r —1)as, P = In7r/a (neni¢elno ravnovesje), kjer je r > 1, da bo N > 0.

.. o re=P —arNe P

Jacobijeva matrika je J(N, P) = [ s(1—e=P) qsNe-aP ],

v nicelnem ravnovesju pa imamo

500 =5 o [ FP=[ Sy e n)" |

Po trditvi 1 imamo za lokalno asimptoti¢no stabilno ravnovesje pogoj
[tr(J)| < 1+ detJ < 2.

Za tocko (0,0) je tr(J) = r, torej mora biti za asimptoti¢no stabilnost izpolnjen pogoj
0 <r < 1. V tem primeru se skodljivca (in njegovega parazitoida) na dolgi rok resimo.

Za pozitivno ravnovesje (N, P) pa dobimo neenakost
l+Inr/(r=1)<1l+nr/(r—1)+Inr<2.

Prva neenakost je izpolnjena pri r > 1, druga potem pove, da mora biti rIlnr < r — 1, kar
pa ni nikoli res, tako da nimamo stabilnega pozitivnega ravnovesja za r > 0.

Dokazimo, da neenakost rlnr < r — 1 ni izpolnjena za noben r > 1. Naj bo s(r) =
1—r+rlnr; ker je s(1) =01in s'(r) =Inr > 0 za r > 1, je s strogo narascajoca funkcija
za r > 1 in zato tam s(r) > 0.

Pri klasiécnem Nicholson-Baileyevem modelu je precej nerealisti¢nih predpostavk, npr. da
je r konstanten ali, da je a konstanten.
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Drugi (bolj realistiéni) modeli gostitelj-parazitoid:
(a) Predpostavka: parameter r ni konstanten, ampak odvisen od N;. V klasi¢ni model
namesto 7 zapisemo g(Ny), kjer je g(N;) enako npr. /Ny, r/(1 4 ¢N;)?, e 0=Ne/K) (1 ne
sme biti prevelik). Model se potem glasi:

N1 = Nig(Npe o7,

Pt+1 = SNt(l — e_“Pt).
(b) Predpostavka: imamo nehomogeno okolje, dolocen proporcionalni delez gostiteljev je
varen pred parazitoidi, zato v prvo enacbo dodamo Se en ¢len:

Nep1 = (1= 7)Ne+ ryNee %,
Pi1 = vsNi(1 —eoft),
Lahko je tudi konstantno Stevilo Ny gostiteljev varnih pred parazitoidi:
N1 = rNo+r(Ny — No)e *F,
Pt+1 = S(Nt — N(])(l — e_“Pt).

(c) Predpostavka: nastopa ve¢ vrst parazitoidov P, @Q; in en gostitelj N;. Model je zdaj
reda tri (P deluje prvi,  na preostalih, ki prezivijo Q):

Neyr = rNifi(P) f2(Qu),

Pi1 = sN(1— fi(P))

Qi1 = sNefi(P)(1— f2(Qr))-
(d) Model gostitelj-parazitoid-hiperparazitoid (zadnji parazitoizira prvi parazitoid). Mo-

del:
Niy1 = rNfi(P),

Piy1 = siNe(1 = fi(P)) f2(Qr)
Qi1 = s2N(1— fi(P))(1 — f2(Qr))-

Model Leslie-Gower
To je model tipa gostitelj-parazit (paraziti v nasprotju s parazitoidi ne ubijejo gostitelja).
Model se glasi:
Hipn = arHy/(1+mP),
Pr = aB/(1+ 7P /H),
kjer je Hy, Py > 0, a;,y; > 0.
Resitve so pozitivne. Cejea; <lzai=1,2, obstaja le nicelna limita.
Ce je a; > 1, imamo eno samo pozitivno ravnovesje (P, H), kjer je
ﬁ = (a1 — 1)/’}/1, ﬁ = ’ygﬁ/(ag — 1) = ’yg(al — 1)/’}/1(042 — 1).

Jacobijeva matrika za pozitivno ravnovesje je

J o 1 —’72(041 — 1)/0&1(0&2 — 1)
T | (a2 —1)*/agy, 1/az

Pogoji trditve 1 so izpolnjeni pri a; > 1, ¢ = 1,2, torej imamo tedaj lokalno asimptoti¢no
stabilno ravnovesje.

Diskretni model Lotka-Volterra

To je diskretna analogija znanega zveznega modela tipa plenilec-plen. Per capita rast je
linearna. Model (Neubert, Kot 1992) se glasi:

Nt+1 = Nt + T‘Nt(l — Nt/K) — eNtPt,
P 1 =bN P+ (1 —d)P,,

kjer so vsi parametri pozitivni: r,e,b,d, K > 0.

Spremenljivki sta Ny in P, kjer pomeni N; plen, P; plenilec, eP; per capita redukcija plena
zaradi plenilca, b/N; per capita rast plenilca zaradi plena, d stopnja umrljivosti plenilca.



32

Ce plenilec zivi le eno generacijo, vzamemo d = 1 in dobimo bolj preprost sistem; to bomo
odslej privzeli.

Z uvedbo novih spremenljivk z; = N;/K, y; = eP,/bK, ¢ = bK, dobimo za ta model
brezdimenzijski enacbi, kjer ostaneta le dva parametra 7, c:

2
rp1 = (r+ Dz —rey — cryy,
Y1 = CTtYt.

Da spremenljivki ostaneta nenegativni, vCasih popravimo prvo enacbo modela: z;11 =
max{0, (r + 1)x; — ra? — cxyys }; e se zgodi 411 = 0, sta obe naslednji spremenljivki zso
in Y42, kot se takoj vidi iz enacb, enaki ni¢c. V primeru yp = 0 (tj., ¢e na zacetku ni
plenilca) pa imamo za x; aproksimativno logisticno rast (mora biti 0 < zg < (r+ 1)/r).

Opomba: Opazimo lahko, da dobimo z nadaljnjo uvedbo novih spremenljivk, ¢e name-
sto rz; piSemo kar z; in namesto cy; kar y;, Ze znani sistem tipa plenilec-plen x4 =
xe(a — x¢ — yt), Y41 = ye(b+ x) za primer a = 1+ in b = 0.

Analizirajmo model:

Ravnovesja izracunamo iz enach: T = Z(r + 1 — 1T — ¢g), § = cxy. Odtod dobimo
T=0,7=0,daljeZ =1, =0 in nazadnje T = 1/c, § = r(c — 1)/c?. Torej imamo tri
ravnovesja: nicelno, (0,0), ravnovesje (1,0) in pozitivno (Z,7).

Jacobijeva matrika je
J(z,y) = [
iz nje dobimo:

J(0,0) = [ " —5 ! 8 ], nestabilno ravnovesje (kot v Nicholson-Baileyevem modelu),

r+1-2rr—cy —cr |
cy cx |’

—C

J(1,0) = { 15T

sam = 120

r—r/c

} , lokalno asimptoti¢no stabilno, ¢e 0 <r <2in 0 < ¢ < 1,

pogoj za lokalno asimptoticno stabilnost je zdaj 1 < ¢ < 2 in r < 4¢/(3 — ¢) (glej sliko 15
obmocja lokalne asimptoti¢ne stabilnosti v prostoru parametrov).

V tem primeru nastopi transkriticna bifurkacija (pri r = 4¢/(3—c)), podvojitev periode (pri
¢ = 1) ali Hopfova (v diskretnem primeru imenovana tudi Neimark-Sackerjeva) bifurkacija
(pri ¢ = 2), ko se pojavi par ¢isto imaginarnih lastnih vrednosti (glej sliko bifurkacijskih
diagramov v [1], str. 102).

")

Al =1
xeC

0 1 2 (c)

SLIKA 15
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Nelinearni Lesliejev model

Parametri v Lesliejevi matriki so zdaj odvisni od gostote oz. velikosti populacije x(t)
(density-depending).

1. model [2]: Verjetnosti prezivetja in koeficienti rodnosti naj se spreminjajo (zmanjsujejo)
v sorazmerju z velikostjo populacije, tj. b;q(z(t)), siq(x(t)), kjer je ¢ pozitivna padajoca
funkeija, ¢(0) = 1 in z(t) = Y12, i(t), pri cemer je X (t) = (x1(t), ..., zm(t))T.

Model se glasi:
X(t+1) = q(2())LX (1),

kjer je L Lesliejeva matrika iz linearnega modela, nerazcepna, primitivna ali ne, z domi-
nantno lastno vrednostjo A; > 1.

Zgled za q: q(z(t)) = K/(K + (M — 1)z(t)), K > 0 nosilna kapaciteta.

Izrek. Za opisani model s pravkar definirano funkcijo ¢ velja:
(i) Ce je L primitivna matrika, je lim;_,o, X(t) = N, kjer je N stabilna porazdelitev, za
katero velja LN = \N in |N|1 =", N; = K.
(ii) Ce je L imprimitivna matrika, je limy ., X (t) = N(t), kjer je N(t) periodicna funkcija
(N(t 4+ h) = N(t), kjer je h indeks imprimitivnosti za L, tj. Stevilo lastnih vrednosti na
spektralni kroznici).
Dokaz glej v [2].
0 3a%/2 3a%/2
Zgled: (1) Ly =| 1/2 0 0 , primitivna matrika, A\; = a, Ay = —a/2 (st. 2),
0o 1/3 0
stabilna porazdelitev je enaka (6a?,3a,1)7.
Nelinearen model X (t+1) = 100/(100+(a—1)z(t)) L1 X (t), K = 100, z(t) = 1 (t)+z2(t)+
w3(t); e je a = 2, je limy_o X (t) = (100/31)(24,6,1)T; e je a = 3, je limy_,00 X (t) =
(100/64)(54,9,1)T.

0 0 6d®
(2) Ly=| 1/2 0 0 |, imprimitivna matrika, \; = a, Aoz = a(1/2 £ i/3/2), vse
0 1/3 0

imajo isto absolutno vrednost |\;| = a. Ce je ¢(t) isti faktor kot prej, je limy_oo X (t) =
N(t) periodi¢na funkcija s periodo 3, odvisno od zacetne porazdelitve (glej Ortega J.M.
1987, Matrix theory; a second course, Plenum Press).

2. model (Silva, Hallam 1992, 1993): Samo rodnost je odvisna od velikosti populacije. To
je ti. model DDR (density-depending recruitment); pogosto uporabljen pri modeliranju
populacije rib (De Angelis 1980, Levin, Goodyear 1980, Getz, Haight 1989).

Opis parametrov: s; verjetnost prezivetja v i-tem razredu, b; rodnost v i-tem razredu
(b; = b;/2 samo zenske), sop = ag(w(t)) delez, ki prezivi rekrutiranje, kjer je 0 < a < 1,
g(w(t)) verjetnost prezivetja, odvisna od gostote, w(t) = > ", a;x;(t) utezena velikost
populacije. Model LMMDDR, (Leslie matrix model with density-depending recruitment)
se potem glasi:

vt 1) = aglw(t) X bixi(t),
xg(t+1) = slxl(t),

xg(t+1) = ngg(t),

Tt 1) = Smorwmor(t)

Poleg tega je E(t) = Y i, byx;(t) produkcija jajéec v casu ¢, R(t) = x1(t) stevilo vseh
rekrutov v casu ¢, R(t + 1) = ag(w(t))E(t), kjer je g(z) Rickerjeva ali Beverton-Holtova
funkcija, ali kaj podobnega. V splosnem je g > 0, padajoca, dvakrat odvedljiva, g(0) = 1,
limy 00 g(x) = 0.
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Ce je w(t) = E(T), je R(t+1) = ag(w(t))w(t) = ah(w(t)), kjer imenujemo h(w) = g(w)w
funkcija rekrutiranja.

Cista reprodukcijska stopnja: Rg = by + s1ba + 515203 + ... + 5152...5—1Dm-

Izrek. V opisanem modelu velja:

(i) Ce je aRy < 1, obstaja le ni¢elno ravnovesje;

(ii) Ce je aRy > 1, obstaja natanko eno pozitivno ravnovesje X = (71, ...,Tm)T, T =
5182...8i1W/ K, g(W) = 1/aRy, K = a1+$102+ 81203+ ..+ 5152...8m— 104, W =y 10| GT;
in velja limyr,—1+ Z; = 0 za vsak 1.

Dokaz: Ravnovesje zadoSta pogojem To = s171, itd., tore] w = KT, iz prve enacbe
71 = ag(w)RpT in zato T; = 0 ali g(w) = 1/aRy.
(i) Ce aRy < 1, je g(w) > 1. Ker je 0 < g < 1, je edino ravnovesje T; = 0 (in zato vsi
T; = 0).
(ii) Ce je aRy > 1, je g(w) < 1. Ker g pada proti 0, obstaja natanko en w > 0, da je
g(@) = 1/aRy, torej Ty = w/K > 0 edina pozitivna resitev (druge Z;) izracunamo. Ker
g(w) — 1, vidimo, da W — 0, zato T; — 0 in potem T; — 0 za vsak i.
Zgled (LMMDDR z dvema razredoma): Oglejmo si model

wi(t+1) = ag(w(t) Tk, bixi(t),

zo(t+1) = sxi(t),
kjer je w(t) = aqz1(t) + agza(t). Silva, Hallam (1992) imata varianto: o; = b;, E(t) =
by (t) + boxa(t) = w(t), R(t+ 1) = ag(w(t))w(t).
Pozitivno ravnovesje je W = biT1 + baTo, sled tr J = abi(g(w) + ¢'(W)w) in determinanta
det J = —saby(g(w) + ¢'(w)w). Izberimo g(x) = e %, by =0, by = 10, s = 0.5, a = 1, pa
dobimo Ry =5, w =1n5, 71 =In5/5, Ta = Inb5/10, g(w) = 1/5, tr J =0, det J = 1 — In 5.
Torej imamo asimptoti¢no stabilnost in kompleksni lastni vrednosti (|A1 2| = 0.6).

Ce pa vzamemo by = 20, vse ostalo obdrzimo nespremenjeno, je |A12] = 1.3 > 1; pojavila
se je bifurkacija, dobimo periodi¢ne resitve s periodo 4 (diagrami).

Strukturirani model LPA za hros¢a mokarja ( Tribolium)

Ta model je bil poleg teoreticne obravnave tudi pogosto testiran v laboratoriju (Costatino
1997, Cushing 1998, 2003, Henson, Cushing 1997, Henson 1998). Model je strukturiran:
populacija je razdeljena na li¢inke, bube in odrasle osebke (po anglesko: larva, puppa,
adult), odtod tudi naziv model LPA.

Model (koeficienti so vsi pozitivni, puy, pg < 1):

Lt+1 — bAte_CeaAt_CelLt’
P = Li(1— ),
At+l = Pte—CpaAt + At(l — Ma).

Tu S0 Ceq, Cels Cpa Stopnje kanibalizma jajcec z odraslimi, jajcec z licinkami, bub z odraslimi,
in eCeadt emcelt e=palt verjetnosti, da jajéece (buba) ni pozrto (s strani odraslih ali
licink). Nadalje je b povprecno stevilo licink, ki jih producira odrasla zuzelka, fi,, p; delez
umrlih med odraslimi oziroma med li¢inkami (0 < g, 1 < 1).

—beg Ae~CeaA—cal 0 b(1 — coqA)eCeaA—cal

Jacobijeva matrika je J = 1—py 0 0
0 e Cpad 1 fha — cpaPe_CP“A
0 0 b
Eno ravnovesje je gotovo nicelno z Jacobijevo matriko: J(0,0,0) = | 1 —; 0 0
0 1 1—p,

Karakteristiéni polinom je p(A) = A% — (1 — 1) A? — b(1 — ).
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Juryjevi pogoji za asimptoti¢no stabilnost so
pa —b(1 =) >0, =2+ g — b(1 — ) <0, 1=b°(1 = pu)* > b(1 — ) (1 = pra);

od katerih je drugi pri danih osnovnih predpostavkah vedno izpolnjen, tretji pa sledi iz
prvega. Pogoj za stabilnost nicelnega ravnovesja je torej b(1 — 1) < fiq.

Tedaj imamo celo globalno ravnovesje: Ker je
Ly <bAy, Py < Li(1— ) in Appy < P+ Ag(1 — pia),

lahko recemo, da velja X(t + 1) < J(0,0,0)X(¢) (neenakost po komponentah) oziroma
X(t) < J(0,0,0)!X(0). Ker so lastne vrednosti za J(0,0,0) manjse od 1, konvergira vse
skupaj proti nic.

Bioloska razlaga pogoja b(1 — p;) < pq je naslednja: izumrtje hros¢a mokarja v odsotnosti
kanibalizma (ko so vsi koeficienti ¢ = 0) je mozno, ¢e je delez novih li¢ink, ki prezivijo do
odraslosti, manjsi od deleza odraslih, ki umrejo v tem casu.

Vsako pozitivno ravnovesje (L, P, A) zahteva enacbo p, = b(1 — ,ul)e_c‘“lz_celf_cmz, kjer
je eksponentni faktor manjsi od 1. Ce je torej b(1 — py) < 4, pozitivnega ravnovesja ni.
Pri pogoju b(1 — ;) > pe nastopi ve¢ moznosti, celo kaos.

Strukturirani model za severno pegasto sovo

Severnoameriska pegasta sova (Striz occidentalis caurina) je ogrozena monogamna vrsta.
Mnogo so jo preucevali in razvili ve¢ vrst modelov, naslednji bo strukturiran, odvisen od
populacije (Thomas 1990, Lamberson 1992).

Sova potrebuje dovolj velik primeren habitat, 7" moznih lokacij, med njimi U dostopnih.
Samica, ¢e ne najde samca, da postaneta par, propade (izgine). Mladi ptici, ki prezivijo
do odraslosti, se razprsijo po terenu na koncu 1. leta, samci iS¢ejo nezasedene lokacije,
samice i5Cejo proste samce. Ce je P; stevilo parov, Sy = S, Stevilo samskih samcev in
Sy = Sy stevilo samskih samic, je Stevilo okupiranih lokacij O; = P; + S;, oziroma bolje:
O; = min{U, P, + S;}, stevilo nezasedenih dostopnih lokacij pa A, = U — O;. Model se
glasi:

Piy1 = psP+ssMySy,

St—',—l = ijDtPt/2 + 85(1 — Mt)St + pth.

Tu je Dy = 1—(1—A;/T)™ verjetnost prezivetja mladicev, My = 1 — (1 —max{T,2S;}/T)"
verjetnost, da samica najde prostega samca, sy delez samskih samic, ki prezivijo leto, s;
delez mladicev, ki prezivijo do odraslosti v enem letu, ps verjetnost, da oba iz para prezivita
leto in ostaneta skupaj, py verjetnost, da par prezivi leto, vendar se loc¢i, f stevilo potom-
cev enega para v enem letu, m faktor uspesnosti iskanja neokupiranih lokacij, n faktor
uspesnosti iskanja prostega samca.

Prva enacba pove, da novo generacijo parov ustvarijo tisti prejSnji pari, ki prezivijo in
ostanejo skupaj ter tisti samci, ki prezivijo in najdejo partnerja. Po drugi enachi pa so
novi samci tisti samci iz prejsnjih parov, ki prezivijo, a se locijo ter tisti samci, ki prezivijo
in ne najdejo partnerja, poleg tega pa Se moski mladici, ki prezivijo.
Resitve so nenegativne. V blizini ni¢elnega ravnovesja FEy = (0,0) je 2S; < T, torej
0

M, =1—(1—28,/T)", zato je J(Ey) = Ps

t ( t/T) je J(Eo) ij(l—(l—U/T)m)/Q + Py Ss
Ker je 0 < ps, 55 < 1, je ni¢elno ravnovesje lokalno asimptoti¢no stabilno; ¢e smo v blizini,
populacija izumre.

Druga ravnovesja dobimo iz enacb P = s,SM /(1—ps) in S = (fs;D/2+py) P+ssS(1—M),
kjer je pri pogoju 2§_< T in P+S=1tudi M =1~ (1-2S/T)" in poleg tega prav tako
D=1-(1-(U-P-—S5/T)™. Tidve enacbi dasta skupaj polinom, katerega koreni so

ravnovesja za S, potem pa P izra¢unamo iz prve enacbe.
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Zgled s konkretnimi parametri (s, = 0.71, s; = 0.60, p, = 0.88, p, = 0.056, f = 0.66,
m =n =20, T = 1000): Za U > 14 dobimo tri ravnovesja: ni¢elno Ej, nestabilno F; in
stabilno Fs (glej slike v [1], str. 120). Nestabilno ravnovesje je ti. Alleejev prag, pod kate-
rim nastopi Allejev efekt (pri premajhi populaciji je tezko najti partnerja, Stevilo rojstev
upade in grozi izumrtje).

Dvospolni model

Ta model uporabljamo, ko je pricakovana zivljenjska doba odvisna od spola, npr. pri
¢loveku (faktor 1,15 v korist zensk), pri kitih ubijalcih (faktor 2), pri érnih vdovah (faktor
2.7), ali ko razmerje med spoloma ni enako, ali ko je vedenje pri spolih tako specificno, da
vpliva na populacijsko dinamiko.

Vpeljemo ti. rojstno (porocno) funkcijo B = B(m, f) z lastnostmi:
(i) B : [0,00) x [0,00) — [0, 00),

(iii) OB/Om >0, 9B/df > 0,

(iv) B(km,kf) =kB(m, f), k > 0.

Zgledi takih funkcij (le zadnji dve imata vse §tiri lastnosti): B(m, f) = m (moska do-
minanca), B(m, f) = f (zenska dominanca), B(m, f) = /mf (geometrijska sredina),
B(m, f)=mf/(m+ f) (harmoni¢na sredina).

N. Keyfitz je npr. leta 1972 uporabil za poro¢no funkcijo harmoni¢no sredino in sestavil
model:

M1 = 2rmmfi/(me + fi),

frer = 2rpmufi/(me + fi).

Vidimo, da je my/fi = rpn/ry =konst., torej dobimo miy1 = (2rpre/(rm + rf))my,

fie1 = @rpre/(rm +17¢)) fr, se pravi mepr = Amy, fipr = Afy, kjer je A = 2rp, /(1 +15).
Za A\ < 1 populacija dolgoro¢no izumre, za A > 1, naraste preko vsake meje.

Obstajajo Se drugi modeli, ki upostevajo spol.

7. Diskretni epidemioloski modeli

Matemati¢ni modeli so koristni tudi pri obravnavanju poteka razliénih (kuznih) bolezni. Tu
nastopajo populacija zdravih (neokuzenih osebkov), populacija okuzenih (obolelih) oseb-
kov, pa populacija imunih osebkov, v¢asih pozdravljenih osebkov itd. Poznamo razlicne
vrste modelov.

(a) Model SIR

V tej oznaki pomeni S zdrave osebe, ki so dovzetne za okuzbe (angl. susceptible indivi-
duals), I okuzene (inficirane) osebe (angl. infected individuals), R ozdravljene in imune
osebe (angl. recovered individuals). Spremenljivke so torej Sy, I}, Ry, njihova vsota naj bo
konstantna S; + Iy + R, = N, parametri pa § (0 < 8 < 1) verjetnost okuzbe pri stiku
okuzenega in zdravega osebka, v (0 < v < 1) verjetnost ozdravitve, b (0 < b < 1) verjetnost
rojstva, ki je zaradi predpostavke o konstantnosti populacije enaka verjetnost smrti; pri
tem naj bo 0 < b+ vy < 1.

Ker je verjetnost, da se pri poljubnem stiku dveh oseb zgodi okuzba, enaka BI;S;/N?, je
povprecno (oziroma pricakovano) stevilo na novo okuzenih v populaciji velikosti N enako
(BI;S;/N?*)N = (B/N)IS;. Model se torej glasi:

St+1 — St - (B/N)[tSt + b(It + Rt),

It+1 = (1 —b—’Y)It+ (B/N)ItSt,

Rt+1 = (1 — b)Rt + ’YIt.

Z oddel¢énim diagramom (slika 16) si lahko predstavimo, kaj se dogaja v posamezni skupini.
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b S > I — R
BI/N ¥

SLIKA 16

Redukcija na sistem dveh enacb (odprava ene spremenljivke):

St+1 = St — (ﬁ/N)ItSt + b(N — St),
Liyw = (1=b—)L+ (B/N)LS,

Dve ravnovesji:

(1) S = N, I =0 (nicelno stanje, brez bolezni) in

(2) S=(b+~)N/B, I =bN(B—b—~)/B(b+~) (endemicno stanje).

Endemicno ravnovesje obstaja (je pozitivno), ¢e je 5 > b+ ~.

1—-b—pI/N —(B/N)S
BI/N 1-b—~+(B8/N)S

. Torej imamo za

Jacobijeva matrika: J(S,I) = [

nicelno ravnovesje (1):
1-b -8

0 1-b—~v+8
in pogoj za lokalno asimptotiéno stabilnost je samo A < 1 oziroma (/(b+ ) < 1. Ta

ulomek imenujemo osnovno reprodukcijsko razmerje Ry, torej Ry = B/(b+ 7). Ce je
Ry < 1, obstaja samo ni¢elno ravnovesje in je lokalno asimptoti¢no stabilno.

J(N,0) = [ } lastni vrednosti sta Ay =1 —bin Ao =1—-b—~v+

Da (pozitivno) endemi¢no ravnovesje (2) obstaja, mora biti torej Ry > 1. Tedaj je:

<7 _ | 1=bRy —B/Ry
ﬂSJ)_[bG%—U 1
bRy = Bb/(b+ v) < 1. Pogoj za asimptoticno stabilnost ¢r(J) < 1 + det(J) < 2 je tedaj
izpolnjen: endemicno ravnovesje obstaja in je lokalno asimptoticno stabilno, kakor hitro
je Rp > 1. V tem primeru govorimo o epidemiji ustrezne bolezni. (V nasprotnem primeru
je lahko ravnovesje stabilno ali nestabilno, lahko obstajajo celo periodi¢ne in kaoti¢ne
resitve.)

]. Tu je sled tr(J) = 2 — bRy > 0 pozitivna, saj je

Pri zelo nalezljivih otroskih boleznih je obi¢ajno Ry > 1: npr. pri kozah 3-5, oSpicah 13,
oslovskem kaslju 13-17, rdeckah 6, noricah 9-10, davici 4-6, skrlatinki 5-7, mumpsu 4-7,
otroski paralizi 6.

(b) Model SIR s cepljenjem

Tako imenujemo naslednji model s proporcionalno stopnjo b rojevanj in smrti:

Siy1 = (1 —p)S— (B/N)I.Sy + b(R + 1),
Iiyr = (1=b—")I+ (B/N)IS,
Ry = (1=b)Ri +~I +pSy,

kjer je b per capita Stevilo rojstev ali smrti (tj. verjetnost rojstva oziroma smrti), 8 ver-
jetnost okuzbe pri stiku dovzetne in okuzene osebe, ~ verjetnost okrevanja (torej spet
0<bB,v<1)inp (0<p< 1) delez cepljenih zdravih oseb (tistih v S;). Ce je p = 0,
cepljenja nimamo in model se ujema s prejSnjim.
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Grafi¢cna predstavitev modela je prakti¢no ista kot na sliki 16, z dodano puséico spodaj
med S; in R; z delezem cepljenih oseb p (glej sliko 17).

b S > I —> R
BI/N ~

SLIKA 17

Redukcija na dve enacbi nam da:

St—i—l = (1 —b —p)St — (ﬁ/N)ItSt + bN,
Iiyr = (1=b—=)1+ (B/N)LS;.
Resitve so nenegativne, ¢e je 0 <b+p<1in0<b+v<1.
Ravnovesji sta:
(1) I =0; sledi S =bN/(b+ p) (stanje brez bolezni)
(2) I #0;sledi S = (b+~)N/Bin I = N(Bb— (b+p)(b+7))/B(b+7) (endemicno stanje)
—b—p—(B/N)I —(B/N)S

Jacobijeva matrika se glasi: J(S,I) = [ ! (8/N)I L—b—n+(8/N)S |

V ravnovesjih pa imamo:

W I8/ p0) = | 10T TR L]

Prva lastna vrednost je Ay =1 — b — p in zanjo velja 0 < A1 < 1; druga lastna vrednost je
A =1—b—7+8b/(b+ p) in je pozitivna.
Pogoj A2 < 1 pokaze 8b/(b+p) < b+~ oziroma R{, < 1, ¢e pisemo R}, = 3b/(b+p)(b+7).
Zadnja koli¢ina pomeni osnovno reprodukcijsko razmerje v primeru cepljenja. Takoj vi-
dimo, da je

Ry =bRo/(b+p) < Ro,
kjer je Ry = 3/(b+) osnovno reprodukcijsko razmerje v primeru modela brez cepljenja. V
primeru p = 0 je seveda R}, = Ry. Toda tudi ¢e je Ry > 1, je lahko R}, < 1, ¢e le vzamemo
p > b(Rp — 1). Potreben pogoj za to je seveda b(Ry — 1) < 1, torej 1 < Ry < 1+ 1/b.
(2) Ker je pozitivno ravnovesje dano z S = (b+v)N/B in I = (b + p)(N/B)(Ry — 1), je
1—(b+p)Ry  —(b+7)
(b+p)(Ry—1) 1 '
Ali v tem primeru velja [trJ| < 1+ detJ < 27
Od prej vemo, da je Ry < 1/b < 2/b, zato tudi R, < 2/(b+p), torej trJ = 2—(b+p)Rj > 0
in pogoj trJ < 1+ detJ je izpolnjen. Velja pa tudi detJ < 1, saj je (b+v)(1 —1/R{) <1
in zato detJ =1 — (b+p)Ry + (b + ) (b+p)(R) — 1) < 1.

J(S,T) =

Ce torej v primeru Ry > 1 cepimo premajhen del zdrave populacije (p < b(Ry — 1)), je
tudi R{, > 1 in obstaja pozitivho (endemi¢no) ravnovesje (bolezensko stanje), ki je pri
Ry < 2/b celo asimptoti¢no stabilno. Ce pa cepimo dovolj velik del zdrave populacije
(p > b(Ry — 1)), je R{ < 1; tedaj endemiénega ravnovesja ni, ni¢elno stanje (stanje brez
bolezni) pa je asimptoti¢no stabilno.
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(c) Model SIR epidemije ospic s cepljenjem

Tak model sta obravnavala R.M. Anderson in R.M. May leta 1982. SIR model predpo-
stavlja konstantno in enako Stevilo rojstev in smrti B, okrevanje v enem tednu in rojstvo
le zdravih (dovzetnih) novorojencev (v razred S). Dodatna zahteva pa je, da vsak teden
cepimo pS, 0 < p < 1, dovzetnih oseb. Model:

Sit1 = (1—=p)Si —alyS; + B,
Iiyn = oliSy,
Rt+1 = Rt + It - B + pSt,

kjer je « = B/N in 8 (0 < § < 1) kot prej verjetnost prenosa okuzbe pri stiku okuzene
in zdrave osebe. Seveda je spet Sy + I; + Ry = N (konstanta), kar omogoca redukcijo na
dve enacbi. Ravnovesje dobimo iz pS = B — IS in I = aIS. Obstaja ni¢elno ravnovesje
I =0, S= B/pin endemi¢no ravnovesje S = 1/a, I = B — p/a (e je p = 0, se pravi, ¢e
ni cepljenj, ni¢elno ravnovesje ni mozno).

Jacobijeva matrika je J,(S,I) = [ ! _Z[_ ol _CSS'S ]

Za p = 0 (brez cepljenja) je za endemicno ravnovesje Jo(1l/a, B) = [ 1 ;IOJ _oniS’S } z
lastnimi vrednostmi A\; » = (2 — a + /aB(aB — 4))/2. Ce je aB < 4, sta lastni vrednosti
konjugirano kompleksni z absolutno vrednostjo 1, zato imamo oscilacijo okrog ravnovesja.

—aB/p
aB/p
in Ay = 1 — p, obe pozitivni. Ce je aB < p, imamo lokalno asimptoti¢no stabilno ni¢elno
ravnovesje. Ce pa je p dovolj majhen, ravnovesje ni stabilno. Odlocilni faktor je Ry =
aB/p, osnovno reprodukcijsko stevilo.

Za p > 0 (cepljenje) je J,(B/p,0) = [ 1 Ep ] Lastni vrednosti sta A\; = aB/p

1—aB
aB —p
to ravnovesje lokalno asimptoti¢no stabilno, ¢e je |2 — aB| < 2 — p < 2 ali ekvivalentno
p < aB <4 —p. Odtod vidimo, da (pri pogoju aB < 2) velja 1 < Ry < 2/p.

.. .. . —1 .
Za endemi¢no ravnovesje je v tem primeru Jp(1/o, B — p/a) = [ 1 }, zato je

Tudi pri cepljenju se lahko pri majhnih vrednostih p (Ce je p < aB) Se vedno lahko pojavi
epidemija, toda delez cepljenih p vpliva na periodo (¢as med dvema izbruhoma epidemije).
Pred uvedbo cepljenja leta 1963, so bili npr. v ZDA redni izbruhi epidemije oSpic vsaka
2-3 leta. Da izkoreninimo epidemijo, mora biti p > aB. Ker je npr. stopnja rojevanja B v
manj razvitih dezelah trikrat ve¢ja kot na Zahodu, je treba tam tudi delez cepljenih otrok
p trikrat povecati.

(d) Model SIS (brez imunosti):

Nazadnje si oglejmo Se model bolezni, za katero ne obstaja imunost oziroma se je ne da
pozdraviti (torej Ry = 0 za vsak t > 0):

Sey1 = St — (B/N) S + (b+ )1,
It+1 = (1 —b—’y)]t—l- (5/N)It5t

Zaradi pozitivnosti reSitev zahtevamo 0 < b+ v < 1. Spet je populacija konstantna,
St + I; = N, zato lahko sistem reduciramo na eno samo enacbo:

Liii=0-b—9)I;+ (B/N)I(N — I).
Ravnovesja so: 0 (ni¢elno) in I = N — N(b+~)/8 = N(1 —1/Ry).
Funkcijo f(I) = (1—b—~+B)I—(B/N)I? odvajajmo pol: f'(I) = 1-b—y+pB—2(8/N)I in
dobimo f/(0) = 1—b—v+5 = 1—(b+7)(1-1/Ry) ter f'(I) = 1+b+y—LF = 1—(b+7)(Ro—1).
Odtod vidimo, da je ni¢elno ravnovesje lokalno asimptoti¢no stabilno natanko takrat, ko je

Ry < 1, in da pozitivno ravnovesje obstaja le pri Ry > 1; takrat pa je lokalno asimptoti¢no
stabilno.
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Pri parametru Ry = 1 spremenita stanji svoj stabilnostni znac¢aj (zamenjata stabilnost z
nestabilnostjo in obratno). Taki spremembi recemo transkriticna bifurkacija.

Opomba: Opazimo, da je epidemioloska enacba za I; poseben primer dobro znane apro-
ksimativne diskretne logisti¢ne enac¢be. Epidemiolosko ena¢hbo namrec¢ lahko prepisemo v
naslednjo obliko I;41 = (1 —=b—~+ B)[;(1 — BI;/N(1 —b—~+ 3)), poleg tega zamenjajmo
spremenljivko z; = BI;/N(1 — b — v + () in parameter r = 1 — b — v + /3, pa imamo
Tip1 = ray(l — xy).

8. Populacijska genetika

Poleg klasicnega Hardy-Weinbergovega zakona o stabilnosti genotipov si bomo ogledali
osnovni populacijski genetski model z upostevanjem selekcije in nekaj primerov uporabe.
Iz biologije potrebujemo nekaj znanja o mehanizmih dednosti in spolne reprodukcije, iz
matematike pa osnove diskretne verjetnosti.

Osnovni pojmi

Nosilci dednosti so kromosomi, ki v jedru obic¢ajnih celic nastopajo v parih (¢lovek jih
ima 23 parov) oziroma njihovi sestavni deli geni (bakterije jih imajo 2000 do 3000, visji
organizmi ve¢ 10.000, ¢lovek npr. okrog 30.000).

Geni vsebujejo informacije, ki se prenasajo na nove generacije. Nahajajo se na doloc¢enih
lokacijah in dolocajo fizicne karakteristike (fenotip) organizma. Na vsaki lokaciji (lokusu)
sta dva gena (eden od oceta, eden od matere), vsak gen ima obi¢ajno ve¢ razli¢ic (alelov).
Ce npr. dolocena lokacija dopusca n alelov ustreznega gena, je vseh moznih kombinacij s

ponavljanjem (n elementov na dveh mestih) ("+§_1) = (";1) =n(n+1)/2.

Vsaki taki kombinaciji reGemo genotip. V primeru dveh alelov a,b so npr. genotipi aa,ab
in bb, pri treh alelih a,b,c pa imamo genotipe aa, ab, ac, bb, bc in cc. Obic¢ajno en alel
prevlada nad drugim v smislu, da se pri organizmu navzven pokaze lastnost (fenotip), ki jo
odraza ta alel; recemo, da je dominanten, drugi pa recesiven. V tem primeru dominantnost
poudarimo tako, da piSemo ustrezni alel z veliko ¢rko, npr. AA, Ab, bb (prva dva genotipa
dolocata fenotip A, zadnji fenotip b).

Mendelovi zakoni genetike

Oce genetike Gregor Mendel (1822-1884) je leta 1866 formuliral naslednje tri osnovne
zakone genetike:

(1) Zakon enakomernosti: Potomci starsev, ki se razlikujejo v eni lastnosti, so enaki ali
podobni enemu od starSev.

(2) Zakon locitve alelov: Aleli starsev se lo¢ijo in na novo kombinirajo.

(3) Zakon neodvisnosti: Aleli za razlicne lastnosti so med seboj neodvisni.

Mendelovo delo je izSlo v interni publikaciji brnskega prirodoslovnega drustva in je ostalo
nezapazeno (Charles Darwin ga npr. ni poznal, ¢eprav je nekaj let prej objavil svoje
znamenito delo o razvoju vrst). Trideset let kasneje so do istih zakonov (morda ne ¢isto
neodvisno od Mendela) prisli Nemec Carl Correns, Nizozemec Hugo de Vries in Av-
strijec Erich Tschermak. Angleski botanik William Bates, ki je novo vedo poimenoval
genetika, pa je prvi opozoril svet na Mendela in njegovo delo.

Zgled 1. Grah je taka rastlina, da je sposobna samooploditve. Oce genetike Mendel je
gojil razlicne sorte graha, ki so se med seboj razlikovale v eni lastnosti (eni so npr. imeli
okrogle plodove, drugi vbokle). Krizal jih je med seboj in potem pustil, da so se krizanci
sami naprej razmnozevali. Opazil je, da so v prvi generaciji vsi plodovi okrogli, v drugi pa
je bilo razmerje v korist okroglih 3:1. Kako si to razlozimo?

Razlaga je preprosta, ¢e uporabimo tabelo z rezultati krizanj med razli¢nimi genotipi:
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aa ab bb
aa X aa 1 — —
aa x ab 1/2 1/2 —

aa X bb  — 1 —
abxab 1/4 1/2 1/4
abxbb — 1/2 1/2
bbxbb — — 1

Pri tem naj npr. pomeni alel a okrogel plod, alel b pa vbokel plod. Ker je v prvi generaciji
dobil plodove samo ene vrste, v drugi pa razli¢ne, je o¢itno krizal genotip aa z genotipom
bb (ne pa npr. z ab), pri ¢emer je bil alel @ dominanten. V prvi generaciji je dobil samo
genotip ab s fenotipom a (okrogel plod). V drugi generaciji je bilo 1/4 plodov genotipa
aa, 1/2 plodov genotipa ab in 1/4 plodov genotipa bb, skupaj torej 3/4 plodov fenotipa a
in 1/4 plodov fenotipa b.

Podobno je pri vec¢ alelih, kjer pa je lahko kodominantna skupina alelov.

Zgled 2. Krvne grupe pri ¢loveku npr. doloca gen ABO, ki se nahaja na devetem kro-
mosomu (toéna lokacija je 9q34.1) in ima tri alele A, B, in O, pri ¢emer sta A in B
kodominantna, O pa recesiven. Ustreznih genotipov je (3+§_1) = (g) = 6 in so po vrsti
AA, AB, AO, BB, BO in OO. Pri tem genotipa AA in AO dolocata fenotip (krvno grupo)
A, genotipa BB in BO dolocata krvno grupo B, genotip AB je odgovoren za krvno grupo

AB, genotip OO pa za krvno grupo O.

Pri krizanju teh Sestih genotipov dobimo 21 novih moznosti (Stevilo kombinacij s pona-
vljanjem 6 simbolov (genotipov) na dveh (starSevskih) mestih. Naslednja tabela pove,
kolikSen je delez dolo¢enega dobljenega genotipa v celotni prvi generaciji potomcev:

AA AO BB BO AB 0O AA AO BB BO AB
AAxAA 1 - — = - - BBxBB - - 1 - -
AAx AO 1/2 1)2 - - — - BBxBO - - 1/2 1/2 -
AAx BB - - — = 1 — BBxAB - - 1/2 — 1)2
AAxBO - 1/2 - - 12 - BBx0O0O - — — 1 -
AAxAB 1/2 - — — 1/2 — BOxBO - — 1/4 1)2 -
AAx00 - 1 - — — - BOxAB — 1/4 1/4 1/4 1/4
AOx AO 1/4 1/2 - — — 1/4 BOx00 - — — 1/2 -
AOxBB — — — 1/2 1/2 — ABxAB 1/4 — 1/4 — 1)2
AOxBO — 1/4 — 1/4 1/4 1/4 ABx00 - 1/2 — 1/2 -
AO x AB 1/4 1/4 — 1/4 1/4— ooxoo - - - - -
AOx00 — 1/2 — —  — 1/2

Primer usodne vendar redke bolezni

Veéasih je kaksna razlicica gena (kaksen okvarjen gen) lahko usodna za ¢loveka, Ceprav
je recesivna. Denimo, da je A zdrava, b pa okvarjena razli¢ica gena (genotip bb pomeni
bolezen). Denimo, da je ta bolezen tako huda, da ¢lovek, ki jo podeduje, zboli in umre ze
v otrostvu, tj. predno odraste in ima lahko otroke. Kljub temu lahko v sebi nosi okvarjen
gen, in sicer v primeru, ko ima genotip Ab (medtem ko je AA genotip popolnoma zdravega
cloveka).

Denimo, da je v normalni populaciji verjetnost nosilca bolezni enaka P(Ab) = p, kjer je
0 < p < 1. Obicajno gre za redko bolezen, zato je p majhno Stevilo, blizu 0. Toda ce
imamo o nekem odraslem c¢loveku podatek, da je eden od bratov ali sester umrl za to
boleznijo, potem ta ¢lovek ni ve¢ poljuben predstavnik celotne populacije, temve¢ ima,
kot recemo, zgodovino. Verjetnost, da je nosilec bolezni, ni ve¢ tako majhna. Zdaj gre za
pogojno verjetnost. Oba njegova star$a sta morala biti nosilca bolezni, torej genotipa Ab,
sicer ne bi mogla imeti potomca genotipa bb, ki je umrl.
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Ker je clovek, ki ga raziskujemo, prezivel otrostvo in odrastel, ne more biti genotipa bb,
lahko le AA ali Ab. Torej je pogojna verjetnost za vsakega od teh dveh moznih genotipov
enaka

_ PlA4) o4 .
PAAJAAVAY) = 5o TPy ~ Taip - /3
P(AbJAAU Ab) = — LAY V2 o

P(AA) + P(Ab)  1/4+1/2
Vidimo, da je (pogojna) verjetnost, da je obravnavana oseba nosilec bolezni, zdaj 2/3, kar
je precej vec¢ kot pri ¢loveku brez zgodovine, ko je ta verjetnost enaka p (blizu 0).

Kako pa je z njegovimi otroki? Denimo, da se poroci z zensko, za katero ne obstajajo
podatki o bolnih sorodnikih. Ona je lahko genotipa AA z verjetnostjo 1 — p ali genotipa
Ab z verjetnostjo p. Verjetnost razlicnih kombinacij je naslednja:

P(AA x AA) =1 (1—p) = (1-p)/3; otrok je z verjetnostjo 1 genotipa AA;

P(AA x Ab) = % -p = p/3; otrok je z verjetnostjo 1/2 genotipa AA in z verjetnostjo 1/2
genotipa Ab;

P(Ab x AA) = 2 - (1 —p) = 2(1 — p)/3; otrok je z verjetnostjo 1/2 genotipa AA in z
verjetnostjo 1/2 genotipa Ab;

P(Ab x Ab) = % -p = 2p/3; otrok je z verjetnostjo 1/4 genotipa AA, z verjetnostjo 1/2
genotipa Ab in z verjetnostjo 1/4 genotipa bb.

Torej so za tega otroka za posamezen genotip znacilne naslednje verjetnosti, izracunane
po formuli za polno verjetnost glede na zgornje Stiri primere:

P(AA)=(1—=p)/3-1+p/3-1/2+2(1—p)/3-1/2+2p/3-1/4=2/3 —p/3,
P'(Ab) =p/3-1/2+2(1—p)/3-1/2+2p/3-1/2=1/3+p/6,
P'(bb) =2p/3-1/4=p/6.

Verjetnost, da otrok umre, je samo p/6; da odraste 1 — p/6 in da je nosilec bolezni, e
odraste (pogojna verjetnost!), pa zanasa

1/3+p/6  2+p
1—p/6  6—p

Ce je p zanemarljiv, je to priblizno 1/3, torej pol manj kot pri njegovem ocetu.

P/(AbJAA U Ab) =

Vse to so vnaprejSnje verjetnosti za potomca cloveka z zgodovino. Morda pa nas zanimajo
sinove verjetnosti, ¢e vemo, da je njegov oce nosilec bolezni (zdaj njegova zgodovina ni
ve¢ pomembna), mati pa je ali ni nosilka z verjetnostjo p oziroma 1 — p. Za potomca so
potem drugacne verejetnosti genotipov:

P'(AA)=(1-p)-1/2+p-1/4=1/2—p/4,

P(Ab)=(1-p)-1/24+p-1/2=1/2,

P'(bb) =p-1/4 =p/4.

Tedaj je verjetnost, da otrok umre, enaka p/4 (nekoliko vecja kot prej) in da je nosilec
bolezni, ¢e odraste enaka

122
Tlop/4 Ay

P'(Ab/AA U Ab)

torej (malo) ve¢ kot 1/2.

Opomba. Ker na razvoj bolezni vplivajo obi¢ajno tudi drugi genetski faktorji, velja zgor-
nji izracun le za prvo in grobo aproksimacijo.

Geni, vezani na spol

Veéasih se delovanje kak$nega gena izraza pri moskih potomcih (sinovih) drugace kot pri
zenskih potomcih (héerah). Vzrok: gen lezi samo na zenskem kromosomu X ali samo na
moskem kromosmu Y.
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Zgled 3. Zelo zanimiva za proucevanja dednosti so ziva bitja, ki se hitro mnozijo in je pri
njih dedovanje znakov lahko opazovati. V tem pogledu je slavna vinska (sadna) musica
Drosophila melanogaster, ki jo je prvi prouceval Thomas Hunt Morgan (1866-1945),
sicer Nobelov nagrajenec za leto 1933, prvi s podrocja fiziologije ali medicine za genetiko.
Musice so majhne, se hitro razmnozujejo (imajo okrog 30 generacij letno), jajéeca se razvi-
jejo zunaj materinega telesa in so zato lahka za proucevanje. Poleg tega ima vsaka musSica
le 4 pare kromosomov.

Morgan je gojil musice, dokler se ni pojavil saméek z belimi o¢mi (obicajno so rdece).
Potem je krizal samcke z belimi oémi s samicami z rde¢imi: prva generacija je imela samo
rdece oci (alel za rdece o¢i je torej dominanten), v drugi generaciji je dobil Mendelovo
razmerje 3:1 v korist rde¢ih o¢i. Toda bele o¢i so se pojavile le pri (nekaterih) samcih, ne
pa pri samicah. Tretji Mendelov zakon (o neodvisnosti) je bil prekrsen, saj bi morala biti
po njem barva o¢i neodvisna od spola.

Izkazalo pa se je, da je gen za barvo oé¢i Se kako povezan s spolom, saj lezi samo na zenskem
kromosomu X, ne pa na moskem Y.

Naslednja tabela prikazuje, kaj se lahko zgodi (genotip XX pomeni zenski spol, XY
moskega, A naj bo alel za rdece o¢i, b za bele):

XX XX |
AAx A AA  AA |
AAxb Ab  Ab |
Abx A AA  Ab |
Abxb  Ab bb |
bbx A Ab  Ab

bbxb  bb bb |

oo i b 3
@l@@@{);,ki

Ce npr krizamo AA x b, dobimo v prvi generaciji 1 /2 samick genotipa Ab in 1/2 samckov
genotipa A, vsi pa imajo zaradi dominantnosti alela A rdece o¢i (to je mogoce samo pri
krizanju teh dveh genotipov). V drugi generaciji krizamo zenski genotip Ab z moskim ge-
notipom A, kar nam da pa 1/4 populacije genotipa AA, 1/4 genotipa Ab, 1/4 genotipa A in
1/4 genotipa b. Torej je polovica populacije samick z rde¢imi o¢mi, polovica pa samckov,
od katerih ima polovica rdece in polovica bele oci.

Zgled 4. Podobna situacija je pri nekaterih dednih boleznih, kot je npr. hemofilija.
Ustrezni gen lezi samo na kromosomu X in je recesiven. Genotip AA pomeni zdravije, Ab
prenasalca bolezni in bb bolezen. Héi zboli za hemofilijo samo, ¢e je od vsakega od starsev
podedovala po en alel tipa b, sin pa zboli bolj pogosto: dovolj je, da ima en alel b (sploh
ne more biti genotipa bb zaradi moske kombinacije XY). Ce je sin hemofilika zdrav, je od
matere dobil zdravi alel A in ne more biti ve¢ prenasalec bolezni.

Populacijski genetski modeli

V tem primeru imamo opravka s populacijami razlicnih genotipov ali s populacijami
razlicnih alelov.

Obravnavajmo primer dveh alelov, prvi, A, naj bo dominanten, drugi, a, recesiven (obi¢ajno
v takem primeru uporabljamo kar isto ¢rko). Genotipi so AA, aa (homozigoti) in Aa (hete-
r0zigoti). Ze zelo zgodaj po odkritju genov oziroma dednostnih mehanizmov se je pojavilo
vprasanje, ali se frekvenca (pogostnost) alela ali genotipa z generacijami spreminja?

Predpostavke:
(1) slucajno krizanje

ni mutacij

)
)
) ni migracij
)
) generacije se ne prekrivajo.



44

Hardy-Weinbergov zakon (1908):

Oznake:

p delez (verjetnost) alela A, ¢ delez (verjetnost) alela a (p+ ¢ = 1),

P(AA) delez (verjetnost) genotipa AA, P(Aa) delez (verjetnost) genotipa Aa,
P(aa) delez (verjetnost) genotipa aa (P(AA) + P(Aa) + P(aa) = 1).

Ker lahko pride A le iz genotipov AA in Aa, je (po formuli za polno verjetnost)
p = P(AA) + P(Aa)/2,
q = P(aa) + P(Aa)/2.

Slu¢ajno parjenje (krizanje) da (po Bernoullijevi formuli) naslednjih Sest moznosti:

AA x AA z verjetnostjo P(AA)?,

AA x Aa z verjetnostjo 2P(AA)P(Aa),
AA X aa z verjetnostjo 2P(AA)P(aa),
Aa x Aa z verjetnostjo P(Aa)?,

Aa X aa z verjetnostjo 2P(Aa)P(aa),
aa x aa z verjetnostjo P(aa)?.

Verjetnost genotipov v novi generaciji pa je (spet po formuli za polno verjetnost):

P'(AA) = P(AA)? -1+ 2P(AA)P(Aa) - 1/2 4+ P(Aa)? - 1/4 = (P(AA) + P(Aa)/2)? = p?,
P'(Aa) = 2P(AA)P(Aa) - 1/2 4+ 2P(AA)P(aa) - 1 + P(Aa)? - 1/2 + 2P(Aa)P(aa) - 1/2 =
2(P(AA) + P(Aa)/2)(P(aa) + P(Aa)/2) = 2pq,

P'(aa) = (Aa)2 -1/4+2P(Aa)P(Aa) -1/2 + P(aa)2 -1=(P(aa) + P(Aa)/Z)2 = ¢

Te nove verjetnosti genotipov morda niso iste kot prej, vsekakor pa spet velja relacija
P'(AA) + P'(Aa) + P'(aa) = p* + 2pq + ¢*> = (p + q)* = 1. Poleg tega velja:

p' = P'(AA) + P'(Aa)/2 = p* + pq = p,
¢ = P'(aa) + P'(Aa)/2 = ¢* + pq = q,

Glede alelov imamo torej iste verjetnosti kot v prejsnji generaciji in na naslednjem koraku
se zgodba ponovi. Tudi verjetnosti genotipov ostanejo odslej ves cas iste.

Dokazali smo naslednji izrek, ki nosi ime po znanem angleskem matematiku Godfreyu
H. Hardyju (1877-1947) in nemskem zdravniku Wilhelmu Weinbergu (1862-1937):

Izrek (Hardy-Weinberg). V populaciji starSev naj ima dolocen gen dva alela A in a z
delezema p in q. Pri predpostavkah (1)-(6) je v generaciji t > 1 potem delez alelov py = p
in q; = q, delez genotipov pa P,(AA) = p?, Pi(Aa) = 2pq, P;(aa) = ¢°.

Razmere v populaciji alelov oziroma genotipov so iz generacije v generacijo konstantne

(iste). Recesivni alel @ npr. ne izumre.

Hardy Weinbergov zakon lahko nazorno predstavimo z grafom, ki prikazuje odvisnost ver-
jetnosti za tri mozne genotipe od spremenljivke p (0 < p < 1), ki pomeni verjetnost alela
A (glej sliko 18).

P(aa) =¢2 P(44) = p?

P(4a) =12pq

v

SLIKA 18
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Druga moznost je t.i. Punnettov kvadrat:

mati
A a
p q
A p p? pq
oce
a q pq 7

Podobno situacijo bi imeli pri genih z ve¢ aleli na dolo¢enem lokusu, npr. pri krvnih sku-
pinah.

Zgled 5. Ce so verjetnosti za krvno skupino A, B in O po vrsti p, ¢ in r, so verjetnosti
posameznih genotipov naslednje:

P(AA) = p?, P(BB) = ¢%, P(OO) =12, P(AB) = 2pq, P(AO) = 2pr in P(BO) = 2gr.

To se ponavlja iz roda v rod, tako da ostanejo delezi genotipov in zato tudi delezi krvnih
skupin iz generacijo v generacijo konstantni.

Za Anglijo so v zvezi s krvnimi grupami znana naslednja razmerja (glej [8], str. 122):
A 321%, B 22.4%, AB 7.1%, O 38.4%.

Preverimo, ali je to skladno z modelom Hardyja in Weinberga. V tem modelu so ver-
jetnosti za posamezne krvne skupine naslednje: psy = P(AA) + P(AO) = p? + 2pr,
ps = P(BB) + P(BO) = ¢*> + 2qr, pap = P(AB) = 2pq in po = P(0OO) = r2. Hi-
tro izracunamo, da mora biti p = /p4 + po — \/Po = 0.22, ¢ = /DB +po — /PO ~ 0.16
in r = /po ~ 0.62.

Verjetnost genotipov drugega otroka

Predpostavimo, da so v populaciji trije genotipi AA, Aa in aa v razmerju p? : 2pq : ¢2,
p+q =1, kot doloca Hardy-Weinbergov zakon. Slucajno izbrana starsa, katerih genotipov
ne poznamo, imata otroka genotipa AA. Vemo, da je verjetnost za to tudi enaka p?. Po-
tem se odlocita Se za drugega otroka. Ta pa ni ve¢ neodvisno in slucajno izbran iz celotne
populacije, ampak re¢emo, da ima zgodovino.

Verjetnost, da je tudi drugi otrok genotipa AA, je zdaj pogojna in odvisna od tega,
katera dva starSevska genotipa sta se srecala. Izracunati moramo P((AA)y/(AA)1) =
P((AA); N (AA)2)/P((AA)1). Seveda je po Hardyju in Weinbergu imenovalec enak p?,
verjetnost v Stevcu pa izraCunamo po formuli za polno verjetnost glede na kombinacije
starsev:

P((AA); N (AA)3) = P(AA x AA) - 12 + P(AA x Aa) - 1/2% + P(Aa x Aa) - 1/4% =
p* +pPq + P /4

Dobimo

P((AA)2/(AA)1) = P((AA)1 N (AA)2)/P((AA)1) = p* +pg +q° /4 = (1 +p)* /4.
Podobno bi dobili tudi druge verjetnosti, npr.

P((Aa)2/(AA)1) = P((AA)1 N (Aa)2)/P((AA)) = (p* + 3pg + ¢*)/2 = (p+ ¢/2)q,
P((aa)2/(AA)1) = P((AA)1 N (aa)2)/P((AA)) = 4p?¢*/4%p* = ¢* /4

(opazimo, da je vsota vseh treh zadnjih pogojnih verjetnosti enaka 1) ali

P((Aa)2/(Aa)1) = P((Aa)1 N (Aa)2)/P((Aa)1) = (p* + 3pq + ¢%)/2 = (1 + pq) /2.

Opomba. Hardy-Weinbergov zakon velja samo pri strogih predpostavkah. V resnici
krizanje ni vedno slu¢ajno (glej npr. vajo 1), razlicni genotipi nimajo vedno enakega
Stevila potomcev, moznosti prezivetja niso ve¢ enake itd. Tudi ne velja za gene, ki so
vezani na spolna kromosoma, pri ljudeh X za zenske in Y za moske (glej vajo 2).
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Selekcija

Kadar se v reprodukcijski proces vmesa tak ali drugacen boj za obstanek med razliénimi
genotipi, govorimo o populacijskem genetskem modelu s selekcijo (naravnim izborom).

Naj bodo w4, Waq, Wee > 0 (med seboj v splosnem razliéna) stevila, ki merijo reproduk-
cijsko sposobnost (vitalnost) posamicénih genotipov (v angleski literaturi se uporablja izraz
prilagojenost na okolje oziroma fitness).

S parametri wa4, Waq, Waq j€ zajeta tako sposobnost genotipov da prezivijo do odra-
slosti in spolne zrelosti, njihova plodnost, obstojnost gamet do zdruzitve; skratka vecja
ali manjSa uspesnost prispevanja genov za genotipe nove generacije (sposobnejsi prezivijo
oziroma imajo razvojno prednost). Obicajno se ta Stevila od generacije do generacije ne
spreminjajo, se pravi, da niso odvisna od ¢asa, in tudi niso odvisna od velikosti populacije
(angl. frequency independent selection). Poleg tega je pomembna samo njihovo razmerje
(relativna vitalnost glede na druge genotipe), ne pa absolutna vrednost, zato jih pogosto
normiramo tako, da enega od njih izenacimo z 1. Ce pa so npr. vsa Stevila med seboj
enaka (razmerje enako 1), nimamo selekcije.

Denimo, da imamo populacijo, v kateri je p; delez alela A in ¢z = 1 — p; delez alela a pri
odraslih osebah v generaciji t. Ker selekcija pri rekombinaciji genov (krizanju ustreznih
genotipov) ne deluje, dobimo tako kot prej za verjetnosti posameznih genotipov v naslednji
generaciji vrednosti p? za AA, 2p,q; za Aa in ¢¢ za aa. To so hkrati delezi mladih v novi
generaciji v celi populaciji. Zdaj nastopi selekcija, tj. razlitne moznosti prezivetja mladih
v odvisnosti od genotipa.

Delez mladih genotipa AA, ki prezivijo, odrastejo in spolno dozorijo ter pripravijo vse po-
trebno za reprodukcijo, je glede na celotno zagetno populacijo v generaciji ¢ enak p?waa.
Podobno je za genotip Aa ta delez enak 2p;qwaq, za genotip aa pa ¢?waq.

Skupna (povpreéna) reprodukcijska sposobnost (oziroma vitalnost) celotne populacije (ne
glede na genotip) znasa potem

wy = pPwaa + 201G A + G-

Torej so pogojne verjetnosti posameznih genotipov glede na selekcijsko modificirano po-
pulacijo enake

Pt+1(AA) = p?wAA/wm Pt+1(Aa) = 2thtwAa/wt in Pt+1(aa) = Qtwaa/’wt-

V generaciji ¢ 4+ 1 torej dobimo, upostevajo¢ tudi selekcijo, naslednji delez alela A:
prr1 = Pip1(AA) + Py (Aa) /2 =

Piwas/wi + 2piqrwaa/we - 1/2 = p(prwaa + qrwaa) /w;.
Delez alela a v generaciji t + 1 je potem g1 = 1 — pry1. Ce so vsi parametri waa, waq,
W €naki 1, dobimo Hardy-Weinbergov rezultat ps11 = p¢, ker ni selekcije.

Fisher-Haldane-Wrightova formula

Zadnja formula za izracun verjetnosti alela A v novi generaciji je znamenita Fisher-

Haldane- Wrightova formula (po R. Fisherju, J.B.S. Haladaneu in S. Wrightu, ki

so Darwinovi selekciji dali precizno matematic¢no obliko). Zapisemo jo lahko tudi v obliki
Per1 = Pt + peqi[(Waa — waa)pr + (Waq — Waa)qe] /W

Veéasih uvedemo tudi prezivetveno sposobnost alelov A in a s predpisoma
we(A) = (waap; +waapear)/ (P} + Pede) = wAAPE + WAadss

wi(a) = (WaaPeds + Waadi)/ (Dede + 47) = WAP: + Waas.
V tem primeru je w; = wi(A)p + we(a)g: in Fisher-Haldane-Wrightovo formulo lahko
zapiSemo bolj preprosto
Pt+1 = pt’wt(A)/’wt
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ali v drugi obliki
Pe1 = Pt + pe(we(A) — wy) /we = py + peqe(wie(A) — wea))/wy.

Veasih celo raje uporabljamo razmerja, npr. u; = p;/q;. Tedaj je

U1 = up + up(wi(A) — wi(a))/we(a).

Poenostavitev modela
Naj bo waa =1 — 35, waq = 1, wee = 1 — 7, kjer sta parametra r,s < 1, ne oba hkrati
enaka 0. Potem je w; = p?(1 — 8) + 2piqs + q2(1 — ) = 1 — p?s — g?r > 0 in iz Fisher-
Haldane-Wrightove formule dobimo dinamiéni model v obliki diferen¢ne enache

per1 = pi(1—pis) /(1 = pfs — (1 — pi)°r).
Ravnovesja za to enacbo so:
(1) p= 0 (ostane le alel a),
(2) p=1 (ostane le alel A) in
(3) p=7/(r + s) (ostaneta oba alela A in a).
Izracunajmo odvod: f'(p) = (1 —7+2s(r —)p+ (r+s—2rs)p?) /(1 — p?s — (1 — p)?r)? =
(1=8)p* +2(1=s)(1=r)p(l —p)+ (1 =7)(1=p)*)/(1 = p*s — (1 —p)*r)* > 0, pa vidimo,
da je le-ta pozitiven za 0 < p < 1linr,s < 1.
Analiza posameznih ravnovesij:

1) Prip=0 je f'(0) = 1/(1 — r) < 1 natanko takrat, ko je r < 0 oziroma wg, > 1 = w4,
pogoj za lokalno asimptoticno stabilno ravnovesje).

(
(
(2) Prip=1je f'(1) = 1/(1 — s) < 1 natanko takrat, ko je s < 0 oziroma was > 1 = wa,
(pogoj za lokalno asimptoti¢no stabilno ravnovesje).

(

3) Malo vec dela je z analizo tretjega ravnovesja. Pri p =1/(r + s) je
Frf(r+5) = (' 5 — 2r8)/(r + 5 — 7s).

Ce zelimo, da je 0 < p < 1, mora biti s > 0 (oba parametra istega predznaka). Od-
tod vidimo, da ravnovesje ni stabilno, ¢e je r + s — rs < 0. V tem primeru je namrec¢
f'(r/(r+s))=1—rs/(r+s—rs) > 1. Torej mora za stabilnost biti r + s — rs > 0, tj.
r,s > 0 (oba parametra pozitivna).

Zaradir,s < ljer+s—rs>0in f'(r/(r+s)) < 1. Ker velja tudi rs/(r + s —rs) < s,
dobimo se f'(r/(r + s)) > 0, zato imamo v tem primeru zagotovo lokalno asimptoti¢no
stabilnost.

Bioloska razlaga:

Genotip Aa ima tedaj najvecjo stopnjo prezivetja: wa, > max{wsa, Waq }, zato ima pred-
nost, oba alela obstaneta. Vidi se tudi, da w; narasca, dokler ne doseze ravnovesja. Glej
tudi grafe za razlicne moznosti za r, s (slika 19 ali [1], str. 108).

A O A O

r,s <0 r,s>0

v/
\'4

0 r/€r+s)1 “®) 0 #/(rts) 1 (x)
(a) (b)

SLIKA 19
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Veé vrst selekcije:

(1) glede na prezivetje raznih genotipov (viability) kot zgoraj;
(2) glede na razlicno rodnost genotipov (fecundity),

(3) glede na spol (oz. razliéne preference pri parjenju),

(4) glede na gamete (producirajo se razlicni delezi alelov).

Na selekcijo lahko vpliva tudi velikost populacije, tako da je npr. mo¢ prezivetja genotipa
AA je odvisna od njegove Stevilénosti: wasq = waa(p); angleski izraz za to je frequency
depending selection.

Zgled (Elaydi [13]): Imejmo naslednje pogoje waq = 1, Waq(p) - waa(p) = 1 z dodatno
simetrijo wa4(p) = Waa(1 — p) in waa(p) = 1/wea(p) = f(p), funkcija f pa naj bo
pozitivna, zvezna in strogo padajoca, poleg tega pa naj Se velja f(0) > 1, f(1—p) = 1/f(p).

Model (Fisher-Haldane-Wrightova formula) se v tem primeru glasi:
per1 = pef (pe) (e + (L —pe)/ f(pe))/(Pef (pe) + 1 — pe) (e + (1 —pe)/ f(pt)) =

pef (pe)/(pef (pr) + 1 — pr).

Desno stran imejmo za funkcijo spremenljivke p;, pa imamo pi1 = F(pt), kjer je funkcija
enaka

F(p) =pf(p)/(pf(p) +1-p),
odvod pa
F'(p) = (f(p) +p(1 = p)f'(p)/(pf(p) + 1 — p)*.

Ravnovesja so p = 0, p = 1 in p*, kjer je f(p*) = 1.

Torej imamo F'(0) = f(0) > 1, F'(1) = 1/f(1) = f(0) > 1, zato sta 0,1 nestabilni
ravnovesji. V tretjem ravnovesju je F'(p*) = 1+ p*(1 — p*) f'(p*) < 1. Stabilnost je tedaj,
ko je tudi F'(p*) > —1 oziroma p*(1 — p*) f'(p*) > —2.

Ce je npr. f(p) = €?(=2P) je p* = 1/2 in prejsnji pogoj je izpolnjen, ¢e je B < 4,
ravnovesje p* je lokalno asimptotiéno stabilno. V primeru 8 = 4, je F'(1/2) = —1 in
Schwarzov odvod SF(1/2) < 0, zato je tudi tedaj ravnovesje p* asimptoti¢no stabilno. Za
B > 4 pa p* izgubi asimptoti¢no stabilnost, pojavi se nov (asimptoti¢no stabilen) 2-cikel.
Imamo torej podvojitev periode.

Vaje.

1. Naj bodo x = P(AA), y = P(Ab) in z = P(bb) verjetnosti (delezi) genotipov AA,
Ab in bb v neki populaciji, obenem pa naj bo tudi verjetnost krizanja AA x AA enaka
x, verjetnost krizanja Ab x Ab enaka y in verjetnost krizanja bb x bb enaka z (verjetnosti
drugih krizanj pa enake ni¢). Napisi:

(a) tabelo moznih genotipov v naslednji generaciji skupaj z njihovimi verjetnostmi (delezi),
(b) diferen¢no enacbo, ki povezuje verjetnosti genotipov z,y, z in verjetnosti alelov p,q v
zaporednih generacijah.

2. Ali velja Hardy-Weinbergov zakon za gene, ki so vezani na spolni kromosom X 7 Napisi
npr. diferen¢ne enacbe za prehod na novo generacijo za Huntove poskuse z vinsko musico
(zgled 3) pri slucajnem krizanju zenskega in moskega genotipa. Pritem naj bo z = P(AA),
y = P(Ab) in z = P(bb) (x +y + z = 1) za zenske genotipe ter r = P(Ax) in s = P(b%)
(r+ s =1) za moska genotipa (ni pomembno, kateri gen je na homologni lokaciji moskega
kromosoma Y'). Izracunaj ustrezne verjetnosti genotipov (in alelov) v naslednji generaciji.

3. Pri kavkazijski rasi je barvna slepota povzrocena z recesivnim alelom b gena, vezanega
na zenski kromosom X. V dani populaciji naj bo ta alel v ravnovesju. Moski, ki ima na
svojem kromosomu X alel b je barvno slep (bolezen prizadene 5% kavkazijskih moskih),
zenska pa je barvno slepa samo, ¢e ima oba alela enaka b. Oceni pogostost (verjetnost)
barvne slepote med kavkazijskimi zenskami.
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4. Bolezen srpastih celic je genetska, povzroca jo gen HBB na 11. kromosomu z zdravo
razli¢ico A in bolno b. Genotip AA je torej povsem zdrav, genotip Ab ni bolan, ampak je
samo prenasalec bolezni in obenem odporen proti malariji, genotip bb pa pomeni bolezen,
ki je lahko usodna, obenem pa tudi ne §¢iti pred malarijo. Verjetnosti prezivetja (vitalnost)
posameznih genotipov naj bo wasa =1, wpp =1—7r, 0<r <linwg=1+s, s> 0.
(a) Pokazi, da je Fisher-Haldane-Wrightova enacba za p = P(A) (¢ = 1 — p) dana s
predpisom

P =p+pg(r(l —p)+s(1—2p))/(1 + 2spg —7¢%).
(b) Analiziraj enacbo, pois¢i ravnovesja.
(b) Privzemi, da bolezen srpastih celic reducira vitalnost wy, tako, da je wy = waa/5,
medtem ko vitalnost w4, ostane enaka. Pogostost alela b v populaciji naj bo konstantna,

enaka 0.2 (tako je v nekaterih afriskih pokrajinah). Izra¢unaj oziroma oceni verjetnost, da
nekdo z genotipom AA umre za malarijo predno postane polnoleten.

9. Rast in izumiranje linij

Ogledali si bomo preprost verjetnostni model o rasti stevila moskih potomcev iz generacije
v generacijo. Moski so obi¢ajno nosilci priimkov, zato model pove, kako se veca ali manjsa
Stevilo moskih oseb z danim priimkom in kaksne so moznosti za izginotje priimka oziroma
izumrtje dane moske linije.

Stevilénost n-te generacije

Spremenljivka X,, naj steje, koliko moskih zivi v n-ti generaciji. Predpostavimo, da je
Xo = 1 (linija izvira iz nekega praoceta) in da ima vsak moski lahko 0,1,2,..., N sinov,
neodvisno od drugih (tu je N zelo veliko stevilo, lahko vzamemo N = oo). Koliko jih ima,
je odvisno od slucaja; toéno Stevilo je torej vrednost diskretne slucajne spremenljivke z

neko porazdelitvijo
g < 0 1 2 .. N >
Po pr P2 - PN

Tu je p; = P(S = i) > 0 verjetnost, da ima oce i sinov za i = 0,1,2,..., N. Seveda mora
veljati pg +p1 +p2 + ... +pnv = 1.

Torej je X1 = S5, Xo = 51 4+ 52+ ... +.5;, kjer je ¢ Stevilo sinov v 1. generaciji in so
51,99, ...,5; med seboj neodvisne slu¢ajne spremenljivke, ki so porazdeljene enako kot
spremenljivka S. Enako velja za vse generacije:

X,=51+8+..+5;,

¢e je bilo v prejsnji generaciji ¢ sinov. V naslednjih generacijah je lahko vseh sinov sku-
paj zelo veliko. Verjetnost, da je v m-ti generaciji j sinov (j = 0,1,2,...), izracunamo
rekurzivno, ¢e poznamo poleg verjetnostne porazdelitve za prejSnjo generacijo, Se pogojne
verjetnosti. Uporabimo namreé¢ formulo za polno verjetnost (j =0,1,2,...):

P(Xy=j) =Y P(Xp-1=1)P(X, = j|Xn1 =1).
i=1

V podrobni izracun se tu ne bomo spuscali. Pa¢ pa bomo skuSali oceniti pri¢akovano
Stevilo vseh sinov v n-ti generaciji.

Pricakovano sStevilo oseb v n-ti generaciji

Sluc¢ajna spremenljivka S ima matematiéno upanje FE(S) = Zf\i 1 %p;. To stevilo oznacimo
z r; pomeni pri¢akovano (povprecno) Stevilo sinov, ki jih ima en (katerikoli) oce. V vsaki
generaciji oznac¢imo z r,, = E(X,,) pricakovano stevilo moskih potomcev (sinov vseh moskih
predhodne generacije oziroma vnukov vseh moskih iz predprejsnje generacije itd.). Npr.
ro = 1, r1 = r itd. Kako bi izrac¢unali r, za vsak n?
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Po definiciji matemati¢nega upanja je

rn = B(X Z;P =YY JP(Xn-1=)P(Xp = j|Xp-1 =) =

7=0 =0

ZP(Xn_l = i) ZjP(Xn = j|Xn1 =) =Y P(Xp1 = i)E(Xpli).
=0 =0

§=0
Ker je pogojno upanje E(X,|i) = 22:1 E(Sk) =ir, saj je pri pogoju X,,_1 = i naslednja
spremenljivka enaka X, = S + Sy + ... + S;, dobimo (za n > 1)

Ty = rZz’P(Xn_l =1i)=rE(Xp_1) =7 Tp_1.

To je rekurzivna formula za zaporedje pricakovanih vrednosti r,. Ker je ro = 1, je kon¢no
rn,=1", n=0,1,2,..

Kdaj linija izumre

Obravnavajmo vprasanje, kaksne so moznosti, da moska linija izumre do (vklju¢éno) n-te

generacije. Oznac¢imo ta dogodek z I, nasprotni dogodek, da linija traja (se ohralgi) vsaj

do n-te generacije pa z O,, tako da je I, + O, = G (gotov dogodek) za vsak n. Ce meri
T cas prezivetja linije, lahko re¢emo, da je I, = (T' < n) in O,, = (T > n).

(k)

Ce imamo k neodvisnih linij, naj bo I,
iV =1,).

dogodek, da vse izumrejo do n-te generacije (torej

Naj bo ¢, = P(I,) verjetnost, da (ena) linija izumre do n-te generacije. Koliksna pa je
verjetnost, da do n-te generacije izumre k neodvisnih linij?

Seveda je P(L(Lk)) = ¢*. Potem lahko tudi za eno linijo sklepamo po formuli za polno
verjetnost:

N N
i1 =P(Inp1) =Y P(X1 =k)PUIP|X1 = k) =) pral. (1)
k=0

Definirajmo funkcijo f(x) = Zk:o prz® in jo opazujmo na poltraku = > 0. Funkcija je
polinom v x z naslednjimi lastnostmi:
(i) f(0) = po > 0 (predpostavimo, da je verjetnost, da linija izumre v prvi generaciji pozi-
tivna, sicer ni zanimivo),
(i) f(1) =po+p1+...+pv =1,
(iti) f'(x) = Son_, kpra®~ > 0 (funkcija je za & > 0 naraséajoca),
(iv) f'(1) = Yoo, kpr = r (naklon krivulje y = f(x) v tocki # = 1 pomeni pricakovano
Stevilo sinov v 1. generaciji),
(v) f"(x) = o0y k(k — 1)pra¥=2 > 0 (funkcija je konveksna za > 0).
Formula (1) definira zaporedje (g,), dolo¢eno z rekurzivno formulo ¢,+1 = f(g,) in
zacetnim ¢lenom gy = 0. Ker je f naraScajoca funkcija, je zaporedje narasc¢ajoce. Navzgor
je omejeno z 1. Potem je konvergentno in konvergira k najmanjsi negibni tocki ¢ < 1
funkcije f, tj. tocki ¢, ki zadoséa enacbi ¢ = f(q). Velja torej lim, oo qn, = q.
Vrednost ¢ je verjetnost, da bo linija neko¢ (lahko ¢ez neskonéno generacij) izumrla. Lo¢imo
tri primere (glej sliko 20):
(a) r < 1 (slika 20a). Tedaj je verjetnost izumrtja ¢ = 1. Pricakovano Stevilo ¢lanov n-te
generacije " pada in konvergira proti 0.
(b) r = 1 (slika 20b). Spet je ¢ = 1, vendar tudi ™ = 1 za vsak n. V vsaki generaciji
pricakujemo enega sina, ¢eprav hkrati pricakujemo, da bo linija izumrla. To je nekako
protislovno (glej Watsonov paradoks).
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(c) » > 1 (slika 20c). V tem primeru je ¢ < 1. Verjetnost izumrtja je manjsa od 1, a tudi
verjetnost prezivetja 1 — g je manjSa od 1. Pricakovano Stevilo r™ ¢lanov n-te generacije
seveda naraSca hkrati z n v neskoncnost.

) ) )

A 1 A
1

A

RN
R N
I
—_——
BN}
A
[—

v
v

0 1 W 0 1 & O IS

(a) (b)
SLIKA 20

Watsonov paradoks

Pogojna verjetnost, da je v n-ti generaciji k oseb, ¢e linija traja vsaj do n-te generacije
enaka P(X, = k|O,) = P(X,, = k)N 0O,)/P(O,) = P(X,, =k)/P(O,,), ¢e je k > 11in 0,
¢e je k = 0. Torej je pricakovano Stevilo oseb v n-ti generaciji enako

= E(Xn) = ikP(Xn = k) = P(On) ikP(Xn = k’On) = P(On)E(Xn’On)
k=0 k=1

Odtod dobimo za pri¢akovano mo¢ n-te generacije pri pogoju, da linija prezivi vsaj do
nje, E(X,|0,) = r"/P(O,). V posebnem primeru pri r = 1 imamo torej E(X,|0,) =
1/P(Oy).

Naj bo I} dogodek, da linija izumre toéno v n-ti generaciji. Potem je dogodek, da neko¢
izumre, enak I = I + I}, + ..., njegova verjetnost pa ¢ = P(I) = P(I}) + P(l5) +... =1
(kot vemo, je ¢ = 1 pri r = 1). Podobno je verjetnost, da linija izmre do n-te generacije,
enaka P(I,) = Y., P(I}), verjetnost nasprotnega dogodka, da prezivi, pa P(O,) =
> g1 P(IL). Ker vista > 02, P(I}) konvergira, mora veljati P(O,) = 1 — P(I,) — 0
(n — o0). Torej v tem primeru velja tudi

E(X,|On) = 1/P(0,) — .

Kaj smo ugotovili? Verjetnost, da linija traja vsaj do n, je zaradi P(O,) — 0 pri velikem
n zelo majhna. Ce pa se to vseeno zgodi, je pricakovano Stevilo ¢lanov n-te generacije
zaradi E(X,|0,) — oo zelo veliko. To je vsebina ti. Watsonovega paradoksa.

Zgledi

1. Odmaknjena obmocja. Dejansko lahko zlasti v manjsih in izoliranih skupnostih, npr.
v gorskih vaseh, pogosto opazimo, da je pri priblizno enakem §tevilu pripadnikov vsake
generacije veliko ljudi z enakim priimkom, razli¢nih priimkov pa je razmeroma malo, kar
je v skladu z Watsonovim paradoksom. Da se o tem prepri¢amo, zados¢a obisk lokalnega
pokopalis¢a in bezen pregled priimkov na nagrobnikih.

2. Demografija priimkov. Znano je npr., da obstaja na Kitajskem okrog 200 najpogo-
stejsih priimkov, ki pokrivajo priblizno 96% celotne populacije. V resnici samo tri priimke
nosi okrog 20% populacije (kar pomeni okrog 300 milijonov ljudi!). Ti trije priimki so (po
rangiranju iz leta 2006) Li, Wang in Zhang. Po pogostosti sledijo priimki Zhao, Chen,
Yang, Wu, Liu, Huang in Zhou. Teh deset prvih priimkov pokriva okrog 40% populacije.

Se bolj drasti¢no se to vidi pri Korejcih. Vsega skupaj imajo okrog 250 priimkov in samo
trije najbolj pogosti (Kim, Lee, Park) pokrivajo kar 45% populacije.
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V nasprotju s tem je npr. na Nizozemskem npr. okrog 68.000 razlicnih priimkov z vsega
skupaj ve¢ kot 100.000 variantami. Zaceli so jih uporabljati Sele po napoleonskih vojnah.
Najpogostejsi trije nizozemski priimki so De Jong, Jansen in De Vries, vendar je njihov
skupni delez med vsemi priimki samo 1.44%.

Ekstremen primer je Tajska, kjer je razlicnih priimkov skoraj toliko kot je vseh druzin.
Uporabljajo jih Sele od leta 1920. Oblasti zahtevajo, da ima vsaka druzina svoj priimek,
poleg tega ljudje svoje priimke, ne glede na poroke, menjavajo zelo pogosto, zato je njihov
sistem priimkov zelo kompliciran. V vzorcu ve¢ kot 45.000 pregledanih ljudi so npr. odkrili
81% unikatnih priimkov.

Konec leta 2008 je bilo v Sloveniji 90.294 razlicnih priimkov (85% redkih, tj. pod 5%,
68% unikatnih). Trije najpogostejsi priimki so Novak 11.298 (12,5% = 1/8), Horvat 9.934
in Kovaci¢ 5.665. Sledijo priimki Krajnc 5.661, Zupanci¢ 5.044, Kova¢ 4.791, Potoc¢nik
4.759, Mlakar 4.000, Vidmar, Kos, Golob, Turk, Bozi¢, Kralj, Zupan, ... Priimke so v naSe
kraje uvedli v 11. stoletju v Beneski republiki, v 13. stoletju na Trzaskem in v 15. stoletju
v osrednji Sloveniji.

3. Izvor ¢loveka. Pojav izumiranja linij raziskujejo tudi v genetiki, kjer pa mosko linijo
lahko pogosto zamenjajo z zensko. Z modernimi raziskavami mitohondrijske DNK, ki se
prenasa samo z matere na hcer, lahko danes genetiki sledijo bioloski liniji dale¢ v prete-
klost. Ugotovili so, da je pred manj kot deset tiso¢ generacijami (tj. od 150.000 do 200.000
leti) zivela zenska, pramati, iz katere izhajajo vse danes zivece osebe zZenskega spola na
svetu (ti. mitohondrijska Eva). To ne pomeni, da takrat ni bilo na svetu drugih Zensk,
ampak da so vse druge zenske linije do danes izumrle. V tistem casu je celotna cloveska
populacija menda obsegala nekaj tiso¢ posameznikov, ki so mnogo generacij ziveli priblizno
na istem obmo¢ju brez velikih stevilénih sprememb. Cez ¢as so razliéne linije izumrle; ostal
je le en tip mitohondrijske DNK (ena linija), ki jo podedujemo $e danes. Kot vemo, je
¢loveska vrsta danes zelo steviléna in Steje okrog sedem milijard prebivalcev.

Podobno so z analizo DNK na moskem kromosomu Y, ki se podeduje le z ofeta na sina,
nasli ti. Y-kromosomskega Adama, praoceta vseh danes zive¢ih mogkih. Zanimivo, da ni
zivel isto¢asno z mitohondrijsko Evo, ampak priblizno 100.000 let kasneje.

Najmlajsi (tj. najpozneje zivedi) skupni prastarsi, se pravi skupni par prednikov, iz katerih
izvira (po moski ali po Zenski liniji) vsak izmed nas, pa naj bi ziveli pred priblizno 5000
leti.

4. Mnoziéna strezba. Pojav je sploSen; lahko ga opazimo npr. tudi pri mnoZicni
strezbi, kjer imamo na eni strani nekaj streznikov, na drugi strani pa stranke, ki prihajajo
(slucéajno) do streznikov. Zaradi premajhne zmogljivosti sistema pogosto nastajajo vrste
cakajocih. Za zunanjega opazovalca so ¢akajo¢i nasledniki (’sinovi’) stranke, ki je na vr-
sti. Ko zmanjka strank (npr. ko blagajnicarka zapre blagajno in zacne steti denar), linija
"izumre’.

O vedenju vrste odlo¢a r, povprecno Stevilo novih strank, ki pridejo, medtem ko se eni
streze. Ce je r < 1, bo vrsta neko¢ (v limiti) prazna. Ce je r > 1, obstaja pozitivna
verjetnost, da se to ne bo zgodilo. Ce pa je r = 1, je malo verjetno, da bi se vrsta dolgo
obdrzala, toda Ce se to zgodi, je v njej (po Watsonu ali po nasih vsakodnevnih izkusnjah)
veliko ¢akajocih.

Nauk: zaradi Watsonovega paradoksa ni dobro, da je r blizu 1. Noben sistem ne sme
delovati blizu svoje optimalne zmogljivosti.

5. Ostalo. Pojav izumiranja linij lahko opazimo npr. tudi pri prenasanju informacij,
girjenju govoric, nekaterih bolezni, pri genetskih spremembah v populaciji, v jedrski fiziki
itd.
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Zgodovinske opombe

Anglez Henry William Watson (1827-1903) je na pobudo Francisa Galtona (1822-
1911) podal prvo zadovoljivo resitev problema, zakaj in kako izginjajo angleski aristokratski
priimki. Njun skupni ¢lanek o verjetnosti izumiranja druzin On the probability of extinc-
tion of families iz leta 1874 se Steje za zacetek teorije ti. razvejitvenih stohastiénih procesov
(Galton- Watsonovih procesov). V poznih dvajsetih in tridesetih letih 20. stoletja so njuno
delo dopolnili drugi (R. Fisher, J.B.S. Haldane, A.K. Erlang in J.F. Steffensen). Ime raz-
vejitveni procesi sta sicer vpeljala Sele A.N. Kolmogorov in N.A. Dmitrijev leta 1947.

Francis Galton (1822-1911) je bil angleski znanstvenik, geograf, meteorolog, izumitelj,
(pred)genetik, eksperimentalni psiholog, antropolog in statistik. Raziskoval je Jugozaho-
dno Afriko 1850-52, poimenoval pojav anticiklona, uvajal kvantitativno analizo, psihome-
tri¢no testiranje, prouceval dednost razliénih sposobnosti, opravil pionirsko delo pri uvedbi
anket in podrobnih vprasalnikov, uvedel statisti¢ne pojme, kot so standardna deviacija,
korelacija in regresija, dosegel, da so uvedli metodo prstnih odtisov za identifikacijo. Bil
je znan kot zagovornik ti. evgenike (zanjo je skoval ime) in leta 1904 ustanovil (po njem
imenovani) laboratorij za statisticne raziskave. Prvi profesor v njem je bil statistik Karl
Pearson (do leta 1933), drugi Ronald Fisher (do leta 1943). Galton in Pearson sta ze
leta 1901 ustanovila tudi revijo Biometrika, ki Se vedno izhaja.

Danski matematik in inZenir Agner Krarup Erlang (1878-1929) je imel zanimivo lastno
izkusnjo z izginevanjem priimkov. Po materini strani je bil priimek Krarup Ze v njegovi
mladosti zelo redek in tik pred tem, da izumre. Erlang se je uveljavil s svojim modelom
iz teorije mnoziéne strezbe. Ima tudi svojo verjetnostno porazdelitev. Ukvarjal se je pred-
vsem s telefonskimi centralami in telefonskim prometom. Po njem se imenuje enota erlang
za intenzivnost telefonskega prometa.
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II. ZVEZNI MATEMATICNI MODELI

1. Linearne diferencialne enacbe in sistemi

Diferencialne enacbe so orodje za opisovanje (napovedovanje) zveznih sprememb. Z njimi
obravnavamo eksponentno in druge oblike rasti, modeliramo razne pojave v naravi in tudi
drugje, proucujemo stabilnost ravnovesij (razlicni kriteriji, zgledi).

Diferencialna ena¢ba n-tega reda: f(z,dx/dt,...,d"z/dt",t) =0
Avtonomna, ¢e ni eksplicitno odvisna od ¢; sicer neavtonomna. Poseben primer je

Linearna diferencialna enacba n-tega reda:

dhz/dt" + a1 (t)d" tx/dt" " 4 L+ an(t)r = g(t),

ki je lahko homogena, ¢e g = 0, ali nehomogena, ¢e g # 0. Vemo, kaj so splosne resitve,
kaj resitve zacetnih problemov (pri ustreznih zacetnih pogojih).

Splosna resitev je oblike z(t) = xp(t) + zp(t)
(resitev homogene enacbe + partikularna resitev nehomogene enacbe)

Namesto enacbe visjega reda pogost obravnavamo sistem diferencialnih enacb prvega reda:
dX/dt = F(X,t); poseben primer je linearen sistem dX/dt = A(t)X + G(t), kjer je A(t)
funkcijska matrika in G(t) funkcijski stolpec, z ustreznimi zac¢etnimi pogoji X (¢g) = Xo.

Linearna diferencialna enacba prvega reda: dz/dt + ai(t)z = g(t), z(tg) = xo,
resitev: Bl

z(t)=e Jip @ (T)dT(:L"o + ft'; et al(s)dsg(T)dT)

Posebej za konstanten a; in tg = 0 dobimo z(t) = e~ (zg + fg e g(T)dr).

Fundamentalni sistem linearno neodvisnih resitev za homogeno enacbo:
{or; k=1,2,...,n}; z njim se izraza resitev homogene enacbe: xp(t) = > ;_; ckdr(t).

Resitve ¢1, ..., ¢, linearne diferencialne enacbe n-tega reda so linearno neodvisne na danem
intervalu I natanko takrat, ko je determinanta Wronskega W (¢1,...,¢,) # 0 vsaj za en

t € I. Stolpci v matriki Wronskega so oblike (¢, ¢, .., gb]g"_l))T.

Linearna diferencialna enac¢ba s konstantnimi koeficienti reda n:
dhz/dt" + a1d" 'z /dt" " + agd" 2z /dt" 2 + ..+ ar =0

Vedno jo lahko prevedemo na sistem n linearnih enacb prvega reda: dX/dt = AX,
kjer je A spremljajota matrika oziroma prirejenka (nad diagonalo 1, v zadnji vrstici
—Qpy —Ap—1y ey —Q1).

Karakteristicna enacba homogene enacbe (ali prirejenke sistema) je

A+ a A" a2 L+ a, = 0.

Fundamentalni sistem resitev je sestavljen iz linearno nedvisnih funkcij oblike e, teM,
., t771eM | Ge je A r-kratna nicla karakteristicnega polinoma (lastna vrednost prirejenke).
Splosna resitev je potem enaka xp(t) = > -, z;’;?)l cptd et

Resitve za primer n = 2:

(1) A1 # Ao, realni, z(t) = ceM? 4 cpet?t

(2) A1 = Ao, realna, 2(t) = ceM? 4 coteM?

(3) A\12 = a £ if3, konjugirano kompleksni, 3 # 0, z(t) = €**(c; cos Bt + cq sin ft).
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Homogena linearna enacba ima vedno eno reSitev enako ni¢. To je ti. niCelna kriticna
tocka ali ravnovesje (ni gibanja). Njena stabilnost je odvisna od korenov karakteristi¢ne
enacbe.

Izrek 1. Ce so vse nicle karakteristicnega polinoma negativne ali imajo negativne realne
dele, potem za vsako resitev linearne diferencialne enacbe n-tega reda s konstantnimi koefi-
cienti obstaja M > 0 in w > 0, da je |x(t)| < Me %t zat > 0. Tedaj je nicelno ravnovesje
asimptoticno stabilno: za vsak € > 0 obstaja 6 > 0, da iz || Xo| < § sledi || X(t)]| < € za
vsak t > 0 in velja lim_oo 2(t) =0 .

Dokaz. Fundamentalne resitve so oblike ¢y;(t) = theMt Ny = ap + if in resitve
z(t) = > j Cjdrj(t); ocenimo:

()] <D lewsllon; (0] <3 Jeny| 47|l Mt

k.j k.j
<Y eggl[t[efe il et < (N ey | My e,
k,j k.j
kjer je Re A\, < —w < 0 za vsak k. Odtod vidimo, da lim;_,~, 2(t) = 0.
Oznacimo e C' = (c11,¢12, s Cmr, ;)L (dolzine n) in Xo = (2(0),2’(0), ..., 2=V (0))T,
tako da je C' = PXj za neko obrnljivo matriko P. Potem je ||C|| < ||P|| || X0 in imamo
od prej tudi oceno

()] < D lewg | Mige™ < Q0 M) QY lerg )2 = QM) 2ICI| < M| Xoll,
k,j k,j k,j k.j

kjer je M = (32, lej)l/zﬂPH. Odtod takoj vidimo, da je |z(t)| < €, ¢e je || Xo|| < 6 = ¢/M

in imamo tudi stabilnost.

Routh-Hurwitzovi kriteriji za stabilnost

Kdaj lezijo vse nicle karakteristicnega polinoma v levi polravnini (tedaj vse resitve v ne-

skonénosti konvergirajo proti 0)?

Izrek 2: Ce je p(A) = N+ a A\ + .+ an_ 1\ + a, polinom z realnimi koeficienti,
definiramo n Hurwitzovih matrik:

ay 1 0 0
a 1 a1 0 as as a 1
1 3 2 1
le[al],HQZ |: :|,H3: a3 az ai ,H4: g ey
az az as a4 a3z a2
as a4 ag

ar ag a5 Qa4

kjer je aj = 0 za j > n. Potem so vsi koreni polinoma v levi polravnini natanko takrat, ko
so determinante vseh Hurwitzovih matrik pozitivne, tj. det H; > 0 za vsak j = 1,2,...,n.

Dokaz. Izrek pustimo nedokazan (glej npr. v [14]).

Opomba. To je analogija Juryjevih kriterijev v diskretnem primeru. V resnici se da
dokazati, da so Routh-Hurwitzovi pogoji ekvivalentni Juryjevim za nek drug polinom,
transformiran z linearno lomljeno transformacijo A = (u + 1)/(1x — 1) oziroma njenim
inverzom p = (A 4+ 1)/(A — 1) (glej [23]). Koeficienti polinoma se pri tej transformaciji
spremenijo, Routh-Hurwitzovi pogoji za stare koeficente se prevedejo na Juryjeve pogoje
za nove koeficiente in obratno.

Posebni primeri:

n = 2: ai,ag > 0 (ker detH1 =ai, detHQ = a1a2)
n=3: aj,az >0, ajag > a3 (sledi tudi ag > 0)
n=4: ay,as3,a4 > 0, ajacag < a% + a%a4

n =>5: a1,a2,03,a4,a5 > 0, ajagsas < ag + a%a4,

(ara4 — a3)(aazaz — a% — a%a4) > as(aras — az)? + alag

Dokaz za primer n = 2 je trivialen (a1 = —A1 — A2, az = A1 \2).
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Posledica (potreben pogoj): Ce so vse nicle karakteristicnega polinoma z realnimi koefi-
cienti na negativni polravnini, so vsi koeficienti pozitivni.

Dokaz. V razcepu polinoma (A +r1)...(A+7) (A2 + 21 A+ ¢} + d3)... (A2 4+ 2\ + ¢ + dF)
so vsi r; > 0, ¢; > 0, zato so koeficienti aj, > 0.

Ce je npr. en koeficient enak ni¢, je vsaj en koren tudi 0, Gisto imaginaren ali pa lezi
na desni polravnini (zgled: A\® +2)\ + 1 = 0, en koren je negativen (—0.453), druga dva
konjugirana (0.227 £ 1.468i).

Zgled: Kdaj lezijo vse nicle polinoma p(\) = A3 + 42 + X + @ na levi polravnini?
(Odgovor: ko velja 0 < a < 4.)

Linearni sistemi prvega reda

To so sistemi oblike

dX/dt = At)X(t) + G(t),
kjer je A(t) matrika reda n in G(t) stolpec dolzine n. Ce je fundamentalna matrika sistema
®(t), je njegova resitev, ki ustreza zacetnemu pogoju X (t9) = X enaka

X(t) = (t)®(to) ' Xo + ®(t) /t ®(s)"'G(s)ds

to
Avtonomni linearni sistemi:
Matrika je konstantna: A(t) = A in ®(t) = e*4. Splosna resitev homogenega sistema je
zdaj oblike X (t) = eA*C, kjer je C poljuben stolpec. Torej moramo v splosnem izracunati
eksponentno matriéno funkcijo e*. Poleg ra¢unanja z eksponentno vrsto poznamo vsaj
dve metodi:
(i) prevedbo matrike A na jordansko obliko oziroma z diagonalizacijo (e gre),
(ii) Leonardovo metodo: najprej reSimo ustrezno linearno diferencialno enac¢bo n-tega reda
(z istim karakteristicnim polinomom) s primernimi zac¢etnimi pogoji, pri katerih je matrika
Wronskega identi¢na matrika; potem je resitev et = z1 (1)1 + 29(t)A + ... + z,(t) A" L.

Posebni primer homogenega sistema (n = 2)

To je sistem oblike dX/dt = AX(t), kjer je A konstantna matrika reda 2

Karakteristicna enacba je A2 — tr(A)\ + det(A) = 0.

Imamo lahko razli¢ne primere, odvisno od tega, kaksne so lastne vrednosti matrike A:

(1) Ce sta A1, A realni lastni vrednosti in obstajata linearno neodvisna lastna vektorja
Vi, Va, je splosna reditev X (t) = ¢ VieMt + coVoe?t,

(2) Ce \; = Ay in obstaja samo en linearno neodvisen lastni vektor V; je sploSna reSitev
X (t) = e VieMt + co(ViteMt 4+ KieM), kjer je K korenski vektor, tj. (A — M\ 1)Ky = V.
(3) Za A2 = a % ib konjugirani lastni vrednosti pa X (t) = Ce® cosbt + De® sin bt, kjer
sta vektorja C'in D odvisna od lastnih vrednosti in lastnih vektorjev (ostaneta samo dve
splosni konstanti).

0 1 0 2k-1 1 (e —1)/2
Zgled. (a)A:[O 2]7Ak:[0 ot },em:[o ( e2t)/ ]

Splosno resitev X (t) = e'4C = (¢1 + ca(e? — 1)/2, c2e?!)T lahko poiséemo na dva nacina:

Z diagonalizacijo:
Lastni vrednosti sta 0 in 2, lastna vektorja (1,0)” in (1,2)7, matrika A

y [1 (e~ 1)/2 }

je podobna diagonalni matriki z diagonalo (0,2)” in e = 0 o2t

Z Leonardovo metodo:
Resimo enacbo & — 2¢ = 0 in poistemo ustrezne resitve z(t) = 1,

. 10 0
__ (2t . tA __ 1.2t
xo(t) = (e 1)/2; potem je e = [ 01 } + 5 (% — [ 0 ]
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(b) A= [ (1) ? ], lastni vektor V' = (1,0)7, korenski vektor (A—I)K =V, K = (0,1/2)7,

refitev X (t) = c1e!V + ca(te!V + ' K) = ((c1 + cat)el, caet /2)T .
Leonardova metoda: Ustrezni resitvi enacbe & — 2@ + x = 0 sta z1(t) = (1 — t)e! in

. b2t
x5(t) = tet, dobimo et = [ © ° A(

0 e c1,c2)T kot prej.

] in potem splogno resitev X = e

Stabilnost takega sistema spoznamo z uporabo izreka 1 oziroma iz Routh-Hurwitzovih
pogojev.

Trditev 1: Izhodisce je asimptoticéno stabilno, cée je tr(A) < 0, det(A) > 0, stabilno, ce je
tr(A) <0 in det(A) > 0 in nestabilno, ce je tr(A) > 0 ali det(A) < 0.

Dokaz. Sledi takoj iz Routh-Hurwitzovega pogoja za primer n = 2, saj je tr(A) = —ay in
detA = ag.

Zgled (Farmakokineti¢ni model jemanja zdravil (glej [1]):

Spremenljivki x in y naj pomenita koncentracijo zdravila v prebavnem traktu oziroma v
krvi, parametra a in b (a,b > 0) pa hitrost izlo¢anja zdravila iz prebavnega trakta oziroma
iz krvi. Model se potem glasi:

de/dt = —ax+ g(t),
dy/dt = ax—by
Resitev je oblike X (t) = e Xy + et fg e~ 435G (s)ds, G(s) = (g(s),0)T.
Ker je matrika enaka A = [ @ _Ob } sta lastni vrednosti —a, —b. V limiti je homogeni

del enak ni¢. Torej je
¢
lim X (¢) = lim eAt/ e %G (s)ds.
t—o0 t—o0 0
Lahko se prepricamo, da je eksponentna funkcija enaka
A e—at 0
e = a(e—bt _ e—at)/(a —b) bt |-
Ce je npr. g(t) = 1 in X(0) = (0,0)T, je potem z(t) = (1 — e *)/a in y(t) = 1/b +
e~ /(a —b) —ae /b(a — b), se pravi z(t) — 1/a in y(t) — 1/b.

Najveckrat je vnos zdravil periodi¢en (npr. vsakih 6 ur). Pomembno je, kako niha kon-
centracija zdravil v krvi (dovolj velik minimum, ne prevelik maksimum).

Linearni avtonomni sistemi dveh diferencialnih enac¢b in fazna ravnina.

Sistem
dx/dt = az+ by,
dy/dt = cx+dy

zapiSimo v matri¢ni obliki: dX/dt = AX, kjer je X = [ z ], A= [ Z Z }
Ce je matrika A obrnljiva, je kriticna tocka izolirana in ena sama, izhodisce (0,0), (sicer
pa je lahko cela premica skozi (0,0) ali vsa ravnina).

Asimptoti¢na stabilnost izhodis¢a: Po izreku 1 (ki velja tudi za sisteme) resitve ek-
sponentno konvergirajo proti ni¢ natanko takrat, ko sta obe lastni vrednosti negativni ali
imata negativna realna dela oziroma po trditvi 1, ko je tr(A) < 0 in det(A) > 0.

Oznacimo 7 = trA = a+d = A\ +Ag, § = detA = ad—be = A\ \o, tako da je karakteristi¢ni
polinom enak A2 —7A+6 = A2 — (a+d)\ + (ad — bc). Vpeljimo $e oznako za diskriminanto
kvadratne enatbe A = 72 — 4§. Potem lahko klasificiramo, kaksne vrste kriti¢na tocka
(ravnovesje) je tocka (0,0) oziroma kako se sistem vede v blizini te tocke.
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Klasifikacija:

I. 0 # 0 (nobena lastna vrednost matrike A ni enaka ni¢, tocka (0,0) je izolirana kriticna
tocka).

(1) A > 0, razlicni realni lastni vrednosti Ay # Ag, linearno neodvisna lastna vektorja,
matrika A podobna diagonalni matriki z A1, A2 po diagonali, sistem ekvivalenten sistemu
U= Mu, 0 = \v z reditvama u = c1eM?, v = cpe???, v fazni ravnini (ko izlo¢imo cas t)
dobimo v = ¢y (u/cy ) 2/M
(a) 0 > 0 (obe lastni vrednosti sta istega predznaka, tiri so potencéne funkcije skozi
izhodisce): vozel
(i) stabilen, ¢e sta obe negativni (gibanje proti izhodiséu)
(ii) nestabilen, ¢e obe pozitivni (gibanje stran od izhodis¢a)
(b) 6 < 0 (lastni vrednosti sta nasprotnega predznaka, tiri so hiperbole): sedlo
(vedno nestabilno)

(2) A < 0, lastni vrednosti tvorita par konjugiranih kompleksnih Stevil: A = « + (3,
Ay = a — i3 = A\; (v tem primeru mora biti § = [A\1|? > 0; lahko dosezemo, da je resitev
ekvivalentnega sistema podana z u = c1eM?, v = ¢ eM?, torej v = 7)
(a) a # 0 (¢e pisemo ¢; = r1e*!, dobimo resitev u = re*e!(#+51) ki pomeni
logaritmi¢no spiralo v kompleksni ravnini): fokus
(i) stabilen, ¢e o < 0
(ii) nestabilen, ¢e a > 0
(b) a = 0 (resitev je zdaj u = r1e*P+51)  tiri so koncentri¢ne kroznice okrog izhodiséa):
center (vedno stabilen)

(3) A =0, ena sama realna lastna vrednost A, § = A? > 0
(a) A= PDP~' = A (skalarna matrika, resitve z = c1e™, y = coe™, y = (ca/c1)x, fazni
tiri so premice skozi izhodisc¢e): kritiéni vozel (zarek, zvezda)
(i) stabilen, ¢e A <0
(ii) nestabilen, ¢e A >0

(b) A =PJP J = [ 8\ }\ } jordanska matrika (sistem ekvivalenten sistemu @ =

A+ v, © = v z reSitvama u = (¢; + CQt)e’\t, v = cpeM, fazni tiri so transcendentne
krivulje u = (¢1/c2)v + (v/A) In(v/c2)): logaritmiéni ali dikritiéni vozel

(i) stabilen, ¢e je A <0

(ii) nestabilen, ¢e je A >0

IT. 6 = 0 (vsaj ena lastna vrednost, npr. A1, je ni¢; kritiéne tocke niso izolirane)

(1) A = 72 > 0, (druga lastna vrednost Ao # 0, matrika A ni obrnljiva, kriti¢ne tocke
lezijo na premici, ekvivalenten sistem % = 0, ¥ = Aov ima reditvi u = ¢1, v = cpe??t, fazni
tiri so premice, vzporedne ordinatni osi)

(i) A2 < 0 (gibanje proti abscisni osi)

(ii) A2 > 0 (gibanje stran od abscisne osi)

(2) A =72 =0 (obe lastni vrednosti sta ni¢)
(a) A =0, vse tocke na ravnini so kriticne: & =0, y = 0 (gibanja ni)

(b) A=PJPL J= [ 8 (1) ] jordanska matrika (sistem ekvivalenten sistemu @ = v,

0 = 0 z reSitvama u = cot + ¢1, v = co, fazni tiri so vzporedni abscisni osi), kriti¢ne
so vse tocke na abscisni osi

., [0 -1 o1 J1 0
Zgledi: A = [ 10 } (center), A = [ 10 ] (sedlo), A = [ 0 3 } (vozel).

Povzetek. Ce je 7 = tr(A), § = det(A) in A = 72 — 44, imamo za A > 0 nestabilen vozel,
e T >0, >0, sedlo, ¢e § < 0, stabilen vozel, ¢e 7 < 0in § > 0, za A < 0 pa nestabilen
fokus, ¢e 7 > 0, center, ¢e 7 = 0 in stabilen fokus, ¢e 7 < 0.
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Na sliki 21 predstavljajo tocke v drugem kvadrantu stabilen, v ostalih kvadrantih pa
nestabilen sistem. Tocke pod abscisno osjo pomenijo realne lastne vrednosti razlinega
predznaka (sedlo), nad njo pa istega predznaka (vozel) oziroma konjugirano kompleksne
vrednosti (fokus ali center). Parabola 46 = 72 loci sedlo in vozel (spodaj) od fokusa in
centra (zgoraj). Center je vedno stabilen, sedlo vedno nestabilno.

< o) ) N\
stabilnost nestabilnost

6>0 CerterA <V A=0

fokus | fokus

vozel vozel
6=0 >
sedlo sedlo < = )
A >0
6<0 nestabilnost
SLIKA 21

2. Stabilnost linearnih sistemov

Pri linearnih avtonomnih sistemih diferencialnih enacb prvega reda je izhodisée 0 vedno
kriticna tocka (ravnovesje). Kot smo videli, je lahko edina, lahko pa so Se druge. Kadar
je trivialna resitev (asimptoti¢no) stabilna, bomo rekli preprosto, da je dinamicéni sistem
(asimptoti¢no) stabilen.

Pri linearnem avtonomnem sistemu je desna stran dolo¢ena z matriko A s konstantnimi
koeficienti: F(X) = AX. Poleg tega privzemimo, da je to = 0 (reSitve so tako in tako
definirane na vsej realni osi).

Trditev 1. Linearen sistem dX/dt = AX je stabilen natanko takrat, kadar obstaja
pozitivna konstanta M > 0, tako da za vsak t > 0 velja ||| < M (to pomeni, da je
polgrupa {e*4;t > 0} omejena).

Dokaz. Resitev zacetnega problema z zacetnim pogojem X (0) = X je X(t) = 4 Xy.
Ce je sistem stabilen, se pravi, ¢e za vsak ¢ > 0 obstaja tak 6 > 0, da iz || Xo|| < 0 sledi
et Xo|| < € za vsak t > 0, polgrupa {e!4;¢ > 0} ne more biti neomejena. V tem primeru
bi namreé za vsak n € N obstajal tak ¢, > 0, da bi bilo [|e/»4| > n in zato tudi tak X,
z normo || X, || = 1, da bi bilo [|e""4X,|| > n. Tedaj bi izbrali X9 = 6X,,/2 in bi imeli
| Xo|l = 6/2 < 8, vendar pa |le»4Xy|| = g||et"AXnH > nd/2, kar je pri velikem n gotovo
vecje od € (protislovje!).

Obratno je takoj: iz ||| < M za vsak t > 0 sledi ||e!4 Xo|| < M| Xo]|, odkoder vidimo
stabilnost sistema.

Pokazimo, da je stabilnost povezana z lokacijo lastnih vrednosti. Videli bomo, da enako
velja za asimptoti¢no stabilnost, ki jo bomo obravnavali v trditvi 3.

Trditev 2. Ce je linearen sistem dX/dt = AX stabilen, za vsako lastno vrednost X matrike
A velja ReX < 0.

Dokaz. V nasprotnem primeru bi za lastni vektor X, || X|| = 1, ki pripada lastni vrednosti
A z ReX > 0, imeli oceno [|et4]| > || X|| = |e}| = etf} za vsak t > 0 (nestabilnost).
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Opomba. Obratno ne velja: pri Re\ < 0 sistem ni nujno stabilen. Zgled: Izberimo si
matriko

0 110
0 001
A= -1 0 01
0 -1 00

Njen karakteristi¢ni polinom je enak det(A] — A) = (A2 + 1)?, tako da sta lastni vrednosti
1 in —1t, vendar vsaki od njiju pripada le en linearno neodvisen lastni vektor. Za ¢ je to
npr. vektor (1,0,4,0)7, ustrezni korenski vektor pa (1,1,4,4)7; za —i pa je lastni vektor
(4,0,1,0)” in korenski vektor (i,,1,1)7.

Ce torej piSemo

S =

O . O =
ST e

[ N 12. } Potem pa je matrika

in izracunam S, vidimo, da je ST1AS = [ ! 1 ]
t . .
11 torej obstaja taka konstanta ¢ > 0,

e!4 podobna direktni vsoti e [ (1) i ] e [ (1)

da je

1 ¢
ez el | g 3 ]z cl -

Kar smo rekli za avtonomen linearen sistem, recimo kar za matriko, ki ta ta sistem doloca,
in posplosimo Se na kompleksne matrike.

Definicija 1. Kompleksna matrika A je

(i) stabilna, ce velja ||e!4|| < M za neko konstanto M > 0 in vsak ¢ > 0, v nasprotnem
primeru pa nestabilna;

(i) asimptoticno stabilna, e velja limy o ||t = 0.

Trditev 2 npr. pove, da ima vsaka latna vrednost stabilne matrike realni del nepozitiven.
Za asimptoticno stabilnost pa imamo naslednji rezultat.

Trditev 3. Za kompleksno matriko A so ekvivalentne naslednje trditve:

(i) Matrika A je asimptotiéno stabilna.

(ii) Za vsako lastno vrednost A\ matrike A je realni del Re A < 0.

(iii) Obstajata taki pozitivni konstanti M > 0 in w > 0, da za vsak t > 0 velja
let ] < Me.

Dokaz. (i) = (ii) Ce je ReX > 0 in je X ustrezni lastni vektor, imamo |4 X|| =
A X| = [1X]], se pravi [e“1X || £ 0.

(il) = (iii) Zapisimo matriko A v jordanski obliki. Za jordanski blok J = Aplx + Qx,
kjer je Q nilpotent, je etk = eM(I + M\t Qp 4 ... + (Apt)™ 1 /(n — 1)! - sz_l), torej
etk || = etBeMepr(t), Kjer je pr(t) = [T + MtQp + ... + (Mpt)™ ™/ (ny — 1)! - QZ’“_IH. Ker
je matrika A podobna direktni vsoti jordanskih blokov, obstaja taka konstanta ¢ > 0, da
je ||t < cmaxy [[eF|| = cmaxy e Mpr(t) < Me ™t kjer je w = —maxy, Re \x/2 in
M = cmaxy, max; e~ “p(t).

(ili) = (i) Dokaz je trivialen.

V naslednjih dveh izrekih bomo spoznali, da je (asimptoti¢na) stabilnost dane matrike
odvisna od resitve posebne matri¢ne enacbe. To bomo uporabili kasneje pri nelinearnih
sistemih diferencialnih enacb.
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Izrek 1. Kompleksna matrika A je asimptoticno stabilna natanko takrat, ko ima matriéna
enacba A*X + XA = =Y za vsako pozitivno definitno matriko Y tudi pozitivno definitno
resitev X.

wt

Dokaz. Ce je A asimptoticno stabilna matrika, po trditvi 3 velja ||e!4|| < Me™! za vsak
t > 0, zato je integral X = fooo et YetAdt dobro definiran in predstavlja pozitivno definit-
no matriko X, ¢e je le Y pozitivno definitna matrika. Poleg tega X resi matri¢no enacbo
A*X + XA = —Y. To najlazje vidimo z odvodi (da pa se utemeljiti tudi z eksponentno
vrsto):

oo [e.e]
mX+XA:/ MW”WM+&NWﬁMﬁ:/)MNYWWﬁ:éﬁwﬂﬁ:—Y
0 0
Obratno, naj velja pogoj v zvezi z resljivostjo omenjene matri¢ne enac¢be in naj bo v lastni
vektor za poljubno lastno vrednost A matrike A. Potem za (kompleksni) skalarni produkt
(.,.) velja (A*Xv,v) + (XAv,v) = —(Yv,v). Odtod dobimo 2Re A(Xv,v) = —(Yv,v).
Ker sta stevili (Xv,v) in (Yv,v) pozitivni, sledi

1
Re )\ = —§(Yv,v>/(Xv,v> < 0.
Opomba. Tu je seveda A* adjungirana (konjugirana in transponirana) matrika matrike
A. Ce je A realna matrika, je seveda A* = AT in enacba se glasi ATX + XA =-Y. V
tem primeru imamo pri realni pozitivno definitni matriki Y tudi realno pozitivno definitno
resitev X.

Izrek 2. Ce je A nestabilna realna matrika z lastnostjo, da nobena lastna vrednost ne leZi
na imaginarni osi, obstaja taka mestabilna sebi adjungirana obrnljiva matrika B, ki ima
vsaj eno pozitivno lastno vrednost, da je pozitivno definitna tudi matrika

C = ATB + BA.

Dokaz. Denimo najprej, da so vsi realni deli ReA > 0 pozitivni. Tedaj je matrika —A po
trditvi 3 asimptoti¢no stabilna in po izreku 1 obstaja za vsako (realno) pozitivno definit-
no matriko C' taka (realna) pozitivno definitna, torej tudi sebi adjungirana (simetri¢na)
obrnljiva in nestabilna matrika B, da velja C = AT B + BA.

Denimo zdaj, da ima A tako lastne vredosti s pozitivnim kot tudi lastne vrednosti z
negativnim realnim delom. Tedaj je matrika A podobna direktni vsoti dveh matrik Ay in
A, od katerih ima prva samo lastne vrednosti s pozitivnim realnim delom, druga pa

A 0

1 ..
0 Ay ] S™" za neko obrnljivo

samo take z negativnim realnim delom. Torej je A = S [

Ci 0
0 Oy

in C5 poljubni pozitivno definitni matriki. Ker je tu desna stran pozitivno definitna, velja
isto tudi za matriko C'. Enacba AT B + BA = C je potem ekvivalenta enacbi

A0 Ar 0 | _ G 0
R A R

kompleksno matriko S. Izberimo matriko C' tako, da bo S*CS = [ ], kjer sta Cy

X1 n
Yo Xo

ATX;[ + X14; = (1, ATYl + Y145 =0, A;YQ +Y5A; =0, A;XQ + XoAs = Cs.

Ker je C; pozitivno definitna matrika, obstaja po izreku 1 pozitivno definitna matrika
X1, ki resi prvo enacbo. Podobno obstaja negativno definitna matrika X5, ki resi zadnjo
enacbo. Srednji enacbi sta izpolnjeni, ¢e postavimo Y} = Yo = 0.

kjer je Y = §*BS. Pisimo Y = [ } in dobimo §tiri enacbe:
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X1

Potem je Y = [ 0 X,

} sebi adjungirana nestabilna (ker velja X; # 0) in obrnljiva

matrika, ki resi enacbo
A7 0 Ar 0| _|Ci O
R A
Matrika B = ST*Y S~! je potem sebi adjungirana obrnljiva matrika, ki zadosca iskanemu
pogoju ATB + BA = C. Ce bi za vsako lastno vrednost matrike B veljalo A < 0, bi isto

veljalo za lastne vrednosti matrike Y, kar pa ni res. Torej ima B vsaj eno pozitivno lastno
vrednost in je zato nestabilna matrika.

Posledica. Naj bo A nestabilna realna matrika, ki ima vsaj eno lastno vrednost s pozitiv-
nim realnim delom. Tedaj obstaja Stevilo o > 0, nestabilna sebi adjungirana matrika B z
vsaj eno pozitivno lastno vrednostjo in pozitivno definitna matrika C, tako da velja

ATB+ BA=aB+C.

Dokaz. Stevilo a > 0 izberemo tako, da je matrika A — (a/2)I $e vedno nestabilna in brez
lastnih vrednosti na imaginarni osi. Po izreku 2 obstaja taka nestabilna sebi adjungirana
obrnljiva matrika B z vsaj eno pozitivno lastno vrednostjo, da je

C= (AT —al/2)B+ B(A—al/2)
pozitivna definitna matrika

Opomba. Kadar lastne vrednosti matrike A ne lezijo na imaginarni osi, re¢emo, da imamo
hiperboliéni primer (ki ga je lazje obravnavati).

Kvalitativna matri¢na stabilnost

Veasih lahko samo iz matrike predznakov @ = sign(A) sklepamo na stabilnost matrike A.

Definicija. Re¢emo, da je kvadratna matrika A kvalitativno stabilna, ¢e imajo vse matrike
z istim @ = sign(A) vse lastne vrednosti v levi polravnini.

Kvalitativna stabilnost je strozja zahteva, saj implicira lokalno asimptoti¢no stabilnost,
obratno pa ne velja (kriterij je zadosten, ne pa potreben). Prednost kvalitativne obrav-
nave je lazja uporaba. Ker nas zanimajo samo predznaki, ni treba izvajati obsirnih racunov
kot npr. pri Routh-Hurwitzovem kriteriju. Poleg tega lahko predznake pogosto dolo¢imo
kar iz usmerjenega grafa (digrafa), ki pripada matriki Q).

Potrebne pogoje za kvalitativno stabilnost matrike sta ze v 60-tih letih 20. stoletja navedla
ekonomista James Quirk in Richard Ruppert:

Izrek 3. Ce je obrnljiva matrika A kvalitativno stabilna in je Q = sign(A) = (gij), velja:
(1) ¢ii <0 za vsak i,

(2) gii <0 za nek i,

(3) ijqj; <0 za vsak par i # j,

(4) v vsakem ciklu qijqjk...qri 2 vsaj tremi razlicnimi indeksi je vsaj en element enak 0.

Zaradi obrnljivosti matrike A je ravnovesje 0 izolirano. Zaradi tock (1) in (2) v digrafu
ni pozitivnih zank, obstaja pa vsaj ena negativa zanka. Tocka (3) pove naslednje: kadar
med dvema toCkama grafa obstajajo nasprotni puséici, je ena pozitivna ena negativna. Po
tocki (4) pa digraf nima ciklov dolzine 3 ali vec.

Quirkov in Ruppertovi pogoji $e niso dovolj za odlocitev o kvalitativni stabilnosti sistema.
Dodatne pogoje je formuliral Clark Jeffries leta 1974 in so osnovna sestavina ti. barvnega
testa.

Definicija. Plenilska povezava je par oglis¢, povezan z enim + in enim - (puscici v obe
smeri), plenilska skupnost (oziroma plenilska koalicija) je podgraf iz povezanih plenilskih
povezav.
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Vozle z zanko pobarvajmo ¢rno, ostale vozle belo. Za vsako plenilsko skupnost testiramo,
ali velja naslednje:

(i) obstaja vsaj en bel vozel,

(ii) vsak bel vozel je povezan s plenilsko povezavo z drugim belim vozlom,

(iii) vsak ¢rn vozel, ki je povezan s plenilsko povezavo z belim vozlom, je povezan s plenil-
sko povezavo Se z nekim drugim belim vozlom.

Izrek 4 (barvni test): Ce obrnljiva matrika A zadosca Stirim potrebnim pogojem iz izreka
3 in dodatno vsaka plenilska koalicija zgresi vsaj enega od treh pogojev (i),(ii),(iil) barvnega
testa, je matrika A kvalitativno stabilna.

Kasneje bomo obravnavali nelinearne dinamicne sisteme, ki uravnavajo tekmovanja ali pre-
hrambene "navade”med razliénimi vrstami, ki sobivajo na istem prostoru (sistemi Lotka-

Volterra). Za stabilnost vsakega od ustreznih ravnovesij je tedaj odlo¢ilna vrednost Jaco-
bijeve matrike A v tem ravnovesju. Oba naslednja zgleda sta iz [11].

Zgleda 1. (Prehrambena veriga reda 3):

dri/dt = z1(a10 — a1121 — a1222),
dl’g/dt = 1’2(—&20 + az121 — a23x3),
drxs/dt = x3(—aso + agex2),

Vsi nastopajoci koeficienti naj bodo a;; > 0. Pri predpostavki, da obstaja pozitivno rav-
novesje (T1,T2,%3), T; > 0 za ¢ = 1,2,3, dobimo obrnljivo Jacobijevo

—a11Ty  —a12T 0 - =0
matriko za to ravnovesje: A = a91T2 0 —ag3Ty |. Torejje@ =1 + 0 -—
0 a3273 0 0 4+ 0

NariSimo Se ustrezni digraf.

s

SLIKA 22

Iz matrike @ ali njenega digrafa hitro vidimo, da so vsi Stirje potrebni pogoji za kvalitativno
stabilnost v tem primeru izpolnjeni. Od pogojev iz barvnega testa (izrek 4) pa sta prva
dva o¢itno izpolnjena, tretji pa ne. Torej je matrika A (in s tem pozitivno ravnovesje
nelinearnega sistema) po izreku 4 kvalitativno stabilna.

Kasneje bomo o prehrambeni verigi Se govorili v zvezi s obstojem populacij in njihovo
persistenco.

2. (Sistem Lotka-Volterra reda 6, trije parazitoidi Py, Py, P, tri faze Hy, Ho, H3 gostitelja).
Sistem je zdaj bolj kompliciran (glej [11]), za kvalitativno matriko predznakov dobimo

00 0 + 0 0
000 0 0 4 0
0o 0 0 0 0 +
@=1_900 - 0 ¢
0 — 0 + — 0
000 — 0 + — |
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Ustrezni digraf pa je:

SLIKA 23

Zdaj pa za matriko @) potreben pogoj (4) glede odsotnosti ciklov dolzine 3 iz izreka 3 ni
izpolnjen. Torej matrika A ni kvalitativno stabilna. To pa seveda $e ne pomeni, da ni
morda lokalno asimptoti¢no stabilna.

3. Nelinearne diferencialne enacbe in sistemi

Ogledali si bomo avtonomne diferencialne enacbe in avtonomne sisteme, njihove kriticne
tocke oziroma ravnovesja, pojem lokalne in globalne stabilnosti in nekaj zgledov uporabe.

Avtonomni sistem
To je sistem dX/dt = F(X) z zatetnim pogojem X (tg) = Xp.

Naj pripomnimo, da se da z uvedbo nove spremenljivke vsak sistem prevesti na avtono-
mnega. NajveCkrat bomo predpostavili, da je funkcija F' definirana na vsem prostoru R"
in zvezna.

Resitev avtonomnega sistema je taka odvedljiva vektorska funkcija X = X (t), ki zadosca
(vektorski) diferencialni enacbi in zacetnemu pogoju. Zaradi avtonomnosti sistema je ne-
odvisna od premikov v ¢asu: funkcija Xs(t) = X (¢ — s) je tudi resitev, le pri drugem casu
to + s poteka skozi Xj.

Definicija. Funkcija F' je Lipschitzova na (odprti) podmnozici D C R", ¢e obstaja taka
konstanta K > 0, da za vsak par X, Y € D velja |F(X) — F(Y)|| < K||X - Y|.

Ce je npr. funkcija F odvedljiva (diferenciabilna) na D in je DF zvezna preslikava iz
D (z evklidsko metriko) v prostor linearnih operatorjev (matrik) na R™, npr. e so vsi
parcialni odvodi zvezne in omejene funkcije na D, je F tudi Lipschitzova s konstanto
K = sup{|[DF(X)[; X € D} = sup{[[(2/:(X)/dap)ll; X € D}.

Eksistenéni izrek: Ce je funkcija F Lipschitzova na D, obstaja za vsak Xo € D natanko
ena reditev zacetnega problema dX/dt = F(X), X(tg) = Xo, definirana v dovolj majhni
okolici tocke tg.

Da se tudi pokazati, da je pri pogojih eksistencnega izreka reSitev zvezno odvisna od
zacetnega pogoja Xp, in da se jo da vedno razsiriti na maksimalni eksistencéni interval

CHEE

Maksimalni eksistenéni interval je lahko koncéen (npr. 8 < o), razen ¢e je resitev omejena
(tj. ¢e trajektorija ostane v kompaktni mnozici); vedno pa lahko sistem tako preobliku-
jemo, da ostanejo trajektorije iste in enako orientirane, njihova parametrizacija pa je taka,
da so nove resitve definirane za vsak ¢t € R. (Za vse te trditve glej npr. [24], razdelek 5.3.)
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Ce je F Lipschitzova funkcija na vsem prostoru R”, velja za avtonomen sistem dX/dt =
F(X) celo naslednje.

Globalni eksistenéni izrek: Naj bo F' zvezna in Lipschitzova funkcja na R™. Potem za
poljuben ty € R in Xo € R™ obstaja natanko ena resitev X = X (t) zacetnega problema
dX/dt = F(X), X(to) = Xo, ki je definirana za vsak t € (—o0,00).

Odslej bomo privzeli, da so reSitve vedno definirane na vsej realni osi.

Lipschitzova lastnost desne strani sistema zagotavlja enoli¢nost resitve vsakega zacetnega
problema, vendar le med odvedljivimi funkcijami, ki tudi same zadoS¢ajo nekemu Lipschi-
tzovemu pogoju (kar se vidi iz dokaza eksistencnega izreka). Ce Zelimo imeti enolicnost
reSitve med vsemi moznimi reSitvami zacetnega problema, potrebujemo naslednjo oceno.

Trditev (Gronwallova neenakost). Naj bosta u,v poljubni nenegativni zvezni skalarni
funkcigi na intervalu (a,b), a < tg <b, in C > 0. Ce velja za a <t < b ocena
¢

v(t) <C+ | [ u(s)v(s)ds],

to

velja za a <t < b tudi neenakost v(t) < el Jig ()45l

Dokaz. Obravnavajmo najprej primer tg <t < b. V ta namen definirajmo funkcijo

w(t)=C +/t u(s)v(s)ds,

0

tako da velja C = w(tp) in v( ) < w(t). Naj bo C > 0; potem je za vsak ¢ tudi w(t) >
0. Ker je w'(t) = u(t)v(t) u(t)w(t), je w'(t)/w(t) < u(t) in z integracijo dobimo

ftt u(s)ds ftt u(s)ds . .
Inw(t)/w(ty) < ft s)ds oziroma w(t) < w(ty)e’to = Ce’to . Upostevajmo, da
je v(t) < w(t).
Cejea <t < tyin C > 0, definiramo raje w(t) = C + f v(s)ds, zato imamo
W' (t) = —u(t)v(t) > —u(t)w(t) in podobno kot prej Inw(ty)/w(t ) > — [ho
<w(t) < Celi® u(s)ds, Spet upostevajmo v(t) < w(t).

u(s)ds oziroma

Ce pa je C = 0, izberemo zaporedje C}, padajocih in proti ni¢ konvergirajocih stevil. Zanje

t
velja po prejsnjem v(t) < Ciee! Jeo 981 4y 4 Yimiti v(t) < 0 oziroma v(t) = 0.

Izrek (O zvezni odvisnosti od zaCetnega pogoja in o enoli¢nosti). Pri pogojih
eksistencnega izreka je resitev X (t) zacetnega problema dX/dt = F(X), X(tg) = Xo, ena
sama in zvezno odvisna od Xj.

Dokaz. Naj bosta X (¢) in Y (¢) dve resitvi istega sistema diferencialnih enacb vendar (v
splosnem) pri razliénih zacetnih pogojih X (t9) = Xo in Y (t9) = Yp. Sledi

X() = Y(0) = X0~ Yot [ (PX(s) = F(Y (5)ds:
Ce oznacimo v(t) = || X (t) — Y (t)|, je v(to) = || Xo — Y| in dobimo neenakost

o(t) <wlto) + | [ (F(X(s)) = F(Y(s))ds]| < v(to) +!/t K[| X(s) = Y(s)llds| <

to

v(te) +| [ Ku(s)ds|.

to

Po Gronwallovi neenakosti je potem v(t) < v(to)eXIt=%l oziroma
IX (1) = Y(@)I] < [| X0 — Yolle™I*=*l,

od koder sledi tako zvezna odvisnost od zacetnega pogoja kot tudi enoli¢nost resitev.
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Tok diferencialne enacbe: To je zvezna funkcija ¢ : R x R™ — R", odvedljiva po prvi
spremenljivki, z lastnostjo do¢/dt = F(¢(t, Xo)) in ¢(0,Xo) = Xo (tj. X(t) = ¢(t, Xo) je
resitev zacetnega problema dX/dt = F(X), X(0) = Xj). Da se pokazati, da ima ima ¢
grupno lastnost: ¢(s +t, Xo) = ¢(t, ¢(s, Xo)) za vsak s,t € R.

Kriticna tocka ali ravnovesje (stacionarna resitev): Vcasih je resitev konstantna vek-
torska funkcija X = X. To se zgodi takrat, ko je F(X) = 0, saj je tudi dX/dt = 0.
Trajektorija se v tem primeru reducira na eno samo tocko {X}. Tako tocko imenujemo
ravnovesje ali posebna, kriticna tocka, tudi tocka mirovanja (¢e zatnemo v njej, tudi osta-
nemo v njej; ni gibanja, ampak le mirovanje). Pri logisti¢ni enacbi dx/dt = rz(1 — x2/K)
je npr. ravnovesje enako 0 ali K. Druge tocke imenujemo navadne tocke.

Trajektorije. Resitveno krivuljo I'(Xy) = {¢(t, Xo); t € R} imenujemo tir oziroma tra-
jektorijo (orbito) skozi X(. Parametrizirana je s tokom X = ¢(t, X() in poteka po faznem
prostoru R™. Véasih uspemo parameter (¢as) ¢ izloc¢iti in dobimo implicitno ali eksplicitno
enacbo trajektorije. Fazni prostor, skupaj s tokovnicami in trajektorijami ter njihovimi
posebnimi tockami, imenujemo fazni portret dinamiénega sistema.

Trajektorije skozi navadne tocke imajo lepe lastnosti:

(i) Skozi vsako navadno tocko poteka natanko ena trajektorija.

(i) Resitve, ki zacnejo v navadni tocki, dosezejo kriticno tocko Sele po neskonénem casu.
(iii) Nobena trajektorija, ne seka v navadni tocki nobene druge trajektorije, sebe pa le, ¢e
je sklenjena (tj. Ce je resitev periodicna).

Fazna ravnina. V primeru n = 2 je dinamic¢ni sistem reda 2:

dz/dt = f(z,y),

dy/dt = g(x,y)
Tedaj zadosca opazovati trajektorije v ravnini (govorimo o fazni ravnini). V navadnih
tockah je smer dolocena, v kriti¢nih ne.

Obicajno analiziramo le tok vzdolz nicelnih izoklin v smeri abscisne osi (ko je dy/dt = 0)
in ordinatne osi (ko je dz/dt = 0), se pravi vzdolz krivulj g(z,y) = 0 in f(z,y) = 0. Na
nicelnih izoklinah je polje smeri navpi¢no oziroma vodoravno.

Zgled 1. Oglejmo si preprost ravninski dinamic¢ni sistem:
de/dt = y(z—1),
dy/dt = z(2—y).
Nicelne izokline so premice: y =0, z =1 in = 0, y = 2, skiciramo polje smeri (slika 24):

¥)

Nicelna izoklina

P —

(x)

Nicelna izoklina

SLIKA 24

Konstrukcija celotnega faznega portreta danega toka je ponavadi bolj zahtevna, v zgor-
njem primeru je npr. polje smeri predstavljeno na naslednjem diagramu, vrisane so tudi
nekatere trajektorije (glej sliko 25):
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SLIKA 25. Polje smeri in nekaj tirov (iz knjige [1], str. 194)

Zgled 2 (nihanje matemati¢nega nihala): Enacba gibanja (drugi Newtonov zakon)
je mlf = —mgsin 0 — kil oziroma 0 + 2a 6 4+ wgsin € = 0, kjer je o = k/2m in wg = g/Il.
7 vpeljavo spremenljivk x = 0 in y = 0 prevedemo na sistem reda 2

de/dt = vy,

dy/dt = —wisinz—2ay
Ta sistem ima vse kriti¢ne tocke na realni osi: (km,0), k € Z. Pri a > 0 (duSeno nihanje)

so te tocke izmenoma fokusi in sedla (slika 26), pri & = 0 (neduseno nihanje) pa centri in
sedla (slika 27). Ustrezna fazna portreta sta prikazana na spodnjih dveh slikah.

Separatrisa

SLIKA 26

Sedlo

SLIKA 27
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4. Primeri uporabe diferencialnih enacb

(a) Radiokarbonska metoda dolo¢anja starosti fosilov.

Radiokarbonsko metodo ugotavljanja starosti je odkril ameriski fizik Willard Frank Li-
bby (1908-1980) leta 1947, nekako v ¢asu, ko so odkrili Kumranske rokopise, tako da so
metodo lahko takoj uporabili. Za to odkritje je Libby leta 1960 dobil Nobelovo nagrado
za fiziko.

Metoda temelji na dejstvu, da je v naravi (v zraku, pa tudi v zivih organizmih zaradi stalne
izmenjave C'Og) stalno razmerje med radioaktivnim ogljikovim izotopom C74 in obi¢ajnim
ogljikom Cio. To razmerje je sicer zelo majhno r ~ 1.3 - 107! in v glavnem konstantno.
(V resnici se rahlo spreminja v 8000-letnih ciklih, poleg tega vulkanski izbruhi zmanjsujejo
razmerje, preskusi nuklearnega orozja v prejSnjem stoletju pa g apovecujejo. Vse to nas
prisili, da moramo pri zelo natanénem ugotavljanju starosti metodo kalibrirati; to bomo
tu v prvem priblizku zanemarili.)

Radioaktivni izotop Ch4 stalno nastaja v ozracju iz natrija Nai4 pod vplivom nenehnega
bombardiranja Zemljinega ozraja s kozmi¢nimi zarki. Zaradi dihanja (izmenjave plinov)
pride ta radioaktivni izotop tudi v Zive organizme. Kadar organizem umre, ni veé iz-
menjave z okoljem, zato se koli¢ina radioaktivnega ogljika v odmrlem tkivu zmanjsuje.
Radioaktivni razpad namre¢ pretvori C14 v Naqi4 + nevtrino + (. Zaradi radioaktivnosti
koli¢ina ogljika C14 eksponentno upada po zakonu y(t) = y(0)e ™, kjer je k > 0 konstanta.

Za Cy4 znasa k = 3.84 - 1072571, tako da je razpolovna doba ty = In 2/k =~ 5730 let (v
knjigah najdemo tudi druga¢ne podatke: 5568 let ali 5715 let). To pomeni, da se v 5730
letih prvotna koli¢ina radioaktivnega ogljika C14 zmanjsa na polovico.

Bolj kot sama koli¢ina je pomembna hitrost razpadanja (aktivnost razpada). Po definiciji
je to odvod funkcije y, torej a(t) = dy/dt = —ky(0)e ™" = —ky(t). Vidimo, da se ta

aktivnost spreminja s ¢asom, tako kot y. Ce oznacimo a(0) = —ky(0), je a(t) = a(0)e "t
Sedanjo aktivnost a(t) merimo z Geigerjevim Stevcem, tj. Stejemo Stevilo razpadov na
¢asovno enoto v dani koli¢ini snovi, denimo a(t) = —0.2s71g7L.

Kako pa pois¢emo a(0) (aktivnost razpada na zacetku, ko je bil organizem Se ziv)? Seveda
je a(0) = —ky(0), ugotoviti moramo y(0). Tu nam pomaga Avogadrov zakon in stalno
razmerje med radioaktivnim in navadnim ogljikom y(0) = rz(0).

V 1 molu, tj. v 12 g ogljika C12, je Avogadrovo §tevilo A molekul oglika C1o, v enem
gramu torej z(0) = A/12. Ker je A ~ 6 - 10?3, dobimo z(0) ~ 5 - 10?2 molekul oziroma
y(0) = rz(0) =~ 1.3-10712.5-10%2 = 6.5 - 10'° molekul. Zacetna aktivnost razpada je torej
a(0) = —ky(0) ~ —3.84-6.5-1072 = —0.255 g1

Prisli smo do konca. Ugotoviti moramo le Se to, koliko ¢asa je minilo od takrat, ko je bila
aktivnost razpada —0.255"1¢g~!, do danes, ko se je ta aktivnost zmanjsala na —0.2s g1,
To pa najdemo iz enaébe a(t) = a(0)e™*, torej t = In(a(0)/a(t))/k ~ 6.10'0s ~ 1929 let.

Se en zgled. Pri ugotavljanju starosti predzgodovinskih poslikav v jami Lascaux v Fran-
ciji so tudi uporabili radiokarbonsko metodo. Za razpolovni cas izotopa Ci14 so vzeli
top = 5568 & 30 let in k ~ 0.0001245 na leto. Izmerjene vrednosti a(0) = —1.69min"1g~!
so primerjali z danasnjo a(t) = —13.5min"'g~! in po zgornji metodi za starost poslikav v
jami dobili 16690 4 94 let.

Radiokarbonska metoda je (zaradi razpolovne dobe radioaktivnega ogljika C14 primerna
za ugotavljanje starosti organizmov, ki so odmrli v razponu od nekaj sto do nekaj deset
tiso¢ let (npr. od 200 do 70 000 let).
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Za ugotavljanje starosti kamnin to ni primerno. Prvi¢ so kamnine stare lahko tudi vec
milijard let, zato moramo namesto ogljika uporabiti druge radioaktivne elemente, npr. ru-
bidij Rbgy (z razpolovno dobo 48.6 - 10° let) ali uran Ussg (z razpolovno dobo 4.47 - 10°
let). Drugi¢ zdaj nimamo ve¢ referencne vrednosti, ne vemo, koliko je bilo radioaktivnega
elementa na zacetku, zato so izracuni bolj zamotani.

Po drugi strani radiokarbonska metoda ni primerna za ugotavljanje starosti organskih
objektov iz bliznje preteklosti. Za detekcijo ponaredb v slikarstvu nekaj sto let starih
umetnin uporabljajo radioaktivni izotop svinca Pbsig z razpolovno dobo priblizno 22 let

(glej [6]).
Dodatek

Leta 1984 so na Antarktiki nasli meteorit, imenovan po kraju najdbe Allan Hills 84001
(ALH84001), za katerega so ugotovili, da ga je pred 15 milijoni let odneslo ob zadetku
asteroida z Marsovega povrsja in se je pred 13000 leti zaril v led na Antarktiki. Meteorit
je s seboj odnesel del Marsove atmosfere. Na njem so naSli magnetit, ki se na Zemlji
tvori pri izlo¢anju organizmov, prav tako zveplov mineral pirotit, ki ga tvorijo bakterije
in mikrobi, odkrili so tudi organske molekule ter posebne mikroskopske kanalcke, ki bi jih
lahko tvorili zivi organizmi. Vse to bi lahko bil znak, da je (bilo neko¢) na Marsu zivljenje.

Leta 1993 so Libbyjevo radiokarbonsko metodo na Univerzi Washington moc¢no izboljsali
(dr. M. Stuiver) oziroma jo kalibrirali s primerjanjem z drevesnimi letnicami (zelo starih
dreves), tako da so dosegli natan¢nost okrog +£20 let. Leta 1998 je dr. A.J.T. Jull s to
metodo preveril tudi ogljikovodike v meteoritu ALLH84001. Ko je meril razmerje med izo-
topoma C14 in C1o je ugotovil, da je identi¢no z Zemljinim razmerjem, ki pa je na Marsu
(po analizi vzorca Marsove atmosfere) popolnoma drugacno. Tako je sklepal, da je vsak
organizem, ki se je nahajal na meteoritu, moral vanj priti na Zemlji in teorija o prenosu
zivljenja z Marsa na Zemljo je bila (zaenkrat) zavrnjena.

(b) Naseljenost Zemlje.

Danes zivi na Zemlji okrog 7 milijard ljudi, vendar jih ni vedno bilo toliko. Kako bi
izracunali narascanje svetovnega prebivalstva, po kateri formuli? Kako bi presteli vse
ljudi, ki so doslej kadarkoli Ziveli na Zemlji? Na ta in podobna vpraSanja bomo skusali
odgovoriti s preprosto matematiko in rezultate primerjali z znanimi podatki in ocenami.

Oglejmo si najprej tabelo 1, ki prikazuje, kako je narascalo svetovno prebivalstvo od leta
1650 dalje (podatki so v milijardah in vzeti iz [3]).

P:9.9.0.0.0.9.0.0:0.0.0,0.0.0.0.0.0.0.9.0.0.0.0.0.0.0.0.0.4

1650 0.510 0.525
1700 0.625 0.606
1750 0.710 0.717
1800 0.910 0.877
1850 1.130 1.129
1900 1.600 1.585
1950 2.565 2.658
1960 3.050 3.075
1970 3.721 3.646
1980 4.476 4.478
1990 5.320 5.801
2000 6.120 8.236
Tabela 1

Enacba za eksponentno rast dy/dt = ay oziroma y = ype® ne bi natanéno ustrezala
podatkom iz tabele. S preskusanjem so ugotovili, da je boljsa enacba oblike dy/dt = by?.



71

Definirajmo Se a = byg in zapiSimo enacbo za ti. koalicijsko rast:

dy a ,
@t
Yo
Njena resitev pri pogoju y(0) = yo je krivulja
Y 1—at
(glej sliko 28a).
o) 1/y)
0 Va (0 0 0
(a) (b)
SLIKA 28

Reciproi¢na vrednost 1/y pa zadoséa premici 1/y = 1/yg — (a/yo)t (slika 28b). Zacnimo
meriti ¢as (t = 0) leta 1650. Vidimo, da sta v enacbi dva parametra a in yp. Ce zelimo, da
bo krivulja dobro opisovala podatke iz tabele 1, uporabimo metodo najmanjsih kvadratov
in dobimo za parametra vrednosti: a = 0.00267, yo = 0.525 (v milijardah). Po tem modelu
koalicijske rasti, dobimo npr. Stevilo prebivalcev na Zemlji po letih: -1.000.000 = 0.0002,
-40.000 = 0.005, -10.000 = 0.016, -4.000 = 0.033, 0 (¢t = —1650) 0.097, 1000 (t = —650)
0.192, 1650 (¢t = 0) 0.525, 1850 (¢ = 200) 1.129, 2000 (¢ = 350) 8.235 (odlo¢no prevec,
medtem ko je do 1990 kar dobro), 2010 (¢ = 360) 14.189, 2020 (¢t = 370) 51.220, 2021
(t = 371) 69.307, 2022 (¢t = 372) 107.140, 2023 (¢ = 373) 235.960, 1.10.2023 (t = 373,75)
2400.000. Katastrofa (sodni dan) naj bi se torej zgodila ~ 1.11.2023, tj. t = 373.832.

Vidimo, da model ni ve¢ ustrezen po letu 1990, zato uvedejo t.i. zaviralne faktorje. Model
zapiSemo v obliki

dy a o Y

= 21— 2.

dt Yo ( Yx )
Resitev te enacbe lahko dobimo le v implicitni obliki
Yo 1 Y« —Y% Y
—_ n _—
Y« Y Y«—Y
Tu je y, t.i. nosilna kapaciteta sveta, to je maksimalno mozno Stevilo prebivalcev, ki jih
prenese Zemlja (glej sliko 29).

A )
LT

0 2004

atzl—@—l—
Y

-

<V

)

SLIKA 29
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Ce bi poslali 3, — 0o (tj. e omejitev ne bi bilo), bi v limiti dobili at = 1 — yo/y, torej
prej$njo reSitev. Z zanesljivimi podatki za leti 1980 in 1990 dolo¢imo a = 0.0303, yg =
4.450 in tudi y4. Po tem modelu bi dobili 5 milijard prebivalcev okrog leta 1987, 6 milijard
leta 1998, 7 milijard leta 2008, 8 milijard leta 2018 in 9 milijard leta 2032. V resnici so
napovedi zadnje ¢ase nekoliko popravili (9 milijard Sele okrog leta 2050). Krivulja ima
prevoj ravno okrog leta 2004 (glej 29).

Opomba. Ce oviramo eksponentno rast, dobimo dobro znano logisticno enacébo oziroma
logisticno krivuljo: dy/dt = ay(1 —y/y.) in 1/y = 1/y. + (1/yo — 1/ys)e™ (pri y. — oo
je y — ae®). Sorodna je t.i. eksponentno-arkustangensna rast, ko imamo enacbo enako

dy/dt = Yay, sin(my/y.), resitev pa y = %y*arctg(tgg—i)emt/‘l).

Zanimivo je preucevati podvojitveni ¢as 7 = to — t1, ko je y(t2) = 2y(t1). Pri eksponentni
rasti je konstanten: 7 =ty — t; = In2/a. Pri koalicijski rasti pa se spreminja (povecuje) s
¢asom, saj dobimo iz zgornje enacbe to = % + %tl oziroma 7 =ty —t] = % — %tl. Tako
je bil po osnovnem modelu koalicijske rasti podvojitveni c¢as okrog leta 1000 enak 512 let,
leta 1650 Se vedno 187 let, leta 1950 je znasal 37 let, leta 1990 pa Se komaj 17 let (¢e bi
model veljal Se naprej, kar smo videli, da ni res, bi leta 2007 imeli dvakrat ve¢ prebivalcev

(11.600 milijard) kot leta 1990, ko jih je bilo 5.801 milijard).

No, tudi v modelu ovirane koalicijske rasti se danes svetovno prebivalstvo vsako leto poveca
za dobrih 100 milijonov. Ce bi vse naselili na zakljuéenem teritoriju, bi to pomenilo, da bi
vsako leto nastala nova velika drzava, ki se po Stevilu prebivalcev uvrstila na 11 mesto (za
Kitajsko, Indijo, ZDA, Indonezijo, Brazilijo, Rusijo, Pakistanom, Japonsko, Bangladesem
in Nigerijo, kar je spisek prvih 10 najveé¢jih drzav na svetu).

Vprasajmo se Se, kako bi ocenili skupno stevilo vseh ljudi, ki so kdajkoli v zgodovini, od
pradavnine do danes, ziveli na svetu. Uporabimo osnovni koalicijski model. Krivulja na
sliki 28a pove trenutno steviléno stanje prebivalstva na Zemlji (y(t) za vsak trenutek t).
Ce funkcijo y integriramo od —oo (no, recimo od ty = —1.000.000 do trenutka ¢, dobimo
kumulativno stanje

t tod 1—at
M) = [yl = [ 15 =B
t

o yol—as a 1—at

Toda to je ploSéina pod krivulo, merjena v enotah ”osebaleto”. Oceno za Stevilo prebival-
cev dobimo, ¢e upostevamo, da je bila skozi zgodovino povprecéna zivljenjska doba ¢loveka
okrog 25 let, zato moramo M Se deliti s 25. Torej je kumulativno stevilo prebivalcev do
trenutka t enako Y (t) = M (t)/25 = 4M (t)/100. Rezultat (v milijardah) prikazuje tabela 2.

)'0.0.6:0:0'0.0.0.0.0.0:0.0'0.0.0.0.¢
- 5.000.000 5.4
-2.500.000 10.8

~100.000 17.9
-10.000 34.7
- 4.000 40.1
0 48,7
1000 54.0
1500 59.3
1650 62.0
1700 63.1
1800 66.0
1900 70.6
1950 477
1980 78.8
1990 80.8

Tabela 2
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Zanimive so nekatere splosne ugotovitve. Drugi viri in izracuni navajajo, da je doslej zivelo
od 50 do 110 milijard, kar se ujema s pricujo¢imi izracuni. Danes Zivi priblizno 8% vseh
doslej zivecih ljudi. Vseh doslej zivecih je bilo okrog 90 milijard, polovica v predzgodovini
(pred letom -2000), polovica kasneje.

5. Stabilnost nelinearnih diferencialnih enacb in sistemov

Pojem stabilnosti je uvedel ruski matematik Aleksander M. Ljapunov (1857-1918), ki
je stabilnost obravnaval na dva nac¢ina. Po prvi metodi je treba poznati resitve sistema,
po drugi metodi, ki si jo bomo na kratko ogledali, pa tega ni treba. Najprej potrebujemo
nekaj definicij.

Kot doslej obravnavajmo nelinearni avtonomni sistem diferencialnih enac¢b dX/dt = F(X).
Predpostavimo, da so izpolnjeni pogoji eksistencnega izreka, se pravi da je vsak zacetni
problem za zacetni pogoj X (tg) = X resljiv in da resitev obstaja na vsej realni osi R ali
vsaj na poltraku [tg, 00).

Definicija 1. Resitev Y zacetnega problema dX/dt = F(X), X(tg) = Yo, definirana za
t > to, je stabilna po Ljapunovu, ¢e za vsak € > (0 obstaja § > 0, da za vsako drugo resitev
X z lastnostjo X (tg) = Xo iz || Xo — Yo|| < 0 sledi || X (t) — Y (t)]| < € za vsak t > t,.

Ce poleg tega velja e lim;_,o | X (t) — Y ()| =0, je Y asimptoticno stabilna resitev.
Lokalna stabilnost ravnovesja X: Za vsak ¢ > 0 obstaja § > 0, da iz || X — X|| < 6
sledi || X (t) — X|| < € za vsak t > to.

Lokalna asimptotiéna stabilnost ravnovesja X: Ravnovesje X mora biti lokalno
stabilno, poleg tega pa mora obstajati tak v > 0, da iz neenakosti X0 — X|| < ~ sledi
limy o [| X (t) — X|| = 0.

Ker lahko vsako kriti¢no tocko X premaknemo v  izhodisce z vpeljavo nove spremenljivke
Y = X — X in nove desne strani G(Y') = F(Y + X), tako da je 0 kriti¢na tocka za sistem
dY/dt = G(Y'), zados¢a obravnavati stabilnost izhodis¢a. Velja namre¢ naslednje:

Za vsako resitev zacetnega problema dX/dt = F(X), X(to) = Xo, iz || Xo — X| < 0 sledi
| X(t) — X|| < € za vsak t > to natanko takrat, ko za vsako reSitev zacetnega problema
dY/dt = G(Y), Y(to) = Yo, iz ||Yo|| < ¢ sledi |Y(¢)|| < € za vsak t > ty. Podobno je z
limito pri asimptoti¢ni stabilnosti.

Druga (direktna) metoda Ljapunova

Imejmo avtonomni sistem diferencialnih enacb dX/dt = F(X) s kriti¢no tocko 0, se pravi,
da je F(0) = 0. To bomo odslej vedno privzeli.

Definicija 2. Rekli bomo, da je skalarno polje V' = V(X), definirano v okolici tocke 0,
funkcija Liapunova, ¢e je V € C*in V(0) = 0.

Definiramo tudi usmerjeni odvod skalarnega polja V' vzdolz vektorskega polja F:
V' = (grad V, F) = (VV, F).

Ta usmerjeni odvod V/ pomeni v primeru, ko je F'(X) = dX/dt, ravno odvod skalarnega
polja V' po ¢asu t, torej

V'(X) = (grad V, F(X)) = (grad V,dX/dt) = dV (X)/dt.
Pri sistemu reda 2 je npr. za F(z,y) = (f(z,y),g(x,y)) in skalarno polje V' =V (z,y) res

V'(x,y) = (OV/0x)f(x,y) + (OV/dy)g(z,y) =

(0V/0z)dx/dt + (OV/0y)dy/dt = dV (z,y)/dt.
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Definicija 3. Funkcija V' je pozitivna (negativna), ¢e je V(X) > 0 (V(X)
tocke 0. Funkcija V' je pozitivno definitna (negativno definitna), ée je V(X) >
za X # 0 v okolici tocke 0.

< 0) v okolici
0(V(X)<0)

Zgled. Naj bo dX/dt = AX, kjer je A realna matrika, in za sebi adjungirano matriko B
definirajmo V(X) = (BX, X). Potem je

V/(X) = (BdX/dt, X) + (BX,dX/dt) = (BAX, X) + (BX, AX) = ((ATB + BA)X, X).

Torej je V pozitivna (pozitivno definitna) funkcija natanko takrat, ko je B pozitivna
(pozitivno definitna) matrika. Poleg tega je V' pozitivna (pozitivno definitna) funkcija
natanko takrat, ko je A7 B 4+ BA pozitivna (pozitivno definitna) matrika.

Oglejmo si dva izreka Ljapunova (o stabilnosti in o asimptoti¢éni stabilnosti).

Izrek 1 (Ljapunov). Ce obstaja pozitivno definitna funkcija Ljapunova V' z negativnim
usmerjenim odvodom V' < 0, je 0 tocka stabilnosti sistema diferencialnih enacb.

Dokaz. Zaradi pozitivne definitnosti je V' na sferi S = {X; || X|| = €} navzdol omejena
funkcija, torej V(X) > m > 0 za || X|| = e. Ker je V(0) = 0, obstaja tak 6 > 0, da iz
| X < 0 sledi V(X) < m. Naj bo || X(0)]] < J; potem je

¢
V(X(t) —V(X(0)) = / V(X (s))ds <0,
0
torej V(X (t)) < V(X(0)) < m za vsak t > 0. Tir ne zapusti krogle K. = {X; || X < €},
sicer bi zaradi zveznosti preckal sfero S, npr. v tocki X (t1), t1 > 0, kjer bi torej veljalo
V(X(t1)) > m, kar je v nasprotju z zgornjo ugotovitvijo.

Posledica. Ce je V pozitivno definitna funkcija z lastnostjo V(0) = 0 in konstantna vzdolz
tira (tj. prvi integral sistema), je 0 stabilna tocka.

Dokaz. Zaradi konstantnosti vzdolz tira je V' =0 (tj. V' < 0) in uporabimo izrek 1.

Zgled. Funkcija V (z,y) = y*/2+w3 (1 — cos ) je pozitivna funkcija in hkrati prvi integral
sistema dx/dt =y, dy/dt = —w3 sinz. Ker je V(0,0) = 0, je po posledici tocka 0 stabilna.

Izrek 2 (Ljapunov). Ce obstaja pozitivno definitna funkcija Ljapunova V' z negativno
definitnim usmerjenim odvodom V', je 0 asimptoticno stabilna tocka.

Dokaz. Stabilnost sledi iz izreka 1, saj so njegove predpostavke tudi zdaj izpolnjene.
Pokazati moramo Se, da je tudi limy_, o [| X ()] = 0.

Kot v dokazu izreka 1 za vsak dovolj majhen e > 0 (tak, da so v krogli K, izpolnjeni pogoji
izreka) obstaja tak d > 0, tako da iz || X| < 0 sledi V(X) < m < min{V(X); || X| = €}.
Ce je | X(0)|| < 0, ostane tir tako kot prej v krogli K.. Ker je K. = {X; || X|| < €}
kompaktna mnozica, obstaja zaporedje t, — oo z lastnostjo X (t,) — P € K. in zaradi
zveznosti funkcije V tudi V(X (¢,)) — V(P) in sicer je zaradi V' < 0 ves ¢as V(X (t,)) >
V(P). Pokazali bomo, da mora biti P = 0.

Denimo, da bi bilo P # 0. Potem bi veljalo V(P) > 0 in V'(P) < 0, zato za dovolj majhen
t > 0 velja V(X(t; P)) < V(P). (Tu je X = X(t; P) resitev sistema dX/dt = F(X) pri
pogoju X (0) = P). Za dovoj velik n je X (t,) dovolj blizu P, da je zaradi zvezne odvisnosti
resitve od zacetnega pogoja tudi X (¢; X (¢,,)) blizu X (¢; P) in zato V(X (t; X (t,))) < V(P).
Toda X (t; X (t,)) = X(t+ty) in za t,,, > t+t, velja zaradi padanja funkcije V' vzdolz tira
(saj je V' < 0) neenakost V(P) < V(X(ty)) < V(X (¢t +t,)), kar je v nasprotju s prejsnjo
oceno. To pomeni, da mora biti P = 0.
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Zgled. Pri pravem duSenem nihanju matemati¢nega nihala (ko je a > 0) je sistem enak
dx/dt =y, dy/dt = —w(z] sinz — 2ay. Izberemo isto funkcijo Ljapunova kot prej, se pravi
funkcijo V(z,y) = y?/2+wi(1—cos x), in zdaj izra¢unamo V'(z,y) = —2ay® < 0za y # 0.
Torej je po izreku 2 tocka (0,0) asimptoti¢no stabilna.

Opomba. Za linearne sisteme velja tudi obrat izreka 2: Ce je 0 asimptotiéno stabilna
tocka, vemo, da za vsako pozitivno definitno matriko C obstaja pozitivno definitna matrika
B, daje ATB + BA = —C. Torej je funkcija V(X) = (BX, X) pozitivno definitna, njen
usmerjeni odvod V/(X) = ((ATB + BA)X, X) = —(CX, X) pa negativno definiten.

Imamo tudi tri izreke o nestabilnosti.

Izrek 3 (Ljapunov). Ce obstaja funkcija Liapunova V., ki v vsaki okolici tocke 0 zavzame
tudi pozitivne vrednosti in ima pozitivno definiten usmerjen odvod V', je 0 nestabilna tocka.

Dokaz. Naj lezi krogla K. = {X; || X|| < €} v obmo¢ju pozitivne definitnosti odvoda V.
V wvsaki okolici tocke 0 lahko najdemo Xy, kjer je V(Xp) > 0. Zacénimo v tej tocki in
predpostavimo, da tir ostane v K..

Ker je V! > 0, je t — V(X(t)) narascajoca funkcija casa ¢, zato velja V(X (t)) > V(Xp)
za t > 0. Tir lezi v kompaktni mnozici K. N {X; V(X) > V(Xp)}. Ker ta mnozica ne
vsebuje tocke 0, je V/ kot pozitivno definitna funkcija na njej navzdol omejena, se pravi
da obstaja m’ > 0 z lastnostjo V/(X) > m’ za vsak X € K. N{X; V(X) > V(Xp)}. To
velja tudi na tiru, zato dobimo oceno

V(X(t) - V(Xo) = [y V'(X(s))ds > m't za vsak t > 0.
Toda tak tir ne more ostati v kompaktni mnozici K¢; torej je tocka 0 nestabilna.
Zgled. Sistem dz/dt =y, dy/dt = —w2sinx — 2ay s kriti¢no tocko (7,0) spremenimo s
substitucijo z — x +m, y — y v sistem dz/dt = y, dy/dt = w3 sinz — 2ay s kritiéno tocko
(0,0). Zdaj vzamemo funkcijo Ljapunova V (z,y) = ax? + xy in izracunamo
V'(z,y) = 20z + y)y + z(w sin x — 2ay) = y* + wizsin 2.

Ker zavzame funkcija V pozitivne vrednosti v poljubni blizini tocke (0,0) in je V'(z,y) > 0
za 22 +y% # 0, je po zgornjem izreku (0,0) nestabilna tocka za spremenjeni sistem oziroma
(7, 0) nestabilna tocka za prvotni sistem.

Izrek 4 (Ljapunov). Ce obstaja funkcija Liapunova V', ki v vsaki okolici tocke 0 zavzame
tudi pozitivne vrednosti in je V! = oV + W, kjer je a > 0 in W > 0, je 0 nestabilna tocka.

Dokaz. Pogoji naj veljajo v krogli K, = {X; [[X] < €}. Kot prej zatnimo v tocki Xo,
kjer je V(Xp) > 0 in denimo, da tir ostane v K.
Vzdolz tira je V(X (t)) — aV (X (t)) = W(X(t)) oziroma
FV(X@)e ] = W(X(t)e .
Z integracijo dobimo V(X (t))e™* — V(X,y) = fot W(X(s))e **ds > 0,

torej V(X (t)) > V(Xo)e™ za vsak t > 0. Tak tir ne ostane v K., zato je 0 nestabilna
tocka.

Opomba. Za linearen sistem dX/dt = AX, kjer ima A vsaj eno lastno vrednost z realnim
delom ReX > 0, velja tudi obratno, saj vemo, da v primeru nestabilnosti za matriko A
obstaja nestabilna sebi adjungirana matrika B z vsaj eno lastno vrednostjo s pozitivnim
realnim delom in $tevilo a > 0, da je ATB 4+ BA = aB + C, kjer je C pozitivno definitna
matrika (glej posledico trditve 3 iz razdelka 2). Torej je

V'(X) = ((ATB+ BA)X,X) = a(BX,X) + (CX,X) = aV(X) + W(X),
kjer je V(X) = (BX,X) in W(X) = (CX, X), oziroma V' =aV + W, a > 0.
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Izrek 5 (Cetajev). Tocka 0 je nestabilna, ¢e obstaja funkcija Liapunova V z lastnostmi:

(i) v vsaki okolici tocke 0 zavzame V' pozitivne vrednosti,

(ii) 42 V(X) > 0 sledi V'(X) > 0,

(iii) za vsak o > 0 obstaja tak 5> 0, da iz V(X) > « sledi V'(X) > .

Dokaz. Naj bo K. v obmocju, kjer velja izrek. Po tocki (i) lahko v vsaki okolici tocke
0 najdemo tak Xy, da je o = V(Xy) > 0. Potem je zaradi zveznosti funkcija V' > 0 tudi
v okolici tocke Xy in zaradi (ii) je tam tudi V' > 0. Torej je t — V(X (t)) naras¢ajoca
funkcija casa t, zato velja V(X (t)) > « za vsak t > 0.

Po tocki (iii) je potem tudi V/(X(t)) > (3 za neko konstanto 3 > 0. Dobimo

VIX(1) = V(Xo) + /Ot V(X (s))ds > a + Bt.

Tir torej zapusti kroglo K. in 0 je nestabilna tocka.
Zgled: dx/dt = x5 +y3, dy/dt = 23 + °; kriticne tocke so (0,0), (1, —1), (—1,1), oglejmo
si samo prvo. Izberimo V = 2% — y*. Potem je

V' = (gradV, F) = 423 (25 + 33) — 43(2® + ¢°) = 4(2® — 3®) = 4(2* +yH)V.
Nobena od funkcij, V' in V', ni definitna funkcija. Vendar lahko v poljubni blizini tocke 0

dobimo tocko, v kateri je V' > 0. Ker je poleg tega V' >0, ¢e je V > 0, sta pogoja (i) in
(ii) izreka 3 izpolnjena. Ce pa je V > a > 0, je celo

V' =4zt + 9V = 42t — )V + 85V > 4V? > 40,
Tudi tocka (iii) je torej izpolnjena, ¢e izberemo 3 = 4. To pomeni, da je tu 0 nestabilna
tocka.

Primerjava z linearnim priblizkom

Naj bo tocka 0 kriti¢na tocka avtonomnega nelinearnega sistema dX/dt = F(X) (vedno
lahko dosezemo, da je to tocka 0). Nadalje naj bo F' odvedljiva funkcija v 0, tako da
obstaja odvod A = F’(0) : R™ — R™ (torej je A Jacobijeva matrika funkcije F' v tocki 0).
Zapisimo

F(X)=AX+G(X), GX)/|X]| =0 (X —0).
Zgled (n=2): dz/dt = f(z,y) = az + by + fi(z,y), dy/dt = g(z,y) = cx + dy + g1 (=, y),
Kier fi(z,y)/v/2* +y* = 0in gi(z,y)//2* +y*> = 0 (z,y — 0).
Naj bo B sebi adjungirana matrika in V(X ) = (BX, X). Potem je

V(X) = (BdX/dt,X) + (BX,dX/dt) = (B(AX + G(X)),X) + (BX,AX + G(X)) =
(ATB + BA)X, X) + (BG(X), X) + (BX,G(X)) = Vo(X) + Vi(X),

kjer je Vo(X) = ((ATB + BA)X, X) in V1(X) = (BG(X), X) +(BX,G(X)).
Trditev 1. Ce je Vi pozitivno (negativno) definitna funkcija, je tudi V' pozitivno (nega-
tivno) definitna funkcija.
Dokaz. Seveda je V'(0) = V5(0) = 0. Po zgornjem je

V/(X) = Vo(X)| = V(X)) < 2 BIIGEX)N1X]-

Ker zaradi odvedljivosti funkcije F' za vsak € > 0 obstaja tak § > 0, da iz || X|| < ¢ sledi
|G(X)|| < || X|le, dobimo za take X oceno |V/(X) — Vo(X)| < 2||B||||X||?e.

Ce je Vy pozitivno definitna funkcija, velja V5(X) > m||X||? za neko konstanto m > 0. Ce
je Se € tako majhen, da je 2||B|le < m, je tudi

VI(X) 2 Vo(X) = 2| Bllell X|[* = (m — 2||Blle)| X |*
za vsak | X|| < 6. Torej je V' pozitivno definitna funkcija.
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Podobno dokazemo primer negativne definitnosti.

Obratno ne velja. Pri pogoju V' > 0 ali celo V' > 0 za || X]|| # 0 lahko sklepamo le
Vo(X) < 0 oziroma AT B+ BA > 0 (ni negativnih lastnih vrednosti, lahko pa so enake 0).

Zgled. Naj bo F(X) = AX + || X||?X, kjer je AT = —A posevno simetri¢na matrika.
Izberimo B = I, torej V(X) = (X, X). V tem primeru je Vo(X) = (AT B+ BA)X, X) = 0,
Vi(X) = 2(G(X), X) =2||X||* in V/(X) = Vi(X) = 2| X|* > 0 za X # 0. Funkcija Vj ni
pozitivno definitna.

Izrek 6 (o linearnem priblizku). Dinamicni sistem naj bo oblike dX/dt = F(X),
kjer je F(X) = AX + G(X) in A = F'(0). Nadalje naj bo V(X) = (BX, X), kjer je
B sebi adjungirana matrika, in V' = Vg + V1, Vo(X) = ((ATB + BA)X, X) in V(X)) =
(BG(X), X) +(G(X), BX).

(a) Ce je A asimptoticno stabilna matrika, je 0 asimptoticéno stabilna tocka nelinearnega
sistema dX/dt = F(X).

(b) Ce ima (nestabilna) matrika A vsaj eno lastno vrednost s pozitivnim realnim delom, je
0 nestabilna tocka nelinearnega sistema dX/dt = F(X).

Dokaz. (a) Zaradi asimptoti¢ne stabilnosti matrike A obstaja za vsako pozitivno definitno
matriko C taka pozitivno definitna matrika B, da je AT B+BA = —C.. Torej je ustrezna V
pozitivno definitna funkcija Ljapunova, ustrezna Vj in zato po trditvi 1 tudi V'’ negativno
definitna funkcija. Po drugem izreku Ljapunova o stabilnosti je 0 asimptoti¢no stabilna
tocka.

(b) Ce ima A eno lastno vrednost z realnim delom ReX > 0, obstaja po posledici izreka 2 iz
2. razdelka pozitivno definitna matrika C, sebi adjungirana nestabilna obrnljiva matrika B
z vsaj eno lastno vrednostjo s pozitivnim realnim delom in stevilo o > 0, da je ATB+BA =
aB + C. To pomeni, da zavzame V pozitivne vrednosti v poljubni okolici tocke 0, odvod
pajeenak V' =V + Vi = oV + W, kjer je W(X) = (CX, X) + V1(X). Ker je C pozitivno
definitna matrika, je podobno kot V' v trditvi 1 tudi W pozitivno definitna funkcija. Potem
je 0 po drugem izreku Ljapunova o nestabilnosti (izrek 4) nestabilna tocka sistema.

Zgled (Duseno nihanje). Naj bo 0 < a < wy in dx/dt = y, dy/dt = —wisin z — 2ay,

tako da sta npr. kriti¢ni tocki (0,0) in (7, 0). Tu je

(i) A= F'(0,0) = [ wg 2; } Lastni vrednosti sta Ay = —a + i85, Ay = —a — i3, kjer
—w? —

je B = \/wg — a2, torej sta Rel; < 0, ReA; < 0, matrika A asimptoti¢no stabilna in 0

asimptoti¢no stabilna tocka.

. 1 . .

(i) A = F'(7,0) = [wg % } Lastni vrednosti sta A1 = —a + y/a? +wi > 0,
2 -

Ao = —a — yJo? + w% < 0, matrika A asimptoti¢no nestabilna (ena lastna vrednost je

pozitivna) in 0 nestabilna tocka.

Kritiéni primer, ki ga je veliko tezje obravnavati je primer, ko za vsako lastno vrednost
matrike A = F’(0) velja ReX <0.

Lokalna stabilnost pri sistemih prvega in drugega reda

Po izreku o linearnem priblizku je vedenje nelinearnega sistema v okolici ravnovesja X
odvisno od njegove linearizacije v okolici X, torej od Jacobijeve matrike J.

(A) Sistemi z eno enacbo

To so diferencialne enacbe prvega reda, smo jih ze obravnavali. Jacobijeva matrika je tedaj
reda 1: J(z) = (f'(z)), stabilnost pa odvisna od predznaka f'(T), kjer je T kriticna tocka.
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Izrek 7 (hiperboli¢ni primer, ko f'(T) # 0): Naj bo odvod [’ zvezna funkcija na intervalu
1, ki vsebuje kriticno tocko T. Potem je ravnovesje T lokalno asimptoticno stabilno, ce je
f'(T) <0, in nestabilno, ce je f'(T) > 0.

Dokaz. Oznac¢imo y = x — T, kjer je f(T) = 0. Torej je
dy/dt = dz/dt = f(z) = f(y +T) = f'(@)y + 9(y),

kjer g(y)/y — 0 (y — 0) oziroma |g(y)| < €ly| za |y| < J. Potem velja za dovolj majhen
t > 0 (kot pri resevanju nehomogene linearne enacbe)

t
y(t) = el @y + /0 el @=%) g(y(s))ds,
zato imamo oceno

t
()] < & @ lyo] + /0 & @9 g ((s))|ds.

Naj bo zdaj f'(T) < 0; oznac¢imo b = —f/(Z) in izberimo € > 0 tako majhen, da je € < b.
Poleg tega naj bo ¢ tako majhen, da je |y(s)] < d za 0 < s < t.

bse—bt

Potem je zadnji integral manjsi ali enak fg e ely(s)|ds in velja ocena

t
Sy (8)] < lyol + / e[y (s)|ds.
0

Po Gronwallovi neenakosti, kjer izberemo u(t) = € in v(t) = e?|y(t)], je potem e?|y(t)| <
|yo|et oziroma |y(t)| < |yolel =0Tt Odtod takoj sledi asimptoti¢na stabilnost ravnovesja
Z v primeru f'(T) < 0. Nestabilnost v primeru f'(Z) > 0 dokazemo podobno.

Izrek 7, ki smo ga dokazali z uporabo Gronwallove neenakosti, je seveda tudi neposredna
posledica izreka 6 o linearnem priblizku. Kot koristno uporabo izreka 7 si oglejmo nekaj
preprostih primerov rasti ene same populacije. Vcasih lahko tudi pri njih uporabimo
funkcijo Ljapunova, a bomo to veckrat storili kasneje pri sistemih drugega reda.

Modeli populacijske rasti
(1) Malthusov model (Thomas Malthus 1755-1845, angleski ekonomist):

Imamo preprosto avtonomno linearno enacbo prvega reda dx/dt = ax, a # 0. Edino
ravnovesje je T = 0, resitev z(t) = x(0)e®. Glede stabilnosti lahko uporabimo izrek 2:
Ker je f’(0) = a, imamo eksponentna rast pri a > 0 in eksponentni upad pri a < 0; prvo
pride v postev pri naravni rasti, drugo npr. pri radioaktivnem razpadu (glej zgled (a) v
prejsnjem razdelku) ipd. Podvojitveni oziroma razpolovni ¢as (to je ¢as, ki je potreben,
da se zacetna koli¢ina podvoji oziroma razpolovi), je pri tem modelu konstanten in znasa
t =1In2/|al.

Neomejena eksponentna rast ponavadi ne traja dolgo zaradi razliénih zaviralnih faktorjev,
zato je tudi Malthusov model uporaben le lokalno. Obicajno ga nadomesti ta ali drugi
model omejene rasti.

(2) Logisti¢ni model (Peter Verhulst 1804-1849, belgijski matematik):

Ce v prejsnjem modelu zahtevamo, da je koeficient a odvisen od stanja, torej a = a(x),
dobimo nelinearno avtonomno diferencialno ena¢bo dx/dt = a(x)x. V posebnem primeru,
ko je a(z) =r(1 — x/K), je ta enacba logisticna: dx/dt = rz(1 — z/K).

Resitev z(t) = x(0)K/(x(0) + (K — 2(0))e™") poiséemo s separacijo spremenljivk ali s
substitucijo x = 1/y, ki privede do linearne diferencialne enacbe prvega reda dy/dt +ry =
r/K z resitvijo y = (1/x(0) — 1/K)e "™ + 1/K. Ena¢ba ima ravnovesji 0 in K. Ker je
za funkcijo f(z) = ra(l — 2/K) odvod enak f'(x) = r — 2rz/K, dobimo f'(0) = r in
J'(K) = —r; torej je 0 nestabilno in K lokalno asimtoti¢no stabilno ravnovesje (izrek 7).
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(3) Koalicijski model:

To je model dz/dt = az?, a > 0, oziroma dz/dt = a(x)z, kjer je a(z) = azx. Resitev je
x(t) = 2(0)/(1 — az(0)t) in ima ima pol pri ¢ = 1/ax(0), kar pomeni, da se trajektorija ne
more nadaljevati v neskon¢nost (desna stran ni Lipschitzova funkcija povsod na R).

Koalicijski model je npr. uporaben v demografiji, kjer so podatki o rasti svetovnega
prebivalstva od srednjega veka dalje pokazali, da se jim bolj prilega koalicijski model
kot npr. Malthusov model (glej podrazdelek (b) v razdelku 4). V zadnjih dvajsetih letih
pa podatki odstopajo tudi od koalicijskega modela, zato ga za bodoc¢e napovedi gibanja
populacije nadomestimo s koalicijskim modelom z zaviralnim faktorjem (glej razdelek 4).

(4) Gompertzov model (Benjamin Gompertz 1779-1865, angleski aktuar):

V obicajni formulaciji modela nastopa neavtonomna linearna diferencialna enacba (ki nima
konstantnih koeficientov) dz/dt = ke™ 'z, k,a > 0, oziroma dz/dt = a(t)x, kjer je a(t) =
ke~ Resitev x(t) = x(0)eF1=¢*)/e takoj dobimo s separacijo spremenljivk. Iz nje pa
najdemo a = a(t) = ke =k — alnz(t)/x(0); torej resi = tudi (nelinearno) avtonomno
enacbo dx/dt = (k — alnz/x(0))z, ki ima dve ravnovesji: T = 0 in T = z(0)e*/*. Ker
za funkcijo f(z) = kz — axln(z/z(0)), velja f'(z) = k — a — aln(z/z(0)), po izreku
7 odkrijemo f/(0) = oo (nestabilnost) in f/(x(0)e*/*) = —a (asimptoticna stabilnost).
Podvojitveni ¢as In2/a(t) — oo se zdaj spreminja, ni konstanten.

Gompertzov model se uporablja npr. pri modeliranju rasti tumorjev, pa tudi v ekonomiji,
npr. prirasti drzavnega dolga, v tehnologiji (razvoj novih tehnologij, Sirjenje inovacij) itd.
Primerjaj npr. razdelek 15 v knjigi [4].

(5) Alleejev model (Warder Clyde Allee 1885-1955, ameriski zoolog):

Model se glasi dz/dt = x(a + bz + cx?), a < 0, b > 0, ¢ < 0 in b?> > 4ac, oziroma
dr/dt = a(z)z, kjer je a(z) = a + bx + cz?. Ravnovesja so 0 (asimptoti¢no stabilno),
a > 0 (nestabilno), 8 > 0 (asimptoti¢no stabilno), kjer sta «, 8 (o < ) korena enacbe
a+ bx + cz? = 0. Stabilnost ugotovimo po izreku 7: za funkcijo f(z) = z(a + bx + cz?) je
f(z) = a + 2bx + 3cx? in zato f/(0) =a <0, f'(a) >0in f(3) <0.

V zvezi s tem modelom omenimo ti. Alleejev efekt: zmanjSanje prilagojenosti in upad
populacije pod nekim pragom gostote (ko je zmanjsano stevilo moznih kontaktov); pogosta
posledica je izumrtje populacije.

Omenjene modele lahko predstavimo grafiéno s ti. faznimi linijskimi diagramsi:
Namesto celotnega polja smeri v ravnini lahko opazujemo samo polje na realni osi. Na
posameznih odsekih med kriti¢nimi tockami s pus¢icami oznac¢imo smer polja.

Malthus: 0 (a > 0), 0 < (a <0)
Gompertz: < 0 z(0)ek/ —— <

Koalicija: < 0 (a > 0), 0 (a <0)
Logistika: 0 K <

Alee: 0 < « I} <

Logisti¢éna enacba (Se enkrat): Stabilnost enacbe dx/dt = rz(l — z/K), r, K > 0,
obravnavajmo Se z uporabo druge metode Ljapunova.

Za pozitivno ravnovesje je funkcija Ljapunova npr. enaka V(z) = (z — K)?, sajje V € C!
in V(K) = 0. Pogoji drugega izreka Ljapunova o stabilnosti (izreka 2) so izpolnjeni,
saj je V.> 0 na Ry razen pri K, V' = 2(z — K)dz/dt = 2(z — K)rz(1 — z/K) =
—2rx(r — K)2/K < 0 za z # K. Torej je za pozitivne zacetne pogoje ravnovesje K po
izreku 2 globalno asimptoti¢no stabilno.

Ravnovesje 0 pa ni stabilno. Lahko izberemo npr. funkcijo V(z) = 22 in dobimo V'(z) =
2rz?(1 — 2/K), tako da lahko uporabimo prvi izrek Ljapunova o nestabilnosti (izrek 3).
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Model zetve (model lova)

V zvezi z logistiéno enacbo si oglejmo Se problem Zetve oziroma lova, podobno kot smo
imeli pri diskretnih modelih. Cilj je seveda maksimalni donos pri ohranitvi populacije.

(a) Konstantna zetev
Model: dx/dt = rz(l —x/K) —e, e > 0.

Funkcija f(x) = rz(1—x/K) je najvecja pri x = K/2 in sicer enaka rK /4. Cejee < rK/4,
sta dve pozitivni ravnovesji Ty in To, T3 < T, pri e = rK/4 eno samo, pri e > rK/
pa pozitivnega ravnovesja ni (resitve bi zaradi dz/dt < rK/4 — e in posledi¢no z(t) <
x(0) + (rK/4 — e)t postale negativne, kar biolosko ni sprejemljivo).

Naj bo e < rK/4. Tedaj je T1 nestabilno in Ty stabilno ravnovesje. Izrac¢unajmo drugo
(odvisno je od e): Ta(e) = K(1+ /1 —4e/rK)/2.
Vpeljimo Se eno karakteristiko, namreé¢ ¢as okrevanja (regeneracije) po zetvi oziroma lovu.

To je ¢as tgr(e), potreben, da doseze razlika T = z — T z zaetno vrednostjo razmerje
Z(tr(e))/Z(0) = e7!. Za razliko ¥ dobimo z linearizacijo funkcije f(z) = rz(1 —z/K) —e

diferencialno enacbo
dz/dt ~ —rZ+\/1 —4de/TK.

Loc¢imo spremenljivke, integriramo od 0 do tr(e) in najdemo ¢as okrevanja

tr(e) = 1/(ry/1 —4e/rK).

Kadar ni lova (pri eg = 0), je tr(0) ~ 1/r, torej imamo tgr(e) ~ tg(0)/y/1 —4e/TK.
Vidimo, da velja tg(e) — oo, ko e — rK/4.
(b) Proporcionalna zetev (konstanten napor)
Model je zdaj: dz/dt = rz(l —x/K) —ex =rxz(l —e/r — z/K).
Pozitivno ravnovesje T = K (1 —e/r) obstaja, ¢e je e < r (nad pragom e > r ni pozitivnega
ravnovesja, imamo iztrebljenje populacije). Donos je tedaj d(e) = ex = eK(1 — e/r);
maksimalni donos max d(e) dobimo, ko je e = r/2, torej dpq. = 7K /4 oziroma T = K/2.
Za T = x — T dobimo to pot linearizirano enacbo

dz/dt = dx/dt = rz(T — z) /K =~ —rT2/K = —(r — e)Z.

Kot prej lo¢imo spremenljivke in integrirajmo po ¢asu od 0 do tg(e). Dobimo —1 =
In(z(tr)/x(0)) = —(r — e)tr(e) oziroma Cas okrevanja

tr(e) = 1/(r —e).

Ko ni lova (ko je e = 0), imamo tg(0) ~ 1/r. Vecji ko je e, vedji je ¢as okrevanja; pri
maksimalnem donosu, ko je e = 1/2, je tr(e) = 2tr(0).

Torej je pri maksimalnem donosu potreben priblizno dvakrat daljsi ¢as okrevanja kot ta-
krat, ko (skoraj) ni lova. Kljub temu je to bolje kot prej, ko se je ¢as okrevanja podaljsal
v neskon¢no. To je dodaten razlog, da konstantna Zetev biolosko ni tako sprejemljiva kot
proporcionalna.

Metapopulacijski model

Enaka nelinearna diferencialna enacba kot pri proporcionalnem modelu Zetve nastopa tudi
pri modelu, kjer je dana populacija osebkov iste vrste razdeljena v ve¢ lokalnih populacij,
ki so med seboj prostorsko lo¢ene. Za tako populacijo se je uveljavil izraz metapopulacija.
Prvi ga je uporabil Richard Levins leta 1970 in konsturiral preprost model.

Vsako obmocje je bodisi naseljeno z verjetnostjo p(t) bodisi nenaseljeno z verjetnostjo
1 — p(t) (drugace receno: p(t) je delez naseljenih in 1 — p(¢) delez nenaseljenih obmocij).
Stanje se lahko s ¢asom spreminja, kar uravnavata dva parametra: ¢ za naselitev (koloni-
zacijo) in e za izselitev (emigracijo).
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Levinsov model se potem glasi

dp/dt = cp(1 — p) — ep.

Obstajata dve ravnovesji, p = 0 (vsa obmo¢ja so prazna) in p = 1 — e/c (del obmogij
je naseljen). Kadar je ¢ < e (klonizacija je manjsa od emigracije), je nicelno ravnovesje
asimptoti¢no stabilno, neni¢elno nestabilno. Kadar pa je e < ¢, je asimptoti¢no stabilno
neni¢elno ravnovesje in na koncu ostane nek del obmocij naseljen.

Z razdelitvijo nenaseljenih obmo¢ij v ve¢ kategorij (npr. naseljive in nenaseljive) lahko
izpeljemo tudi metapopulacijske modele visjih redov (glej npr. [1]).

(B) Sistemi z dvema enac¢bama

Pri sistemu dveh nelinearnih diferencialnih enac¢b

dl‘/dt = f(:Evy),
dy/dt = g(x,y)

si bomo pomagali z linearnim priblizkom. Jacobijeva matrika je reda 2 in jo bomo oznagcili
kar s ¢érko .J. Karakteristi¢ni polinom se potem glasi A2 — tr(J)\ + det(.J).

Izrek 8. Naj bodo vsi parcialni odvodi funkcij f in g zvezni v okolici ravnovesja X. Le-to
je asimptoticno stabilno, ée je v njem tr(J) < 0, det(J) > 0, in nestabilno, ce je tr(J) > 0
ali det(J) < 0.

Dokaz. Uporabimo Routh-Hurwitzov potreben in zadosten pogoj, da imata lastni vre-
dnosti matrike J negativna realna dela.

Tip neravnovesja je pri linearizaciji sistema jasen (glej klasifikacijo), pri originalnem neli-
nearnem sistemu je lahko nekoliko drugacen:

(i) Ce je npr. det(J) = 0, pri linearnem sistemu ravnovesje 0 ni izolirano, pri nelinearnem
je lahko tudi neizolirano; ¢e pa je ravnovesje izolirano, je lahko karkoli: vozel, fokus ali
sedlo.

(ii) Ce je npr. tr(J) = 0 in det(J) > 0, ima linearen sistem Cisto imaginarne lastne vre-
dnosti (center), pri nelinearnem pa je ustrezno ravnovesje lahko center ali fokus ali pa
t.i. center-fokus. Tedaj imamo zaporedje ciklov I',, — X, z I',.; znotraj I',,, kjer se
vsaka trajektorija, ki lezi med I'y, in '), 1 spiralno priblizuje enemu ali drugemu ciklu, ko
t — +o00 (glej npr. [30]). Pri polinomskih oziroma analiti¢énih sistemih, ki jih tu izkljuéno
obravnavamo, pa ta pojav ni mozen.

(iii) Ce je tr(J)? = 4det(J) je pri linearnem sistemu to meja med realnimi in kompleksnimi
lastnimi vrednostmi, pri nelinearnem pa je lahko fokus ali vozel.

Tudi pri nelinearnem sistemu re¢emo, da je ravnovesje hiperbolicno, ¢e imajo vse lastne
vrednosti Jacobijeve matrike od 0 razlicne realne dele.
Zgled (ki ga ze poznamo):

de/dt = y(z—1),
dy/dt = x(2—y).

Ravnovesji sta: (0,0), (1,2) in Jacobijeva matrika: J = [ 233} x_—xl } Dobimo
J(0,0) = [ (2) _01 ], (imaginarne lastne vrednosti, center), tedaj ima tudi nelinearni
sistem center, in J(1,2) = [ (2) _01 ] (nestabilno sedlo), nelinearni sistem ima tudi sedlo.

V tem primeru lahko tudi hitro vidimo, kaj je primerna funkcija Ljapunova.
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Za tocko (0,0), kjer si z izrekom o linearnem priblizku ne moremo pomagati, lahko vza-
memo funkcijo

V(z,y)=2In2—z—In(1 —z) —y —2In(2 — y),

ki je prvi integral sistema, torej V/ = 0 vzdolz tira. Po prvem izreku o stabilnosti je (0,0)
stabilna tocka.

Za tocko (1,2) je V(z,y) = (z—1)? — (y — 2)?; ta funkcija zavzame v poljubni blizini tocke
(1,2) pozitivne vrednosti, njen usmerjeni odvod

V/(z,y) = 2y(x — 1) + 22(y — 2)°
pa je v okolici te tocke pozitivno definiten. Rezultat potem sledi iz prvega izreka o nesta-

bilnosti.

Zgled. Nelinearen sistem, ki uravnava nihanje matemati¢nega nihala

dx/dt = vy,
dy/dt = —wisinx—2ay

smo tudi ze veckrat (po delih) obravnavali, zato samo ponovimo.

Funkcija Ljapunova za tocko (0,0) je V(z,y) = y?/2 + w3(1 — cos ) (pozitivno definitna)
in V! = —2ay? (negativna), zato je ta tocka vedno stabilna. Za a = 0 (neduseno nihanje)
je center, za a > 0 (duSeno nihanje) pa stabilen fokus. Podobno obravnavamo tudi npr.
tocko (m,0), kjer pa moramo vzeti drugacno funkcijo Ljapunova in vedno dobimo sedlo.

Jacobijeva matrika je J(z,y) = 9 0 1

[ M — 2
—wlcos . —2a |’ tr(J) = —2« in det(J) = w{ cos .

Zato je v tocki (0,0) determinanta pozitivna in v tocki (,0) negativna. Rezultat dobimo
tudi po izreku 8.

6. Periodi¢ne resitve ravninskih sistemov

V naravi se pogosto pojavijo oscilacije (nihanja): dve veliki populaciji, ki vplivata druga
na drugo, naprimer izmenic¢no rasteta ali upadata, ¢ez dolgo ¢asa se vzpostavi ciklicno
(dinami¢no) ravnovesje.

Definicija 1: Resitev X je periodiéna, ¢e obstaja taka pozitivna konstanta 1" > 0, da je
X(t+T)=X(t) zavsak t € R.

Za nekonstantno periodi¢no resitev je min 7" > 0 perioda. Ustrezna trajektorija je sklenjena
krivulja, recemo ji cikel.

V primeru diferencialne enacbe prvega reda (nekonstantnih) periodi¢nih resitev ni, mozne
so le pri enacbah viSjega reda oziroma pri sistemih.

Trditev 1: Ce je f wezna funkcija na R, avtonomna diferencialna enacba prvega reda
dx/dt = f(x) nima periodicnih resitev.
Dokaz: Denimo, da je T' > 0 perioda resitve x = z(t); potem je

z(t+T)

t+T t+T
dx/ds)*ds = z(s))(dx(s)/ds)ds = u)du = 0,
/t (dz/ds) / f(x()) (dee(s)ds) /x@ f(w)

od koder dobimo dz/ds = 0 oziroma x konstanta.)

V fazni ravnini opisujejo dinamiko oscilirajo¢ih populacij teorija Poincaréja in Bendixsona,
indeksna teorija in bifurkacjska teorija Jules Henri Poincaré (1854-1912) je bil znameniti
francoski topolog, Ivar O. Bendixson (1861-1935) pa $vedski matematik.

Na kratko bomo obravnavali (brez dokazov) samo prvo teorijo.



83
Poincaré-Bendixsonova teorija
Orbito (trajektorijo), ki zacne v X, oznacimo z I'(Xj), torej
['(Xo) ={X € R* X =¢(t, Xo), t € R},
njen pozitivni in negativni del pa z I'"(Xy) oziroma I'" (Xp), torej
I'(Xo) = {X €R?* X = ¢(t, Xp), t >0} in T (Xp) = {X € R*, X = ¢(t,Xy), t <0}

Definiramo razli¢ne limitne pojme:

a-limitna tocka X trajektorije I': obstaja tako zaporedje t,, — —oo, daje X = lim,, 00 ¢(tn, Xo);
w-limitna tocka X trajektorije T': obstaja tako zaporedje t,, — 0o, daje X = limy,, o0 ¢(tn, Xo);
in Se

a-limitna mnozica a(T) trajektorije I' je mnozica vseh njenih a-limitnih tock ter

w-limitna mnoZica w(I") trajektorije I je mnozica vseh njenih w-limitnih tock.

Limitni mnozici sta vedno zaprti podmnozici faznega prostora. Ce je orbita omejena ozi-
roma vsebovana v kompaktni podmnozici v R?, sta tudi obe limitni mnozici, (T') in w(T")
neprazni, povezani in kompaktni podmnozici v R? (glej [30]). Prav tako sta obe limitni
mnozici invariantni (trajektorije, ki za¢nejo v mnozici, ostanejo v njej).

Vsako ravnovesje (konstantna reditev) je svoja limitna mnozica. Ce ima trajektorija eno
samo w-limitno tocko, je to stabilno ravnovesje (ponor). Stabilni vozel ali stabilni fokus
je w-limitna mnozica vsake trajektorije iz neke okolice te tocke. Podobno je (nestabilno)
ravnovesje edina a-limitna tocka vsake bliznje trajektorje (njen izvor).

Limitna mnozica lahko poleg ravnovesij vsebuje prave trajektorije, ki jim pravimo limitne
trajektorije.

Poseben primer je limitni cikel (cikel, ki je hkrati limitna mnozica neke druge trajekto-
rije). Ce je limitni cikel Ty w-limitna mnozica vsake druge trajektorije, ki zacne blizu T,
mu recemo stabilni cikel ali w-cikel. Ce pa je o-limitna mnozica za bliznje trajektorije, je
to nestabilni ali a-cikel. Lahko je hkrati oboje (semistabilni cikel).

Izrek 1 (Poincaré-Bendixson): Naj lezi pozitivni del orbite T' = I'(Xy) v kompaktni
mnoZici v ravnini. Ce njena w-limitna mnozica w(I') ne vsebuje nobenega ravnovesja, je
bodisi

(i) T' sama periodicna orbita (cikel), torej enaka w(T'), ali pa je

(ii) limitna mnoZica w(I") periodiéna orbita (limitni cikel).

Dokaz. Je tezji in zahteva nekaj ve¢ analize vedenja trajektorij in natancnega topoloskega
premisleka (glej npr. [30]).

Podobno velja za a-limitno mnozico a(I") v primeru, ko lezi v kompaktni mnozici negativni
del orbite I'.

Zgled. 1. Pri pravem duSenem nihanju (ko je koeficient dusenja a > 0), vsaka pozitivna
orbita ostane v kompaktni mnozici, ki pa vedno vsebuje ravnovesje (km,0), ki je bodisi
sedlo (lihi k), bodisi stabilni fokus (sodi k), glej sliko 26.

Pri nedusenem nihanju (o = 0) so nekatere orbite neomejene (krozenje), limitne mnozice
nekaterih so sedla (km,0) (prilihem k), ostale orbite pa obkrozajo centre (km,0) (pri sodem
k). Limitne mnozice slednjih se ujemajo z orbitami (glej sliko 27).

Izrek 2 (Poincaré-Bendixsonova trihotomija): Naj ostane pozitivni del orbite T' =
I['(Xo) v kompaktni mnoZici, ki naj vsebuje le konéno mnogo ravnovesij. Potem velja za
limitno mnozico w(I') ena od naslednjih moznosti:

(i) w(I") je ravnovesje (slika 30a),

(ii) w(I') periodi¢na orbita oziroma limitni cikel (slika 30b), ali

(iii) w(T") vsebuje konéno mnogo ravnovesij in konéno mnozico trajektorij T';, katerih a- in
w-limitni mnozici sta (lahko identicéni ) ravnovesji v w(I") (sliki 30c in 30d).
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V primeru (iii) re¢emo, da je w(I") ciklicni graf. Sestavljen je iz enega ravnovesja in homo-
ciklicne orbite (glej sliko 30c), ali iz ve¢ ravnovesij, ki jih povezujejo heterociklicne orbite
(slika 30d).

\/_ ' 3
—K O

SLIKA 30

Periodi¢na orbita mora zaobjemati (obkrozati) vsaj eno ravnovesje; ¢e zaobjema natanko
eno, to ravnovesje ne more biti sedlo (lahko je vozel ali fokus). Podrobneje razlicne
moznosti obravnava t.i. indeksna teorija sklenjenih krivulj (glej [30]).

Poincaré-Bendixonovo teorijo bomo uporabili kasneje pri posebnih primerih matemati¢nih
modelov v ekologiji.

Zgled.

dx/dt 8z — 12,
dy/dt = —y+ 22

Nicelni izoklini sta y? = 8z in y = 22, ravnovesji (0,0) (nestabilno sedlo), (2,4) (nestabilni

fokus), nobena resitev ni omejena. Poincaré-Bendixsonovega izreka ne moremo uporabiti,
ciklov nimamo zagotovljenih, naslednji izrek pa jih celo prepoveduje.

Izrek 3 (Bendixsonov kriterij). Naj bo D enostavno povezano obmocje v R2. Ce je

div(f,g) = 0f/0z + dg/dy # 0

skoraj povsod v D in ne spremeni predznaka v D, potem v D ni periodicne reSitve.

Dokaz. Denimo, da je C periodi¢na orbita v D z notranjostjo S, potem je (po Greenovi
formuli)

/C Fy)dy — gl y)de = / /S (0f /0 + D) 3y)dady

in leva stran enaka 0 (ker je g(x,y)dz = f(z,y)dy), desna stran pa razlicna od 0 (po
predpostavki). Protislovje dokazuje, da periodi¢ne orbite v D ne more biti.

Zgled. (a) Ta kriterij lahko uporabimo npr. pri prejsnjem zgledu, kjer predpostavke
Poincaré-Bendixsonovega izreka niso bile izpolnjene. Divergenca vektorskega polja je tedaj
div(f,g) = 7, torej povsod pozitivna. Ciklov ni.

(b) Prav tako lahko Bendixsonov kriterij uporabimo pri dusenem nihanju matemati¢nega
nihala. Tam je div(f,g) = —2a. Ce je a > 0, sistem nima periodi¢nih resitev ali ciklov.

Izrek 4 (Dulacov kriterij). Naj bo D enostavno povezano obmocje v R? in B(z,y)
realna C funkcija v D. Ce je

div(Bf,Bg) = 0Bf/0x + 0Bg/dy # 0
skoraj povsod v D in ne spremeni predznaka v D, ni periodiéne resitve v D.

Dokaz je prakticno isti kot prej: zdaj je fc B(z,y)f(z,y)dy — B(z,y)g(z,y)dr = 0 zaradi
g(z,y)dx = f(z,y)dy in [ [((OBf/0x+ 0Bg/dy)dxdy # 0 po predpostavki.
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Zgled (liearen sistem).
dx/dt = az+ by,
dy/dt = cx+dy.

Divergenca je div(f,g) = 0f /0x+0g/0y = a+d; ¢e a+d # 0, po Bendixsonovem kriteriju
ni periodi¢ne resitve.

Ce je a+d = 0, kriterija ne moremo uporabiti; periodi¢na resitev morda je (primer: a = 0,
b=1,c=—1,d =0, resitve so kroznice 22 +y? = C, izhodiice je center) ali pa ne (primer:
a=0,b=1,c=1,d=0, resitve so hiperbole 22 — y? = C, izhodisce je sedlo).

V tem primeru lahko uporabimo Dulacov kriterij s funkcijo B(z,y) = zy. Ker je zdaj
f(a,y) = az + by, g(w.y) = cx — ay, je Bf(z,y) = aay + bey?, By(x,y) = ca’y — awy’
in div(Bf, Bg) = cx?® + by?. Odtod vidimo, da pri pogoju bc > 0 divergenca ne spremeni
predznaka in sistem po Dulacu nima periodi¢nih reSitev. Za bc < 0 kriterija ne moremo
uporabiti in tudi sklep ne velja (lahko se pojavijo cikli).

Funkcijo B, ki nastopa v Dulacovem kriteriju imenujemo Dulacova funkcija. Bendixsonov
in Dulacov kriterij nam bosta kasneje prisla prav.

Vaja:

1. Dan je sistem dveh nelinearnih diferencialnih enacb s pozitivnim parametrom a > O:
de/dt = z(1—2z)—zy/(1+z),
dy/dt = —y+axy/(1+2).

(a) Poisci vsa ravnovesja (kriticne tocke) sistema in za vsako od njih ugotovi, ali je asimp-
toticno stabilno ali nestabilno. Prepric¢aj se, da je pri tem vrednost parametra a = 2 tocka
bifurkacije (ko dve ravnovesji zamenjata naravo stabilnosti).

(b) Naj bo a < 2. Z Dulacovim kriterijem se prepri¢aj, da na obmoc¢ju = > 0 sistem
nima cikla (navodilo: uporabi npr. funkcijo B = 1+ 1/x). Z uporabo izreka 2 potem
pokazi, da pri pogoju z(0) > 1 in y(0) > 0 trajektorija ostane v kompaktni mnozici
K ={(z,y);0 <z <z(0); 0<y <y(0)} in da velja z(t) — 1, y(t) — 0, ko t — oc.

Opomba: Ker sta pri pogoju a < 2 edini ravnovesji v mnozici K na njenem robu, tretje
ravnovesje pa je sedlo, lahko tudi iz izreka 2 ugotovimo, da sistem nima ciklov za = > 0.

7. Modeli tipa Lotka-Volterra

To so modeli, kjer nastopata dve populaciji, plen in plenilci. Obstajajo razne variante
modelov s tem imenom, in njihove izboljsave. Zgodovino modela opisuje M. Braun v svoji
knjigi [7] iz leta 1975:

Italijanski biolog Umberto D’ Ancona je v dvajsetih letih 20. stoletja statisti¢no prouceval
populacijo rib v Jadranu. Zbral je podatke z ribjih trgov na Reki, v Trstu in v Benetkah.
Presenecen je opazil, da je bil pred 1. svetovno vojno in kmalu po njej povpreéni delez
morskih psov v celotnem ribjem ulovu 13,9%, v vojnih letih 1915-1919 (ko je bil ribolov
tako belih rib kot morskih psov zaradi vojne manjsi) pa kar 25,7%. Natancnejsi podatki
so v tabeli:

Leto 1914 1915 1916 1917 1918 1919 1920 1921 1922 1923

Delez 11,9 21,4 22,1 21,2 36,4 27,3 16,0 15,9 14,8 10,7

Ker si tega ni znal razloziti, je o tem obvestil svojega tasta, znanega matematika Vita Vol-
terra (1860-1940), ki je skonstruiral prvi matemati¢ni model za opisovanje letnih nihanj
Stevila belih rib in njihovih plenilcev. Neodvisno od njega je podoben populacijski model
odkril Alfred Lotka (1880-1949), poljsko-ameriski biolog, in leta 1925 o tem izdal knjigo
Elements of Physical Biology. Lotka-Volterrov model, ki ga bomo opisali v nadaljevanju,
so v naslednjih desetletjih pogosto uporabili tudi pri realnih ekonomskih in ekoloskih pro-
blemih.
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Zgledi

(a) Zgodovinsko najbolje dokumentirana uporaba Lotka-Volterrovega modela plen plenilec
je iz Kanade. Podjetje Hudson Bay Company, ki se je bavilo s krznarstvom, je v petin-
osemdesetih letih 1845-1930 zbralo dovolj podatkov o populaciji kanadskega risa (Lynz
canadensis) kot plenilca in ameriskega sneznega zajca (Lepus americanus) kot plena za
testiranje ustreznega modela (glej podatke v [21], str. 67).

(b) Dobro znana je ekoloska in ekonomska katastrofa, ki se je zgodila, ko so leta 1960 (s
podporo Zdruzenih narodov) v Viktorijino jezero v afriki naselili velikega nilskega ostriza in
s tem povzrocili izginotje prejsnjih avtohtonih vrst rib, ki so pomenile prehrano okolisSkemu
prebivalstvu in hkrati skrbela za ekolosko ravnovesje (glej [6], str. 118).

(c) Ribolov sardel ob obali Peruja je samo v desetih letih od 1960 do 1970 narastel od 2
milijona na 12,3 milijona ton letno. Vendar se je zaradi prekomernega ulova in istocasnega
pojava El Nina ze v sedemdesetih letih populacija sardel drasti¢no zmanjsala, kar je pov-
zrocilo propad peruanske ribisko-predelovalne industrije (glej [6], str. 80).

(A) Klasi¢ni model

Osnovni model je naslednji:

de/dt = ax—bry = xz(a—by),
dy/dt = —cy+dzy = y(—c+dx).

Spremenljivka x predstavlja plen, spremenljivka y pa plenilce. Vsi parametri so pozitivni:
a,b,c,d > 0, pogosto vzamemo d = ¢/. Parameter b je per capita redukcija plena glede
na posameznega plenilca, d per capita prirastek plenilca glede na posamezen plen. Clenu
bxy re¢emo funkcionalni, clenu dxy pa numericéni odgovor (odziv). Znagilnost tega modela
je, da naras¢a populacija plena v odsotnosti plenilcev (ko je y = 0) eksponentno, medtem
ko populacija plenilcev v odsotnosti plena oziroma glavne hrane (ko je x = 0) eksponentno
upada.

Ravnovesji sta (0,0) in (¢/d,a/b). Nicelno ravnovesje je nestabilno (sedlo), zanima nas se-
a— by —bx

veda pozitivno ravnovesje. Splosna Jacobijeva matrika je J(x,y) = dy Cetdr |

zato je J(0,0) = g _OC } (z lastnima vrednostima a > 0in —¢ < 0) in A = J(¢/d,a/b) =
0 —be/d . . e .
ad /b 0 . Ker so lastne vrednosti v drugem primeru ¢isto imaginarne, je za ustre-

zni linearni sistem tocka (c¢/d, a/b) center.

Nestabilnost tocke (0,0) spoznamo iz dejstva, da je det J(0,0) < 0, medtem ko za stabil-
nost tocke (¢/d,a/b) podobno ne moremo sklepati, ker je tr A = 0 in det A > 0. Kasneje
bomo videli, da je tocka (c¢/d,a/b) center tudi za nelinearni sistem.

Funkcija Ljapunova za sistem Lotka-Volterra
Oglejmo si najprej poseben primer (a,c > 0)

de/dt = z(a—vy),

dy/dt = y(—c+x).
Pozitivno ravnovesje je (¢, a), funkcija Ljapunova

V(z,y) = (z —c—cln(z/c)) + (y — a — aln(y/a)),

saj je zvezna in odvedljiva, V(c,a) = 0in V(z,y) > 0 za 2,y > 0, x # ¢, y # a. Pois¢imo
lokalne minimume za funkcije dveh spremenljivk: V, = 1—c/x, V, =1 —a/y, Vi = ¢/2?,
Vyy = a/y? in Vi, = 0. Stacionarna tocka je (c,a); ker je v njej Vi Vi, — ny > 0 in
Vee > 0, je v njej minimum, celo globalni minimum, ker drugih stacionarnih tock ni.
Torej je funkcija Ljapunova pozitivno definitna. Poleg tega dV/dt = Vydx/dt + V,dy/dt =

I—c/x)x(a—y)+ (1 —a/y)y(—c+z)=(x —c)(a—y) + (y —a)(z — ¢) = 0 in po prvem
izreku Ljapunova o stabilnosti je ravnovesje (c,a) (celo globalno) stabilno na R?.
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Za splosen klasi¢ni model, je ustrezna funkcija Ljapunova oblike
V(z,y) =dx — c—cln(dz/c) + by — a — aln(by/a).

Kot zgoraj hitro vidimo, da je V zvezno odvedljiva funkcija dveh spremenljivk in da ima
stacionarno toc¢ko (minimum) v (¢/d, a/b). Spet dobimo stabilno ravnovesje, saj je

V'(z,y) = (dz — ¢)(a — by) + (by — a)(—c + dz) = 0.
Namesto funkcije V' bi lahko vzeli s katerokoli pozitivino konstanto pomnozeno funkcijo
eV —1,npr. V(z,y) = G(x)H(y)—G(c/d)H (a/b), kjer je G(x) = %% in H(y) = y~%.
Pretvorba v brezdimenzijsko obliko

Pigimo wu(7) = dz(t)/c, v(r) = by(t)/a in 7 = at, tako da dobimo du/dr = u(l — v),
dv/dr = av(u — 1), kjer je a = ¢/a > 0. Novi sistem ima dve ravnovesji: (0,0), (1,1) ter

.. . 1—-wv —u . 1 0
Jacobijevo matriko J(u,v) = [ ou afu—1) | zato je J(0,0) = 0 —a ] (sedlo),
J(1,1) = [ 2 _01 ] (center v linearnem primeru in, kot bomo videli, tudi sicer).

Izrek 1: Vsaka resitev Lotka- Volterrovega sistema plen-plenilec s pozitivnim zacetnim po-
gojem je periodicna.

Dokaz. Ce bi bila tocka (1,1) fokus, bi vsaka trajektorija sekala premico u = 1 ne-
skon¢nokrat. Za sistem dobimo implicitno resitev tako, da resimo diferencialno enacbo, ki
povezuje u in v (izlo¢imo cas):
dv/du = av(u —1)/u(l —v).
V enachi lahko lo¢imo spremenljivki, a(u —1)du/u = (1 —v)dv/v, in z integracijo najdemo
Inv—v=au—ahu+In K.
oziroma (z antilogaritmiranjem) g(u)h(v) = K, kjer je

au v

g(u) =u%e " in h(v) =wve ".

Obe funkciji imata na pozitivnem delu osi en sam maksimum pri 1, visok M, = e in
My, = e~ (glej sliko 31).

) v)

0 1 (u) 0 1 (u)

SLikA 31

Ce je K > MgMjp, ni resitve, pri K = MyMj, je natanko ena: v = v = 1. Za
0 < K < MyMy, ima enacba g(u) = K/M), natanko dve resitvi w,, < 1 in up > 1.
Ce u ¢ [um,un], je g(u) < K/My in g(u)h(v) < K, zato enacba h(v) = K/g(u) nima
reSitve. Pri u = uy, ali u = upy ima natanko eno, za u,, < u < ups pa natanko dve resitvi,
odvisni od u: v1(u) in ve(u). Pritem je vi(u) < 1 < va(u) ter v1(um) = va(um) = 1,
v1(upr) = va(upr) = 1. Resitev mora biti sklenjena krivulja v ravnini (glej sliko 32).
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v uy(v)

N

u(v)

SLIKA 32
Populacijsko povprecje
Po definiciji je T = & [\ x(t)dt, =+ [ y(t)dt

Izrek 2: Ce je za Lotka-Volterrov sistem par funkcij x(t), y(t) periodicna resitev s periodo
T, je populacijsko povprecje enako T = c/d in y = a/b.

Dokaz. Zaradi periodi¢nosti mora biti f;((()? dx/x =Inz(T)—Inz(0) =0 in fyy(g) dy/y =
Iny(T) — Iny(0) = 0, zato lahko izra¢unamo obe povpredji:

1 /T 1 [*M dg 1 [T 1 v gy
7 ), ( (t)) T |y @ T ), ( (t)) T o

se pravi da je § = a/b in & = ¢/d.

(x)
7 7

) /
/ y
/
/ / \
a/b / \ / \
/ / \
/ \ / \
\ / \ 7 \
/ \ / \ /
A /I \ / \\ 7
y
K ‘i S

0 c/d () @

-

SLIKA 33

Volterrov princip

Denimo, da zanjemo (odlovimo) obe populaciji, plen in plenilca, z isto proporcionalno
stopnjo e:

dx/dt = ax —bry— ex,

dy/dt = —cy—+dxy—ey.

Potem imamo spet Lotka-Volterrov sistem, le a — e namesto a in ¢+ e namest ¢, tako, da
je novo ravnovesje in povprecje T = (c+e€)/d, § = (a—e)/b. Pri majhnem ulovu (e < a) se
torej populacija plena v povpre¢ju poveca, populacija plenilca pa zmanjsa. To je razlaga
D’Anconove ugotovitve glede povecanja deleza morskih psov v celotnem ulovu rib med 1.
svetovno vojno. Volterrov princip je npr. uporaben pri zatiranju skodljivcev in njihovih
plenilcev na vrtu.
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(B) Posplositve klasiénega modela.

Osnovni Lotka-Volterrov model se pogosto izkaze za nerealisticnega in je potrebno uvesti
razne izbljSave (npr. logisticno rast plena, drugacne funkcionalne in numeri¢ne odgovore
itd.).

Semilogisti¢cni model

V odsotnosti plenilcev raste plen logisti¢no, v odsotnosti plena plenilec izumira eksponen-
tno. Model je:

de/dt = z(a—azx/K — by)

dy/dt = y(—c+ dx).

Tu so parametri a, b, c,d, K > 0. Resitev ostaja v prvem kvadrantu, ¢e tam za¢nemo.

Za B(z,y) = 1/zy dobimo div(Bf, BG) = —a/Ky < 0 za y > 0 in po Dulacovem kriteriju
v prvem kvadrantu ni ve¢ periodic¢nih reSitev.

Imamo tri ravnovesja: (0,0), (K,0) in (Z,7) = (¢/d,a(dK — ¢)/bdK). Da bo tudi tretje
ravnovesje pozitivno, mora biti K > ¢/d; v nasprotnem primeru, ¢e je K < ¢/d, prezivi le
plen.

a—2ax/K—-by —bx

dy et da , torej dobimo:

Splosna Jacobijeva matrika je J = [

(a) J(0,0) = [ g _Oc }, imamo nestabilno sedlo,

—a —bK

(b) J(K,0) = [ 0 —c+dK

}, imamo stabilen vozel, ¢e je K < ¢/d, in imamo sedlo

(nestabilno ravnovesje), ¢e je K > c¢/d,
(c) J(x,7) = [ a (—;icc/l.cfg§ K —b(;: /d ], se pravi asimptoti¢no stabilno ravnovesje

(ker je tr(J) < 0 in pri pogoju K > ¢/d tudi det(J) > 0), tip pa je odvisen od predznaka
diskriminante A = tr(J)? — 4det(J) (A > 0 pomeni stabilen vozel, A < 0 stabilen fokus).

vy e
¢ ¢ o AN
N
: 7o
0 c/d K ()
SLIKA 34

Logistiéni model:
dxz/dt = z(a — ax /K — by),
dy/dt = y(c + dz — cy/L).

Tako plen kot plenilec imata v odsotnosti nasprotne populacije logisti¢no rast (oz. upad).

Tudi ta sistem v prvem kvadrantu nima periodi¢nih resitev (ciklov). Spet izberemo
B(z,y) = 1/xy in uporabimo Dulacov kriterij; divergenca je zdaj

div(Bf,Bg) = —a/Ky — ¢/Lz < 0 za z,y > 0.
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Sistem ima v primeru logisti¢nega modela stiri ravnovesja: (0,0), (K,0), (0,L) in (T,7),
kjer je T = cK(a — bL)/(ac + bdK L) in § = aL(c + dK)/(ac + bdK L). Vidimo, da mora
veljati a > bL, da dobimo pozitivno ravnovesje, kar je edino biolosko smiselno.

”)

| v =
i - N
L7
————————————————— /(—(‘—\{T)—)/—)To(—
0} K (x)
SLIKA 35
Splosna Jacobijeva matrika je J = [ “- 2(122 K —by o 26;?% e | tako da dobimo:

(a) J(0,0) = [ g (C) }, nestabilno ravnovesje (vozel),

—a —-bK

o) 150 = |

], nestabilno ravnovesje (sedlo),

c) J(O,L) = a 0 , nestabilno ravnovesje (sedlo) in
dL —c

(@) A=Jz7) = — [aﬂi—w ~bek (a— bL)

ac+bdKL | adl(c+dK) —ac(c+ dK)

Zdaj je sled negativna: tr A = —ac(a — bL + ¢ + dK)/(ac + bdKL) < 0 (velja namre¢
a —bL > 0) in determinanta pozitivna: det A = ac(a — bL)(c 4+ dK)(ac + bdK L)/ > 0; po
Routh-Hurwitzovem kriteriju in izreku o linearnem priblizku je pozitivno ravnovesje (Z,7)
asimptoti¢no stabilno.

Lotka-Volterrov model tekmovanja dveh vrst

Model tekmovanja se razlikuje od modela plen-plenilec v predznaku koeficienta d (ni rasti
ene populacije na racun druge). Obravnavajmo npr. naslednji model tekmovanja, podoben
zadnjemu logisticnemu modelu:

de/dt = ax(K —x—ay)/K,
dy/dt = by(L—y— Bx)/L.

Vsi parametri naj bodo pozitivni: a,b, K, L, «, 8 > 0. Predpostavimo x(0) > 0, y(0) > 0.
Per capita stopnja rasti je afina: (1/z)dz/dt = f(z,y), (1/y)dy/dt = g(x,y) in df /0z < 0,
of /0y < 0, kjer je f(x,y) = a(K —x — ay)/K, g(z,y) = b(L —y — Bzx)/L. Vsaka vrsta
zase (v odsotnosti druge) raste logisti¢no.

Po Dulacu lahko takoj ugotovimo, da v prvem kvadrantu ne more biti ciklov (za funkcijo
B spet vzamemo B(z,y) = 1/zy).

Predpostavimo a3 # 1. Imamo §tiri ravnovesja: (0,0), (K,0), (0, L) in ravnovesje (T,7),
kijerjex = (K —aL)/(1—af) iny = (L—SK)/(1—af). Nicelni izoklini sta premici x = 0
in K =2+ ay za z in premici y = 0 in L = y + Bz za y. Z obi¢ajno analizo stabilnosti
ugotovimo, da so za neni¢elna ravnovesja §tirje mozni primeri:

() K>L/B,K/a>L(Z>0,7<0,éeaf <1,inT <0,7 >0, ¢ af >1). Trajektorije
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se priblizujejo ravnovesju (K, 0).
2)K<L/B,K/la<L(Z<0,7>0,¢eaf<1,inT>0,7<0,c af > 1). Trajektorije
se priblizujejo ravnovesju (0, L).

Ta dva primera predstavljata princip tekmovalne izkljucitve, ki pravi, da prezivi mocnejsi
(sposobnejsi) od obeh tekmecev.

(3) K > L/B, K/a < L (mozno samo, ¢e af > 1). Trajektorije se priblizujejo (K,0) ali
(0, L), odvisno od zacetnega pogoja (temu recemo ucinek ustanovitelja); obstaja samo ena
krivulja, vzdolz katere se trajektorija priblizuje pozitivnemu ravnovesju (Z,7): to je t.i.
separatrisa ali ¢rta loénica.

(4) K < L/B, K/ao > L (mozno samo, ¢e oS < 1). Trajektorije se v vsakem primeru
priblizujejo pozitivnemu ravnovesju (Z, 7).

Vse §tiri moznosti so prikazane na sliki 36. Laboratorijske poskuse v zvezi s tem modelom
je v tridesetih letih 20. stoletja na kvasovkah izvedel ruski mikrobiolog G.F. Gause.

) )
l Primer (1) I ¢ Vs Primer (2)
. AN
K/o. VAR TN
B o ¥ Ko, NN &
L% ) 1
: RN N €
e T Ny
N T oy b A T
Oi « Bk () ¢ 0 K LB
0 0
¢ Primer (3) Primer (4)
L s K/o
+\‘\\ separatrisa T
\\\ /
’ B v
L 55
I
B t FEN
N ) 0 K LB ™~ )

SLIKA 36
Modeli mutualizma ali simbioze

Pri teh pojavih nobena populacija ni na slabsem zaradi prisotnosti druge. Nasprotno, obe
se okrepita, kar pomeni, da mora biti predznak koeficienta pri ¢lenu, ki pomeni interakcijo,
vedno pozitiven.

Loc¢imo pa dva primera: fakultativno in obligatorno simbiozo.

(1) Pri fakultativni simbiozi je model:

de/dt = ax(K —x+ ay)/K,
dy/dt = by(L—y+ pzx)/L.
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Imamo tri nestabilna ravnovesja: (0,0) (vozel), (K,0) (sedlo), (0, L) (sedlo), kar vidimo iz
Jacobijevih matrik:

(a) J(0,0) = [ g

oS O

(b) J(K,0) = [ _oa b(1 +aﬁaK/L) }
© J0.D) [ a(l +Bch/K) _Ub }

K+alL L+ K
1—aB’ 1—ap
ravnovesje je asimptoticno stabilen vozel. Jacobijeva matrika v ravnovesju je namrec¢ enaka
1 —a(l+al/K) aa(l+al/K)

1—aB | Bb(1+BK/L) —b(1+BK/L) |’

Vidimo, da je tr A < 0in det A = (1 — af)ab(l + oL/K)(1 + BK/L) > 0 za aff < 1, tako
da je pozitivno ravnovesje asimptoti¢no stabilno. Da je stabilni vozel, se vidi iz analize
fazne ravnine (glej sliko 37(a)).

Pozitivno ravnovesje (Z,7) = (

) obstaja samo v primeru af < 1. To

(d) A= J(®79) =

. »)
NS T | Ao
/’5_’; \ '
[ Y - | i "
e - \ :
L p 4 T i T AN
AN 7 / " b $ .
,4—-;/—773 0 K -~ (X ) 0 //L/ /3 (x)
¢ A
/L
" ’ (b)
SLIKA 37

(2) Pri obligatorni simbiozi je model:

dx/dt = ax(—K — z + ay) /K,
dy/dt = by(—L —y + Bz)/L.

Nicelno ravnovesje (0,0) je zdaj asimptoti¢no stabilen vozel, ravnovesji sta se (—K,0)
(sedlo) in (0,—L) (sedlo), ki sta torej nestabilni, poleg tega pa Se locirani na negativnih
poloseh, kar biolosko ni smiselno. Jacobijeve matrike so zdaj enake:

@00 3 5|

(b) J(=K,0) = [ 8 —b(1 :raﬁaK/L) ]
© g0, = | IR0 D,

K+aL L+ BK
aB—1"af -1
je Jacobijeva matrika v tem ravnovesju enaka

1 —a(l+aLl/K) aa(l+aLl/K)
af—1| pb(1+pBK/L) —b(1+BK/L) |’

Pozitivno ravnovesje (Z,7) = ( ) obstaja samo v primeru af > 1. Zdaj

(d) A=J(T,7y) =
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Vidimo, da je tr A < 0 in det A = ab(1 + aL/K)(1 + BK/L)/(1 — af) < 0 za aff > 1.
Torej je pozitivno ravnovesje zdaj nestabilno (glej sliko 37(b)).

Drugi modeli Lotka-Volterra za dve populaciji

Obstajajo Se Stevilni drugi modeli tipa Lotka-Volterrra. Funkcionalni in numeri¢ni odgovo-
ri (€leni, ki so v zvezi z interakcijo med vrstami) so lahko tudi drugaé¢ni, ne le proporcionalni
produktu zy, npr.:

bxy (Holling, tip I), kot v klasi¢nem modelu,
azy/(x + B), a, f > 0 (Holling, tip 1T),
ax?y/(z? + B?), a, 8 > 0 (Holling, tip III),
ay(l —e ), a, 5 >0 (Ivlev),

—ay/x (Tanner), idr.

Splosdni tip Lotka-Volterrovega modela je uvedel Harrison 1979:

dr/dt = a(z)— f(2)b(y),
dy/dt = c(y)+d(z)g(y),

kjer sta funkciji d(z) in b(y) narascajoci in pozitivni. Pri ravnovesju (Z,7) in pri dodatnih
predpostavkah na funkcije obstaja funkcija Ljapunova oblike

Vi) = [ ()~ d@)/5(s)ds+ [ (b(s) - b)/g(s) s,

T 7
ki zagotavlja globalno stabilnost pozitivnega ravnovesja.
Poseben primer takega tipa sta npr. klasi¢ni in logisti¢ni model. Medtem ko pri prvem
nastopijo cikli, jih drugi nima. To njegovo pomanjkljivost (cikle so namre¢ v praksi opa-
zili) pa odpravlja naslednji model, ki sta ga leta 1963 vpeljala M. Rosenzweig in M.
MacArthur in je tudi poseben primer Harrisonovega.

Rosenzweig-MacArthurjev model:

b
dz/dt = azx(l—%)— 1755
dy/dt = 11@%95 —cy.

Koeficienti so seveda vsi pozitivni: a,b,c,d, K, 5 > 0. Vidimo tudi, da je pri tem modelu
interakcija Hollingovega tipa II.

Vedno imamo dve ravnovesji, (0,0) in (K, 0), pozitivno ravnovesje za obe populaciji (Z,7),
¢c . _ ad(K-T7)
ny= ———-
d — bef bK (d — bep)
Ry = d/be > 1 (osnovno reprodukeijsko razmerje plenilca mora biti dovolj veliko). Tu
smo predpostavili, da sama populacija plena narasca logisticno oziroma, da je vedno nje-
gova velikost manjsa od nosilne kapacitete: x < K.

kjer je T = , pa obstaja natanko takrat, ko je d > bcB oziroma

Iz Jacobijeve matrike vidimo, da je tocka (0, 0) nestabilno sedlo, tocka (K, 0) pa v primeru
Ry < 1 asimptoticno stabilen vozel (populacija plenilca ne prezivi, ostane samo plen z
vrednostjo enako nosilni kapaciteti).

V primeru Ry > 1 lahko obravnavamo tudi pozitivno ravnovesje (Z, 7). Njegova stabilnost
je odvisna od tega, ali lezi na padajocem delu parabole, ki je nicelna izoklina (tedaj je
ravnovesje asimptoti¢no stabilni fokus - ponor) ali na naraséajocem delu parabole (tedaj
je ravnovesje nestabilni fokus -izvor). V zadnjem primeru trajektorija vseeno ostane ome-
jena, tako da mora nastopiti limitni cikel (glej sliko 38).

Rosenzweig-MacArthurjev model vklju¢uje bolj realisticne predpostavke glede populacije
plena in glede sposobnosti plenjena plenilcev in obenem bolj zadovoljivo pojasni oscilacije,
ki so jih opazili pri naravnih sistemih tipa plen plenilec.
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SLIKA 38

Gausejev model

Ruski matematik Grigorij F. Gause je leta 1934 obravnaval model oblike

de/dt = wzg(z) — yp(x),
dy/dt = yq(x),

kjer so g, p in g zvezno odvedljive funkcije, g pozitivna na [0, K| in negativna za = > K,
p(z) > 0 razen p(0) = 0 in ¢ strogo narasc¢ajoca za z > 0 z negativno limito pri  — 40 in
pozitivno limito pri £ — 400. Rosenzweig-MacArthurjev model je poseben primer.

Model Kolmogorova

Pojav periodi¢nosti resitev je za Se bolj splosne sisteme skusal pojasniti ze Aleksander
N. Kolmogorov (1903-1987). Obravnaval je splosni model:

de/dt = xf(x,y),
dy/dt = yg(z,y),

kjer sta f,g zvezno odvedljivi funkciji. Predpostavimo, da predstavljata enacbi ni¢elnih
izoklin f(x,y) = 0 in g(x,y) = 0 dve krivulji, ki se v prvem kvadrantu sekata natanko
enkrat (npr. v tocki (7,7)).

Kolmogorov je formuliral devet smiselnih predpostavk, ki zagotavljajo, da resitve zgornjega
sistema ostanejo v kompaktni mnozici v prvem kvadrantu, in da je pozitivno ravnovesje
izvor (nestabilni vozel ali nestabilni fokus). Te predpostavke so naslednje:

(1) 9f /0y < 0 (rast populacije plenilcev povzroc¢i upadanje populacije plena),

(2) dg/0x > 0 (rast populacije plena povzroci rast populacije plenilcev),

(3) f(0,y1) = 0 za neko vrednost y; > 0 (obstaja mejna velikost populacije plenilcev, ko
majhna populacija plena ne more niti zaceti narascati),

(4) g(z1,0) = 0 za neko vrednost 7 > 0 (obstaja mejna velikost populacije plena, ko
majhna populacija plenilcev ne more niti zaceti padati),

(5) f(z2,0) = 0 za neko vrednost zo > 0) (obstaja mejna velikost populacije plena, ko se
v odsotnosti plenilcev rast ustavi, odvisna od nosilnosti okolja),

(6) Of /0x < 0 za velike vrednosti z (izoklina f(z,y) = 0 je upognjena navzdol, saj je njena
strmina s negativna, ker je s = —(9f/0x)/(0f/0y) in po tocki (1) imenovalec negativen;
na ta na¢in zagotovimo obsto] pozitivnega revnovesja),

(7) 0g/0y < 0 za vse vrednosti y (stopnja rasti populacije plenilca z vecanjem y upada,
rast se zaustavlja),

(8) x0f 0z + ydg/dy > 0 in (Of /0x)(Dg/0y) — (Of /Oy)(Dg/dx) > 0, oboje izra¢unano v
ravnovesju (Z,7y) (prvi pogoj pove, da je sled Jacobijeve matrike v pozitivnem ravnovesju
pozitivna, drugi, da je njena determinanta pozitivna; bioloSka razlaga: soobstoj vrst v
ravnovesju mora biti nestabilen, majhne fluktuacije vodijo k vecjim, le-te pa k oscilaciji z
limitnim ciklom),
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(9) Nicelna izoklina f(z,y) = 0 ima v ravnovesju pozitivno strmino (iz (7) in (8) dobimo
v ravnovesju df /0x > 0 in nato s > 0, ker je po (1) df/dy < 0).

)1

V1

0 x X ()

SLIKA 39

Teh devet predpostavk (zadnja sledi iz prejsnjih) je zadostnih za obstoj limitnega cikla
(glej sliko 39). Skoraj vse so izpolnjene npr. pri modelu Rosenzweiga in MacArthurja, ne
pa pri klasi¢nem ali logisticnem Lotka-Volterrovem modelu.

Zgled. Preverimo predpostavke Kolmogorova za Rosenzweig-MacArthurjev model:

_a b2 By a
6 8f/al‘——f+m—>—ﬁ, (l‘—)OO),

b

(1) of/oy = _1+db5x <0,
2) 0g/0x = 15 bpa)? >0
3) f(0,a/b) =0, .
4) ¢(7,0) =0, T = d_bed’

) f(K,0) =0,

)

)

7) 0g/dy = 0,
8) v pozitivhem ravnovesju (7,7) je
_aT VBT aT  bef T, a o
:E@f/@:l:%-yag/ay——f—l—m——f 7'&(1—E)—KRO(K—$—R0:E)
a - .\ a o _ 2a _i =
= KRO(K—233— (Ro—1)7) = KRO(K 2T — 1/bp) = KRO[(K bﬂ)/2 z] >0,

¢e lezi ravnovesje (T,7) na naraséajocem delu izokline f(z,y) = 0. Podobno se lahko hitro
prepricamo, da je (0f/9x)(0g/0y) — (0f/0y)(9g/0x) = —(0f/9y)(dg/dx) > O

Vidimo, da edinole toc¢ka (7) ni izpolnjena, ker je izoklina g(z,y) = 0 navpi¢na premica.
Sklep, da cikel obstaja pa vseeno velja.

Omenimo $e Holling-Tannerjev model

de/dt = ax(l—z/K)—yp(z),
dy/dt = by(l—ay/z),

kjer so a,b,a, K > 0 in p zvezno odvedljiva funkcija kot pri Gauseju: p(z) > 0za z > 0
in p(0) = 0. Rast plena je logisti¢cna s konstantno kapaciteto K, tudi rast plenilcev je
logisti¢na, kapaciteta pa je zdaj proporcionalna velikosti plena x.

Pri primerno izbrani funkciji p tudi ta model precej dobro opisuje nekatere realne situa-
cije, ¢eprav podobno kot Rosenzweig-MacArthurjev model ne izpolnjuje tocke (7) izmed
predpostavk Kolmogorova.
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8. Sistemi visjega reda

Spomnimo se, da velja za sisteme viSjega reda po izreku o linearnem priblizku:

Izrek 1: Naj bo X ravnovesje sistema dX/dt = F(X), kjer so F in vsi njeni parci-
alni odvodi zvezne funkcije. Ce Jacobijeva matrika J (X) s karakteristicnim polinomom
A+ e A"+ L+ a, i\ + ay zadoscéa Routh- Hurwitzovim pogojem, je ravnovesje X lo-
kalno asimptoticno stabilno.

Na kratko si bomo ogledali nekaj modelov Lotka-Volterrovega tipa z ve¢ plenilci ali veé
pleni, kombiniran model tekmovanja in plenjenja, tekmovanje treh vrst in model prehram-
bene verige. Pri slednjem modelu bomo uvedli tudi druge pojme, kot so npr. persistenca
(obstanek vrst) in permanenca.

Lotka-Volterrov model, en plen, dva plenilca:

de/dt = z(a—ax/K —by— ez),
dy/dt = y(—c+dz),
dz/dt = z(—f+ gz).

Vsi koeficienti so pozitivni: a,b,c,d, e, f,g > 0, populacija plena x raste logisti¢no (v odso-
tnosti plenilcev), vsaka od populacij plenilcev, y in z, pa upada eksponentno (v odsotnosti
plena).

Ravnovesja so:
(0,0,0) (nestabilno sedlo), Jacobijeva matrika J(0,0,0) je diagonalna, ena lastna vrednost
a pozitivna, preostali dve —¢, — f negativni,

(K,0,0) asimptoti¢no stabilno za K < ¢/d in K < f/g, v nasprotnem primeru pa nesta-
bilno (sedlo),

(f/9,0,a(gK — f)/egK) in (¢/d,a(dK — ¢)/bdK,0), pozitivni samo v primeru K > ¢/d in
K > f/g, tedaj pa ima ustrezna Jacobijeva matrika dve lastni vrednosti, ki imata negativni
realni del, tretja pa je odvisna od predznaka izraza cg —df. Ce je c/d > f/g, je ravnovesje
(f/9,0,a(gK — f)/egK) asimtoti¢no stabilno, ravnovesje (¢/d,a(dK — ¢)/bdK,0) pa ne-
stabilno; ¢e je ¢/d < f/g velja ravno obratno.

Lotka-Volterrov model, dva plena, en plenilec:
de/dt = z(a—bz),

dy/dt = y(c—dy—ez),
dz/dt z2(—f + gx + hy).

Vsi koeficienti so pozitivni: a,b,c,d, e, f,g,h > 0, populacija prvega plena x potem raste
eksponentno, populacija drugega plena y logisti¢no (v odsotnosti plenilca), plenilec z sicer
upada eksponentno (v odsotnosti plena).

Hitro vidimo, da je moznih pet ravnovesij in sicer:

nicelno (0,0,0) (nestabilno), (0,¢/d,0), (f/g,0,a/b), (0, f/h,c/e —df /eh) in (T,7,Z),
kjer je T = f/g—hc/dg+aeh/bdg = f/g—hy/g,y = ¢/d—ae/bd = ¢/d—eZ/d in Z = a/b.

0 0 bz
Jacobijeva matrika je za zadnje ravnovesje enaka J(T1,T2,T3) = | 0 —dy —ey |,
gz hz 0

karakteristéna enacba pa A3 + dgA\? + (bgTZz + ehyz)\ + bdgTyz = 0.

Ker so (pri pogoju Z,7,Z > 0) vsi koeficienti pozitivni, produkt prvih dveh pa je vecji
od tretjega, je po Routh-Hurwitzovem kriteriju ravnovesje (Z,7,%) lokalno asimptoti¢no
stabilno.
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Kombinirani model tekmovanja in plenilstva

Dve populaciji plena z logisti¢no rastjo med seboj tekmujeta za naravne vire, tretja popu-
lacija pleni obe prejsnji. Kljub taki situaciji lahko obstaja pozitivno ravnovesje vseh treh
populacij (t.i. bioloska pestrost), kot smo videli Ze v zadnjem posebnem primeru.

Splosni model:

dri/dt = zi(e1 — a1z — aiaxs — a1323),
dra/dt = zo(ex — a1 — aexy — a233),
dxg/dt = x3(—e3 + az1z1 + asz).

Kot obi¢ajno naj bodo vsi parametri pozitivni. Med populacijama z1 in xo z logisti¢no
rastjo vlada tekmovanje (glej Lotka-Volterrov model tekmovanja), populacija plenilcev x3,
ki bi sicer brez plena eksponentno upadala, pleni obe prejsnji populaciji.

Z uvedbo novih spremenljivk = = aj1x1/e1, y = ai2x2/e1 in z = «ajzrs/e; ter novih
parametrov a = agie1/aiies, b = ager/aiges, ¢ = agzer/aizes, d = asjer/aqies, e =
agoer/aises, f=e1, g = ez in h = eg zgornji sistem poenostavimo oziroma preoblikujemo
v sistem:

dx/dt fx(l—x—y—2),

dy/dt = gy(1 —ax—by— cz),

dz/dt hz(—1+ dz + ey).

Tusoa,b,c,d,e, f,g,h > 0. Predpostavimo, da obstaja natanko ena resitev sistema enacb,
ki dolocajo netrivialne nicelne izokline. To resitev dobimo, ¢e resimo matri¢no enacho

AX =E,
kjer je E = (1,1,1)T in

1 1 1
A=]a b ¢
d e 0

Ker je po predpostavki det A # 0, je resitev X = (%,7,%)” lahko dobljena s Cramerjevim
pravilom. Tocka (Z,7,Z) je seveda ravnovesje, za katerega je iz biologkih razlogov smiselno
zahtevati, da ima vse tri komponente pozitivne.

—-fr —fz —fz
Jacobijeva matrika v tem ravnovesju je J = | —agy —bgy —cgy

dhz  ehZz 0

in ima karakteristi¢ni polinom \® + a'A? + ¥X\ 4+ ¢ = 0, kjer je a/ = fT + bgy, b =
(b —a)fgTy + df hTZ + ceghyz in ¢ = —(det A) fghTyz.

Routh-Hurwitzovi pogoji povedo, da morajo biti za asimptoti¢no stabilnost ravnovesja
izpolnjeni pogoji ' > 0, ¢ > 0 in d’b > . Prvi pogoj je avtomati¢no izpolnjen, drugi
je izpolnjen v primeru det A < 0. Najbolj je kompliciran tretji pogoj, ki nam da neenakost:

(b—a)(fT + bgy)/hz + beegy/ fT + dfT /gy > —cd — ae.

Konkretni primeri pokazejo, da je mogoce vse te pogoje izpolniti, kar biolosko pomeni, da
v ekoloskem ravnovesju vse tri populacije lahko obstanejo in prezivijo, kljub plenilcu (glej
npr. [6], str. 224-227).

Se ve¢, z odstranitvijo plenilca (z = 0), bi sistem postal tekmovalni in si morda, kar je
¢isto mogoce, poiskal ravnovesje z izginotjem ene od populacij (primerjaj Lotka-Volterrov
model tekmovanja dveh vrst). Tak primer kaze slika 40(a), medtem ko je na sliki 40(b)
prikazan primer sobivanja treh vrst.
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SLIKA 40
Model tekmovanja treh vrst:
de/dt = x(ag — a1z — agy — azz),
dy/dt = y(bo — biz — bay — b32),
dz/dt = z(co—cr1x — coy — c32).

Tu je a;,b;,¢; > 0 za vsak i. Spet imamo logisti¢no rast vsake vrste z nosilno kapaciteto
ag/a;, by/b; oziroma cy/c;, prisotnost drugih dveh vrst ovira vsako vrsto pri rasti, vrste
med seboj tekmujejo za skupne vire (hrano in prostor).

Resitve ostajajo v pozitivnem oktantu, ¢e zacnemo tam.

Ravnovesja (pri dolocenih pogojih glede koeficientov): nicelno (0,0,0), tri ravnovesja, ko
se ohrani samo ena vrsta, tri ravnovesja, ko se ohranita dve vrsti in nazadnje Se eno rav-
novesje za ohranitev vseh treh vrst.

Hitro lahko preverimo stabilnost nicelnega ravnovesja: tedaj je Jacobijeva matrika J(0,0,0)
diagonalna z ag, by, cg po diagonali; ker so vsa tri Stevila pozitivna, je nic¢elno ravnovesje
nestabilno.

Ravnovesje (Z,0,0) = (ag/a1,0,0) npr. za prvo vrsto pa je asimptoti¢no stabilno, e je
T = ap/a1 > max{by/by,co/c1}, sicer nestabilno; to vidimo iz Jacobijeve matrike, ki je v
tem primeru zgornje trikotna:

—a1T —a9T —asT
J(Tl,0,0) = 0 byo — 1T 0
0 0 co— C1T

Podobno dobimo za ostale vrste.

Modeli tekmovanja so nasploh za proucevanje zelo zanimivi. Ze pri sistemu 3 x 3 lahko
pride do nepricakovanega in zanimivega vedenja:

Kot smo videli, lahko izumre ena, dve ali vse tri vrste, lahko pa vse tri ostanejo (ko obstaja
pozitivno globalno stabilno ravnovesje). Resitve so lahko periodi¢ne ali imajo stabilno he-
terokliniéno orbito (model s petimi vrstami je lahko celo kaoticen).

Robert M. May in Warren J. Leonard sta leta 1975 analizirala poseben primer s sta-
bilno heterocikli¢no orbito (glej [19]). Denimo, da druga vrsta eliminira prvo, prva tretjo
in tretja drugo.

May-Leonardov model tekmovanja (0 <a<1,b> 1, z,y,z > 0):

de/dt = x(1—z—by—az),
dy/dt = y(1—ax—y—bz),
dz/dt = z(1—bxr —ay— z).

Obstaja pet nenegativnih ravnovesij: (0,0,0), (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1) in
@.9,2) = (1,1,1)/(1 +a+D).
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Zadnje ravnovesje dobimo z regitvijo linearnega sistema AX = F, kjer je A =

S Q=
Q = o
—_ o Q

in £ = (1,1,1)T. Determinanta te matrike je
det A=a®+0* —3ab+1=(a+b+1)(a*+b*—ab—a—b+1)=

(a+b+1)((a—1)*+b0-1)2—=(a—1)(b—1)) #0

za a,b # 1in a+b # —1, tako da je to edina resitev in celo pozitivna za a+b > —1. Mozna
ravnovesja bi bila se: (1—b,1—a,0)/(1—ab), (1—a,0,1-b)/(1—ab) in (0,1—-b,1—a)/(1—ab),
od katerih pa nobeno ne lezi v prvem oktantu, ker smo izbrali 0 < a <1 in b > 1.

Jacobijeva matrika v poljubni tocki (z,y, z) je enaka

[ 1— 22— by —az —bx —azx
J = —ay 1—ax —2y—bz —by ,
i —bz —az 1—bxr—ay—2z
v ravnovesjih (0,0,0), (1,0,0), (0,1,0) in (0,0,1) pa dobimo (po vrsti)
(1.0 0 -1 b  —a 1-b 0 0 l-a 0 0
J=(0 1 0|,] 0 1—-a O , —a -1 =b in 0 1-b 0
| 0 0 1 0 0 1-5 0 0 1—a —b —a -1
Pri danih pogojih so vsa ta ravnovesja nestabilna. Nazadnje je v pozitivhem ravnovesju
1 b a
J(T,7,7) = 1+¢11+b a 1 b =4 7= ﬁ
b a 1
a+b<2 a+b=2

0.8
0.6
0.4

i

0.8

0.6

0.4

x1(1), x(1), x3(t)

SLIKA 41. May-Leonardov model (iz knjige [1], str. 252)
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V ravnovesju (Z,7, %) so lastne vrednosti \; = —1, Ao 3 = y(a+b—2+i(a—b)\/3)/2, zato
je lokalno asimptoti¢no stabilno, ¢ée je a + b < 2. Konkretni primeri (a = 1.25, b = 0.5;
a=0.5,b=1.5; a=0.5,b=1.25) dajo razlicno kvalitativno vedenje (glej sliko 41):

(1) fokus (a+b < 2),

(2) vet koncentricnih limitnih ciklov (a 4+ b = 2), ali

(3) limitni cikel (trikotnik) (a +b > 2).

V primeru a+b = 2 vpeljimo oznaki v = x +y+z in v = xyz, pa dobimo du/dt = u(1—u)
(logisti¢na enacba), od koder takoj najdemo lim; o u(t) = 1, ter dlnv/dt = 3 — 3u =
3dInu/dt, torej v(t)/v(0) = (u(t)/u(0))® oziroma limv(t) = v(0)/u(0)> = C. Limitna
reSitev lezi na ravnini z + y + z = 1 in na hiperboloidu xzyz = C, se pravi, da je enaka
preseku teh dveh ploskev.

Prehrambena veriga

Denimo, da spremenljivka x; predstavlja populacijo, s katero se prehranjuje populacija xs;
s slednjo se prehranjuje populacija x3 itd. Ustrezni model se glasi (a;; > 0, a11 > 0):

dri/dt = z1(a10 — a11z1 — a1222),
dl’g/dt = 1’2(—&20 + a1 — a23x3),
dep/dt = zp(—ano~+ anp-1Tn—1).

Oglejmo si samo poseben primer n = 3 (populacijo sestavljajo npr. trava, zajec in kojot).

Zgled. Sistem diferencialnih enac¢h je zdaj:

dl‘l/dt = l‘l(alo — Q1171 — al2$2)a
dzo/dt = xo(—ag + a1 — asxs),
dxs/dt = x3(—a3p + asez2),

Hitro se lahko prepri¢amo, da obstajajo samo §tiri nenegativna ravnovesja: (0,0,0), (Z1,0,0),
(ZT1,T2,0) in (T1, T2, T3), od katerih so prva tri nestabilna, zadnje pa asimptoti¢no stabilno.

Definirajmo konstanto
p = a9 — a11a20/az1 — a12a30/a32.

Pri pogoju a1; > 0 in g > 0 lahko dokazemo tudi stabilnost in celo globalno asimptoti¢no
stabilnost pozitivnega ravnovesja X = (ZT1,T2,T3). To ravnovesje zadosc¢a enacbam ajg =
1171+ a12T2, —A20 = —a91T1 + G23T3 In —agzy = —azaTs. Ce jih vstavimo v zgornje enacbe
dobimo ekvivalenten sistem

dl’l/dt = xl(—all[xl — Tl] — CL12[1’2 — Tg]),
dl’g/dt = 1’2(&21[%1 — Tl] — a93 [xg — Tg]),
dl’g/dt = 1’3(&32 [xg — Tg])

Za pozitivne konstante c1, co, cg > 0 definirajmo funkcijo
V(l’l, X9, xg) =C [a:l—fl —T1 111(%1/51)]4—62 [xg—fg —T2 111(%2/52)]4—03 [xg—fg—fg ln(xg/fg)].

Ker je o¢itno V € C! za z1,29,23 > 0 in V(T1,T2,T3) = 0, je to funkcija Ljapunova za
ravnovesje (T1,Ta,Z3). Poleg tega je ocitno V > 0 in V(z1, z2,23) = 0 natanko takrat, ko
je 11 =T, wo = Tg, T3 = T3.

Izberimo konstante ¢; tako, da bo veljalo coas1 — c1a12 = 0 in czags — coazz = 0, pa se
lahko hitro prepri¢amo, da je potem dV/dt = —cjay1[r1 — T1]? < 0 in dV/dt = 0 natanko
takrat, ko je x1 = T1. Od tod sledi po prvem izreku Ljapunova, da je pozitivno ravnovesje
lokalno stabilno.
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Ce izracunamo Jacobijevo matriko v pozitivnem ravnovesju:

—a11T1  —a1271 0
J(T1,T2,T3) = a21T3 0 —a3To |,
0 a3273 0

vidimo, da je enaka matriki A iz zgleda 1 pri kvalitativni stabilnosti ob koncu drugega
razdelka. Torej je Jacobijeva matrika sistema v pozitivhem ravnovesju celo kvalitativno
stabilna in zato tudi lokalno asimptoti¢no stabilna. Po izreku 6 o linearnem priblizku iz
razdelka 5 je zato pozitivno ravnovesje lokalno asimptoti¢no stabilno.

7 nekaj ve¢ dela se da pokazati, da je pozitivno ravnovesje pri danih pogojih tudi edina
invariantna mnozica, zato imamo celo globalno asimptoti¢no stabilnost.

Obstanek (persistenca) vrst

Kadar ima dinamicni sistem pozitivno ravnovesje, ki je (globalno) asimptoti¢no stabilno,
vse nastopajoce populacije seveda tezijo k temu ekoloskemu ravnovesju in zato dolgoro¢no
obstanejo, se pravi sobivajo na doloéenem prostoru. Za sam obstanek vseh vrst pa obstoj
pozitivnega ravnovesja ni potreben. Pomembno je, da se nobena vrsta po Stevilu svojih
pripadnikov ne pribliza pragu izumrtja.

Definicija 1. Sistem dX/dt = F(X) je

(a) krepko persistenten, ¢e za vsako zacetno tocko X (0) = (wl(O),xg (0), ..., 2 (0N, Kjer je

i(0) > 0 za vsak i, velja liminf; .o x;(t) > 0 za vsak i = 1,2, ..

) Sibko persistenten, ¢e je limsup,_, .. z;(t) > 0 za vsak i = 1, 2 n in

c) enakomerno persistenten, ¢e obstaja § > 0, da je hmmft_,OO xl t) > 0 za vsak i =
2,.

/\/‘\g

[

)=

V zadnjem primeru je § neodvisen od zacetne tocke, medtem ko sta limes inferior in limes
superior seveda odvisna. Persistenco lahko definiramo tudi samo za delne populacije (tj.
samo za nekatere indekse v vektorju stanj).

Definicija 2. Sistem dX/dt = F(X) je permanenten, ¢e obstaja T' > 0 in kompaktna
mnozica K v notranjosti R} = {(x1,x2,...,2,) € R"; x; > 0 za vsak i = 1,2,...,n}, tako
da velja X (t) € K za vsak t > T.

To pomeni, da trajektorije neko¢ vstopijo v kompaktno mnozico K in potem za vedno
ostanejo v njej.

Persistenca ni zelo dobra mera prezivetja (lahko se zgodi, da pri kakem zaporedju zacetnih
tock X (0) za resitve velja 0 < liminf z¥(t) < ¢, vendar ¢, — 0). Zato pogosto uporab-
ljamo ti. praktiéno persistenco z vnaprej podanimi mejami (i = 1,2,...,n):

0 < L; < liminf z;(¢) < limsup z;(t) < M;.

Ta prakticna persistenca implicira permanenco. Prav tako seveda iz krepke persistence
sledi Sibka persistenca. Pri enakomerno omejenih reSitvah sta enakomerna persistenca
in permanenca enakovredni. Sistem z globalnim stabilnim ravnovesjem je permanenten,
obratno pa nasploh ni res.

Persistenco in permanenc lahko npr. opazujemo pri prehrambenih verigah. Tu preverimo
le sibko persistenco verige v primeru n = 3 (glej zadnji zgled).

Izrek. Naj bo a11 > 0. Pri p > 0 je veriga Sibko persistentna, pri p < 0 ni persistentna.

Dokaz. Najprej vidimo, da reSitve ostanejo v prvem oktantu, ¢e v njem za¢nejo. Potem iz
ocene dzy/dt < x1(a1p —ay121) vidimo, da je resitev z1 omejena. S primerjavo z logisti¢no
enachbo se namre¢ da pokazati, da je limsup,_, ., x1(t) < a1p/aii.
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Ker za funkcijo u = ao1agsexi + a12a32x9 + ajoa933 velja
du/dt = as1asexi(aig — a1121) + aigasexe(—ag) + a12a23x3(—ag) =

az1a32x1(—a1021) + a12a3222(—az0) + a12a2323(—aso) + az1asexi (2a10 — ar121) < —mu+b,

kjer je m = min{ajg, ag,asp} in b = maxy, [ag1asar:(2a10 — a121)], spoznamo, da je u
omejena funkcija. Potem pa so tudi vse funkcije x; omejene.

Definirajmo ti. persistenéno funkcijo
(1) = 2y,

kjer je r1 = 1, 79 = a11/a91 in 13 = ay2/as. Ker so resitve omejene, konvergira p(t) — 0,
¢e z;(t) — 0 za nek i.

Naj bo p > 0. Pokazali bomo, da je limsup,_,. x;(t) > 0 za vsak i. Pa denimo nasprotno,
da za nek i < 3 velja limsup,_,., ;(t) = 0; tedaj je zaradi pozitivnosti res z;(t) — 0, torej
tudi p(t) — 0. S tem pa bomo prisli do protislovja.

Ker lahko za dovolj velik ¢ dosezemo, da je z;(t) < a;y1,0/(2ai+1,i), dobimo iz neenacbe
dzip1/dt < vip1(—aiz1,0 + aip1,i7i)
Se krajso neenacbo
dzipr/dt < —air1,0Ti41/2,

ki pove, da ;41 eksponentno pada proti ni¢, torej z;41(t) — 0. Ce je i = 1, vidimo, da
tudi z2(t) — 0, potem pa na enak nacin tudi z3(t) — 0. V vsakem primeru torej velja
x3(t) — 0. Potem pa dobimo iz enacbe

-1 r1 T2

ri—1. _ro 1 ro—1, 71, 7: T 8
dp/dt = rix]' " Tx e +roxy® Eexy'as® 4+ raxs® T dsxitay’ = p(p — roasss)

oceno

dp/dt = p(p/2),

odkoder sledi p(t) — oo v nasprotju z p(t) — 0. Za p > 0 je sistem torej Sibko peristenten.

Za p < 0 pa dobimo iz diferencialne enacbe za p drugacno oceno: dp/dt = p(u—roagsxs) <
up, od koder vidimo, da p(t) — 0. To pomeni, da sistem ni persistenten; vsaj za en i je
liminf; o z;(t) = 0.

9. Razli¢éni drugi modeli

Obravnavali bmo Se nekatere pomembne matemati¢ne modele v epidemiologiji, virologiji,
bakteriologiji in nevrologiji.

(A) Epidemioloski modeli

Vpeljimo oznake, ki smo jih vajeni ze od diskretnih modelov. Spremenljivke so:
S - sprejemljivi (susceptibilni) osebki,

I - okuzeni (inficirani) osebki,

R - ozdravljeni, imuni (recovered, removed) osebki.

Imamo tudi standardne oznake za vrsto modela:

SI - model brez imunih in brez ozdravljenih (S — I),

SIS - model brez imunosti (S — I — 5),

SIR - model s trajno imunostjo (S — I — R),

SIRS - model z zac¢asno imunostjo (S — I — R — S).

Oglejmo si slednjega, ki je najosnovnejsi (najvecji) in kjer upostevamo tudi umrljivost in
rojstva.
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Model SIRS
dS/dt = —(B/N)SI—0bS+bS+bl+bR+ VR,
di/dt = (B/N)SI—~I—bI,
dR/dt = ~I—bR—VR.

Na zacetku naj bo S(0),1(0) > 0, R(0) > 0 in S(0) + I(0) + R(0) = N, kjer je N obseg
(velikost) populacije. Parametri so tu vsi pozitivni in sicer pomenijo:

B - verjetnost okuzbe pri stiku okuzenega z zdravim osebkom, torej pomeni SS/N pov-
pre¢no Stevilo kontaktov enega okuzenega, ki povzroéi novo okuzbo,

v - stopnja ozdravitve (1/4 povprecen ¢as okuzbe),

v - stopnja izgube imunosti (1/v povprecen ¢as imunosti),

b stopnja rojstev = stopnja smrti.

Stirje preprosti zgledi oziroma posebni primeri brez rojstev in smrti (b =0) so:
(1) Model SI, brez imunih (R = 0) in brez ozdravljenih (y = 0):

ds/dt = —(B/N)SI,
dIjdt = (8/N)SI,

S + 1 = N, redukcija na eno enacbo dI/dt = SI(1 —I/N). Ta enacba je logisti¢na, zato
I(t) = N (t = o0), uporaba pri zelo kuznih boleznih (npr. gripa).

(2) Model SIS, brez imunosti, vsi ozdravljeni postanejo spet sprejemljivi (S namesto
S+ R):

ds/dt = —(B/N)SI+~I,

di/dt = (B/N)SI—~I,

S+1 = N, redukcija kot prej na logisti¢no enacbo dI/dt = 5'I(1—1/N'"), kjer je B’ = B—~
in N' = N(1 —v/8). Ce je 8 > =, konvergira I(t) — (8 — v)N/B (bolezen ostane
epidemicna); ¢e 5 < =, konvergira I(t) — 0 (bolezen izzveni). Model se uporablja pri
spolno prenosljivih boleznih (npr. gonoreja, sifilis).

Osnouvni reprodukcijski faktor Ry = (/v pomeni povprecno stevilo sekundarnih okuzb,
povzrocenih z enim okuzenim v ¢asu njegove okuzenosti in odlo¢a o izbruhu epidemije
(Ro > 1) ali izginotju bolezni (Ry < 1).

(3) Model SIR, s trajno imunostjo (R # 0, v = 0):

ds/dt = —(B/N)SI,
dIjdt = (B8/N)SI —~I,
dR/dt = ~I,

konstantna populacija S + I + R = N. Zadnjo enac¢bo resimo potem, ko poznamo I(t),
zato sta pomembni le prvi dve, ki povezujeta S in I. Torej imamo v resnici sistem dveh
enach:

dsjdt = —(8/N)SI,
dIjdt = (B/N)SI—~I.

Sistem spominja na klasiéni Lotka-Volterrov model, le da tu populacija sprejemljivih S
sama zase ne raste. Iz prve enacbe sistema vidimo, da S(t) pada in iz zadnje, da R(t)
nara$ca, obe funkciji imata limiti (omejenost), ko t — oco. Pisimo: dI/dS = —1+~vyN/3S,
pa dobimo

I(t) = N — R(0) — S(t) + (YN/8) In 5(2)/5(0).

Ce je S(0) > yN/B, je max I(t) (ko nastopi epidemija) dosezen pri S(t) = vN/f3, potem
pa tudi I(t) pada; ¢e pa S(0) < ~yN/j3, potem I(t) ves cas pada (ni epidemije). V vsakem
primeru I(t) pada do 0, ker so resitve omejene, in gredo trajektorije proti robu kompak-
tnega obmocja (glej sliko 42).
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SLIKA 42

Limitno vrednost S(oo) za S dobimo iz transcendentne enacbe S(co) = N — R(0) +
(YN/B)In S(00)/S(0); vsaka tocka na osi S je ravnovesje. Definiramo Se ti. efektivno
stopnjo: R = 35(0)/yN = Rox*, kjer je z* = S(0)/N.

(4) Model SIRS, z zacasno imunostjo (R # 0):

dS/dt = —(B/N)SI+ vR,
dI/dt = (B/N)SI — I,
dR/dt = ~I—vR,

S(0),1(0), R(0) > 0, S(0) + I(0) + R(0) = N. Odtod dobimo S(t) + I(t) + R(t) = N za
vsak ¢t > 0. Ko izlo¢imo R, ostaneta dve spremenljivki:

ds/dt = —(B/N)SI+uv(N—S—1I),
dIjdt = I(BS/N —~).

Vaja:

1. Poisci ravnovesja za reducirani model SIRS in razis¢i njegihovo asimptotic¢no stabilnost.
Naj bo Ry = [/~ osnovni reprodukcijski faktor. Prepricaj se, d apri pogoju Ry < 1
epidemija izzveni, pri pogoju Ry > 1 pa ne. Kaj se zgodi pri pogoju Ry =17

Da bi bili modeli bolj realisti¢ni, vklju¢ijo pogosto dodatna stanja (spremenljivke), npr.
latentno stanje E (model SEIR), pri otrocih upostevajo zacetno imunost (po materi),
stanje M (model MSEIR). Cepljenje povzroci dodatno imunost (ti. herd immunity), samo
(1 — p)N je susceptibilnih, prag se zniza R = Ry(1 — p) < 1 (da ni epidemije), ocena za
delez cepljene populacije torej p > (Ry — 1)/Ryp.

Zgled: V Angliji in Wellsu 1956-1968 je osnovni reprodukcijski faktor za o$pice ocenjen na
Ry = 13 (May 1983), torej je p > 12/13 = 92%; da bi preprecili epidemijo, je treba cepiti
vsaj 92% otrok. Masovno cepljenje pa ima tudi negativne posledice: poveca se povprecna
starost prvega stika z boleznijo, kar zna biti kasneje (npr. za nosece mamice) nevarno
zaradi tezjih posledic. Alternativa cepljenju je karantena (uspesna npr. pri SARS 2003).

Celiéna dinamika virusa HIV

Kratica pomeni Human Immunodeficiency Virus, kratica za AIDS pa Acquired Immune
Deficiency Syndrome. Konec 20. stoletja je bilo okrog 50 milijonov okuzenih (15 milijonov
od teh je ze umrlo).

Dinamika deluje na celicnem nivoju. Virus HIV napade imunski sistem oziroma nekatere
bele krvnicke, ki jih imenujemo T-celice (natanéneje CD4™T celice). Le-te so odgovorne za
produkcijo protitelesc v B celicah, oboje se formirajo v kostnem mozgu, T celice migrirajo
v thymus, kjer dozorijo. Modelirajo delovanja virusnih delcev na populacijo zdravih T
celic (celicna dinamika), nekatere okuzi, druge ne, zato je model sicer malce podoben SI
modelu. Spremenljivke so neokuzene T celice x, okuzene T celice y, svobodni virus v.
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Model HIV (Nowak, May 2000, Perelson 1993):

de/dt = ~—d,x— Bxv,
dy/dt = pxv—dyy,
dv/dt = ky—dyv— Bxv.

Predpostavimo x(0),v(0) > 0, y(0) = 0. Celice x se producirajo s konstantno stopnjo =,
okuzijo s stopnjo Bxwv, pri ¢emer se populacija prostih virusov z isto stopnjo zmanjsa. Pri
tem so d;,d,,d, per capita smrtne stopnje za z, y in v. V okuZeni celici virus proizvede
povprecno N novih virusov s stopnjo k = Nd,. Vse mere so na mililiter krvi (zdrav odrasel
¢lovek ima 108 T celic v mililitru krvi). Cas merimo v dnevih, modeliramo samo primarno
fazo okuzenosti s HIV, prvih nekaj tednov, medtem ko napredovanje AIDSA traja leta.
Populacija v najprej naraste, nato pa v nekaj tednih pade za red velikosti 2 do 3 (glej sliko
43). Osnovno reprodukcijsko stevilo je Ry = NB~v/(d.d, + 5v) (¢e je Ry < 1, se virus ne
bo prijel).

X y

0 (v dnevih) ¢ 0 (v dnevih) y
v
0 (v dnevih)
SLIKA 43

Perelson leta 1993 studiral podoben model z logisti¢no rastjo, vpeljal dodatno stanje la-
tentno okuzenih in ¢as opazvanja raztegnil na vec let.

Drugi podrobnejsi modeli vkljucujejo tudi vpliv zdravil, odpornost nanje, zamike, bele
krvnicke CTL (cytotoxic T lymphocyte), glej Banks 2000, Culshaw 2003, Hymann 1999,
Nowak, May 2000, Nelson Perelson 2002,1999, Wodarz 2001. Obstajajo tudi populacij-
ski modeli o rasirjenosti AIDSA v (po spolu) strukturirani populaciji (Blower 1998,2000,
Castillo-Chévez 1989, Thieme, Castillo-Chéavez 1993).

(B) Kemostati¢ni model

Kemostat je priprava za gojenje bakterij, encimov in drugih enoceli¢nih organizmov v
laboratoriju. Pomemben je tako za znanstvene namene (npr. za Studij tekmovanja pri
pomanjkanju hranil oziroma substrata) kot za komercialne namene (npr. pri fermentaciji,
potrebni za pridbivanje insulina).

Proces §tudiramo na celicnem nivoju. Celice rastejo tako, da jemljejo hranilno snov iz
okolja. Najbolj pogosto uporabljeni model je naslednji.

Michaelis-Mentenova kinetika

Naj bo n = n(t) koncentracija (delez) obravnavane substance (substrata) v okolju. Njeno
spreminjanje uravnava diferencialna enacba

dn/dt = —Kn/(k +n).
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Funkcija K(n) = Kn/(k + n) pomeni stopnjo zmanjSanja substrata in obenem stopnjo
poveCanja produkta v celici. Pri tem je K maksimalna stopnja rasti in k konstanta po-
loviéne nasicenosti, tj. tak n, da je desna stran enaka —K /2.

Ta dinamika (kinetika) nosi ime po nemskem biokemiku Leonorju Michaelisu (1875-
1949) in kanadski zdravnici Maud Menten (1879-1960). Oba sta svoje raziskave, iz
katerih se je razvil model, opravila Se pred prvo svetovno vojno. Vcéasih dodajo Se ime
francoskega biologa nobelovca Jacquesa L. Monoda (1910-1976), ki je med drugo sve-
tovno vojno in po njej mnogo prispeval k proucevanju rasti bakterij (prouceval je zlasti
FEscherichia coli).

Michaelis-Mentenovo enacbo izpeljemo iz kemijskih reakcij
k
n+ xo kﬁl T, I1 gp-ﬂio.
-1

Molekule substrata n se vezejo na receptor (encim) x na membrani celice (slika 44); ce
prodrejo v celico, nastane produkt p. Oznaka xy pomeni nezaseden receptor, 1 pa zaseden;
k1, k_1 in ko so reakcijske konstante, pusCici v obe smeri povesta, da je prva reakcija
reverzibilna (receptor lahko molekulo substrata spet izgubi), za drugo reakcijo pa to ne
velja.

[}
X ° substrat

receptor

SLIKA 44

Spremembe posameznih sestavin so dlocene z relacijami:

d’l’L/dt = —k?17”L$0 + k‘_1$1,
d:Eo/dt = —kinzg+ k_1z1 + kox,
d:l?l/dt = k‘17”L$0 — k‘_1$1 — k‘Ql‘l,
dp/dt = k‘Ql‘l.

Ker je ocitno dxg/dt + dxy/dt = 0, lahko piSemo xg + 1 = r (konstanta) oziroma zy =
r — x1, tako da prve tri enacbe prevedemo na sistem dveh diferencialnih enacb z dvema
spremenljivkama n in x1:

dn/dt = —kyrn+ (k_1+ kin)z,

dl‘l/dt = kirn — (k‘_l + ko + k?ln)$1.
Ko ga resimo in najdem x1, lahko produkt p dolo¢imo iz enacbe dp/dt = kox;.
Obicajno je koncentracija substrata veliko ve¢ja od koncentracije receptorjev, ki se med
reakcijo (skoraj) ne spreminja (delujejo z maksimalno kapaciteto). Zato lahko pogosto
predpostavimo dzq/dt = 0, tako da imamo algebrai¢no zvezo

kirn — (k‘_l + ko + k?l’l’L)$1 =0,
iz katere najdemo
xr1 = k‘lrn/(k‘_l + ko + k‘ln)

Ker je koxy = kyrn—(k_1+kin)x1, dobimo za koncentracijo substrata diferencialno ena¢bo

dn/dt = —kexy = —k1korn/(k—1+ ko + kin) = —karn((k—1+ k2)/k1 +n) = —Kn/(k+n),

kjer smo znacili K = kor in k = (k_1 + k2)/k1. Za koncentracijo produkta p pa dobmo
seveda enacbo dp/dt = Kn/(k + n).
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Rast bakterij

Uporabljamo kemostat, sestavljen iz treh zaporedno vezanih posod (glej sliko 45). V prvi
je zaloga substrata, v drugi, ki ji dodajamo substrat iz prve posode, gojimo bakterije, v
tretjo spravljamo prirastek bakterij. Opazujemo drugo posodo, kjer naj bo v dolotenem
trenutku ¢ koncentracija substrata enaka n(t) in koncentracija bakterij b(t).

—» —»

substrat bakterije proizvod

SLIKA 45

Rast kulture bakterij je odvisna od susbstrata n v skladu z Michaelis-Mentonovo funkcijo
K(n) = Kn/(k+n) in od velikosti populacije b; proporcionalno se s faktorjem /3 zaradi rasti
bakterij zmanjsuje n. Poleg tega v posodo dovajamo konstantno koncentracijo substrata
Dnyg in odvajamo iz nje enak proporcionalni delez bakterij Db. Dimenzijsko pravilen model
se glasi:

db/dt = K(n)b— Db = b(Kn/(k+n)— D)

dn/dt = —BK(n)b—Dn+ Dny = D(ng—n)— BKnb/(k+n).

Vseh pet parametrov je pozitivnih: K, k, 3, D,ng > 0. Pridelek (donos) bakterij je 1/5.

S substitucijo b = nox/B, n = neS in t = 7/D dobimo samo dva pozitivna parametra
(m = K/D in a = k/ng) ter nov, brezdimenzijski, sistem za z in S (namesto 7 spet pisimo

kar t):
_ KS/D _ mS
dx/dt = m(k/n0+s—1) = x(m—)
dSjdt = 1-§— &8s = 1-5-miz

Ce pisemo y(t) = 1 —2(t) — S(t), vidimo, da je dy/dt = —y, tako da je y(t) = y(0)e™* — 0
(t — 00). Torej velja limy—,oo(z(t) + S(t)) = 1, skupna koncentracija bakterij in substrata
se bliza enki.

Analiza stabilnosti

Brezdimenzijski sistem ima dve ravnovesji: (0,1) in (1 — a/(m —1),a/(m — 1)); drugo je
pozitivno natanko takrat, ko je m > a + 1.

Splosna Jacobijeva matrika je

J(z,8) = [ mS/(a+S8)—1  amz/(a+S)2 } |

—mS/(a+8) —1—amz/(a+S5)?

V prvem ravnovesju dobimo

[ m/la+1)—1 0
J(O’l)_[ —m/(a+1) —1]’

z lastnima vrednostima A; = m/(a+1) —1in Ay = —1. Ce je A; < 0, imamo stabilen
vozel, pri A\; > 0 pa (nestabilno) sedlo. Pogoj asimptotske stabilnosti ravnovesja (0,1) se
torej glasi m < a + 1.

V drugem (pozitivnem) ravnovesju pa je

J(1—a/(m—1),a/(m—1)) = [ —01 —1a—mjré(fa/(+a§+)2§>2 ] ’
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kjerjeT = 1—a/(m—1)in S = a/(m—1). V primeruZ > 0in S > 0 je sled zdaj negativna,
determinanta pa pozitivna, tako da imamo asimptotsko stabilnost. Alternativno, lahko
izracunamo tudi lastni vrednosti: A = —1in Ay = —amZ/(a+5)?2, ki sta (pri pozitivnem
ravnovesju) obe negativni. Pogoj za asimptotsko stabilnost pozitivnega ravnovesja je torej
enak m > o + 1.

Po Dulacovem kriteriju s funkcijo B = 1/ hitro spoznamo, da periodi¢nih resitev ni. Za
m < « + 1 bakterije ne prezivijo, ker je dotok substrata premajhen, za m > a + 1 pa se
populacija bakterij ustali pri pozitivni vrednosti (slika 46, kjer je o = 1).

(I)ym=10.2 (I)ym =15

= 051
N : o
3 = 1% L s 8w ]
E | "‘.‘"I' \1
e A I E AR L g . . K ST B e F R Y S R
I R T Y S | 05y = =) "\ 1 | Tl ol
15 -1 -05 0 05 1 15 2 =15 =L =05 0 05 1 15 =
3 s
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1 |

. 05

0

“15

s
SLIKA 46. Trije primeri bakterijske rasti (iz knjige [1], str. 270)
Vaja:

1. Kemostati¢ni model z dvema med seboj tekmujocima populacijama bakterij sestoji iz
treh enacb:

dxl/dt = I ML ]

ai+S ’

dl‘Q/dt = X2 a;n—iS_l s
S S
dsjdt = 1-§— s _ mS,

(a) Pokazi, da spremenljivka y = 1 — S — 21 — x5 zadoS¢a diferencialni enacbi dy/dt = —y,
tako da velja y(t) — 0 (t = o0o) oziroma S(t) + z1(t) + z2(t) = 1 (t = 00). Z zamenjavo
S = 1— x1 — x9 lahko sistem potem reduciramo na dve enacbi:
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mi(l—z1—

dri/dt = 7&3—(1-1—96:011—965022)_1 ,
mo(l—x1—

dro/dt = x4 7042211—?1—%;2) -1

(b) Pokazi, da ima pri pogojih my1 > a1 +1, me > as + 1, ay/(mg — 1) # ag/(mg — 1)
sistem tri ravnovesja (0,0), (1 —a3/(m1 —1),0) in (1 — aa/(me — 1),0), Cetrto, pozitivno,
pa ni mozno, kar predstavlja ti. princip izkljucitve (prezivi le najmoc¢nejsi oziroma tisti, ki
potrebuje manjso koli¢ino substrata).

(C) Vzdrazljivi sistemi

V fiziologiji obravnavamo razlicne procese, ki temeljijo na vzdrazljivosti (nenadni aktivno-
sti) dolo¢enih celic, kot so npr. sréne, misi¢ne ali zivéne celice (nevroni).

Enega najbolj znanih tovrstnih modelov sta konstruirala angleska nobelovca Alan Hod-
gkin (1914-1998) in Andrew Huxley (1917-2012). (Preprostejso verzijo sta prispevala
Richard FitzHugh in neodvisno Jin-ichi Nagumo s sodelavci.) Najprej pa si oglejmo
ti. van der Polovo diferencialno enacbo, ki se veliko uporablja v inZenirstvu pri prou¢evanju
periodi¢nih nihanj elektri¢nega krogotoka.

Van der Polova enacba

Enacba je nelinearna, drugega reda, oblike
d?u/dt* + k(u? — V)du/dt +u=0, k>0,

in opisuje nihajni krog, v katerem je upor nelinearno odvisen od toka. Ime nosi po nizo-
zemskem fiziku Balthasarju van der Polu (1889-1959). Je poseben primer Liénardove
enacbe, imenovane po francoskem fiziku Alfred-Marie Liénardu (1869-1958):

d?u/dt?* + g(u)du/dt + f(u) = 0,

kjer vzamemo g(u) = k(u? — 1) in f(u) = u. Za Liénardovo enacbo obstaja izrek, ki pri
doloc¢enih pogojih glede funkcij f in g zagotavlja netrivialno periodi¢no resitev.

Izrek. Denimo, da sta funkciji f in g zvezno odvedljivi na vsej realni osi. Naj bo G(u) =
foug(s)ds, poleg tega pa naj velja:

(i) uf(u) >0 zau #0,

(i) Lm0 |G )| = +00,

(iii) Obstajata taki konstanti a,b > 0, da je G(u) <0 zau < —a in 0 < u < b ter G(u) >0
za —a <u <0 inu>b.

Potem ima Liénardova enacba netrivialno periodi¢no resitev.

V primeru van der Polove enacbe, ko je f(u) = u, g(u) = k(u?—1) in G(u) = k(u®/3—u) so
vsi pogoji izreka izpolnjeni, zato tudi zanjo obstaja periodi¢na resitev. Pri veliki vrednosti
k opazimo ti. relaksacijske oscilacije. Ko je namre¢ (du/dt)/k blizu ni¢, se reSitvena
funkcija le pocasi spreminja, drugace pa je sprememba zelo hitra (kar pomeni vzdrazljivost
sistema).

V van der Polovo ena¢bo vpeljimo substitucijo

v = %Z—QZ + (u?/3 — u),
tako da dobimo sistem dveh diferencialnih enac¢b
du/dt = k(v—u®/3+u),
dv/dt = —u/k.

Ker se da pokazati, da so trajektorije omejene in je izhodiS¢e edino ravnovesje ter v vsa-
kem primeru nestabilno (nestabilni vozel ali sedlo), je po Poincaré-Bendixsonovi teoriji
obstojeca w-limitna mnozica lahko le periodi¢na trajektorija ali cikel.
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Hodgkin-Huxlejev oziroma FitzHugh-Nagumov model

Hodgkin in Huxley sta izvedla vrsto eksperimentov z velikimi Zivci morskega lignja in
razvila model prehajanja natrijevih in kalijevih ionov skozi celicno membrano nevrona.
Obic¢ajno (v obdobju mirovanja) vlada na obeh straneh membrane razlika v potencialu
elektricne energije okrog -70 milivoltov, kar vzdrzuje posebna bioloska ¢rpalka. Ob ne-
nadnem povecanju ali zmanjSanju koncentracije enih in drugih ionov v celici se sprozi
elektriéni sunek (impulz).

Hodgkin-Huxlejev model posnema delovanje elektricnega krogotoka, ko membrana s svo-
jimi ionskimi porami deluje kot upornik in selektivno omogoca pretok ionov. Opisali bomo
le preprostejsi dvorazsezni FitzHugh-Nagumov model.

FitzHugh-Nagumov model

dx /dt f(z) —y+ (),
dy/dt = x—a—by,

kjer predstavlja z ti. vzdraZeno ali vzburjeno (hitro) spremenljivko, y pa relaksacijsko ali
okrevalno (poc¢asno) spremenljivko. Fukcija f je kubiéna, podobna kot v van der Polovi
enacbi, z je vhodna koli¢ina (drazljaj oziroma stimulacija), navadno odvisna od casa.

Zaradi oblike funkcije f prihaja do nihanja (oscilacije) sistema. To najlepSe vidimo iz
originalnega predloga modela iz leta 1961:

de/dt = clx—23/3+y+ 2(t)),
dy/dt = —(x—a+by)/c,

To je samo poseben primer zgornjega bolj splosnega modela (za funkcijo f(x) = c(z—23/3),
—cy namesto y in cz(t) namesto z(t)). Hkrati dobimo za ¢ = k in a = b = z(t) = 0 ravno
sistem enacb van der Polovega oscilatorja. Parametri so vsi pozitivni.

Naj bo z(t) = 0 za vsak t, tako da je sistem avtonomen. Kadar zados¢ajo parametri Se
relacijam
1-2b/3<a<1, 0<b<l1, b<dc

dobimo natanko eno pozitivno ravnovesje (Z,7) kot presek nicelnih izoklin z enacbama
y=a3/3—xiny = (a —x)/b (glej zgornji del slike 47). Ker je Jacobijeva matrika v tem
ravnovesju enaka

1@.9) = (1—_172)6 b |

vidimo, da je ravnovesje asimptoticno stabilno, ko je sled negativna in determinanta pozi-
tivna, se pravi ko velja (1 —Z2)c—b/c < 0in 1 — (1 —Z%)b > 0 oziroma ko ne velja relacija

—V1-=b/c2 <T</1-0b/c.

Kaj se zgodi v primeru z(t) # 07

Kubi¢na nicelna izoklina se premakne navzgor, ravnovesje pa ostane pri majhnem z < 0 Se
stabilno, vendar se trajektorija, ki za¢ne blizu ravnovesja, od njega precej oddalji (sistem
kaze znake vzdrazenosti).

Kadar je impulz z < 0 velik, postane ravnovesje nestabilno. Resitve so Se vedno omejene,
zato se pojavi stabilen limitni cikel (sistem za¢ne oscilirati in imamo ponavljajoce se vzbu-
janje nevrona). Fazni portret in graf ¢asovnega poteka hitre in pocasne spremenljivke sta
prikazana na spdnjem delu slike 47.
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SLIKA 47. FitzHugh-Nagumov model: zgoraj z = 0, spodaj z < 0 (iz knjige
[1], str. 283)

Cvetenje morja

Podobni pojavi so v biologiji precej pogosti. En tak zanimiv primer je cvetenje morja ozi-
roma rdeca plima, ko periodi¢no prihaja do eksplozivne rasti fitoplanktona (v interakeiji z
zooplanktonom).

Ce oznacimo fitoplankton s P un zooplankton z Z, se ustrezni model (s pozitivnimi para-
metri 5,7, v,w > 0 glasi:

dP/dt = BP(1— P)— ZP%/(2 + P?),
dZ/dt = ~yZ[P?/(v?+ P?) —w).

Nicelna izoklina zdaj sicer ni kubi¢na, ima pa njen graf podobno obliko, zato je tudi proces
vzdrazenja (cvetenja) in vrnitve v mirovanje (normalno situacijo) podoben (glej [1]).

Vidimo, da gre pri tem modelu za interakcijo Hollinovega tipa III.
Vaja:

1. Obravnavaj podrobneje zgornji model cvetenja morja.

izracunaj ustrezno Jacobijevo matriko.

(b) Analiziraj stabilnost ravnovesij: napisi pogoje, pri katerih je vsako od njih asimptoti¢no
stabilno.
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