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Fibonaccijevo zaporedje je zagotovo eno najbolj znanih v matematiki. Le kdo
ne pozna prvih nekaj ¢lenov tega zaporedja? Morda nam bodo §tevila 1, 1, 2, 3,
5, 8,13, 21, ... v takem vrstnem redu povedali Ze otroci v osnovni oli, zagotovo
pa bodo zanje vedeli dijaki v srednjih Solah.

Fibonacci je bil vzdevek enega izmed najbolj nadarjenih italijanskih matem-
atikov, Leonarda Pisana Bogolla (znanega tudi kot Leonardo iz Pise). Fibonacci
je to zaporedje predstavil kot teorijo o reprodukciji kuncev, pomembnost za-
poredja pa je odkril Sele francoski matematik Edouard Lucas, in to kar 600 let
po Fibonaccijevi smrti. Fibonaccijevo zaporedje ima neskon¢no zanimivih last-
nosti, teh je toliko, da so jim posvetili kar celo revijo (The Fibonacci Quartely),
v tem seminarju si bomo pogledali le §¢epec od njih.

1 Stetje kuncev

Fibonacci je svojo teorijo o reprodukciji kuncev predstavil v svojem najpomem-
benjSemu delu z imenom Liber Abaci. Naloga, ki si jo je zastavil, se glasi takole:

V ograjen prostor damo en par kuncev. Narava teh kuncev je taka,
da vsak par na mesec skoti nov par kuncev, ki je ploden od konca
drugega meseca svojega Zzivljenja naprej. Koliko parov kuncev bo
zivelo po enem letu, ¢e v tem ¢asu noben ne pogine?

V 1. mesecu bomo imeli en par kuncev, ki pa e ni ploden, torej imamo tudi v 2.
mesecu samo en par kuncev. V 3. mesecu bomo imeli dva para kuncev (en stari
par in en par mladih). V 4. mesecu bo stari par zopet imel en par mladicev,
mladi par pa 8e ni ploden, torej imamo skupaj tri pare kuncev. V 5. mesecu
bomo imeli en par iz 1. meseca, ki bo zopet imel mladice, en par iz 3. meseca,
ki ima v tem mesecu prvi¢ mladice in en mladi par iz prejSnjega meseca, ki Se
ni ploden. Torej imamo skupaj pet parov.

Slika 1: RazmnoZevanje kuncev.
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Zapi8imo si zaporedje Stevil, ki predstavljajo stevilo parov v dolo¢enem mesecu:

mesec  Stevilo parov

1 1
2 1
3 2
4 3
5} 5
6 8
7 13
8 21
9 34
10 95
11 89
12 144

Iz tabele hitro vidimo, kako lahko izra¢unamo §tevilo parov v poljubnem mesecu.

2 Fibonaccijevo zaporedje in zlati rez

Zaporedja lahko podamo tako, da naStejemo clene, lahko pa jih zapiSemo s
pomodjo rekurzivne formule. Vidimo, da je rekurzivna formula, ki ustreza Fi-
bonaccijevemu zaporedju enaka

Up = Up—1 + Up—2, N >3 (]-)
z zatetnimi pogoji
uy = 1,
Uy = 1.

Problem pri rekurzivnih zvezah se pojavi, kadar moramo izracunati n-ti ¢len, pri
Cemer je n zelo velik. Ce bi zeleli izracunati n-ti ¢len, bi torej potrebovali n — 1
prejs$njih ¢lenov, kar pa je ¢asovno zelo zahtevno. Zato poiSéemo eksplicitno
formulo za hitrejSe racunanje n-tega ¢lena zaporedja.

Za zacetek si poglejmo malo bolj enostavno zaporedje, in sicer zaporedje, ki je
rekurzivno podano na naslednji nacin:

7)0:1,

Up = 2Up_1,n > 1.

Z lahkoto izracunamo ¢lene tega zaporedja: 1, 2, 4, 8, ..., prav tako brez tezav
vidimo, da je eksplicitna formula za izracun n-tega ¢lena enaka v, = 2". Iz tega
lahko sklepamo, da bo tudi eksplicitna formula za naSe zaporedje izgledala zelo
podobno. Torej poskusimo z nastavkom r™.

Up = Up—1 + Up—2



Tn:Tn—l +rn—2
r2—r—1=0

1+5
2

Stevilo % (= 1.618034...) oznacimo z griko ¢rko ¢, najbolj pa je znano pod
imenom zlati rez. Druga resitev je enaka 1 — ¢ in jo oznacimo z grsko ¢rko .
Ugotovili smo torej, da velja r = ¢ in r = ¢ in ™ resi zgornjo rekurzivno
enac¢bo. Torej lahko reCemo, da je zaporedje oblike

un, = A" + BY",

1,2 =

kjer A in B izra¢unamo iz za¢etnih pogojev (A = % in B= —%), tako dobimo

spodnjo eksplicitno formulo za izracun n-tega ¢lena Fibonaccijevega zaporedja:
1
Up = —=

1+v5\ [1-v5\"
A5 -(59)] ®

Tej formuli refemo tudi Binetova formula po francoskem matematiku Binetu.
Ce /5 izrazimo s pomodjo §tevil ¢ in 1, lahko formulo 2 zapiSemo Se lepge:
¢n o wn
Un = T (3)
Binetova formula je sicer primerna za ra¢unanje n-tega Fibonaccijevega Stevila,
vendar iz nje ne moremo sklepati, ali je to Stevilo celo ali ne.

Naloga 1 Poiséimo Binetovo formulo za Lucasova $tevila, ki so rekurzivno po-
dana na nasledngi nacin. Naj bo u, n-ti élen Fibonaccijevega zaporedja. Potem
je n-to Lucasovo Stevilo definirano kot:

Ln = Up—1*+ Un 41,
definiramo $e 0-ti ¢len Fibonaccijevega zaporedja, ug = 0.

Resitev 1 Za laZjo predstavo si najprej zapisimo nekaj clenov Fibonaccijevega
in Lucasovega zaporedja.

n 0 1 2 8 4 o 6 7
u, 0 1 1 2 &8 5 8§ 13
L, 13 4 7T 11 18 29

Namesto u,, vstavimo Binetovo formulo za n-ti élen Fibonaccijevega zaporedja.

L, = Uup_1+ Un+1
¢n—1 _ ,(/Jn—l ¢n+1 _ wn+1
T o v | ow
1
— ¢ — w(¢7l+1 + ¢n—1 _ wn—i—l _ ,L/)n—l)



Iz definicije Lucasovih Stevil vidimo, da Lucasova Stevila ustrezajo isti rekurzivni
formuli kot Fibonaccijeva Stevila, torej jih lahko predstavimo kot

A in B pa izracunamo iz zacetnih pogojev. Zan = 1 in n = 2 iz zgornje formule
dobimo:

¢ —1p?

e = %=y

= ¢+
L - PHo-v-u

¢ -
_ (0—0) + (6 )P+ v+ ¢P)
¢ -1
= 14 ¢? 4 o+ 92
= ¢+

ker velja:

oy =

Po drugi strani pa po definiciji Lucasovih Stevil velja

Ly = wuz+wug
1
Uz + Uup
= 3

Lo

n
L = ¢+¢=1
Ly, = ¢*+¢°=3.

Iz tega z lahkoto vidimo, da velja A =1 in B = 1. Lucasova Stevila lahko torej
eksplicitno zapisemo kot



Poglejmo si razmerja prvih nekaj Fibonaccijevih Stevil.

un+1/un

1/1
2/1
3/2
5/3
8/5
13/8
21/13
34/21
55,/34

© 00~ O Ui Wi =B

1

2

1.5
1.666. . .
1.6

1.625
1.615. ..
1.619...
1.6176. ..

Iz tabele lahko numeri¢no vidimo, da je razmerje dveh sosednjih Fibonaccijevih

Stevil priblizno %

Koliksno je razmerje lahko vidimo e drugace. Naj bo ry, n-to razmerje “2-.

Un+1

Up + Un—1

Un

Tn =

1+

1+

Un,
Un—1
Un,
1

Tn—1

Denimo, da se razmerje priblizuje neki limiti, ko gre n v neskonc¢nost. Tedaj

lahko zapiSemo:

1
r=1+—
r

OZ.

P —r—1=0.

Za to enacbo pa vemo, da ima resitve ¢ in v, o¢itno pa je, da se razmerje ne
priblizuje 8tevilu ¢ (ker je ¥ negativno stevilo, Fibonaccijeva $tevila pa so vsa

pozitivna).

3 Zlati rez kot verizni ulomek

Zaporedje n-tih razmerij lahko zapiSemo na naslednji nacin:

TliiL

r, =1+

Tn—1

n > 2. (4)



Torej lahko n-ta razmerja zapiSemo:

1
ry = 1—|—I
1
ry = 1—}—71
1+i
1
rgy = 1+ 1
1“1‘71
1+I

Takim izrazom pravimo tudi verizni ulomki.
Ker vemo, da se zaporedje n-tih razmerih priblizuje §tevilu ¢, lahko to Stevilo

zapiSemo kot
1

b=1+
1+
1+

1
1+

14 .
Takemu izrazu pa re¢emo neskonéni verizni ulomek.
Vsako pozitivno Stevilo = lahko zapisemo v obliki veriznega ulomka

1
r=a; + ,

as +

a3+ 1
g+ ———
as + -

kjer je a; nenegativno celo Stevilo za vsak i.

Ko gradimo verizni ulomek za zlati rez, ga gradimo postopoma. Vzamemo
recipro¢no vrednost prej$nje vrednosti in ji dodamo 1. Za vecino §tevil pa to
ni mozno. Npr. za §tevilo 7 najprej vzamemo njegovo numeri¢no vrednost,
3.14159265.. . ., in mu odvzamemo celi del. Nato vzamemo recipro¢no vrednost
decimalnega dela

1
——— =17.062513...
0.14159265 . . . 7062513
in ji zopet odvzamemo celi del, od decimalnega dela pa vzamemo recipro¢no
vrednost .
——— =15.
0.062513... 5996



Tako lahko nadaljujemo naprej

T=3+
7+

14+ —
292 4 "-.

Za vsako Stevilo x nam razvoj v verizni ulomek pove, kako dobra je aproksimacija
Stevila z z racionalnim $tevilom. Ce je 8tevilo = racionalno, potem je verizni
ulomek konéni. V primeru, ko je x iracionalen (npr. stevilo 7 ali ¢), pa je verizni
ulomek neskonc¢en. Razvoj v tak ulomek nam da aproksimacijo iracionalnega
Stevila, torej v primeru Stevila 7:

T = 3
N 1_22
T & 3+?—7
N 1 _333
T ~ 3+ T~ 106
15
1 335
7T+ 1
15+I

Priblizki za Stevilo ¢ pa so ravno razmerja sosednjih Fibonaccijevih Stevil:
1,2, %, %, .... Ti ulomki predstavljajo tudi "najboljso” aproksimacijo za Stevilo
¢. Dejstvo, da so v razvoju §tevil ¢ v verizni ulomek, vsi celi deli enaki 1 (torej
so najmanj$i moZni), nam pove, da je Stevilo ¢ zelo tezko uinkovito zapisati z
ulomkom.

4 Fibonaccijeva hiperbola

Definirajmo n-to aproksimacijo iracionalnega Stevila x:

1
pl:a1+ 1 )
an as +

as +
3 1

ag+ o+ —
an

potem velja:
n

Pndn—1 — gnPn—1 = (_1) .



Zgornjo enakost lahko dokazemo z indukcijo na n in uporabo zveze

DPn = GnpDn—1+ Pn—2
Gn = OGnQn-1+ qn-2.

To zvezo pa zopet lahko dokazemo s pomo¢jo indukcije na n. Tukaj dokaza za
splosne verizne ulomke ne bomo delali, pogledali si bomo samo zvezo, ki velja
za verizni ulomek, ki aproksimira zlati rez.

Vemo, da je n-ta aproksimacija Stevila ¢ je enaka

Un4-1
Uy,
zgornja formula pa postane
Upy1Un_1 —u> = (—1)". (5)

Dokazimo, da formula 5 velja za vsak n. Najprej definirajmo §tevilo P,, P, =
Up41Up—1 — ufl in dokazimo, da formula velja za n = 1: P| = wugug — u% =
1-0—12 = —1. Da dokazemo, da velja P, = (—1)", je dovolj, da pokazemo, da

za vsak par (P,_1, P,) velja P,_1 + P,, = 0. Torej:
P,_1+P, = uUpUup—2— uifl + Unpt1Up—1 — ui
- unfl(unJrl - unfl) - Un(un - un72)

Up—1Up — UnpUn—1

0.

Zgoraj uporabimo definicijo Fibonaccijevih Stevil: w41 = %y +tUp—1 02. Upi1—
Up—1 = Unp-

Poglejmo si §e posledico formule 5 : najprej fiksirajmo n in pi§imo r = g, pri
demer je p = up41 in ¢ = u,. Potem lahko pisemo u,—1 = upy1 —up = p —q.
Torej lahko formulo 5 zapigemo kot p(p—q)—¢* = (—1)" oz. p>—pg—q® = (=1)".
Ce delimo encbo s ¢ dobimo

to pa lahko zapisemo kot

rP—r—1=

(="

@
Ce bi na desni strani imeli 0, bi bile resitve te enacbe kar ¢ in . Stevilo (_q#
nam pove, kako dobra aproksimacija je r, = % za .
Enacba p? —pq—q* = £1 ima zelo lepo geometrijsko interpretacijo. Ta pravi, da
tocka (p, q) v ravnini lezi na eni izmed hiperbol 22 —2y—1y? = 1 0z. 22 —2y—y? =
—1. Asimptoti imata enacbi x = ¢y in = = ¢y, torej ¢e je (p,q) totka blizu
asimptote x = ¢y, potem je % priblizno ¢.



Slika 2: Fibonaccijeva hiperbola.

Naloga 2 Vse Fibonaccijeve tocke (koordinati sta sosednji Fibonaccijevi Stevili)
leZijo v prvem kvadrantu. Na hiperboli leZijo Se ostale mreZne tocke (to so tocke,
ki imajo za obe koordinati celo Stevilo). Dokazimo, da so vse taksne tocke ali Fi-
bonaccijeve tocke ali pa jih dobimo z rotacijo Fibonaccijevih Stevil okoli izhodisca.

Resitev 2 Najprej nastejmo nekaj Fibonaccijevih tock
(1,1),(2,1),(3,2),(5,3),...
Taksna Stevila zgradimo postopoma na naslednji nacin
(a,b) — (a+b,a).

Zelimo dokazati, da je vsaka mreina tocka, ki ima pozitivne koordinate in leZi
na hiperboli, zgrajena na tak nacin. Izberemo si torej neko poljubno taksno tocko
(p,q) in na njej zaporedoma izvajamo inverzno funkcijo, torej

(p.q) = (¢,p— q).
Pokazati zelimo, da prej ko slej pridemo do tocke (1,1). Nowva tocka (q,p — q)
Se vedno lezi na hiperboli, saj velja
¢ —ap—a9)-(p—-a9° = ¢ —wp+d —p’+2pg—¢°
= ¢ +pg—p°
= 0 —pg—d*),



in vemo, da tocka (p,q) leZi na hiperboli. Nova tocka (q,p—q) bo imela pozitivne
koordinate tako dolgo, dokler bo p > q. To vidimo iz grafa, da velja povsod, razen
v primeru, ko je p = q = 1. To pomeni, da izvajamo inverzno transformacijo
vse dokler ne pridemo do tocke (1,1). Do te tocke pa pridemo zagotovo, saj
se z vsako transformacijo premaknemo levo (ker je ¢ < p), ne moremo pa se
neskoncénokrat premikati v levo in imeti vseskozi pozitivne koordinate.

Trditev lahko dokaZemo tudi s pomocjo Pickovega izreka. Zopet gledamo samo
prvi kvadrant. Obmocje med dvema vejama hiperbole pokrijemo s trikotniki, ki
imajo za oglisca kar Fibonaccijeve tocke.

Slika 3: Obmocje med hiperbolama prekrijemo s trikotniki.

4}

Zelimo dokazati, da so to ravno vse mrezne tocke, ki leZijo na hiperboli. Najgprej
se spommnimo Pickovega izreka. Ta pravi, ée je ploscina trikotnika enaka %,
potem ta trikotnik ne vsebuje nobene mrezne tocke, razen svojih oglisé. Torej
izracunamo ploscino enega trikotnika z oglisci

<un7 unfl)y (un+2a unJrl)a (unJrla un)

Splosna formula za izracun ploscine trikotnika

1

(2 —21)(y3 —y1) — (¥3 — 21)(y2 — v1)|;

v nasem primeru preide v

1

S = §|(un+2 - un)(un - unfl) - (un+1 - un)(un+1 - un71)|

2 2
= §|un+2un — Up42Up—1 — Uy, + UnpUp—1 — Up 1 + Un++1Un—1 + UnUnp4+1 — ununfll

1 2 2
= §|un+2un —Up 1 — Un—1(Unt2 — Up) + Unp1Un—1 — U, + Up (Unt1 — Un—1)]

1
5"

10



Na koncu smo upostevali formuli 1 in 5. Dokazali smo, da ima vsak trikotnik,
ki ima za oglisca Fibonaccijeve tocke, ploscino %, torej ne vsebuje nobene druge
mrezne tocke. Ker ti trikotniki pokrijejo vso obmocje med hiperbolama, tudi na
hiperboli ni nobene druge mrezne tocke, kakor Fibonaccijeve.

5 Geometrijska interpretacija zlatega reza
Pravokotnik, ki ima stranici v razmerju zlatega reza skonstruiramo na naslednji
nacin:
1. Najprej nariSemo daljico AB dolZine 1.
2. Daljico AB razpolovimo, razpoloviice oznacimo s tocko E.
. Pravokotno na daljico AB narisemo daljico BC, ki je skladna daljici AB.

3

4. NariSemo kroznico s sredi§¢em E in polmerom EC.

5. Kjer kroznica seka nosilko daljice AB, dobimo novo tocko M.
6

. AM je daljsa stranica pravokotnika, daljica MN (vzporedna daljici BC in
iste dolzine) pa krajsa stranica pravokotnika.

Slika 4: Zlati pravokotnik.
D F c N

A E B M
Hitro preverimo, da sta stranici res v razmerju zlatega reza.

|AB| = |BC| =1

|EB| =

N | =

20| = M| = Y
1 1
AM| = |AB| + |EM| = L V5 _ V5
2 2 2
|AM| V5 +1

|AB| 2
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6 Fibonaccijeva Stevila in Pascalov trikotnik

Fibonaccijeva Stevila lahko dobimo tudi s seStevanjem clenov na diagonalah
Pascalovega trikotnika. Velja namre¢ naslednje:

3,
U7L+1:Z< k )

k=0

Slika 5: Pascalov trikotnik.

Dokazemo s pomoc¢jo popolne indukcije.
Najprej dokazemo, da velja za n = 0:

30

Privzemimo, da velja za n in n — 1. Dokazimo, da potem velja tudi za n + 1.
Pred dokazovanjem se $e spomnimo, kaj velja za Stevila in binomski simbol.
Privzemimo, da je n sod (podobno lahko napi§emoza lih n), potem velja

3= 5] - 1

Za binomski simbol velja
(1))
Jj+1 i)

(s—i—l)
j+1

12



Zdaj, ko smo se vsega spomnili, lahko za¢nemo z dokazovanjem.
L=
a n+1—k n+1 n n—1 n—&-l—L%J
> ) = N R O R e i
k=0 LfJ
_(n n—1 n—2 n—|%|
= ) () () ()
n—1 n—2 nfL%J
() () (g5

unJrl + Up,

= Up42
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