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Uvod

Pascalov trikotnik je dobro poznan vsem, saj skoraj vsi vemo, da nam je lahko v pomoc¢ pri
racunanju izrazov oblike (a+b)*. Manj ljudi pa ve, da ga lahko vstavimo tudi v matrike, torej da
so stevila, ki nastopajo v Pascalovem trikotniku, elementi matrike. To lahko storimo na tri nacine
in sicer tako, da dobimo spodnje trikotno, zgornje trikotno ali pa simetricno matriko. Oznacimo
z S, simetricno matriko velikosti n x n, z L, spodnje trikotno matriko velikosti n x n, z U,, pa
zgornje trikotno matriko velikosti n X n.

Zgled za n = 5:
11 1 1 1 1 111 11
12 3 4 5 11 1 2 3 4
13 6 10 15|, 1 21 , 1 3 6
1 4 10 20 35 1 3 31 1 4
1 5 15 35 70 1 46 41 1

Slika 1: Zgledi matrik dimenzije 5 x 5

Stevila, ki nastopajo v Pascalovem trikotniku, lahko izrazimo s pomoc¢jo binomskih simbolov

in sicer j-to stevilo v -ti vrstici kot (;) (7 in j zacnemo steti od 0 naprej).

Slika 2: Pascalov trikotnik

Za L, in U, velja da je det(L,) = det(U,) = 1, saj gre za spodnje in zgornje trikotni matriki.
Kar je bolj presenetljivo pa je, da je tudi det(S,) = 1.

11 1 1 1 00 O 1000 1000
12 3 4 ... 011 1 0100 0100
13 6 10 .../~10 2 3 4 ~10 0 11 ~10 0 10
1 4 10 20 0 3 6 10 00 3 4 0001

Slika 3: Razvoj determinante .S,

7, izmeni¢nim odstevanjem vrstic in stolpcev lahko dosezemo na diagonali same enice, povsod
drugod pa nicle. Postopek gre takole: vsakemu stolpcu, razen prvemu, odstejemo stolpec pred
njim, nato pa Se vsem vrsticam odstejemo prvo vrstico. Tako smo na presecis¢u prve vrstice in
prvega stolpca dobili enico. Sedaj pa podobno naredimo za nenic¢elno poddeterminanto in po
nekaj korakih dobimo na diagonali same enice, povsod drugod pa nicle. Glej sliko 3.
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Ugotovili smo torej, da so vse tri matrike obrnljive, zanima pa nas, ¢e veljajo Se kaksne posebne
lastnosti.
Res med njimi velja povezava:

Sp = L,U,.

To velja za vsak n, torej:
S=LU.
Podali bomo stiri dokaze te trditve, ki nam pokazejo razlicne vidike zgornje enakosti.
Posledica te enakosti je tudi det(S,,) = det(L,)det(U,) = 1.

1. dokaz

Lotili se ga bomo s pomo&jo mnoZenja matrik L in U. Stevilo Si; je (i,7)-ti element matrike
S, enako je j-temu elementu (i 4 j)-te vrstice Pascalovega trikotnika. Nas cilj je pokazati, da je
enako produktu i-te vrstice L in j-tega stolpca U:

we()-sen£0)

k=0

Oglejmo si zdaj (ZJZ” ) To predstavlja stevilo izborov i-elementov izmed (i + j)-elementov. Ime-
jmo sedaj i+ 7 elementov in jih razdelimo v dve skupini, prva naj vsebuje ¢, druga pa j elementov.
Ce izberemo i — k elementov iz prve in k iz druge skupine, smo izbrali ¢ elementov izmed ¢ +
elementov. Prvih i — k elementov izmed i elementov lahko izberemo na (ljk) nacinov, kar je

enako (ka) = (;) Podobno lahko izberemo k izmed j elementov na (i) nacinov.

Enakost torej velja.

n

Vemo, da je (k) =0zak >n.

Enakost (1) lahko prepisemo v naslednjo obliko:

min(i,j) / . . . .
1\ (7 1+
& > (W6)-(7)
= \kJ\k 7
Iz zadnje enacbe (2) je bolje razvidno, da se res mnozijo vrstice Pascalovega trikotnika.

2. dokaz

Ta dokaz bo potekal s pomoc¢jo Gaussove eliminacije. Oglejmo si sedaj matriko L, (slika 4).

— =
w N =
wW

—

Slika 4: Matrika Ly

Opazimo, da se lahko enic v prvem stolpcu pod prvo vrstico znebimo tako, da od vsake vrstice
odstejemo eno vrstico nad njo, zacensi spodaj. Tako dobimo matriko (slika 5):
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Slika 5: Premaknjena matrika L

OO O

1
11
1 21

Elementi eliminacijske matrike £ so enaki I/;; = 1 in E;,_; = —1. Za nas primer 4z4 matrik je
torej:

ELy =

— = =
W N =
(NN

1

31

Opazimo, da produkt F'L ustreza Pascalovi rekurziji:
Liy — Lisip = Lic1 31

Ta produkt si lahko predstavljamo tudi kot L, _; premaknjen navzdol kot zgoraj.
Podobno velja:

— N

1 0
U4E4T - - [O UJ '

_ W W
—
|
—

—_ N = O

To nas napelje na misel dokaza z indukcijo. Predpostavimo L,,_1U,_1 = S,,_1. Enacbi

|1 0 } r |1 0
EL, = [0 Lnl] in UE" = [0 Un1‘|

dasta
~ [T o]t o] 1 o
R T | A i R

Sedaj moramo pokazati, da matrika

1 0

0 Sn—l
sovpada z ES, ET.
Oglejmo si zopet (i, j)-ti element ES, in ES,ET in sicer najprej na primeru matrik dimenzije
n=4

1 11 1 1 111 1

-1 1 1 2 3 4] 1 2 3
-1 1 1 3 6 10| 1 3 61°

-1 1| [1 4 10 20 1 4 10



171 -1
3 1 -1 1o
6 — 0 S|

— == =
=~ N —

—_

|

—_
OO O =
— = — O
W N = O
DW= O

10 1
Kot je nazorno v primeru zgoraj:
(ESn)ij = Sij — Si—14;
(ESnET)i,j = (Sij — Sic15) = Sij1=Si1-1.
Sledi

r (1 0
g 0.

Pokazali smo, da velja
(EL,)(U,E™) = ES,E".

Preostane nam le e, da enacbo pomnoZimo z leve z E~! in z desne z (ET)~! in dobimo

LU, =5,. |

Oglejmo si sedaj Se dva malo bolj domiselna dokaza iste trditve.
3. dokaz

Dokaza identitete S = LU se bomo lotili s pomoc¢jo lepljenja grafov. Za zacetek si oglejmo graf
(slika 6), v katerem se lahko premikamo le levo in gor.

bs ¢ .
by
b1
bo { $

Qo a1 a2 as

Slika 6: Usmerjen graf za stetje poti v matriki S

Enacimo z S;; tevilo poti od a; do b; v grafu kot na sliki 6. Poglejmo sedaj stevilo poti od a¢ do
b;: opazimo da gre tja ena sama pot, to dejstvo pa sovpada s tem, da je Sp; = 1. Analogno Stevilo
poti od a; do by sovpada z S;p = 1, saj vodi le ena pot direktno od a; do by. Zelimo pokazati, da
nam da Stetje poti isto matriko kot rekurzija, s katero je sestavljen Pascalov trikotnik in matrika
S, torej da predpisa sovpadata. Poglejmo si primer Sgs. V matriki S je ta element (;1) =6. V
nasem grafu pa steje stevilo poti od as do by. Opazimo, da je od as do by tudi 6 poti, to je tri ki
se zacnejo navzgor in tri ki se zacnejo levo.

Poti, ki se zacnejo levo, grejo od a;—; do b; (v nasem primeru od a; do by), po indukcijski pred-
postavki je njihovo stevilo enako S;_; ; (v nasem primeru je njihovo stevilo enako Sis). Podobno
poti, ki se zacnejo navzgor, potekajo z nivoja 1 do b;. Njihovo Stevilo je enako S; ;1 (v nasem
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primeru to pomeni, da je Stevilo poti enako Ss;) Pokazali smo torej, da je Stevilo poti od a; do b;
enako

Sij = Si—1,j + Sij-1.
Vemo pa, da so elementi matrike S podani z isto rekurzijo, torej predpisa za Stetje poti v grafu

in element matrike sovpadata. Sedaj pa nas graf prerezemo po diagonali pod kotom 45° tako kot
na sliki 7.

b3<\

by

R ORYE

bOc, o)
Qo ai ag as

Slika 7: Graf z diagonalo, po kateri ga razdelimo

Dokazati zelimo, da L;; Steje poti od a; do tocke (k, k) na diagonali in da Uy; Steje poti od
tocke na diagonali do b;. Lotimo se tega z indukcijo. L;j je element Pascalovega trikotnika, torej
je Lik = Li—1 k-1 + Li—1 1. Stevilo poti od a; do (0,0) je 1, kar sovpada z L. Prav tako velja, da
je Ly = 1 za pot od a; do (4,4). Po indukeijski predpostavki velja, da je stevilo poti, ki gredo levo
od a; enako L; 1 (to so ravno poti od a,—1 do (k, k). Podobno je stevilo poti, ki gredo navzgor
iz a; do (k,k) enako L;_y 1 (njihovo Stevilo dobimo tako, da graf premaknemo za ena levo in
za ena dol in si predstavlajmo, da grejo te poti od a;,_1 do (k — 1,k — 1)). Izkaze se torej, da je
stevilo poti enako

Livp+ Li—1p-1,
kar sovpada s Pascalovo rekurzijo.
Na podoben nacin dokazemo, da Uy; Steje poti od (k, k) do b;.
Sedaj je potrebno pokazati Se, da je mnozenje matrik L in U ekvivalentno zlepljenju grafov. Clen

L;;;Uy; steje poti od a; do b; preko (k, k). Vsota po vseh k-jih potem presteje vse poti in ravno
sovpada z S;;. [ |

V primeru poti od ay do by je Stevilo poti torej 1 %1 4+2%x2+1%x1 =06 = Sos.

POTENCE, INVERZ IN LOGARITEM L

Kot pripravo na 4. dokaz poglejmo na L kot na funkcijo. Spomnimo se tudi, da funkcijo f(x)
lahko predstavimo kot Taylorjevo vrsto 3" aix®. Taylorjeva vrsta je enaka skalarnemu produktu
dveh neskonénih vektorjev a = (a1, as,as,...) in v = (1,z,2% ...):

Zakxk =alv=al 'Lv.

L je neskoncna spodnje trikotna Pascalova matrika. Produkt Lv je enak vektorju, ki ima za
komponente potence (1 + z):

1 1 1
11 T 1+2x

Lv—= 11 21 22— [(1+2)?
1 3 31 x3



Ce zgornje Se enkrat pomnozimo z L, dobimo potence (2 + z):

1 1 1 1
11 1+ 14+ (1+2) 2+«
121 (1+x)?| = 1+2(1+ )+ (1 + 2)? — |2+ )
1 331 (14 )3 1+3(1+2)+3(1+2)*+ (1+x)3 (2+ )3

Vidimo torej, da je L(Lv) = L*v = [1,2+ =z, (2+2)?, (2+x)3,...]T. Ugotovili smo torej, da nam
da mnozenje z L? potence (p + z). Tako je (7, j)-ti element matrike L? enak

Primer (n = 4):

Velja tudi enakost LPL? = LP*4. Podobno velja za vse p € Z, zato je tudi L~! take oblike

(p=-1).
Primer:

Elementi L™! so torej oblike (—1)"J (;) Matriko L' lahko zapisemo kot DLD™!, kjer je D
diagonalna matrika, ki ima na diagonali 1 in —1 kot spodaj:

1 1 1
(3) 1 -1 1 _ -1 1
1
1

-1 3 =31 -1

1

W DN =

1
31 -1

Oglejmo si zdaj se logaritme. Matrika LP ima eksponentno obliko in jo zato lahko zapisemo kot
eP4, kjer je A neka matrika. Iz enakosti L? = P4 dobimo A = log L.
Matriko A pa lahko izracunamo tudi kot

PA ] 1
A=lim < = lim =
p—0 p p—0 P

S O = O
o NN O
w o

LASTNE VREDNOSTI PASCALOVIH MATRIK

Lastne vrednosti matrike L in U so vse enake 1. V enakosti (3) smo pokazali, da je matrika
L podobna svoji inverzni matriki. Transponiranje te enakosti L™! = DLD™! nam da U™! =
DUD™, saj je D7t = DT = D (D je namre¢ diagonalna). Sledi, da je U podobna svoji inverzni
matriki. PokaZimo sedaj, da je tudi S~ podobna S:



S =LU)'=U"'L"'=DUD'DLD™' = DULD™' = DUL(UU ")D™' =

= (DU)(LU)(U™'D™') = (DU)(LU)(DU)~" = (DU)S(DU)™".

1

Ker sta S in S~! podobni, sledi da morajo lastne vrednosti S nastopati v parih \ in 3

Zgled: lastne vrednosti S so
A =4+ V15, Ao =4 — /15, Ay = 1.

Res \y = L in )3 je sama sebi reciprotna.
A1

4. dokaz

Tega dokaza se bomo lotili z enakostjo funkcij. Ce se namreé¢ Sv = LUv ujema za dovolj vektor-
jev bomo zakljucili, da je S = LU. V ta namen si izberimo neskoncen vektor v = (1, z, 2% z3,...).

1 1 1 .. 1 1/(1—x)
12 3 4 ...z 1/(1—x)?
Sp=11 3 6 10 22| — [1/(1—x)3
1 4 10 20 ...| |2® 1/(1—xz)?
Prva vrsta Sv je enaka geometrijski vrsti
2 3 1
l+e+2+a"+--- = ;
11—z

vsako naslednjo pa dobimo iz odvoda prejsnje. Vzeti moramo |z| < 1, da bo vrsta konvergirala.
Isti rezultat moramo dobiti iz produkta LUv. Oglejmo si torej najprej produkt Uwv:

1 111 1 1/(1—x)
01 23 x /(1 —x)?
Up=10 0 1 3 2| — |2?/(1 —z)?
0001 3 23/(1 —x)?
Izpostavimo iz vektorja Uv faktor ﬁ:
1 T x?
Uv = 1 )T
! 1—x<’1—x’(1—x)2’ )
Ce definiramo Yy = ﬁ, lahko zgornje zapisemo kot:
I R
1 — ) ) Y PAR *

Sedaj pa pomnozimo Uv se z L (to lahko storimo, saj so vse vsote koné¢ne):



1000 1 1

1100 Y 1+y

L(Uv) = L 1210 vl L a+yp
IL—=z11 3 31 vl =T |(14y)°

Vidimo torej, da je n-ta vrstica matrike L, pomnozena s stolpcem Uv, enaka (1+y)™. Ce namesto
y spet vstavimo ﬁ dobimo:

(1+y)" = (1+

Produkt LUwv je enak:

Pokazali smo torej, da je Sv = LUwv za vektor v = (1,z,2% 23, ...). Sedaj se nam postavlja
vprasanje, ¢e od tod ze sledi S = LU. Ce si izberemo z = 0, dobimo vektor vy = (1,0,0,0,...).
Enakost Svg = LUwvg nam da enakost prvih stolpcev matrik S in LU. Sedaj pa iz vektorja v
skonstruiramo se druge koordinatne vektorje in ¢e Sv; = LUwv; velja za te vektorje, potem smemo
sklepati, da istolezni stolpci matrik S in LU sovpadajo. Vektor v = (0,1,0,0,...) dobimo, Ce
odvajamo vektor v po komponentah pri z = 0. Vpeljimo vektor va = (1,A; A% A3 ...) in
linearno kombinacijo va in vg:

UA — Vg
A

VA —'UO)
A .

S( ) = LU(

Posljimo A — 0. Vidimo, da druga stolpa matrik S in LU sovpadata. Z uporabo visjih odvodov
dobimo Se ostale koordinatne vektorje, za katere podobno vidimo, da istolezni stolpci v S in v
LU sovpadajo. ]

INVERTIRANJE VSOTE PASCALOVE MATRIKE IN IDENTITETE

Pokazali smo ze, kako izracunamo inverz spodnje trikotne Pacalove matrike L,,, zato se lotimo
problema napovedanega v naslovu.

- - - -
1 2 %%

12 2 0 % 3

13 3 2 £ 0 F 3
146 4 2 0 5 0 F 3
15 10 10 5 2] =+ 0 2 0 P i

Slika 8: Vsota 6 x 6 spodnje trikotne Pascalove matrike in identitete ter njen inverz

Ce podrobno pogledamo na desno matriko na sliki 8 vidimo, da je podobne oblike kot Pascalove
matrike, le da ima poddiagonale pomnozene z neko konstanto, natanceje, Pascalova matrika se
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pojavlja ravno v stevcih. Glavna diagonala je pomnozena z %, prva poddiagonala z ’Tl, naslednja

z 0 in tako dalje. Opazimo torej, da inverz dobimo tako, da poddiagonale Pascalove matrike
pomnozimo s konstantami:

1 -1 0 1 0 -1

27 4 ? J 87 ) 4 *
Izkaze se, da so te konstante enake vrednostim Dirichletove funkcije eta izracunane na negativnih
celih stevilih oziroma splosneje, enake so vrednostim nekih polilogaritemskih funkcij v tocki —1.
Tudi v splosnejsih linearnih kombinacijah Pascalove matrike in identitete se pojavljajo poliloga-
ritemske funkcije.

RACUNANJE INVERZA SPLOSNE PASCALOVE MATRIKE

Naj bo a poljubno kompleksno stevilo. Z L(a) ozna¢imo splosno Pascalovo matriko (gre za
spodnje trikotno matriko). Njen (m,n)-ti element je enak

Slika 9: L(a)

Ce matriko L(a) pomnoZimo z vektorjem ¥ = (1, 2,22 23,...)T dobimo vektor, katerega kom-
ponente so potence (z + a).
1 1 1
a 1 x r+a
a> 2a 1 22| — |(z+ a)?
a® 3a*> 3a 1 ...| |23 (r+ a)?

Vpeljimo oznako y = x 4+ a in L(a)¥ = ¢. Izra¢unajmo sedaj L(b)y in dobimo:
L)y = (Lb+y, (b+y),..)"

Vidimo torej, da velja formula (brez dokaza):

La)L(b)Z = L(a+b)T = (x+a+ ).

Poglejmo si sedaj skrajsane podmatrike Ly(a) matrike L(a), namesto vektorja & pa vzemimo
Vandermondovo matriko reda (N + 1) x (N + 1) (slika 10):

Ce zgornjo enacbo preoblikujemo, dobimo

LN(CL)LN(Z))XN = LN(CZ + b)XN
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0 0 .0 0
x? x% x% o l'{v

:cg x% x% e xév

X, =% =z T3 ... Ty
N N _N N

Ty T Ty TN

Slika 10: Vandermondova matrika

V produktu splosne Pascalove matrike in Vandermondove matrike imajo vsi stolpci obliko podobno
stolpcu, ki ga dobimo kot produkt matrike L(a) in vektorja Z. Ce za elemente zy matrike Xy
vzamemo razli¢na stevila, je matrika X obrnljiva, potence x pa potem res tvorijo bazo prostora
RN+, Potem velja naslednja enakost:

L(a)L(b) = L(a +b).
To povzemimo v naslednjem izreku:
I[ZREK 1: Pravilo za mnoZenje splosnih Pascalovih matrik je

L(a)L(b) = L(a +b).

Dokaz: Zgoraj smo pokazali, da to drzi za vsako kon¢no matriko, zato drzi tudi za neskoncne
spodnje trikotne matrike. ]

Posledica 1: Za vsako celo stevilo k, je k-ta potenca splosne Pascalove matrike enaka L(a)* =
L(ka) in je spet Pascalova matrika.
Posledica 2: Inverz splosne Pascalove matrike je spet Pascalova matrika. Velja:

Dokaz: V prvem primeru uporabimo le zgornji izrek, druga posledica pa sledi iz prve. |

Posvetimo se sedaj nasemu glavnemu cilju, to je iskanju inverza matrike I + L. V ta namen
izracunajmo [I — A\L(a)]~!. Pojavi se vprasanje, kako to naredimo, matrika je namre¢ neskon¢na
in neomejena. Ker pa je spodnje trikotna lahko izracunamo inverz tako, da izra¢unamo inverz
vsake konéne podmatrike te oblike (te so omejene) in za dovolj majhen A izrazimo inverz konéne
matrike kot geometrijsko vrsto matrik (ta konvergira, saj smo A izbrali primerno majhen).

[[ — )\LN<CL)]71 =1+ )\LN( ) + )\ZLN = Z )\kLN = i )\kLN(k'(l)

Oznacimo s Qn(a,\) = [I — ALx(a)]™!, s Q(a, \) pa neskonéno matriko, katere skrajsane pod-
matrike so

QQ(CL, >‘)a Ql(av >‘)a QQ((I, )\), R

Sedaj lahko izracunamo elemente pod in na diagonali (m > n) matrike Q(a, \):

Qun(0:) = SN Lo @) = 3 N L) = ZA’“O -
0
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— <m> am" i AT = Lmn(a)(kf: EmAR).

n k=0

S 0 k™A je, kot bomo videli, polilogaritmi¢na funkcija Li, ,, za m —n > 0. V primeru

ko je m — n = 0 gre za obicajno geometrijsko vrsto z vsoto ﬁ = Li‘))\(’\). Elemente matrike
Q(a, \) sedaj lahko zapigemo kot Qun(a,\) = Lyn(a)22®) = L na glavni diagonali in kot
A 1—X

Qmn(a,\) = Lyp(a)Li,_pm(X) sicer. Ta predpis je dobro definiran za vse A # 1. Q(a, \) je torej
inverz I — AL(a) za vse A # 1. Povzemimo to v izreku.

IZREK 2: Inverzna matrika matrike I — \L(a) je definirana za vsak A # 1. Oznacimo jo s
Q(a, A). Njeni elementi so Quu(a, ) = =5 na glavni diagonali in Qun(a, A) = Ly (a)Lin—m(X)
za m > n, kjer je Li,_,, polilogaritmicna funkcija.

Skica dokaza:
Za VYN < oo kon¢na podmatrika Qy(a, \) matrike Q(a,\) zadosCa enakosti za vsak A dovolj
majhen.

(4) I'=Qn(a,\)(I = ALn(a)) = (I — ALn(a))@n(a, A)
To vidimo iz naslednjega razvoja vrst:
(5) (I = ALn(a))Qn(a,\) = (I — ALx(a))(I + AL (a) + NLy(a)®*+...)

Vidimo, da se v enacbi 5 vsi ¢leni razen [ odstejejo. Ker to velja za vse konéne podmatrike, je
res tudi za neskonéne matrike:

(6) I'=Q(a, (I = AL(a)) = (I = AL(a))Q(a, A).

S tem smo pokazali, da to velja za vsak dovolj majhen A\, za katerega vrste konvergirajo. Pokazati
bi bilo potrebno se, da to velja za vsak A # 1. Za ta del dokaza pa je potrebno znanje iz anal-
iticnega razsirjanja vrst, ki pa ga zal Se nimamo, zato bomo ta del dokaza spustili. ]

V prvi enacbi (4) sta oba faktorja definirana za A # 1, torej velja spodnja enakost (6) za vsak
A # 1. Od tod pa sledi kaksen je inverz matrike iz naslova.

Posledica: Inverz neskoncne matrike I + L je Q(1,—1). Elementi inverza so

an(la_l) ! !

T1-(-1) 2

na glavni diagonali in

Qu(1.-1) = () Liaen(-1)

zam > n.
Dokaz: Uporabimo izrek 2. Vstavimo a =1, A = —1 [

Inverz je torej enak originalni Pascalovi matriki, katere glavno diagonalo in poddiagonale pomnozimo
s konstantami %1_1), Li_y(—=1), Li_o(—1),....

POLILOGARITMICNE FUNKCLJE

Polilogaritmi so definirani kot analiti¢cne razsitve dolo¢enih vrst in jih lahko zapisemo kot
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[e%S) k
Liy(\) = Zk—m,mez,/\e@.
k=1

V prejsnjem razdelku smo videli, da je to ravno vrsta, ki se pojavlja v inverznih matrikah. Za
m < 0 dobimo

Lim(V) = <1_§>m+1 nfjl <7:> A,

kjer so <7;Z> Eulerjeva stevila podana z

-5 o

Primer Eulerjevega stevila:

=5 (e = (e (p)e-2r-s

PRIMER UPORABE

Pascalove matrike se uporabljajo na razlicnih podroc¢jih matematike, zato si sedaj oglejmo
primer uporabe v verjetnosti.
Opazujmo zaporedje n metov nepravi¢nega kovanca. Ce je pri vsakem metu verjetnost, da pade
glava, enaka p, je posledi¢no verjetnost, da pade cifra 1 — p. Verjetnost kateregakoli dogodka v
zaporedju n metov je potem enaka:

> aip" (1 —p),
1=0

kjer so a; Stevila, ki so odvisna od dogodka, 0 < a; < (7;) To lahko pomnozimo in dobimo polinom
s celimi koeficienti stopnje n v neznanki p. Pojavi se vprasanje, kdaj je polinom v p-ju s celimi
koeficienti formula za verjetnost nekega dogodka. Oglejmo si Se enkrat formulo za verjetnost
nekega dogodka in razvijmo (1 — p)“

Yo =p) = L > () (—p)" =

j=0 \J

Sy, (;) () =YY C) (=1

i=0 j=0 J=01i=j

Oznac¢imo sedaj z:
bj = Zm( ) (=1
=\
Zgornje prepisemo:
doap" (1 =p) = bp".
=0 j=0

Izkaze se, da povezava med a;-ji in b;-ji vsebuje spodnje trikotno Pascalovo matriko reda (n+1) x
(n+1). Naj bosta @ in b vektorja @ = (ag, a1, ...,a,), b = (bo, b1, ...,b,). Po definiciji b; velja
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b=aL L. Torej, ¢e imamo dan vektor l;, katerega komponente so cela Stevila, ki so koeficienti
polinoma v p-ju stopnje n, lahko dobimo vektor @ s koeficienti iz formule za verjetnost dogodka
preprosto tako, da pomnozimo s Pascalovo matriko:

a=0bL.

Ko tako naracunamo vektor a, lahko preprosto povemo, ¢e je bil originalni polinom formula za
verjetnost nekega dogodka. Potrebno je le preveriti, ¢e a; zadoSc¢ajo pogoju 0 < a; < (7;) za
0<7<n.

FIBONACCIJEVA STEVILA V PASCALOVI MATRIKI

Vzemimo spet spodnje trikotno Pascalovo matriko L in si poglejmo vsote elementov na di-
agonali, ki poteka od levega spodnjega kota do desnega zgornjega kota in na njej vzporednih
naddiagonalah in poddiagonalah. Stevilo Log je enako 1, podobno je Lo tudi 1, ko pa sestejemo
Log in Ly; dobimo 2. Glej sliko 11 (Stevila, ki jih sestevamo so obarvana z eno barvo, njihove
vsote so obarvane enako, poleg tega pa so odebeljene in podcrtane, da se loc¢ijo od elementov
matrike).

- i
I 1 _
1 3 5

2 8
1 1

6 4 1
15 10 10 5 1

Slika 11: Matrika s Fibonaccijevimi stevili

Prvih nekaj tako dobljenih stevil je torej enakih 1,1,2,3,5,8,13,.... Opazimo, da so to ravno
stevila, ki nastopajo v Fibonaccijevem zaporedju. S podobnim razmislekom lahko najdemo ¢lene
Fibonaccijevega zaporedja tudi v zgornje trikotni Pascalovi matriki U, le da tu seStevamo elemente
matrike v drugi smeri.

Zakljucek

Spoznali smo nekaj lastnosti Pascalovih matrik. Med njimi najbolj izstopa dejstvo, da je
produkt spodnje trikotne in zgornje trikotne Pascalove matrike enak simetri¢ni Pascalovi matriki,
a to ni njihova edina privlacna lastnost, saj se tudi izredno enostavno mnozijo. Posledica vseh teh
lastnosti je, da so vsestransko uporabne na razlicnih podroc¢jih matematike, saj so del verjetnosti,
kombinatorike, numeri¢ne analize, uporabljajo pa se tudi pri resevanju diferencialnih enacb [1].
Poznane so ze od anticnih ¢asov, saj so bile prvi¢ omenjene v kitajskem matemati¢nem tekstu
iz leta 1303 [1], Se vedno pa se porajajo vprasanja, kaksne so Se mozne povezave in uporaba teh
matrik, torej je Se kaj, kar ¢aka na odkritje?
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