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1. Uvod

V nalogi bom predstavila, kako izracunati plo§¢ino mreznih likov s pomoc¢jo Pickove formule.
Dokazala bom Pickov izrek ter navedla nekaj primerov uporabe.

Georg Alexander Pick se je rodil v judovski druzini na Dunaju, 10.8.1859. Studiral je na Dunajski
univerzi, pri profesorju Levu Koenigsbergerju. Kasneje je pouCeval na Univerzi v Pragi, kjer se je
srecal z Albertom Einsteinom. Bila sta zelo dobra prijatelja (skupaj sta igrala violino).

Ko se je zacela vojna 13. julija 1945, je bil pripeljan v kocentracijsko taboris¢e Theresienstadt, kjer je
pri 82 letih tudi umrl.

Pickova formula je dobila pozornost Sele leta 1969 v Steinhausovi knjigi Mathematical Snapshots.

Kasneje so jo uporabljali v zvezi z Eulerjevo karakteristiko, Weierstrassovo zeta funkcijo, veliko se
uporablja kot ideja tudi v kombinatoriki, algebrai¢ni geometriji, kompleksni analizi.

2. Pickova formula

Verjetno ste se Ze srecali s problemom, kako izracunati plos¢ino poljubnega lika narisanega na mrezi
iz kvadratkov plos¢ine 1? Primer na sliki 1:

Slika 1:

Najenostavneje je lik razrezati na trikotnike in kvadrate, izraGunati njihovo plo$¢ino in vse skupaj
sesteti. S formulo, ki jo bom predstavila pa lahko plos¢ino lika izra¢unamo hitreje.

Plos¢ina je enaka: p=1/2 +k — 1, kjer je r Stevilo tock na mreZi, ki leze na robu lika, k pa Stevilo tock
na mreZzi v notranjosti veckotnika.

Ce se vrnemo na slikol, za E dobimo: k =22, r=24 torejp=22+12-1=33inF:k=9,r=26in p
=9+13-1=21.

To enakost je Pick odkril leta 1899 in se zato tudi imenuje Pickova formula.

Ta formula deluje, ¢e je veckotnik preprost — to je, dokler ne seka sam sebe.

Torej, ¢e povzamemo zgoraj povedano v izrek:

PICKOV IZREK: Naj bo P preprost ve¢kotnik (nesekajo¢, brez lukenj) na mrezi, ki vsebuje r
robnih in k notranjih tock na mrezi. Potem plos¢ino lika lahko zapisemo kot: p =r/2 + k — 1.
Dokaz:

Dokazovali bomo postopoma s pomo¢jo enostavnih paralelogramov in veckotnikov. Najprej na
obravnavano kvadratno mrezo polozimo ravnino R” = R x IR, tako da bodo tocke s celostevilskimi
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sedaj P paralelogram, Ki ima oglid¢a v Z°. Z njim dolo¢imo novo mreZo, sestavljeno iz samih skladnih
paralelogramov. Te dobimo z vzporednimi premiki paralelograma P (slika 2).
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Trditev 1: Mnozica M(P) je vsebovana v 7.
Trditev 2: Tri razli¢ne tocke iz Z° so oglisca treh razli¢nih paralelogramov Py, P,, P3. Vsi trije dolocajo

Naj ima paralelogram eno oglis¢e v tocki O = (0,0), dve drugi pa v to¢kah A in B. Uporabimo trditev 2
in vidimo da se celostevilski veckratniki vektorja 0A koncajo v tistih tockah mnozice M(P), ki lezijo
na nosilki daljice OA. Podobno velja tudi za vektor 0B. Od tod dobimo, da konci vektorjev oblike

e mMOA +nOB, Kjer stan, m € Z 1%
tvorijo mnozico M(P).
Definirajmo $e pojem enostaven lik:

Paralelogram oziroma trikotnik je enostaven (z oglis¢i v Z°), e razen oglis¢ ne vsebuje nobene tocke
H 2
iz Z°.

Navedemo Se dve trditvi brez dokaza:

Trditev 3: Ce je trikotnik z oglis¢i A, B, C € Z” enostaven, so vsi paralelogrami z oglis¢i v tockah A,
B, C enostavni.

Trditev 4: Paralelogram P z oglii¢i v Z2 je enostaven natanko takrat, ko mnoZica M(P) sovpada z 77,

Spomnimo se, da lahko plos¢ino trikotnika z oglis¢i A = (az,az), B = (b1,b,) in C = (C4,C;) izraCunamo
kot:

] 2p = |8.1 (bz — Cz) + by (Cz — 8.2) +C1 (3.2 — b2)| . (2*)
Torej Ceso A,B,Ce 7%, je na desni strani enakosti celo Stevilo in vidimo, da plosc¢ina takega
trikotnika meri vsaj %%.

Izrek 1: Trikotnik z oglis¢i v Z* ima plo3&ino enako % natanko tedaj, ko je enostaven.

Dokaz: (—)

Recimo, da trikotnik z ogli§¢i A, B, C € Z* ni enostaven. Potem vsebuje vsaj eno totko D € 77, Ki ni
njegovo oglite. Ce D leZi v notranjosti trikotnika, ta razpade na trikotnike ABD, BCD in CAD, zato
je njegova plo§éina vsaj 3/2. Ce D leZi na stranici trikotnika ABC, le ta razpade na trikotnika ABD in
CDB, in je njegova plos¢ina vsaj 1. Torej je trikotnik s plos¢ino %2 enostaven.

(<)

Naj bo trikotnik z oglid&i A, B, C € Z” enostaven in P paralelogram z ogli&i A, B, C, D. Iz trditve 3
sledi, da je tudi P enostaven, po trditvi 4 pa velja M(P) € Z° .

Brez skode za splosnost smemo privzeti, da oglis¢e C lezi v izhodis¢u O = (0,0). Ker velja (1%),
obstajata taki celi Stevili m, n, da velja:



e mMOA+nOB=0S,
kjer je S =(1,0). Ce vzamemo A = (a1,a,) in B = (by,b,) dobimo:

e ma +nb,=1

e ma,+nh,=0
Iz tega sledi:

e m(ab,—ab)=h,

e n(atb, —a,b;)=-a
Ti dve formuli povesta, da celo Stevilo d = a; b, —a, by deli b, in a,. Ce namesto tocke S vzamemo
to¢ko T = (0,1), na enak nacin dobimo, da d deli tudi a, in b;. Potem pa je d deljiv tudi z d* in zato je
enak -1, 0 ali 1. Plos¢ina trikotnika ABC je razli¢na od ni¢ in po formuli (2*) je enaka:
p=Y%lab,+bya]=|dJ2.
Torej enaka % kar smo hoteli dokazati.

Sedaj dokazimo Pickovo formulo:
Naj bo r tock iz Z* na robu n-kotnika P z ogli¢i v Z° (velja r > n), k pa v njegovi notranjosti.
Razparcelirajmo veckotnik P na trikotnike z oglis¢i v vseh r + k tockah, tako da poljubna dva
trikotnika bodisi nimata nobene skupne tocke ali pa imata skupno le oglisCe ali le stranico.
Vsak trikotnik na koncu razkosanja ima samo oglii¢a v Z*, torej je enostaven. Po izreku 1 ima
plosc¢ino enako 2, zato je oloscina n-kotnika P enaka p(P) = m/2, ker je m Stevilo trikotnikov
razkosanja.Ce uspemo dokazati, da je m =r + 2k — 2, bomo dokazali Pickovo formulo.
Vsota vseh notranjih kotov trikotnikov razparceliranja je enaka m180°. Enako vsoto dobimo, ¢e
sedtejemo notranje kote n-kotnika P (vemo, da je to (n - 2)180°), polne kote ob totkah iz Z° v P (teh je
K) in iztegnjene kote ob vseh to¢kah na robu P, Ki niso oglis¢a P-ja (teh pa je r — n). Dobimo:
e mi180°=(n-2)180° + k360° + (r - n)180°,

od koder sledim=r+2k—2inodtod p(P) =m/2=r+2k-2.

]
Lahko dokazemo drugace:
Pickovo formulo lahko zapiSemo tudi za sestavljene veckotnike: naj velja za prvi veckotnik P,, da ima
r, Stevilo tock na mrezi, ki leze na robu lika (robne tocke) in k; $tevilo tock na mrezi v notranjosti lika
(notranje tocke), za drugega P, pa ozna¢imo r, in k,. Oglejmo si celotni veckotnik P (sestavljen iz lika
1 in 2). Naj bo stevilo sti¢iscnih tock s (tega Stevila ne poznamo in kadar Stevila ne poznamo mu damo
ime oziroma indeks) — te tocke so notranje za P. Stevilo notranjih tock je : k = ki +k, + s
Stevilo robnih to¢k celotnegalikapa:r=r-s+r,-s—2=r +r,-25-2
smo $teli dvakrat, zato odstejemo 2).
Zapisemo formulo za celoten veckotnik:
M2 +K-1=(1+r,—25-2)2+Kk;+k,+s-1=

=(r/2 +Kky—1) + (r/2 + k. — 1)

Torej formula velja, tudi ¢e dva veckotnika zdruzimo (torej smo dokazali aditivnost).
Sedaj dokazimo Pickovo formulo:
Zacnemo z enotskim kvadratom: ima 4 tocke in vse so robne, nima notranjih tock (to je r =4, k=0)
zato je ploi¢ina enaka p =2 — 1= 1. Ce imamo pravokotnik, ga razrezemo na enotske kvadratke (slika
4a) in uporabimo aditivnost. Vidimo, da Pickov izrek velja za pravokotnike. Zaradi aditivnosti lahko
sklepamo, da izrek velja za polovico pravokotnika (slika 4b). Trikotnika imata enako Stevilo robnih in
notranjih tock, torej imata enaki ploscini in izrek velja za trikotnika. Podobno sklepamo tudi za
pravokotne trikotnike (slika 4c). Od tod sledi, da velja za veckotnike, ki jih razrezemo na trikotnike
(slika 4d). Pickova formula je tako dokazana.



Slika 4:
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3. Uporaba Pickove formule

Primer 1: V aritmetiki

(1*) lahko povemo tudi drugace:

Naj bosta p in q tuji, celi Stevili (Stevili p, q sta si tuji, ¢e najvecji skupni delitelj D(p,q) = 1).

Trditev: Ce je D(p,q) najve&ji skupni delitelj celih $tevil p in g, obstajata taki celi $tevili a in b, da
velja ap + bg = D(p,q).

(Trditev lahko dokazemo s pomoc¢jo Evklidovega algoritma).

V nasem primeru je D(p,q) = 1, torej imamo enacbo ap + bq = 1. I§€emo resitve te enacbe in jih
gledamo kot par (a,b).

Kako dobimo ustrezne pare (a,b) s pomo¢jo Pickovega izreka?

Naj bosta p in g brez skupnih faktorjev. Na celostevilski mrezi nariSemo pravokotnik in povezemo
to¢ki O =(0,0) in A =(p,q) (slika 7a).

Ker sta si p in g tuji, ni nobenih mreznih tock na daljici OA, razen O in A. Nato nariSemo levo zgoraj
vporednico skozi prvo mrezno to¢ko (delamo vzporednice k daljici OA, proti levemu zgornjemu Kkotu,
dokler ne zadanemo ob prvo mrezno tocko). Imenujmo to mrezno tocko B = (b,a) (slika7b). Trikotnik
OAB v svoji notranjosti in robu ne vsebuje nobene mrezne tocke, razen teh treh. Pickova formula nam
da:0+32-1="%.

Sledilo bo ap — bg = 1 natanko tedaj, ko je plos¢ina trikotnika OAB enaka (ap — bg)/2.

Torej: od plos¢ine velikega pravokotnika (slika 7¢): p(1) = pg odstejemo ploscino vseh treh malih
trikotnikov: p(2) = ab/2, p(3) = (p - b) (q - a)/2 in plos¢ino malega pravokotnika p(4) = b(q — a).
Dobimo: p(OAB) =pq—pg/2—ab/2 - (p-b) (q-a)/2-b(g—a) = apz;bq
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Primer 2:

Definirajmo pojem polovicne tocke: to je tocka, ki ima koordinate oblike (m/2,n/2), kjer stam, n € Z
(padajoca zaporedje tock, ko gresta m, n v ). Vsaka polovp¢na tocka je reprezentirana kot vmesna
tocka dveh sekajocih se daljic, ki imata zacetne in kon¢ne to¢ke na mrezi (Slika 8). Predpostavimo, da
ima veckotnik znotraj polovi¢no tocko. Ali lahko zapises plovoicno tocko kot vmesno tocko dveh
mreznih tock, ki sta na vekotniku in lezita na mreZzi?

Slika8: 2 > s

Zaénemo v poloviéni to¢ki v notranjosti veckotnika. Ce se da, najprej vekotnik razrezemo na manjse
veckotnike - to delamo dokler gre. Dobimo trikotnike (v notranjosti nimajo nobene mrezne tocke), kar
pomeni, da je sestavljen le iz treh mreznih tock (oglis¢a). Radi bi pokazali, da je polovi¢na tocka ena
izmed teh treh oziroma, da trikotnik ne vsebuje polovicne tocke na robu.

Imamo trikotnik in po Pickovi formuli velja p = 3/2 — 1 = 4. Recimo, da trikotnik pove¢amo (0ziroma
raztegnemo - s pomocjo vektorskega zapisa (slika 9)) za faktor 2 (tocke so Se vedno na mrezi). Nov
trikotnik vsebuje 6 mreznih tock na robu - oglis¢a in robne. Plos¢ina novega trikotnika je: p; = 4p = 2.
Ampak Pickova formula za nov trikotnik pa nam da 6/2 — 1 = 2, torej so te tocke edine mozne (e bi
bila Se poloviéna na trikotniku, bi po formuli veljalo 7/2 — 1).

Slika 9:



Primer 3:

Pickova formula velja tudi za veckotnike, ki imajo luknje (slika 10):

Izrek 2:

Veckotnik z oglid¢i v Z° naj ima L veckotnigkih luken;j, ki se ne dotikajo in imajo oglis¢a v Z°. Ce je r
to¢k (iz Z°) na robu preluknjanega veckotnika, k pa v njegovi notranjosti, meri njegova ploséina:
p=r2+k+L-1

Slika 10: p=522+3+2-1=30

Dokaz: Ozna¢imo veckotniske luknje z Vi, Vy, Vs,..., V), nepreluknjan veckotnik pa z Vo. Naj 1, € 77
tock lezi na robu veckotnika V; (i =1, .., I), kj pa v njegovi notranjosti. Prestejemo toc¢ke na robu
preluknjanega veckotnika: r =ro + ry + ... + 1 in v notranjosti nepreluknjanega V:
ko= k+(r1+ k1)+ +(I'|+k|)
Po Pickovi formuli je plos¢ina V;enaka pi= ri/2 + k; — 1, zato plos¢ina preluknjanega veckotnika meri:
P=pPo—(Prt+...tp)=r2+ko—1—-(r2+...+0/2+k+...+tk)+I=

=12 +k+ (r+. )+ (K + ..o+ k) = (i + .o+ o)2—(Kg+ ...+ k) +H -1

=(rp+rt...+n)2+k+1-1
=r2+k+1-1

4. Pickova formula v vi§jih dimenzijah

Oglejmo si primer v tridimenzionalnem prostoru: imamo mrezo, ki jo polozimo v ravnino

tvorijo krizi§¢a mnoZico celih stevil Z° = Z x Z x Z. Zanima nas, ali lahko pois¢emo formulo za
volumen tridimenzionalnega veckotnika, ki bi ga opisali z Stevilom robnih, notranjih to¢k in morda Se
s Stevilom ploskev. Oglejmo si primer tetraedra, ki je omejen s tockami (0,0,k) - na neki visini k € Z;
(1,0,0), (1,1,0), (0,1,0) - na ravnini xy. Opazimo, da je V = k/6, problem pa je, da se k spreminja in
dobimo razli¢ne prostornine (pri istem Stevilu robnih tock).

Vendar pa velja (za telesa brez lukenj):

Oznacimo celotno mrezo z M. Naj bo M, , ne Z mreza vseh tock oblike x/n, kjer je XeM. Na primer
M, ={ (@/2,b/2,c/2); a,b,c € Z } - glej primer 2.

Naj bo sedaj P telo z oglis¢i na mrezi z R(R,) notranjih mreznih tock, K(K,) pa mrezne na ploskvah
M(M,). Volumen je enak:

2n-1)n(n+1) V(P) =2(R, - nR) — (K, — nK).

Dokaz je tezak. UpoStevati je treba tudi, kako je telo poravnano oziroma nagnjeno. UpoStevati pa je
treba tudi Eulerjevo karakteristiko (saj je topoloska invarianta — ohranja se s homeomorfizmi).



Se nekaj primerov:
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| oznacuje mrezne notranje tocke, B robne tocke in & plos¢ino.

5. Zakljucek

V seminarski nalogi sem predstavila Pickovo formulo in Pickov izrek. S Pickovo formulo
najhitreje in najlazje izraCunamo plos¢ino mreznega lika.
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