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1 Uvod

V matematiki poznamo stevilne probleme, ki so razumljivi matemati¢no neizo-
brazenim ljudem, ko pa jih v roke dobi matematik, se izkazejo za izredno tezke.
S taksnimi in drugac¢nimi problemi so se ukvarjali zZe v antiki; Evklid se je "igral”
s premicami, Pitagora je "premetaval kvadrate”. Ta dva in Se mnogi drugi veliki
matematiki so se ukvarjali z navidez lahkimi problemi. Ker pa poti do reSitev niso
bile enostavne, so vcasih ” zasli” na stranpoti ter tako izdelali pripomocke, ki so
jih lahko uporabili na mnogih drugih podroc¢jih matematike. Zal pa so resitve teh
problemov, kolikor so jih doslej sploh nasli, po navadi dostopne samo pravim mate-
matikom. Pomislimo samo na slavni Fermatov problem in Catalanovo hipotezo, ki
sta bila razresena Sele pred kratkim. Do danes pa Se vedno ni znano, ali lahko med
dvema popolnima kvadratoma vedno najdemo prastevilo. Ne vemo, c¢e je prastevil
oblike n! — 1 neskonc¢no itd.

Poleg zelo zahtevnih matemati¢nih problemov imamo tudi probleme z resitvami,
ki so razumljive vsem, ki poznajo "malo” ve¢ srednjesolske matematike. Mi si bomo
poblizje ogledali problem, s katerim so se ukvarjali ze Fermat, Lagrange in Gauss.
Govori o tem katera naravna stevila lahko zapisemo kot vsoto dveh, treh ali stirih
popolnih kvadratov.

2 Vsote dveh kvadratov

V tej seminarski nalogi se bomo zaradi lazjega izrazanja najprej omejili le na naravna
stevila. Poleg tega bomo privzeli, da je 0 naravno stevilo, s ¢imer se bomo izognili
obravnavanju dodatnih primerov.

V tem poglavju bomo klasificirali vsa naravna stevila, ki jih lahko zapisemo,
kot vsoto dveh popolnih kvadratov. Stevila bi lahko klasificirali povsem elemen-
tarno, brez uporabe algebre, a kljub temu se bomo naloge lotili malo drugace, bolj
"algebrai¢no”, s pomocjo Gaussovih celih sStevil.

Definicija 2.1. Mnozico Z[i] = {a + bi |a,b € Z}, opremljeno s klasi¢nima opera-
cijama seStevanja in mnozenja, imenujemo Gaussova Stevila.

Osnovne lastnosti Gaussovih stevil:

» Gaussova stevila sestavljajo komutativen kolobar (podkolobar obsega komple-
ksnih stevil).

+ Norma Gaussovega Stevila z = a + bi je enaka N(z) = 2z = o + b*.
o Norma je multiplikativna, to pomeni N(zw) = N(2)N(w).
o Edini obrnljivi elementi kolobarja so 1, —1,7 in —1.

« Stevili z in w sta si asociirani, ¢e obstaja tak obrnljiv element ¢ kolobarja, da
jez=w-t.

o Nenicelen element je nerazcepen, ¢e nima drugih deliteljev kot obrnljivih ele-
mentov in asociiranih elementov.



e Ce je N(z) prastevilo, potem je z nerazcepno Gaussovo Stevilo.
Trditev 2.1. Kolobar Gaussovih stevil je Fvklidski kolobar.

Dokaz. Naj bosta a,b # 0 Gaussovi Stevili. Kvocient § = p + ¢i je kompleksno
stevilo z racionalnima komponentama p in q. Naj bo m celo stevilo, ki je najblizje
p-ju, n pa celo stevilo, ki je najblizje ¢. PiSimo p =m+7r, ¢ =n+s, |r] < % in
ls| < % Naj bo v = m + ni,§ = r + si. Stevilo v pripada kolobarju Gaussovih
stevil. Ker je § = + 4, dobimo a = by + bd. Razlika a — by = bd = = je Gaussovo
stevilo. Norma kompleksnih stevil je multiplikativna, zato je N(z) = N(b)N(J).
Hkrati pa je N(6) = r? + s* < 3, zato je N(x) < $N(b) < N(b). Torej smo za vsaki
dve stevili a in b iz Gaussovega kolobarja nasli taki Stevili v in z, da jea = by +
in N(z) < N(b).
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Posledica. Ker je kolobar Gaussovih stevil Evklidski, je posledicno glavni kolobar
in zato tudi kolobar z enolicno faktorizacijo.

Lema 2.1. Za vsako prastevilo oblike p = 4k + 1 obstaja tako naravno stevilo m, da
pl(m? +1).

Dokaz. Oglejmo si polinom 27! — 1 nad kolobarjem Z,. Ker je p = 4k + 1, lahko
piSemo
-1 -1
-1 = ("7 = 1)z +1).

Polinom 27~! — 1 ima v Z, natanko p— 1 nicel, kar je posledica malega Fermatovega
izreka (nicle so 1,2,...p—1).

Torej imata 2% —1inaz"7 +1 skupaj natanko p — 1 razli¢nih nicel. V celem
komutativnem kolobarju ima polinom najve¢ toliko nicel, kolikor je njegova stopnja,

torej imata oba omenjena polinoma vsak po najve¢ 5= nicel, oziroma vsak ima

2
natanko % > 1 nicel.

2

Pokazali smo obstoj g € Z,, ki zadostuje pogoju g’%l = —1, oziroma (ng_l)
—1 (mod p).

Izberimo m := g ,p%l € N,m € N. Tako smo nasli tako naravno stevilo m,
da p|(m? +1). -

p—1
4

Opomba. Zgornjo trditev bi lahko pokazali tudi s pomocjo Wilsonovega izreka, ki
pravi, da je (p — 1)! = —1(mod p) natanko tedaj, ko je p prastevilo.

Opomba. Fermatov izrek pravi, ¢e je p prastevilo in je ged(n, p) = 1, tedaj je nP~! =
1(mod p).

Sedaj smo se dovolj dobro pripravili, da se lahko lotimo nasega glavnega pro-
blema. Katera stevila se da zapisati kot vsoto dveh kvadratov nenegativnih celih
stevil? Za lazje izrazanje bomo uvedli Se pojem lepega Stevila.

Definicija 2.2. Naravno stevilo n je LEPO, kadar obstajata taki naravni stevili
in y, da je n = 22 + 32

Izrek 2.1. Vsako prastevilo oblike p = 4k + 1 je LEPO.
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Dokaz. Naj bo p poljubno prastevilo oblike 4k + 1. Oglejmo si p kot element Z][i].
Po lemi 2.1 obstaja m € N, da p/m? +1 = (m +1i)(m — i).

Denimo, da je p nerazcepen v Z[i|. Ker je Z[i] kolobar z enoli¢no faktorizacijo,
imamo dve moznosti: p|m — i ali plm 4 i. Denimo, da p|m — i, po konjugiranju
p|m + i, oziroma ¢e sestejemo pogoja, dobimo p|2i, kar implicira, da je p € {1,2}.

Torej je p razcepen v Z[i], zato ga lahko faktoriziramo: p = (a + bi)(c + di), pri
¢emer sta oba faktorja neobrnljiva, t.j. a,b,c,d > 1.

p* = N(p) = N(a +bi)N(c+di) = (a* + b*)(* + d?)

Popolni kvadrat prastevila je produkt dveh naravnih Stevil, vecjih od 1, torej je
edina moznost, da je p = a® + b* = ¢ + d?, oziroma p = a® + b%, za neka a,b € N. B

Pokazali smo, da je vsako stevilo oblike 4k + 1 lepo Stevilo, toda s tem Se nismo
nasli vseh lepih sStevil. Nadalje se vprasamo, ali so Se katera druga Stevila lepa.
Zakaj je 45 = 6% + 32, 15 pa ni lepo $tevilo.? Kaksnim kriterijem morajo zadoscati
lepa stevila? 7 nekaj poskusanja vidimo, da je produkt lepih stevil lepo stevilo.
Izkaze se, da to vedno drzi.

Lema 2.2. Produkt lepih stevil je lepo Stevilo.

Dokaz. Naj bosta a = 22 + 3% in b = u? + v? lepi stevili, tedaj je

ab = (2 +y?)(u? +v?) = (zu)? + (zv)? + (yu)* + (yv)? = (zu)*+ 2zyuv + (zv)* +
(yu)? — 2zyuv + (yv)* = (zu + yv)? + (zv — yu)>.

Pokazali smo, da je produkt dveh lepih stevil lepo stevilo. Dokazimo z indukcijo,
da je koncen produkt lepih stevil lepo stevilo.

Nasa indukcijska predpostavka je, da je produkt n — 1 lepih stevil vedno lepo
stevilo. Oglejmo si sedaj lepa stevila py, ps, . .. p,. Njihov produkt je enak p1ps - - - pp_1pn.
Produkt prvih n — 1 stevil je po indukcijski predpostavki lepo stevilo, torej dobimo
produkt dveh lepih stevil, za katerega smo zZe na zacetku pokazali, da je tudi lepo
stevilo. |

Dejstvo, da je produkt lepih stevil lepo stevilo, nam je dalo zelo ucinkovit nacin
za iskanje lepih Stevil, vendar jih Se ne moremo karakterizirati. Zakaj 15 ni lepo
stevilo? Razlog ne more biti to, da ni produkt lepih stevil, ker je tudi 45 = 15 -3
lepo, kot smo zapisali, pa ni produkt lepih stevil. Lahko pa 45 pisemo kot 9 - 5,
ti stevili pa sta lepi. Ugibamo, da so vsa lepa stevila tista, ki se dajo vsaj na en
nacin zapisati kot produkt lepih prastevil in popolnih kvadratov (ne pozabimo, da
so popolni kvadrati lepa Stevila). Razmislimo, kdaj tega ne moremo storiti. Tezava
se pojavi, kadar v prastevilskem razcepu nasega Stevila obstaja nelepo prastevilo
lihe stopnje. Tega prastevila ne moremo "pospraviti”v noben kvadrat v celoti, torej
nam bo vedno ostal en nelep faktor. Ugibamo, da so lepa Stevila natanko tista, ki v
prastevilskem razcepu nimajo nobenega nelepega prastevila v lihi stopnji.

Lema 2.3. Naj bosta = in y tuji si naravni stevili in p liho prastevilo, ki deli x*+vy?,
tedaj je p =1 (mod 4).

Dokaz. Po predpostavki izreka je
2 +y* = 0(mod p),
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oziroma
r? = —y*(mod p).

Kongruence lahko potenciramo, zato je xP~1 = (—1)%yp_1(mod D).
Najvecji skupni delitelj stevil x in y je 1, zato p deli kve¢jemu eno izmed njiju. Zaradi
simetrije lahko predpostavimo, da p ne deli z. Tedaj pogoj p|(z? + %?) implicira, da
p ne deli niti y.

Uporabimo mali Fermatov izrek 1 = 27! = (—=1)"z y*~! = (=1)"= (mod p).
Dobimo kongruenc¢no enac¢bo (—1)% = 1 (mod p), ki bo izpolnjena natanko tedaj,
ko bo p =1 (mod 4). |

Koncno lahko karakteriziramo vsa lepa stevila.

Izrek 2.2. Naravno stevilo n je lepo natanko tedaj, ko v prastevilski faktorizaciji ne
vsebuje nobenega prastevila oblike 4k + 3 lihe stopnje.

Dokaz. Najprej pokazimo implikacijo v desno. Naj bo n = 22 + y? lepo stevilo.
n lahko zapiSemo kot n = p;®py®2 - pp®, pri éemer so p;,1 < i < k razlicna
prastevila. Naj bo d = ged(x,y) najvecji skupni delitelj stevil x in y, © = x1d, y =
yid; ged(zy,yp) = 1.
n = d*(ai +y7)
P17 P2 - pEE
d? '

Prastevilo, ki nastopa v prastevilski faktorizaciji stevila n v lihi stopnji, deli
x? + y?, torej je po lemi 2.3 oblike 4t + 1 za neko naravno Stevilo t.

Sedaj pokazimo Se obratno implikacijo. Naj bo n = m?u, pri ¢emer kvadrat
nobenega naravnega stevila ne deli u. Ce je n popolni kvadrat, je u = 1, torej je
ze izrazen kot vsota dveh popolnih kvadratov. Eden izmed njiju je 0, sicer je n po
predpostavki naloge produkt razlicnih prastevil oblike 4k + 1.

Vsa taka prastevila so lepa, torej lahko n pisemo kot:

Ty =

n=m*(2} +yi)(@3 +y3) - (@] +y/) = m*(A* + B%) = (mA)* + (mB)?*,
pri Cemer prvi enacaj velja po izreku 2.1, drugi pa po lemi 2.2. [

Dokaz izreka, da je vsako prastevilo oblike 4k + 1 lepo, nam da misliti, ali se da
vsako lepo prastevilo enolicno zapisati kot vsoto dveh popolnih kvadratov.

Trditev 2.2. Vsako lepo prastevilo se da zapisati kot vsota dveh popolnih kvadratov
na natanko en nacin.

Dokaz. Najbop€Pinp=a®+b*=c*+d>
Jasno je, da so a, b, c,d > 0, saj prastevilo ne more biti popolni kvadrat.
Ocitno je ged(a,b) = ged(e,d) = 1, sicer p ne bi bilo prastevilo. Pora¢unajmo:

a2:p_b2’62:p_d27

a*® = (p—b*)(p — d*) = b*d*(mod p),
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(ac — bd)(ac + bd) = 0(modp).

Sklepamo lahko, da p|(ac — db) ali p|(ac + bd).

Kerje2p=a*+c?+b*+d*> = (a —c)* + (b — d)* + 2ac + 2bd > 2ac + 2bc, je
0 <ac+bc<p.

Ocenimo lahko 0 < a?b% ¢*,d*> < p, torej je 0 < a < b < ¢ < d < /p,
0 < ac,bd < p, in kon¢éno —p < ac — bd < p.

Ob upostevanju zgornjih ocen nam ostaneta dve moznosti:

e ac—bd =0 (mod p), —p < ac — bd < p, torej je ac — bd = 0, oz. ac = bd.
gcd(a,b) = ged(c,d) = 1, zato d = ka, za nek k € N.
Vstavimo to v enac¢bo ac = bd = bka, po krajsanju z a dobimo: ¢ = kb.

Nazadnje ugotovimo: p = a®> +b? = ¢ + d* = (kb)* + (ka)? = k*(a® + b?) =
k’p=k=1,karnam daa=din b= c.

e Vemo ac + bd = 0(mod p), 0 < ac + be < p, torej ac 4 bd = p.
Po 7Ze znani identiteti je
p? = (a®* +1*)(* + d*) = (ad + bc)* + (ac — bd)* = p? + (ac — bd)? = ac = bd,

kar po sklepu iz prve tocke implicira enoli¢nost zapisa.

3 Lagrangeov izrek

V prejsnjem poglavju smo poiskali vsa naravna stevila, ki jih lahko zapisemo kot
vsoto dveh popolnih kvadratov. Videli smo, da ne moremo vseh stevil zapisati na
zeljen nacin, zato se vprasamo, najmanj koliko kvadratov potrebujemo, da lahko
vsa naravna Stevila zapisemo kot vsoto le-teh. Odgovor na to nam da znameniti
Lagrangeov izrek, ki se da podobno kot prejsnji izrek dokazati povsem elementarno
s pomocjo leme, ki jo bomo uporabili tudi mi, in principa neskon¢nega spusta (glej
[1]). Toda mi Ze prej nismo pristopili povsem elementarno, ampak smo si pomagali s
pomocjo Gaussovih stevil. Gaussova Stevila imajo dve komponenti za dva kvadrata,
zato se nam pri vsoti Stirih kvadratov naravno ponujajo celostevilski kvarternioni.

Definicija 3.1. Kvarternioni so stevila oblike a + bi + ¢j + dk, pri ¢emer so a,b, ¢
in d realna stevila, 7, 7 in k pa so imaginarne enote.

Kvarternioni s klasi¢nim sestevanjem in mnozenjem, definiranim z ij = k, jk = 1,
ki = j,i® = j2 = k* = —1, postanejo realna $tirirazseZna nekomutativna algebra.

Podobno kot pri kompleksnih Stevilih se nam ponujajo celi kvarternioni oblike
a+ b+ cj + dk, pri ¢emer so a, b, c in d cela stevila, toda v nasprotju z Gaussovimi
stevili kolobar teh stevil ni Evklidski. Imajo pa kljub temu kvarternioni analog
Gaussovih celih stevil, in sicer Hurwitzova Stevila.

Definicija 3.2. Hurwitzovi kvarternioni so podkolobar kvartenionov, definiran z
K ={iao(14i+j+Fk)+ ai+bj + cklag,a,b,c € Z}.
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Osnovne lastnosti Hurwitzovih stevil (vse razen ¢etrte veljajo tudi za kvarterni-
one):

« Hurwitzova Stevila so nekomutativen kolobar (podkolobar kvarternionov).
« Norma Hurwitzovega Stevila z = a+bi+cj+dk je enaka N(z2) = a*+b*+c*+d>.
« Norma je multiplikativna, t.j. N(zw) = N(2)N(w).

 Grupa obrnljivih elementov Hurwitzovih stevil ima 24 elementov {£1,+1 £
j, tk, %}7 pri ¢emer si lahko + in — poljubno izberemo.

« Stevili a in b sta si asociirani, ¢e obstaja tak obrnljiv element kolobarja, da je
a=1"b-t.

e Nenicelen element je nerazcepen, ¢e nima drugih deliteljev kot obrnljivih ele-
mentov in asociiranih elementov.

Trditev 3.1. Hurwitzovi kvarternioni so Evklidski kolobar.

Dokaz. Kvarternioni niso komutativni, zato lahko vpeljemo levo in desno deljenje.
Kvarternion ¢ je desni delitelj a, ¢e je a = ke, za nek k£ € K. Dokazimo le, da
je K Evklidski kolobar le za desne delitelje, za leve je dokaz podoben. Najprej
preformulirajmo dokaz za to, da so Gaussova Stevila Evklidski kolobar. Denimo, da
Gaussovo stevilo a delimo z Gaussovim Stevilom b. Oglejmo si kompleksno ravnino,
tlakovano s kvadrati, kot na spodnji sliki 1.

Jm (I +1)i .
p+q
li L
: | : | : | k (k + 1)
2Z I I L
Z‘ ,,,,,,
0 1 2 3 Re

Slika 1: Tlakovanje kompleksne ravnine.

Sedaj je takoj razvidno, da moramo za 7 vzeti levo ogljis¢e pravokotnika, v
katerem se nahaja ¢ = p + qi, da bo a = by + x. Kot smo Ze dokazali, je teda]
N(z) < N(b).

Poskusimo sedaj posplositi to idejo na Hurwitzove kvarternione. Prostor kvar-
ternionov je stiridimenzionalen z bazo {1,4,j, k}. Na$ Stiridimenzionalen prostor
tlakujmo s hiperkockami 1 x i x 7 x k. Naj bosta a,b € K. Poisc¢imo, v kateri hiper-
kocki se nahaja § = ab™!. Naj bo t oglis¢e, ki je najbliZje 3. Torej lahko zapisemo

7 =1+ w, pri cemer je w neko Hurwitzovo stevilo z racionalnimi koeficienti. Velja



a = tb+ wb, a,tb € K, zato wb € K. Ocenimo N(wb) = N(w)N(b) < N(b). Tukaj
se vidi, zakaj kvarternioni niso Evklidski kolobar, kajti ¢e je § ravno v centru neke
hiperkocke, se norma N (bw), t.j. ostanka, ne zmanjsa. Pri Hurwitzovih Stevilih je
ta prednost, Ce je § slucajno v srediscu hiperkocke, v kateri se nahaja, tedaj lahko

za t izberemo kar ¢, t.j. ¥ € K. S tem smo dokazali, da je K res evklidski kolobar.
[ |

Podobno kot pri karakterizaciji stevil v prvem poglavju tudi tukaj potrebujemo
dve podobni lemi, ki nam bosta pomagali skonstruirati zapis stevila kot vsoto stirih
kvadratov.

Lema 3.1. Za vsako liko prastevilo p obstajata naravni Stevili I in m, da p|(1+1*>+
m?).

Dokaz. Naj bosta 0 < z,y < %. Denimo, da je 2? = 3? (mod p). To je mozno le,
geje (x —y)(z+y) =0 (mod p). Ker jex,y <1 jex+y <p—1<p, torej p ne
deli = + y, p je prastevilo, zato p|(x — y).

Ker je [z —y| < |z| + |y| < B + B2 =p — 1 < p, mora biti z = y.

Definiramo A := {z%|0 < z < 1%1} Vsa stevila v mnozici A dajo po zgornjem
sklepu razlicne ostanke pri deljenju s p. Podobno dajo elementi mnozice B :=
{—1—2%0 <z < 21} razlitne ostanke pri deljenju s p.

V mnozicah A in B je skupaj p+ 1 stevil, torej imata obe mnozici vsaj en skupen
element, oziroma obstajata [ € A in m € B, da je [? = —1 — m? (mod p). [ |

2

Opomba. Lema 3.1 je za prastevila oblike 4k + 1 direktna posledica leme 2.1, ¢e
vstavimo [ = 0. Toda pravkar dokazana lema velja za vsa prastevila.

Lema 3.2. Vsako prastevilo p je razcepno v K.

Dokaz. Po lemi 3.1 vemo, da obstajata taki naravni Stevili [ in m, da p|1 + % + m?,
oziroma p|(1 — i — mj)(1 + li + myj).

Ce je p nerazcepen v K, tedaj p|(1 — li — myj) ali p|(a + li + mj). Toda niti
L_ Ly _mj niti%+£i+%j ne lezi v K, torej je p razcepen v K. [

p p p

Spomnimo se, kako smo skonstruirali izrazavo lepih prastevil kot vsoto dveh
kvadratov. To smo storili tako, da smo prastevilo p razcepili v kolobarju Gausso-
vih stevil. Iz pogoja, da so Gaussova sStevila kolobar z enoli¢no faktorizacijo smo
ugotovili, da je prastevilo p razcepno v tem kolobarju. Povsem analogno gre tudi v
primeru stirih kvadratov.

Trditev 3.2. Naj bo p prastevilo. Tedaj obstajajo taka stevila a,b,c,d, da je p =
a? 4+ b? + 2+ d? in 2a,2b,2c¢,2d € 7.

Dokaz. Po lemi 3.2 je p razcepen v K, torej lahko pisemo p = (a + bi + ¢j + dk)a.
Po konjugiranju dobimo p = @(a — bi — ¢j — dk). Zmnozimo dobljeni enakosti in
dobimo:
p?=pp=(a+bi+cj+dk)aala—bi—cj—dk) = (a+bi+cj+dk)a*(a—
bi —cj — dk) = |a*(a + bi + c¢j + dk)(a — bi — ¢j — dk) = |a|?(a® + b* + & + d?).
Oba faktorja sta vecja od 1, torej je p = a® + b?> + ¢ + d? za a, b, c,d, da je
2a, 2b, 2¢, 2d naravno stevilo. [ |



Lema 3.3. Naj bosta m in n taki naravni stevili, ki ju lahko zapisemo kot vsoto
stirih popolnih kvadratov nenegativnih celih stevil, tedaj lahko tudi m - n zapisemo
kot vsoto stirih nenegativnih kvadratov celih stevil.

Dokaz. (2 +y? + 22 + w?) (23 + y3 + 23 + w?) = (zxy + yy1 + 221 +wwi)? + (vy; —
yry + 2w — wz1)? + (221 — 211 + wyp — ywy)? + (zwy — wyy +y21 — 2y1)% ]

Posledica. Koncen produkt stevil, ki so vsote Stirih popolnih kvadratov je vsota stirih
popolnih kvadratov.

Dokaz. Naj bon = mimg---my, pri ¢emer so m;, 1 <1 < k stevila, ki jih lahko
zapisemo kot vsoto stirih popolnih kvadratov. Dokazimo trditev z indukcijo na k.
Bazni primer smo ze pokazali v lemi 3.3. Naj bo nasa indukcijska predpostavka, da
se da vsako stevilo, ki je proukt k—1 Stevil, ki so vsota stirih popolnih kvadratov, tudi
samo take oblike. Torej lahko n po indukcjski predpostavki zapisemo kot n = mqt,
pri ¢emer je t vsota najve¢ stirih popolnih kvadratov. Po lemi 3.3 je tedaj tudi n
vsota Stirih popolnih kvadratov. [ |

Izrek 3.1. Vsako prastevilo p lahko zapisemo kot vsoto stirih kvadratov naravnih
stevil.

Dokaz.  Po trditvi 3.2 obstajajo taka nenegativna stevila a,b,c,d € % + Z, da

jep =a?+ b +c+d%. Najbo2a = A,20 = B,2c = C,2d = D, tedaj je
n — A2+B2-£CQ+D2'

Stevila A, B,C in D so iste parnosti. Uporabimo sedaj lemo 3.3, tako da vsta-
vimo

A=zr1 + Yy + 221 + wwy,

B = xy —yx1 + 2wy — w2y,

C =xz — zw1 + wy; — ywy,

D = zwy —wyy + yz1 — 2y,

ZL‘lzl,yl:l,Zl:l,wl:l.

Upostevamo trditev leme in dobimo: w = 22 + y? + 22 + w?, le se
x,1, 2 in w moramo naracunati:

A=xz+y+z2z+w,

B=z—-y+2z—w,

C=x—-z+w-—y,

D=x—-—w+y— =z

Pora¢unamo lahko, da je

_ A4+B+C+D
x = : ,
_ A+D-C-B
- I
_ A+Bi0-D
z = 1 ,
w = A=B+C-D
Ker so A, B,C in D iste parnosti, so z,y,z in w cela stevila; torej je n =
22 + 9% + 22 + w? res vsota Stirih popolnih kvadratov. [ |

Posledica. Vsako naravno stevilo lahko zapisemo kot vsoto Stirih popolnih kvadra-
tov.



Dokaz. Vsako naravno sStevilo ima kon¢no mnogo prafaktorjev, torej ima koncen
prafaktorski razcep. Vsak prafaktor je prastevilo, torej je po izreku 3.1 vsota stirih
popolnih kvadratov nenegativnih naravnih stevil. Po posledici 3 je tudi nase naravno
stevilo vsota najvec¢ stirih popolnih kvadratov. [ |

4 Zakljucek

V ¢lanku nam je uspelo karakterizirati vsa stevila, ki jih lahko zapiSemo kot vsoto
dveh kvadratov nenegativnih celih Stevil. Poleg tega smo pokazali, da se da vsako
naravno sStevilo zapisati kot vsoto najvec stirih popolnih kvadratov naravnih stevil.
Naravno se ponuja vprasanje, ali se da vsako stevilo izraziti kot vsoto treh popolnih
kvadratov? Do odgovora na to vprasanje je mnogo tezje priti, kot do nasih karak-
terizacij. V primeru dveh in stirih kvadratov smo imeli dve moc¢ni orodji, Gaussova
in Hurwitzova stevila, ki so podkolobar dvodimenzionalne algebre (obsega) komple-
ksnih stevil, oziroma Stiridimenzionalne algebre (obsega) kvarternionov. Vemo, da
ne obstaja nobena trirazsezna algebra nad realnimi stevili, ki bi bila tudi obseg, torej
nimamo primernega orodja, da bi lahko analogno karakterizirali vsa stevila, ki so
vsota treh kvadratov nenegativnih celih stevil. Presenetljivo lahko karakteriziramo
vsa Stevila, ki so vsota najve¢ treh popolnih kvadratov s pomocjo karakterizacije
kvadratnih form nad obsegom celih stevil. Dokaz pa poleg karakterizacije kva-
dratnih form zahteva temeljito znanje teorije kvadratnih kongruenc in poznavanje
Dirichletovega izreka o prastevilih v aritmeticnem zaporedju. Izkaze se, da lahko
naravno Stevilo zapisemo kot vsoto najvec¢ treh popolnih kvadratov natanko tedaj,
ko ni oblike 4%(8k + 7) (ve¢ o tem si lahko preberete v [3]).
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