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1. UVOD

Skozi ta seminar smo se ukvarjali predvsem s krvnimi testi in tehtanji kovancev. Vemo, da imamo test, s katerim lahko ugotovimo iz vzorca otrokove krvi, ali vsebuje kako nepravilnost ali pa je otrok zdrav. Če bi nekdo vzel 100 vzorcev krvi, bi lahko natančno ugotovil, kateri otrok je okužen, in sicer tako, da bi izvedel 100 testov. Nas pa zanima, ali je možno zmanjšati število teh testov, ali bi se lahko s kakim načinom testiranja vzorcev znebili večjih neokuženih skupin. Prav tako nas bo zanimala najboljša možna rešitev, torej najmanjše število testov, ki jih moramo izvesti, da ugotovimo, kateri otroci so okuženi.

2. PROBLEM TEHTANJA KOVANCEV

Imejmo devet kovancev, od katerih je osem kovancev pristnih, eden pa je ponarejen. Vsi pristni kovanci tehtajo enako, ponarejen kovanec pa je težji od ostalih. Zanima nas, kakšno je najmanjše število tehtanj kovancev, da med temi devetimi kovanci najdemo ponarejenega. Pri tem kovance tehtamo s takole tehtnico: 
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Hitro lahko vidimo, da je ponarejeni kovanec možno najti z največ štirimi tehtanji: razdelimo kovance v štiri pare, pri tem pa nam en kovanec ostane. Nato tehtamo vsak par posebej, tako da kovanca v paru stehtamo enega proti drugemu (vsakega damo na eno stran tehtnice). Vzamemo prvi par. Če je en kovanec težji, se tehtnica spusti na njegovo stran in tako smo našli ponarejeni kovanec. Če pa smo stehtali kovanca in sta bila enako težka, potem v tem paru očitno ni ponarejenega kovanca, zato vzamemo naslednji par. Če smo stehtali že vse štiri pare in so bili kovanci v parih enako težki, potem je ponarejeni kovanec zagotovo tisti zadnji, deveti, ki ni imel svojega para. Torej smo ponarejen kovanec zares našli v največ štirih tehtanjih.

Premislimo koliko tehtanj potrebujemo v povprečju. Da ponarejeni kovanec najdemo že v prvem tehtanju, imamo  [image: image2.png]


  možnosti, da ga najdemo v drugem ali tretjem tehtanju [image: image4.png]


, da pa je ponarejeni kovanec eden od zadnjih treh, imamo  [image: image6.png]


  možnosti. Torej je pričakovano število tehtanj naslednje: [image: image8.png]


. Torej je povprečno število tehtanj, ki jih potrebujemo, da odkrijemo ponarejeni kovanec, 2[image: image10.png]


.
Vemo, da lahko najdemo ponarejeni kovanec že po dveh tehtanjih. Poglejmo kako. Devet kovancev razdelimo v tri skupine po tri kovance. Stehtamo dve skupini, eno proti drugi. Če je katera od skupin težja od druge, vemo, da je ponarejeni kovanec v težji skupini. Če pa sta skupini kovancev enako težki, vemo, da je ponarejeni kovanec v tretji skupini, ki je še nismo tehtali. Do sedaj smo torej »porabili« le eno tehtanje. Sedaj, ko vemo, v kateri skupini je ponarejeni kovanec, iz te skupine vzamemo dva kovanca in jih stehtamo enega proti drugemu. Če je kateri od teh kovancev težji, je ponarejen, sicer je ponarejen tisti tretji kovanec, ki je še v tej skupini in ga nismo tehtali. Ker je bilo to šele naše drugo tehtanje vidimo, da smo ponarejen kovanec res našli le v dveh tehtanjih.

Poglejmo si, koliko tehtanj potrebujemo, če imamo 27 kovancev, od katerih je prav tako ponarejen le en. Kovance razdelimo v tri skupine (v vsaki skupini devet kovancev) in stehtamo dve skupini (1. tehtanje). Če je katera od skupin težja vemo, da je v njej ponarejen kovanec. Če sta skupini enako težki, vemo da je ponarejeni kovanec v tretji skupini. Sedaj moramo samo še ugotoviti, kateri izmed devetih kovancev v skupini je ponarejen. Tu se spomnimo na prejšnji primer, ko smo ravno tako imeli devet kovancev in smo ugotovili, da ponarejen kovanec najdemo po dveh tehtanjih. Torej, da med 27 kovanci najdemo ponarejenega, potrebujemo tri tehtanja.
Podobno je za primer, ko imamo 81 kovancev. Tu potrebujemo štiri tehtanja. 

Opazimo, da v splošnem za 3m kovancev potrebujemo m tehtanj, da najdemo lažni kovanec. Vendar pa, ali je to res najmanjše število tehtanj?

Poglejmo na tak problem nekoliko drugače. Vsakič, ko stehtamo kovance, si na vprašanje, katera stran je težja, lahko odgovorimo s tremi možnimi odgovori: (L)-leva stran je težja, (R)-strani sta v ravnotežju in (D)-desna stran je težja. Če imamo m kovancev, potem imamo 3m možnih izidov glede na to, kako odgovorimo. Te razdelimo v tri skupine, in sicer: vse možnosti, ki nam dajo odgovor (L), možnosti, ki nam dajo odgovor (R) in možnosti, ki nam dajo odgovor (D). Imamo 3m kovancev. Radzelimo jih v tri skupine in stehtamo dve skupini ena proti drugi. S tem določimo skupino, v kateri je ponarejeni kovanec. Sedaj imamo 3m-1 kovancev, ki jih spet razdelimo v tri skupine in dve stehatmo. S tem spet določimo manjšo skupino, ki vsebuje ponarejen kovanec. Tako nadaljujemo vse dokler ne pridemo do 30=1 kovancev. Ta kovanec je ponarejen. Vidimo, da smo ponarejen kovanec našli po m tehtanjih. 

Tu smo smo se ukvarjali s problemom, za katerega smo lahko dobili tri različne rezultate. Lahko pa bi problem definirali tudi tako, da bi imeli dva možna rezultata.  Potem lahko 2m možnosti razlikujemo z m vprašanji. 
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Prej smo rekli, da ponarejen kovanec najdemo z m tehtanji, tu pa smo dobili manjše število kot m, kar je bolje za nas, saj je bil naš prvotni načrt poiskati čimbolj učinkovito testiranje, ki nam bo porabilo čimmanj testov.

3. KRVNI TESTI
Spomnimo se problema, ki smo ga imeli na začetku. Vzeli smo vzorce krvi otrokom. Radi bi ugotovili, kateri, če sploh kateri, kaže nepravilnost. Testiramo lahko vsak vzorec posebej, vendar pa nam to pobere veliko časa, zato je bolje, če vzorce združimo v skupine in testiramo te združene vzorce. V tem primeru imamo dva možna izida: (P)-vsaj eden od »darovalcev« v združenem vzorcu je okužen (tj. test je pozitiven) ali (N)-vsi »darovalci« so zdravi. 
Recimo, da imamo n otrok. Vsak otrok je lahko ali pa ni okužen. Torej imamo za vsakega otroka dve možnosti: (O)-okužen ali (Z)-zdrav. Takoj lahko vidimo, da imamo 2n možnih izidov. Poglejmo si primer, ko imamo tri otroke:

	1.otrok
	2. otrok
	3. otrok

	O
	O
	O

	O
	O
	Z

	O
	Z
	O

	Z
	O
	O

	Z
	Z
	O

	Z
	O
	Z

	O
	Z
	Z

	Z
	Z
	Z


Vidimo, da imamo osem možnih izidov glede na to kateri od treh otrok je okužen. V splošnem imamo 2n možnih izzidov.

Vemo, da če imamo n otrok, lahko izvedemo n testov in s tem ugotovimo, koliko in kateri otroci so okuženi. Vendar pa je bil naš prvotni cilj, da bi to odkrili z manj kot n testi. Očitno je, da ne moremo zagotoviti, da bomo našli okuženega otroka v manj kot n testih. Če imamo namreč primer, ko so okuženi vsi otroci, bomo morali testirati prav vsak vzorec posebej, torej bomo morali izvesti n testov. 
Mi se bomo sedaj osredotočili predvsem na nenormalnosti, ki se redko pojavljajo, torej na tiste, pri katerih bo okuženih zelo malo otrok v povprečju. Sedaj bi tu radi videli, če lahko zmanjšamo število testov. Spomnimo se primera s kovanci. Ponarejen kovanec je bil katerikoli izmed 3m kovancev (katerikoli kovanec je bil lahko ponarejen z enako verjetnostjo). Pri krvnih vzorcih pa imamo opravka z nenormalnostmi, ki se pojavljajo redko, torej niso vse možnosti enakovredne (manjša je verjetnost, da je vzorec okužen, kot da je zdrav). Poglejmo si primer: 
Recimo, da se naša nenormalnost pojavlja v 1% populacije in da zberemo 100 krvnih vzorcev. Torej lahko pričakujemo, da bo med temi stotimi vzorci eden, ki bo izražal nepravilnosti. Predpostavimo, da je res okužen natanko en. Koliko testov potrebujemo, da ga odkrijemo? 
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Potrebovali bi torej šest testov, da bi izmed stotih našli tistega, ki je okužen. Vidimo, da smo število testov s tem zelo zmanjšali ( s 100 smo prešli na 6 testov). Vendar pa nas bo sedaj zanimalo, kakšen je postopek testiranja za tolikšno zmanjšanje testov.
4. DVOJIŠKI POSTOPEK ZA REDKE NENORMALNOSTI

Recimo, da iščemo redko nenormalnost, ki se v populaciji pojavlja z verjetnostjo p, zberemo n vzorcev in bi radi uporabili postopek, ki nam zmanjša število testov. Ta postopek bomo imenovali dvojiški postopek. Recimo, da je n=2m. Teh n vzorcev razdelimo v dve skupini in vsako skupino stestiramo. Če je katerikoli od teh dveh testov pozitiven, vemo, v kateri skupini je okužen vzorec. Sedaj naprej testiramo samo še to skupino. Spet jo razdelimo na dve podskupini in testiramo vsako posebej. Tako naprej nadaljujemo, vse dokler ne dobimo tistega vzorca, ki je okužen. To smo storili z manj kot n testi.

Ker je možno, da noben od vzorcev ne bo okužen (gre za redke nenormalnosti) je pametno testirati vzorec, ki vsebuje še vseh n vzorcev, saj lahko dobimo negativen rezultat in takoj ugotovimo, da noben od otrok ni okužen.

Ponazorimo si zgornji postopek s skicami.

Recimo, da noben otrok ni okužen: 
[image: image114.png]







...testiramo

Ker v zgornjem primeru noben vzorec ni bil okužen, lahko testiranje zaključimo po prvem testiranju in nam vzorca ni treba razdeliti v dve skupini.
Sedaj vzemimo primer, ko je eden od otrok okužen. Okužen vzorec smo obarvali črno,  skupine, ki smo jih morali testirati pa sem obarvala roza.
[image: image15.png]



V tem primeru vidimo,da smo po prvem testu dobili pozitiven rezultat. Zato smo v naslednjem koraku prvo skupino razdelili na dve manjši skupini in obe spet testirali. Ker smo pri eni dobili negativen rezultat (tj. ne vsebuje okuženega vzorca) nam tiste skupine ni več treba testirati, saj vemo, da noben otrok iz tiste skupine ni okužen. Drugo skupino, pri kateri je bil test pozitiven, smo spet razdelili v dve manjši skupini in vsako posebej testirali. Tako nadaljujemo vse dokler ne pridemo da tistega vzorca, ki je okužen. Potrebovali smo 7 testov.
Poglejmo še primer, ko imamo dva okužena vzorca:
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Tu smo potrebovali ravno tako 7 testov.

 (2) 
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Tu pa vidimo, da smo potrebovali precej več testov (11), kot v primeru (1).

Obstaja dokaj preprost način za oceno, koliko testov bomo potrebovali v zgornjih primerih. Imejmo n=2m vzorcev, naj bo X število okuženih  vzorcev. Potem število testov, ki jih izvedemo ni večje od: 1+2mX. Če pogledamo zgornje primere vidimo, da formula res velja: 

- če ni noben okužen (m=3, X=0): [image: image17.png]1+2-3-




.

- če je okužen en (m=3, X=1): [image: image19.png]



- če sta okužena dva (m=3, X=2): [image: image21.png]1+2-3-2




.

Vidimo, da smo v prvih dveh primerih dobili čisto točno število testov, pri zadnjem primeru, ko smo imeli dva okužena, pa smo po formuli dobili večje število.
Dokaz formule.
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Če imamo 2m vzorcev, potem ima naše drevo (m+1)-generacij: začetno in še m tistih, ki so pod njo. Začnemo s testiranjem celotnega vzorca: 

Za to porabimo en test. V vsaki podgeneraciji testiramo vzorec, če njenega starša nismo mogli že prej izločiti (tj. če je starš vseboval okužen vzorec). To pomeni, da je množica vzorcev testirana le, če vsebuje okuženi vzorec ali njena »sestrska« množica vsebuje okuženi vzorec. Torej je na vsaki stopnji število množic, ki jih moramo stestirati kvečjemu dvakrat toliko, kot je število okuženih vzorcev. Na vsaki stopnji torej testiramo največ 2X množic, ker pa imamo m podgeneracij, naredimo 2mX testov. Prišteti moramo še prvi test in dobimo, da je število potrebnih testov manjše ali kvečjemu enako: 1+2mX.

Velikokrat pa žal ne vemo, koliko otrok je okuženih, ampak vemo le, s kolikšno pogostostjo (p) se pojavlja nepravilnost. S pomočjo tega lahko ugotovimo, koliko okuženih vzorcev lahko v povprečju pričakujemo (ne moremo pa vedeti, koliko jih bo točno). Pričakovano število okuženih testov je torej: [image: image23.png]n-p.



 
Prej smo rekli, da je število testov, ki jih bomo opravili manjše ali kvečjemu enako 1+2mX. Preoblikujmo: n=2m, [image: image25.png]m = logyn



 , X=np → število testov: ≤ [image: image27.png]1+2-n-p-log;n



. Dobili smo novo oceno za število testov, ki jih moramo izvesti. Ta ocena pa nas spominja na formulo za izračun števila testov, če smo točno vedeli, koliko otrok je okuženih ([image: image29.png]m =log;n



 ).

Poglejmo, kakšen zgleda graf funkcij za ti dve oceni:
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Tu je rdeča črta graf funkcije y=x, torej če ne uporabimo združevanja vzorcev in vsak vzorec testiramo posebej, modra črta pa je funkcija grafa [image: image32.png]1+2-n-p-log;n



 za [image: image34.png]


. Več kot očitno se vidi, da z dvojiškim postopkom porabimo bistveno manjše število testov. 
5. IZBOLJŠAN DVOJIŠKI POSTOPEK

Do sedaj smo ugotovili, če želimo testrirati n krvnih vzorcev za redke nenormalnosti, ki se v populaciji pojavljajo z verjetnostjo p, potem po dvojiškem postopku ne bomo potrebovali izvesti več kot [image: image36.png]1+2-n-p-log;n



 testov. Če dobro razmislimo, lahko vidimo, da ima dvojiški postopek tudi majhno neučinkovitost. In sicer, če imamo veliko število malo verjetnih dogodkov, ki so bolj ali manj med sabo neodvisni, potem je verjetnost, da se noben od dogodkov ne zgodi, v grobem enaka e-K (kjer je K pričakovano število, da se bo pojavila nepravilnost). Če imamo torej nenormalnost, ki se pojavlja z verjetnostjo p na populacijo in imamo n vzorcev, potem je pričakovano število vzorcev, ki bodo izražali nepravilnost, enako K=np (vemo že od prej). Sedaj lahko opazimo, da v primeru, ko bo n veliko večji od  [image: image38.png]


 , bo K zelo velik, npr. naj bo n=1000 in p=0.01, potem je K=10 in e-K=0.000045... . Iz tega lahko sklepamo, da bo zelo majhna možnost, da bodo vsi vzorci »čisti.«

Drugače povedano: če imamo veliko število vzorcev, potem je nesmiselno testirati vzorec, v katerem združimo vse vzorce (tj. prvi vzorec je skupek vseh vzorcev, ki jih imamo), saj bo test skoraj gotovo pozitiven. Nesmiselno je torej izvajati test, če smo skoraj prepričani, kakšen rezultat bomo dobili, saj nam tak test ne bo dal kakšnih uporabnih informacij. 

Vse to nas napelje na idejo, da bi uporabili bolj izpopolnjen sistem testiranja vzorcev, s katerim bi porabili še manjše število testov kot pri običajnem dvojiškem postopku. To pa naredimo takole: vzorce razdelimo v skupine velikosti [image: image40.png]o | e



, še preden izvedemo kakšen test. Potem na vsaki od teh skupin uporabimo dvojiški postopek. Preštejmo sedaj, koliko testov v povprečju porabimo, če delamo po tem sistemu:

Naj bo moč [image: image41.png]


 enaka 2 [image: image44.png]


 (to pomeni, da si na zastavljeno vprašanje odgovarjamo z dvema možnima odgovoroma) in imejmo N krvnih vzorcev. Teh N vzorcev smo razdelili v skupine velikosti preden smo sploh izvedli kak test. Torej smo dobili [image: image46.png]


skupin. Sedaj na vsaki skupini izvedemo dvojiški postopek (tu je število vzorcev  [image: image48.png]


, ki porabi:

[image: image50.png]1+2-n-p-log;n:1+2-::-p-log;n:1+2-log;::



 testov. Toliko testov smo morali torej izvesti na posamezni skupini, ker pa imamo skupin  [image: image52.png]


, je skupno število testov:
[image: image53.png]T
N-p-(1+2-log1;).




Ker smo na začetku poglavja rekli, da je p zelo majhen, je to število kar sorazmerno z N, tj. številom vzorcev iz začetka.
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Zgornji graf nam prikazuje [image: image57.png]p-(1+2-log;)
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 v odvisnosti od p. S slike vidimo, da ko p pada proti 0, tudi [image: image59.png]p-(1+2-log;)
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 pada proti 0, vendar le nekoliko hitreje. 

Če se spomnimo, je bil naš cilj na začetku tega poglavja poskusiti še zmanjšati število testov, ki jih potrebujemo z dvojiškim postopkom, vendar pa smo ugotovili celo več. Če imamo namreč veliko število vzorcev, je zelo dobro, da te vzorce razdelimo v manjše skupine, saj bomo tako lažje odkrili nepravilnosti.
Kljub vsemu pa lahko zaključimo, da naša zadnja ocena števila testiranj ni prav veliko boljša kot ocena pri dvojiškem postopku (vsaj za manjše število vzorcev). Torej dvojiški postopek niti ni tako slab sistem testiranja.
6. OCENA UČINKOVITOSTI NA PRIMERU TELEFONSKIH ŠTEVILK

Našli smo torej način testiranja N otrok za okuženost, ki se v populaciji pojavlja z deležem p. Ugotovili smo, da moramo izvesti največ [image: image61.png]N-p-(1+2-log1)

=
=



testov, da ugotovimo, kateri izmed otrok je okužen. Radi pa bi se prepričali, da je to res najboljša možna ocena. 

Spomnimo se »problema tehtanja kovancev.« Tam smo ugotovili, da ne moremo zagotoviti, da izmed 3m kovancev, ponarejenega najdemo v manj kot m testiranjih. Vendar pa nismo pomislili, da mogoče obstaja kakšen pametnejši način tehtanja, ki bi porabil manj tehtanj v povprečju. Ko smo imeli devet kovancev, smo jih najprej razdelili v štiri pare in ugotovili, da ne moremo zagotoviti, da ponarejen kovanec najdemo prej kot v štirih tehtanjih. To število pa je hkrati tudi največje potrebno število tehtanj. Vendar pa smo izračunali, da v povprečju ponarejen kovenec najdemo v [image: image63.png]


 tehtanjih.

Predstavljajmo si sedaj, da smo izoblikovali sistem tehtanja devetih kovancev, ki v povprečju porabi manj kot dve tehatanji. Vsakič, ko bomo tehtali kovanec, bomo dobili tri možne rezultate: levo (L), ravnotežje (R) ali desno (D). Po končanem tehtanju bomo dobili neko zaporedje L-jev, R-jev in D-jev. V primeru združevanja kovancev po dveh tehtanjih dobimo naslednje možne reuzltate:  LL, LR, RL, RR, RD, DD, LD, DL. 


[image: image64]
Imamo torej devet možnih izidov pri čemer nam vsak od teh izidov predstavlja kateri je ponarejen kovanec. To je najbolj optimalen primer. 
Poglejmo si sedaj še primer, ko smo kovance razdelili v pare.
Najprej stehtamo prva dva kovanca. Če dobimo rezultat L ali D, potem lahko s tehtanjem končamo, saj smo našli ponarejen kovanec. Če pa sta kovanca v ravnotežju, potem vzamemo naslednji par kovancev. Nato stehtamo ta dva kovanca enega proti drugemu. Spet lahko končamo, če je rezultat D ali L, sicer nadaljujemo s tehtanjem naslednjega para. Možni rezultati, ki jih dobimo (tj. odkrijemo ponarejen kovanec) so: L, D, RL, RD, RRL, RRD, RRRL, RRRD, RRRR.
Drevo za zadnji primer je takole:


[image: image65]
Iz rezultatov oziroma iz drevesa lahko vidimo, da je število tehtanj v različnih primerih različno: če je ponarejen kovanec v prvem paru ga odkrijemo po prvem tehtanju, sicer potrebujemo več tehtanj. Koliko tehtanj smo opravili v povprečju?

[image: image67.png]SToTeTeTaTeTATARTE
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To povprečje pa je enako povprečju, ki smo ga izračunali že na začetku, in sicer v drugem poglevju. Kaj pa nam to število pove?

Pomeni, da mora biti »dolžina« zaporedja L-jev, R-jev in D-jev v povprečju 2. 

Vse to pa nam pomaga tudi pri telefonskih številkah. Poglejmo kako.

Ko telefonsko podjetje določa telefonske številke, mora upoštevati določeno pravilo. In sicer, če imamo npr. lokalno številko 3456, mednarodno pa 3456778899, nas bo telefonska centrala povezala na lokalno številko še preden bomo mi uspeli vtipkati še mednarodno. Telefonska centrala nas torej poveže na določeno številko takoj, ko jo prepozna. 

Podobno je s tehtanjem kovanca. Če dobimo v prvem tehtanju rezultat D ali L, lahko končamo, ker vemo, kateri kovanec je ponarejen. Prav tako pa tudi vemo, katero tehtanje zapored smo že izvedli, saj se nobeno drugo zaporedje tehtanj ne začne na L oziroma D. Če pa na prvem tehtanju dobimo R, ne smemo končati, ker se več zaporedij začne z R. Če na naslednjem tehtanju dobimo L ali D, spet lahko končamo, ker je to edino zaporedje, ki je oblike RL. Torej lahko tehtanje končamo takoj, ko ugotovimo, kateri kovanec je ponarejen. Prav tako kot lahko končamo vtipkavanje telefonske številke takoj, ko centrala prepozna klicano številko.

Poglejmo si sedaj primer s telefonskimi številkami. 

Recimo, da 106 telefonskih številk zapišemo z običajno uporabo številk od 0 do 9. Dokažimo, da je povprečna dolžina številke, ki jo moramo vtipkati, da jo centrala prepozna, 6.

 Recimo, da je ena od naših številk krajša in nima šestih cifer, npr. 12345. Vemo, da se nobena druga številka ne more začeti z 12345, saj bi centrala prepoznala številko 12345 in že začela klicati to številko, še preden bi tipkali še kako drugo cifro. To dejstvo izklučuje 10 možnih šest mestnih številk (12345+{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}) iz naše družine 106 številk. Torej mora imeti vsaj ena od naših številk več kot šest cifer (da bo povprečje res 6), npr. 7654321. 
Sedaj si predstavljajmo, da naši dve telefonski številki zamenjamo z 123450 in 123451. Naš nov niz telefonskih številk je sprejemljiv, saj ima v povprečju enako dolžino kot naš prvi niz (7+5=12 in 6+6=12). Bolj v splošnem lahko rečemo, da smo zamenjali dve številki z j < 6 cifer in k > 6 cifer s številkami z j+1 cifer. Ker je k ≥ j+2 → 2(j+1)=2j+2 ≥ j+k ≥ 2j+2. Nadaljujemo lahko torej tako, da izločamo vse številke, katerih dolžina je manjša od 6 brez da povečujemo povprečno število cifer. Na koncu zaključimo z družino, katere številke imajo več ali kvečjemo šest cifer. Torej je v povprečju res, da ima naša originalna družina telefonskih številk, številke z najmanj šestimi ciframi.
S tem smo tudi ugotovili, da izmed 3m kovanci ponarejenega najdemo v m tehtanjih v povprečju. Prav tako pa tudi: če imamo možna dva rezultata (oziroma dva možna odgovora na vprašanje) in n enako verjetnih izzidov, potem potrebujemo največ [image: image69.png]logzn



 testov.
7. OCENA UČINKOVITOSTI NA PRIMERU KRVNIH VZORCEV

Želimo testirati N krvnih vzorcev, kjer se okužba pojavlja v populaciji s pogostostjo p. Uporabimo test, ki ima dva možna rezultata (okužen/neokužen). Število možnih izzidov, ki jih moramo izločiti, je 2N. Uporabimo lahko dvojiški postopek in izločimo okužene vzorce, v povprečju z nič več kot  
[image: image71.png]N-p-(1+2-log1)

=
=



  testi. Lahko to kaj izboljšamo?

Spomnimo se: če imamo n enako verjetnih izzidov (možnosti), ne moremo pričakovati, da bomo opravili manj kot [image: image73.png]logzn



  testov. Kaj pa v primeru, ko nimamo enako verjetnih dogodkov?

Če imamo N otrok, potem je pričakovano število okuženih otrok enako:  [image: image75.png]


kjer predpostavimo, da je k celo število. Če zagotovo vemo, da je število okuženih otrok res natančno k, potem lahko okužimo določeno skupino z manj testi kot v povprečju. V tem primeru so različne možnosti, med katerimi moramo izbirati, natanko vse možne izbire k elementov iz množice N elementov. Število možnosti je torej:  [image: image77.png]


  Ker so vsi izzidi enako verjetni, ne moremo pričakovati, da bomo okužene našli v manj kot [image: image79.png]logy(,)



 testih. Ocenimo [image: image81.png]


. In sicer je [image: image83.png]M=@E)"



 Sedaj to oceno vnesimo v formulo za izračun števila testov: 
 [image: image85.png]y N 1
kelogy =N-p-logzio=N-p-log; .



 Vidimo, da ne moremo končati testiranja veliko hitreje, kot to storimo z izboljšanim dvojiškim sistemom, ki v povprečju potrebuje  [image: image87.png]=
N-p-(1+2-log;2).




Dokažimo sedaj še oceno, ki smo jo prej napisali:  [image: image89.png]WEICN




Naj bo 1 ≤ k ≤ N. Pokazati moramo, da imamo najmanj [image: image91.png]®



možnosti, da izmed  N elementov izberemo k elementov. 

- Če se zgodi, da je k faktor N, potem lahko N vzorcev razdelimo v k skupin z [image: image93.png]=



elementi. Med vsemi možnostmi izbire k elementov se tudi vse možnosti, v katerih izberemo natanko en element iz vsake skupine. Tu je [image: image95.png]| =



 možnosti, da izberemo element iz prve skupine, ravno toliko, da izberemo element iz druge skupine,... Torej je število izbir k elementov, pri čemer je vsak element iz ene skupine.

- Če k ni faktor k, zgornji sistem ne deluje. Zato naredimo preprosto oceno:  

[image: image96.png](&)
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Vidimo, da je to produkt faktorjev oblike:  [image: image98.png]


 Faktorjev take oblike je k in prav vsak od njih je ([image: image100.png]|



 . Torej je zgornji produkt kvečjemu enak  [image: image102.png]&)



 

8. PRIČAKOVANO ŠTEVILO TESTOV
Do sedaj smo ves čas določali oceno števila testiranj, ki jih bomo potrebovali za dvojiški postopek. Lahko pa podamo natančno formulo za izračun tega števila. 

Imejmo n=2m vzorcev, nepravilnost pa se v populaciji pojavlja z verjetnostjo p. Potem je pričakovano število testov pri uporabi dvojiškega postopka enako:
[image: image103.png]_
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Ker si pomen te enačbe težko predstavljamo, si poglejmo graf, ki nam prikaže odvisnost velikosti vzorca od števila testov in obratno.

[image: image119.png]



št. testov
 št. vzorcev
Z grafa vidimo, da večje ko imamo število vzorcev, več testov bomo potrebovali, kar pa nam ne pove nekaj, kar ne bi že vedeli. Zato lahko naredimo kvečjemu oceno števila E(n), da si bomo lažje predstavljali. Ker je E(n) točno število testov, ki jih bomo izvedli, je manjše ali kvečjemu enako naši oceni od prej: [image: image105.png]1+2-m-n-p.




[image: image106.png]Em-1_,
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Sedaj na desni strani dobimo preprosto funkcijo m. 

      
   p




št. vzorcev


Iz zadnjega grafa lahko takoj vidimo: ko je število vzorcev majhno, grafa funkcij skoraj soupadata. Torej lahko rečemo, da je res   [image: image108.png]En)¥1+2-m-n-p



. 

Kakorkoli, ko m doseže vrednost 6 ali 7,  naša funkcja, ki smo jo na prejšnjem grafu narisali s pikami, ne preseže vodoravne črte, ki prikazuje funkcijo [image: image110.png]p-(1+2-log;)

=
.



. To pomeni, da dvojiški postopek ne porabi več kot [image: image112.png]n-p-(1+2-logz::)



  testov. To pa je naša ocena, ki smo jo dobili pri izboljšanjem dvojiškem postopku. Čeprav dvojiški postopek, ko imamo večje število vzorcev, porabi nekoliko več testov kot izboljšani, pa je število teh odvečnih testov tako majhno, da pravzaprav to ni tako pomembno.
9. ZAKLJUČEK

         V seminarju smo ugotovili, da lahko s pomočjo dvojiškega postopka zmanjšamo število testov, ki jih moramo opraviti, če hočemo ugotoviti, kateri otrok je okužen. Ugotovili smo celo, da v primeru, ko imamo na primer 100 vzorcev, potrebujemo le 14 testov, da najdemo vzorec, ki je ponarejen, kar pa je zelo velika izboljšava. Prav tako smo v nadaljevanju ugotovili, da nam ta naš dvojiški postopek pravzaprav zelo natančno pove, kolikšno število testov potrebujemo in da bi bolj natančno oceno težko dobili oziroma jo je celo nemogoče dobiti. 
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