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V c¢lanku se ukvarjamo s posplositvijo neke relacije med prastevili in funkcijo (. V
nadaljevanju je pokazano, kako priti do vsote >_, f(p~*) s pomocjo funkcije ¢, pri ¢emer
je f analiticna funkcija.

ABOUT SOME RELATION BETWEEN RIEMANN ZETA
FUNCTION AND PRIMES

The article discusses a generalization of some relation between ¢ and primes. It is
shown below, how to get the sum >°, f(p™) in terms of ¢, where f is analytic function.

1 Uvod

Riemannova funkcija zeta je definirana kot funkcijska vrsta

C(s) =2 — (1)

kompleksne spremenljivke s. Kot realna funkcija je bila obravnavana ze s strani
Leonharda Eulerja (1707-1783). Njemu gre tudi pripisati odkritje neskonénega
prastevilskega produkta in zveze s funkcijo ¢

¢(s) =11

p

1
1—ps

(2)

Vendar jo je sele Bernhard Riemann (1826-1866) v ¢lanku Ueber die Anzahl der
Primzahlen unter einer gegebenen Grdsse, objavljenem leta 1859, obravnaval kot
funkcijo kompleksne spremenljivke, kjer jo je tudi analitiéno razsiril na C\ {1}.
Ker pa bomo v nadaljevanju uporabljali enake oznake kakor Riemann na funkeciji
(1), povejmo kaj o stevilu s.

Definicija 1. Kompleksno stevilo s naj bo oblike o + it, pri cemer je o > 1.

Za taka Stevila s je vrsta (1) absolutno konvergentna, prav tako velja enakost (2).



FEulerjev produkt (2) nam da slutiti, kako je funkcija zeta povezana s prastevili.
In res, na njem sloni prastevilski izrek

lim m(x)logx
T—>00 €

=1,

kjer m(x) oznacuje Stevilo prastevil, ki ne presegajo z. Ob studiju funkcije zeta in
prastevilskega izreka pogosto naletimo na zvezo

¢(s); (3)

pnl

ki se pojavlja v dokazu J. S. Hadamarda (1865-1963) in C. J. G. N. de la
Vallée Poussina (1866-1962), da razsirjena funkcija ((s) nima nicel na premici
o=1.

Preko (3) se da izpeljati

1 [e.9]
Troxt

log ¢(sn), (4)

kjer se vrsta na levi imenuje prastevilska funkcija zeta, p(n) pa predstavlja Mobi-
usovo funkcijo.

V ¢lanku bomo pokazali, da se da rezultat (3) in s tem tudi (4) posplositi na
primer sumacije f(p~*")/n oz. f(p~*), kjer je f(z) analiti¢na funkcija.

2 Prva posplositev

Opravka bomo imeli z analiti¢no funkcijo f(z). Povejmo kaj o njenem razvoju v
potencno vrsto.

Definicija 2. Funkcija f(z) naj bo definirana s potenéno vrsto
= Z a, 2",
n=1

ki ima konvergen¢ni radij R > 277.

Izrek 1. Za |z| < 277 velja

i —ap log(l —2") = i f(:l) (5)



Dokaz. Dobro znana je potencéna vrsta

n

“log(1—2)=Y = (]2 <1).

n=1 n
Radi bi pokazali, da velja
S —aplog(1 — 27) ZZ@Z Y S e oy I
n=1 n=1m=1 m=1n=1 m n=1

za |z| <2779, Prvi in tretji enacaj sledita iz definicije dvakratnih vrst in definicije
(2). Preverimo konvergenco prve vrste

[e.9] o0

> laa||og(1 — =] < 3 (Jau]log [1 = 2| + [aulJarg(1 — =)

n=1 n=1

o
< Z4]an|\z|".
n=1

Majoranta konvergira po definiciji (2), saj je |z] < R. Pri ocenjevanju smo upo-
rabili neenakosti |log |1 — z"|| < 2|z|™ in |arg(l — z")| < 2|z|™. Prva sledi iz
L—]z"<[1—=2"<1+|2|"in

log(1— |2)| < 2lz| za |2] < 1/2. (6)

Prav tako velja za |z| < 1/2 neenakost |arg(1—z")| < arcsin |z|" < 2|z|". Pokazati
moramo veljavnost drugega enacaja. Uporabimo Cauchyjev izrek o dvakratnih
vrstah, torej preverimo konvergenco druge vrste, pri kateri zamenjamo ¢lene z
absolutnimi vrednostmi

X2l

| |mn [ee]

=D —lan|log(1 — |2]").

n=1

Vrsta konvergira po zgoraj dokazanem. Enakost (5) je s tem dokazana. W

Sedaj smo pripravljeni na posplositev izraza (3).

Izrek 2. Velja

—STL

ZZ Zanlog( sn).

P n=1

Dokaz. Po izreku (1) lahko pisemo

zz”;

P n=1

e e}

an, log
1 —pF

n=
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Pokazimo, da desna dvakratna vrsta izpolnjuje pogoje Cauchyjevega izreka. Sestevali
bomo po stolpcih in pri tem uporabili logaritemsko obliko izraza (2)

ZZanlog L Sn—Zanlongn)

n=1 p

Najprej se prepricajmo, da je tako dobljena vrsta konvergentna. Ocenimo realno
in imaginarno komponento funkcije {(sn). Funkcija se zapise v kompleksnem

=1

Velja 1 — (((on) —1) <Re ((sn) <14 ({(on)—1)in —(¢(on)—1) < Tm ((sn) <
(C(on) —1). Ker pa je (¢(on) — 1) < 4, pri ¢emer je

1 2
5n Py, (]- ) )
oon ' T T gon

velja 1 — 6, <Re ((sn) <1+ 06, in —d, < TIm ((sn) <9, (slika 1).

>, cos( tlogk > si tlogk)
1P Dy Z

Slika 1: Obmocje nahajanja vrednosti funkcije ((sn) za dovolj velik n.

Ker je zaporedje {4, } monotono padajoce, obstaja tak ng, da za vsak n > ng ve-
lja 0, < 1/2. Za taka stevila n velja log(1—9,,) = log|u,| < log|((sn)| < log|v,| <
log(1 4+ 20,,) in po neenakosti (6) |log|¢(sn)|| < 20,. Prav tako |arg ((sn)| <
larg w,| = arctan (6,,/(1 — 9,,)) < 24,,. S tem dobimo

3 alllog¢(sn)| <> 4lanld,.
n=no+1 n=ng+1

Po definiciji (2) in Cauchy-Hadamardovega izreka sledi limsup,,_, . {/|a.| < 2°.

[zra¢unamo Se lim,, o, /0, = 277. Sledi limsup,, ., {/|a|0, < 1 in s tem konver-
genca zgornje desne vrste, torej preucevana vrsta konvergira. Preveriti moramo sSe
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konvergenco vrste z absolutnimi ¢leni.

o> anlllog(T—=p=*™)| < 37> Blanlp™ <Y 3|an|dn,
n=1

n=1 p n=1 p

kar pa konvergira po zgoraj dokazanem. Trditev je tako dokazana. W

Opomba. Za f(z) = z dobimo ze znano zvezo (3).

Dokaz sloni na definiciji (1). Vendar z majhno predpostavko lahko razsirimo
obmoc¢je na ¢ > 0. Naj bo ny taksno naravno Stevilo, da bo veljalo ngo < 1
in (ng+ 1) > 1. Ce velja a,, = 0 za vsak n < ng, se lahko brez vecjih tezav
prepricamo, da izreka (1) in (2) Se vedno veljata.

3 Druga posplositev

Oglejmo si naslednji problem. V dokazu izreka (1) smo dokazali absolutno kon-

vergenco dvakratne vrste
Zmn

>3,

n=1m=1

(7)

Sestevali smo po vrsticah in stolpcih, vendar zaradi absolutne konvergence lahko v
kateremkoli vrstnem redu. Poskusimo sesteti vrsto (7) tako, da ponovno dobimo
potencno vrsto

n1.

[e%) Zn 1 1 1
Zf(n : =a1z+§(a1+2a2>z2+§(a1+3a3)23+1<a1+2a2+4a4>z4+“-
n=1

Opazimo, da lahko vrsto piSemo kompaktneje

Z ") = Z A,z2", Kkjerje A, = Z Zad.
n=1 n=1

n dn

Ta vrsta predstavlja neko novo funkcijo, recimo ji F/(z). O¢itno vrsta konvergira
za |z| < 277. Po izreku (2) lahko namesto dvakratne vrste krajse pisemo

S F(p~®) = ian log ¢(sn).

V tem primeru imamo koeficiente a,, dane, racunamo koeficiente A,, nove vrste,
ki predstavlja funkcijo F'(z). Vendar bi se radi problema lotili z druge strani. Na
primer, da imamo funkcijo F(z) ze zapisano v potenéni vrsti. Bi znali doloéiti
koeficiente a,,? Odgovor se skriva v t.i. Mdbiusovi inverzni formuli.



Definicija 3. Oznac¢imo s p(n) funkcijo, definirano na obmocju naravnih stevil
(aritmeticna funkcija), katere vrednosti so

1, n=1
p(n) =< (=1)*, n = produkt k razli¢nih prastevil
0, ndeljiv s kvadratom kaksnega prastevila.

Funkcijo p(n) imenujemo Mébiusova funkcija.

Predno gremo na inverzno formulo, si poglejmo naslednjo lemo, ki podaja
osnovno lastnost funkcije p(n).

Lema 1. Za vsako naravno stevilo n velja
1, n=1
%,u(d) - { 0, n>1

Dokaz. Zan =1 je po definiciji (3) u(1) = 1. Naj bon > 1. Po osnovnem izreku
aritmetike lahko pisemo n = pi'p5?---pi*, kjer so ny,nag,...,n, > 0. K vsoti
prispevajo samo tisti deljitelji, ki imajo v prastevilskem razcepu potence 1, torej
sestavljajo mnozico deliteljev kombinacije brez ponavljanja mnozice {p1, pa, ..., P }-
Potem imamo

Sua) =1+ X (0] = - v o
|

Izrek 3. Naj bosta f(n) in g(n) poljubni aritmeticni funkciji. Potem velja
n
gn) = S 1) = f) = (5) 9.
dln dln
Dokaz. (=) PiSemo lahko
n n
> ou <> g(d) =>_ () > fla).
d| d d| d
n n qld

Za q = n dobimo u(1)f(n) = f(n). Naj bo sedaj ¢ < n in si poglejmo, kateri ¢leni
so pred f(q). Imamo d = lg, kjer l|n/q. Potem je koeficient pred f(q) enak

Su(") =0

kar je res po lemi (1).
(<) Dokazemo na podoben nacin, zato dokaz prepucamo bralcu. W

Sedaj smo pripravljeni na naslednji izrek, ki posplosuje zvezo (4).

6



Izrek 4. Funkcija F(z) naj bo definirana s potencéno vrsto
=> A,z
n=1
ki ima konvergencni radij R > 277. Potem velja
_ = . d (n
Y F(p") =) aylog((sn), kjerje an=)_ —pu () A
P n=1 dln n d
Dokaz. Naj bosta f(n) = na, in g(n) = nA,. Ker je X4, f(d) = g(n) sledi iz
izreka (3)
d (n
)
o d

Pokazati moramo Se konvergenco vrste > 00 | a,2" za |z| < 277. Ker je

Z |an||2[" < ZZ*IAdHZW Z Z |An]

n1d|n n=1m=1

‘ ‘mn

za |z| <277 (ponovimo dokaz izreka (1)), konvergenca vrste sledi. W

4 Primeri
Za F(z) = z dobimo a,, = pu(n)/n, kar potrjuje enakost (4).
Za F(z) = —log(1 — z) dobimo A,, = 1/n in po lemi (1)

1, n=1

1 n =
:n%u<d>:{0, no 1

Dobili smo logaritemsko obliko Eulerjevega produkta.

Pri naslednjem primeru bomo izkoristili dejstvo, da je

> e(d) =
dln
kjer se aritmeti¢na funkcija ¢(n) imenuje Eulerjeva funkcija'. Po izreku (3) sledi

s ()

1], str. 30



Ce postavimo A,, = 1, dobimo po izreku (4)

> L i SoglmlogC(sn).

Pps_]' n=1

Pri naslednjem primeru bomo poiskali numeri¢no vrednost prastevilske vrste na
Sest mest natancno. Imamo funkcijo

2

z
F(z):(1_2)2:z2+2z3+3z4+---.

Ker je A; = 0, lahko uporabimo izrek (4) za o = 1.

SR - T S aulog((n),

P n=2

kjer je .
n
a4y =~ 3 d(d— 1) () .
no d

Za n > 2 imamo log ((n) < 5/2". Prav tako imamo

1 & K24+ 12k —7
— ) +2% 1=
lag| < 2kn§::ln(n )+ 5
1k 2+ 12k —1
lagst] < o= S n(n— 1)+ 2k = P
2k =~ 6

Ocenitev ostanka sledi

& < 5(n? +12n—5) 45N 4 50N — 20

Za N = 15 dobimo

1 29 a
Z m = Z an log ¢(n) + 10,65 laf <1,

P =2

po uporabi racunalnika pa

1
1,375064 < Z (72 < 1,375066.
p—
P

1)

S temi primeri zakljuc¢ujemo ¢lanek, bralec pa lahko z uporabo drugih aritmetic¢ih
funkcij najde se kakSen zanimiv primer.
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