
6 Stirlingovo delo

Matija Pestotnik, 17. 11. 2009

V tem poglavju se bomo ukvarjali predvsem z ocenami ²tevila n! za vsak
n ∈ N. Izpeljali bomo kar nekaj ocen in s pomo£jo integrala posku²ali oceno
izbolj²ati. Na koncu bomo pogledali ²e limitno ²tevilo razmerja med na²o
najbolj²o oceno in n!. V tem poglavju bomo privzel tudi nekaj stvari, ki so
bile povedane na prej²njih seminarjih.

6.1 Uvod

Vsi vemo, kaj nam n! predstavlja. Kombinatori£no nam predstavlja ²tevilo
vseh moºnih razporeditev n objektov v vrsto. Za prvi objekt imamo n
moºnosti, za drugi objekt n − 1 moºnosti, . . . in za zadnji objekt eno samo
moºnost. Torej velja:

n! = 1× 2× 3× . . .× (n− 1)× n.

Problem 6.1 S pomo£jo razli£nih operacij in ro£nega kalkulatorja izra£u-
najte naslednje:

(1) e2345

(2) 23452345

(3) 2345!

Prva dva primera se izra£unata na izredno enostaven na£in, zadnji primer
pa v tem trenutku ²e ne znamo. V teku besedila se bomo tudi to nau£ili.
Poizkusimo sedaj izra£unati vsaj prva primera. Pomagajmo si z logaritemsko
funkcijo.

log(e2345) = 2345log(e) ≈ 1018.42 . . .

⇒ e2345 = 10log(e
2345) = 101018.42... = 2.63× 101018

log(23452345) = 2345log(2345) ≈ 7902.98 . . .

⇒ 23452345 = 10log(2345
2345) = 107902.98... = 9.66× 107902

Vrnimo se nazaj k ra£unanju n!. To ²tevilo izredno hitro nara²£a ko n pove£u-
jemo, zato so se v£asih ukvarjali z iskanjem pribliºka za to diskretno funkcijo.
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Marsikdo se bo vpra²al, zakaj bi sploh potrebovali pribliºek zanjo, saj je
produkt naravnih ²tevil tudi naravno ²tevilo. V zgornjem primeru (2345!)
enostavno zmnoºimo vsa ²tevila med 1 in 2345. Ampak to je £asovno izredno
zahtevno, saj bi potrebovali veliko spomina kot tudi operacij.
Najprej poizkusimo oceniti vsaj velikostni red n!. O£itno je n! ≤ nn, saj so
vsi £leni v produktu manj²i od n, le teh pa je n. Bolj²a ocena bi bila (n

2
)n,

saj je ravno pol £lenov v produktu manj²ih in pol ve£jih od n
2
. Vendar sta

zgornja pribliºka izredno slaba, ampak ²e vedno dovolj dobra, da dobimo vsaj
pribliºen velikostni red za n!.

Tabela 1: Pribliºek za n!
n n! (n

2
)n

1 1 0.5
2 2 1
3 6 3.375
4 24 16
...

...
...

10 3.63× 106 9.77× 106

...
...

...
100 9.33× 10157 7.80× 10169

Skozi 18. stoletje so se izredno trudili, da bi dobili bolj²i pribliºek za n!,
ve£inoma neuspe²no. Prvi, ki je ta pribliºek izredno izbolj²al, je bil James

Stirling. V naslednjem poglavju bomo razloºili, kaj je odkril in kako.

6.2 Prvi bolj²i pribliºek za n!

V zgornjih pribliºkih smo lahko opazili, da so vsi pribliºki izhajali direktno
iz n!. Pri Analizi 1 smo spoznali, da lahko vsoto zelo dobro aproksimiramo
s pomo£jo integrala. Ravno to je v svoji izpeljavi ocene uporabil James
Stirling. Kako produkt spremeniti v vsoto, vemo ºe iz srednje ²ole. Namre£ za
logaritemsko funkcijo velja, da je logaritem produkta enaka vsoti logaritmov.

ln(n!) = ln 1 + ln 2 + ln 3 + · · ·+ lnn

Poglejmo si sedaj
n∑

k=1

ln k.

Vidimo, da je pri k = 1, ln 1 = 0, torej dejansko lahko vsoto pi²emo od
k = 2 dalje. Slika 1 prikazuje graf funkcije y = lnx na intervalu [1, n]
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skupaj z pravokotniki na interavlu [1, 2], [2, 3] in tako dalje. �irina vsakega
pravokotnika je 1 in njegova vi²ina zaporedoma ln 2, ln 3, . . . , lnn.

Slika 1: Pribliºek za vsoto logaritmov.

Torej je skupna vsota pravokotnikov ravno na²a ºeljena vsota:
n∑

k=2

ln k.

Na² prvi pribliºek bo plo²£ina pod krivuljo y = lnx na interavlu [1, n]. Do-
bimo naslednje: ∫ n

1

lnxdx = [x lnx− x]n1 = n lnn− n+ 1.

Tako dobimo naslednji pribliºek:

ln(n!) = n lnn− n+ 1

oziroma, £e antilogaritmiramo dobimo

n! = nne1−n (1)

Tabela 2 nam pokaºe, da je na² novi pribliºek precej dober sploh za velike
n. Iz tabele razberemo, da je pribliºek vedno manj²i kot n!. To nikakor ni
presene£enje, saj smo n! aproksimirali s funkcijo, ki na celotnem intervalu
leºi v notranjosti pravokotnikov. V nadaljevanju bomo poizkusili na²o oceno
²e izbolj²ati. To nas privede do naslednjega problema.

Problem 6.2 Razmisli, kako bi bolj natan£no lahko aproksimirali razliko
med obmo£jem pravokotnikov in obmo£jem pod grafom na sliki 1? Na to
vpra²anje bomo odgovorili v nadaljevanju.
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Tabela 2: Bolj²i pribliºek za n!
n n! nne1−n

1 1 1
2 2 1.47
3 6 3.65
4 24 12.74
...

...
...

10 3.63× 106 1.23× 106

...
...

...
100 9.33× 10157 1.01× 10157

6.3 Drugi bolj²i pribliºek za n!

Poglejmo si ²e enkrat sliko 1. Razmislimo, kako bi lahko bolje aproksimirali
obmo£je, ki ga dolo£ajo pravokotniki in obmo£je nad grafom. Oglejmo si to
obmo£je malo bolj podrobno na sliki 2.

Slika 2: Obmo£je, ki ga ºelimo aproksimirati.

Na sliki 2 opazimo, da obmo£je, ki ga ºelimo aproksimirati ni enostavno, saj je
sestavljeno s krivo£rtnih tirkotnikov. Dobimo idejo, da bi obmo£je aproksimi-
rali s pravokotnimi trikotniki, kot je narisano na sliki 3 (a). Vpra²amo se,
koliko je plo²£ina vseh teh pravokotnikov. Za laºje ra£unanje si jih zloºimo
v isti stolpec kot kaºe slika 3 (b). O£itno je plo²£ina tega obmo£ja enaka

lnn

2
.

Dobili smo ²e malo bolj²i pribliºek

ln(n!) = n lnn− n+ 1 +
lnn

2
= (n+

1

2
) lnn− n+ 1.
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Slika 3: Obmo£je aproksimiramo s pomo£jo trikotnikov.

�e antilogaritmiramo, dobimo

n! ≈ nn+ 1
2 e1−n. (2)

Tabela 3: �e bolj²i pribliºek za n!
n n! nn+ 1

2 e1−n razmerje
1 1 1 1
2 2 2.08 1.041
3 6 6.33 1.055
4 24 25.49 1.062
...

...
...

...
10 3.63× 106 3.90× 106 1.075
...

...
...

...
100 9.33× 10157 1.01× 10158 1.084

Iz tabele 3 je razvidno, da je na² pribliºek zelo dober. V zadnji stolpec smo
pripisali ²e razmerje med na²im pribliºkom in n!. Opazimo, ko n pove£ujemo,
se na²e razmerje malenkostno pove£uje. V nadaljevanju nas bo zanimalo,
kaj se dogaja z razmerjem, ko n → ∞. Imamo samo dve moºnosti. Bodisi
razmerje konvergira proti neki vrednosti bodisi razmerje divergira. �e je kaj
pravice, se bo zgodila prva moºnost. Iz slike 4 je razvidno, da res razmerje
konvergira proti nekemu ²tevilu, npr. 1.085. Tako lahko na² pribliºek se
izbolj²amo. Dobimo:

n! ≈ nn+1
2 e1−n

1.085
(3)

Problem 6.3 Izra£unaj 2345! v standardni notaciji.

2345! ≈ e−234423452345.5

1.085
= 4.45× 106886
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Slika 4: Limitno razmerje.

6.4 Limitno razmerje

Slika 5: Aproksimacija pobarvanega dela.

Glavni cilj tega poglavja je povedati, zakaj se razmerje

nn+ 1
2 e1−n

n!

pribliºuje limitni vrednosti. Izraz ln(n!) smo v prej²njem razdelku aproksimi-
rali z (n+ 1

2
) lnn−n+1. Aproksimacija, ki smo jo navedli ni to£na, saj smo

dodali malo preve£. Dodati bi mogli ukrivljene trikotnike in ne ravne, zato
je na²a napaka

(n+
1

2
) lnn− n+ 1− ln(n!),
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kot prikazuje obarvan del na sliki 6.

Slika 6: Napaka pri aproksimaciji.

Razlika med aproksimacijo in resni£no vrednostjo ln(n!), ki je (n+ 1
2
) lnn−

n+1− ln(n!), je prava stvar, ki jo i²£emo, £e ºelimo raziskati razmerje. Zakaj
je to tako? Ker je logaritem kvocienta enak razliki logaritmov. Na² cilj je
torej preveriti, da se razlika ln(n!) (n+ 1

2
) lnn− n+ 1− ln(n!) res pribliºuje

limitni vrednosti. Preveriti moramo, da obstaja neka zgornja meja, ki jo
razlika ne preseºe. Na koncu prej²njega poglavja smo ºe ugibali kak²no bi
lahko to ²tevilo bilo. Bliºje si poglejmo interval [k, k+1] in poskusimo oceniti
obarvan del na sliki 5.

Problem 6.4 Denimo, da je podan pravokotnik neznane vi²ine. Na vrhu
diagonale in v notranjosti pravokotnika nari²emo trikotnik ABC, katerega
stranici imata strmino s in r. Zanima nas, koliko je najve£ lahko plo²£ina
tega trikotnika, neodvisno od vi²ine pravokotnika. Glej sliko 7.

Slika 7: Trikotnika z dolo£enima strminama.
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Pokazali bomo, da je plo²£ina trikotnika ABC najve£ r−s
8
, kjer sta r in s

strmini daljice AB in BC. Predpostavimo, da je A(0,0) in naj bo B(x,rx).
Potem je C(1,rx+s(1-x)). Ve£ na sliki 8. Sedaj lahko izra£unamo plo²£ino,
ki je

S = −1

2

∣∣∣∣ 0− 1 −(rx+ s(1− x))
x− 1 rx− (rx+ s(1− x))

∣∣∣∣ = x(1− x)(r − s)
2

.

Sedaj ocenimo plo²£ino s pomo£jo maksimuma funkcije x(1 − x). Ker je to
parabola je maksimum doseºen v temenu, ki je x = 1

2
. Torej

x(1− x)(r − s)
2

≤ r − s
8

Slika 8: Plo²£ina trikotnika z dolo£enima strminama s in r.

Ocenili smo, da je plo²£ina osen£enega dela na sliki 6 najve£ r−s
8
. Pri aproksi-

maciji smo uporabili funkcijo y = lnx, njen odvod je y′ = 1
x
, torej je r = 1

k
in

s = 1
k+1

. Uporabimo rezultat od problema za trikotnik na intervalu [k, k+1]
in dobimo

1

8
(
1

k
− 1

k + 1
).

Nas seveda zanima koliko je plo²£ina vseh takih trikotnikov ko te£e k od 1
do n. Torej:

n∑
k=1

1

8
(
1

k
− 1

k + 1
) =

1

8
(
1

1
− 1

n
)

Zanima nas limitna vrednost tega izraza, tako da lahko pozabimo na 1
n
.

Dobimo, da je plo²£ina vseh trikotnikov manj²a od 1
8
. Iz na²tetega sledi:

(n+
1

2
) lnn− n+ 1− ln(n!) ≤ 1

8
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Izpeljali smo, da je razmerje

nn+ 1
2 e1−n

n!
≈ e

1
8 ≈ 1.13

Recimo, da limitno vrednost ozna£imo z r, potem velja:

n! ≈ nn+ 1
2 e1−n

r
=
e

r
nn+ 1

2 e−n = cnn+ 1
2 e−n.

Lepo bi bilo, £e bi bil pribliºek za c lep, npr 2.5, glede na tabelo 4. V
naslednjem poglavju bomo ugotovili, da temu ni tako.

Tabela 4: Pribliºek za c v Stirlingovi formuli.
n n! nn+ 1

2 e−n pribliºek za c
1 1 0.368 2.718
2 2 0.766 2.612
3 6 2.328 2.577
4 24 9.378 2.559
...

...
...

...
10 3.63× 106 1.436× 106 2.528
...

...
...

...
100 9.33× 10157 3.720× 10157 2.509

6.5 Stirlingova formula

Cilj tega poglavja bo, da natan£no ugotovimo vrednost konstante c v izrazu:

n! = ce−nnn+ 1
2 .

Uporabili bomo zvezo, ki je bila dokazana na prej²njem seminarju.(
2m

m

)
=

(2m)!

m!m!
≈ 22m√

πm
.

Vstavimo na² pribliºek namesto faklutete in dobimo:(
2m

m

)
=

(2m)!

m!m!
≈ ce−2m(2m)2m+ 1

2

ce−mmm+ 1
2 ce−mmm+ 1

2

=
22m
√
2

c
√
m

.

Iz tega sledi, da je c =
√
2π

Dobili smo torej najbolj²i pribliºek za n!, ki je:

n! =
√
2πnn+ 1

2 e−n (4)
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