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1. UvoDp

Podobnost med prastevili in nerazcepnimi polinomi s celimi koeficienti ni
le na nivoju analogije med kolobarjem celih Stevil in kolobarjem polinomov
nad celimi Stevili. Zanimivo je vprasanje, ali je polinom s celimi koefici-
enti, ki zavzame prastevilske vrednosti, nerazcepen v Z[z] oziroma Q[z]. V
splosnem je odgovor ne, izkaze pa se, da je polinom nerazcepen, ¢e ima
prastevilsko vrednost v tocki, ki je v nekem smislu "dovolj" oddaljena od
njegovih ni¢el. Se bolj nazorno povezavo predstavlja izrek, ki ga je odkril
Arthur Cohn ([1], [2] in [5]):

Izrek 1. Ce je prastevilo p v desetiskem sistemu enako p = 4y, 10™ + - - +
a110 + ag, potem je polinom f(x) = amax™ + -+ 4+ a1x + ag nerazcepen v

Ql[z].

Najprej si bomo ogledali splosen kriterij za nerazcepnost v Z[x] oz. Qz]
glede na prastevilske vrednosti polinoma, potem pa posplositev Cohnovega
izreka za poljubno osnovo Stevilskega sistema b > 2.

2. KRITERIJ ZA NERAZCEPNOST V Z[z]

Razmislimo, pod kaksnimi pogoji lahko iz prastevilskih vrednosti poli-
noma sklepamo na nerazcepnost. Ce polinom zavzame prastevilske vredno-
sti na neskonéni podmnozici A C Z, je nerazcepen v Z[z]. Res; denimo, da
lahko f(x) razcepimo, torej f(z) = g(x)h(x), kjer sta g(z) in h(z) nekon-
stantna polinoma s celimi koeficienti. Ker je f(z) prastevilo za neskonéno
celih Stevil z, vsaj eden od polinomov g(x), h(z) zavzame vrednost 1 oz. —1
za neskoncno stevil x € Z. To pa je protislovje, saj nekonstantni polinom
zavzame doloceno vrednost le konéno mnogokrat.

Naslednji izrek nam bo povedal, da je za ugotavljanje nerazcepnosti poli-
noma dovolj, da enkrat zavzame prastevilsko vrednost. Se prej pa potrebu-
jemo sledeco lemo.

Lema 1. Naj bo f(z) = amaz™ + - -+ + a1 + ag polinom s celimi koeficienti

in
H = max i .
0<i<m—1 | Gy,
Ce je a € C nicla polinoma f(x), velja
la] < H +1.

Dokaz. Naj bo a € C nicla polinoma f(x). Po definiciji je H > 0. Opazimo,
da je H = 0 natanko tedaj, ko so vse nicle polinoma f(z) enake 0. V tem
primeru lema oéitno drzi. Naj bo sedaj H > 0. Ce je |a| < 1, takoj sledi
|a] < H 4+ 1. Obravnavajmo Se primer |a| > 1. Ker je « ni¢la f(z), velja:

0=ana™+---+a1a+ag

oziroma

am—1 —
oM = M= ,m 1.

Qm am am



Naredimo naslednjo oceno:

™ <[22 ja™ 4 [ a2 <
A, Am Am

a™ -1
< H(la|™ 1+”'+1):H(‘|o‘4|—1>'
Od tu dobimo
o™t — |a|™ < H|o|™ — H
in zato
o™ — |a|™ < H|a|™;
sledi |o| < H + 1.
|

Lema 1 nam poda oceno absolutnih vrednosti kompleksnih niéel polinoma
f(x), ki jo potrebujemo pri dokazu naslednjega izreka.

Izrek 2. Naj bo f(z) = amaz™ + -+ + a1x + ag polinom s celimi koeficienti

m
Qi

Qm

H = max
0<i<m—1

Ce je f(n) prastevilo za neko naravno stevilo n > H + 2, potem je f(x)
nerazcepen v Z[x].

Dokaz. Dokazimo izrek s protisloviem: naj f(x) zadoséa predpostavkam
izreka in denimo, da je f(z) razcepen v Z[x]; zato obstajata nekonstantna
polinoma g(x), h(z) € Z[z], da velja f(x) = g(x)h(x). Ker je f(n) prastevilo,
je eno izmed stevil g(n) in h(n) enak 1 ali —1. Brez skode za splosnost lahko
predpostavimo, da je g(n) = £1. V C[z] je g(x) seveda razcepen in ga lahko
zapisemo v obliki

o(@) = c[Je = )

kjer je ¢ € Z vodilni koeficient in so «; € C ni¢le polinoma g(z). Nicle
g(x) so tudi nicle polinoma f(z), zato po lemi 1 velja |a;| < H + 1 za vse
nicle polinoma g(x). Ob predpostavki n > H + 2 potem velja n — |a;| >
n— (H +1) > 1 za vse indekse i. Sedaj ocenimo |g(n)|:

lgtm)| = el T In = el = [[(n — i) > [[1 =1,

torej je |g(n)| > 1, to pa je v protislovju z g(n) = £1.

Poglejmo si nekaj primerov uporabe izreka 2.

Primer. Obravnavajmo polinom f(z) = 2% — 22* + 222 — 2 + 1. Ne-
razcepnosti tega polinoma ne moremo dokazati z Eisensteinovim kriterijem.
Prav tako si ne moremo pomagati z dejstvom, da je polinom f(x) s celimi
koeficienti nerazcepen nad Z, ¢e je nerazcepen nad Z, za neko prastevilo
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p (pri tem gledamo koeficiente polinoma kot elemente polja Z,). V na-
Sem primeru smo za p = 2 ali p = 3 v zadregi; p(z) kot element Zs[z] je
enak 2° —x +1 = (22 + 2 + 1)(2% + 22 + 1), kot element Zs3[x] pa je enak
2522442202 —x+1 = (22 +1)(2® +22+2241). Po drugi strani pa je pripa-
dajoca konstanta H, definirana kot v lemi 1 in izreku 2, enaka 2. Preverimo
lahko, da je f(4) = 541 prastevilo, zato je f(x) po izreku 2 nerazcepen v Z[z].

Primer. Podobno sklepamo pri polinomu g(z) = 72* — 2% — 22 — 42+ 1; ta
polinom je razcepen nad Zs, Z3 in Zs: ustrezni polinomi so (z+1)(z3+z+1),
(x4+1)2(2®4+1) in 2(x+2) (23 4 22 +4); vendar pa je g(4) = 1697 prastevilo,
zato je nerazcepen v Z[X].

Primer. Se bolj skrajen primer je polinom h(z) = z* + 622 + 1; da se
dokazati (dokaz za splosnejsi primer je dan v([3]), da je h(z) razcepen v
Zp|z] za vsako prastevilo p. Prav tako ne moremo uporabiti Eisensteino-
vega kriterija. Vendar pa je h(8) = 4481 prastevilo, zato je h(z) po izreku
2 nerazcepen nad Z.

Izrek 2 lahko torej uporabimo v ve¢ primerih, ko drugi kriteriji odpovejo.
Poleg tega za polinome s celimi koeficienti ne moremo doloc¢iti nizje meje
za Stevilo n, definirano kot v formulaciji izreka. Za primer lahko vzamemo
f(@) = (z—9)(22+1) = 23— 922+ 2—9; za ta polinom je H = 9, f(10) = 101
je prastevilo, vendar je f(z) razcepen. Zato je v sploSnem primeru izrek 2
najboljsi mozen. Kljub temu pa ne zadostuje za dokaz Cohnovega izreka.
Stevke v desetiskem sistemu so omejene z 9, zato za f(z) (kot v formulaciji
izreka 1) velja H = 9, po izreku 2 pa ni zadostno preveriti f(10), temveé

F(11).

3. PosPLOSITEV COHNOVEGA IZREKA

Cohnov izrek bomo posplosili za Stevilski sistem s poljubno osnovo b > 2.
To posplositev so prvi dokazali John Brillhart, Michael Filaseta in Andrew
Odlyzko v [2]. Lema 1 nam ne da dovolj ostre ocene velikosti absolu-
tnih vrednostih nicel danega polinoma; to niti ne preseneca, saj lema 1
obravnava splosni primer, pri Cohnovem izreku pa obravnavamo polinome z
nenegativnimi koeficienti. Zato nenegativnost (vsaj nekaterih) koeficientov
igra bolj pomembno vlogo pri sledeci lemi.

Lema 2. Naj bo f(x) = amnax™ + -+ 4+ a1x + ag polinom s celimi koeficienti
in naj velja apy > 1, am—1 > 0 in |a;| < H za vse i = 0,...,n — 2, kjer je
H > 0 konstanta. Potem za vsako niclo o € C polinoma f(x) velja bodisi
R(e) <0 bodisi |af < VT

Dokaz. Ce je |a| < 1, o¢itno drzi |a| < VAT VéHH, saj je H > 0.
Za primer |a| > 1 pa pokazimo, da kompleksno stevilo z, za katero velja

1+v1+4H
2 )

R(z) > 0in |z] >
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ne more biti ni¢la danega polinoma. Zelimo torej pokazati, da velja | f(z)| >
0. Ker iz zgornjih dveh pogojev med drugim sledi z # 0, lahko ocenimo:

z A a
J;(m) = |am+ =54 2
am-—1 am—2 ao
Z am+ - 22 .. Zim Z
Am—1 am—2 ag
>R e -
> (0 + 1) - FE
> antana® () = (gt o) >
a a _ —_ —_ —_— e —_—
- Ym m—1 P ‘Z|2 ‘Z‘m
1 H 1 1 H
(D) ()
) TP L ) TP
Prvo neenakost smo dobili iz trikotniske neenakosti |a| = |a + b — b] <

< |a + b| + |b|, druga neenakost pa je posledica trikotniske neenakosti in
neenakosti R(z) < |z|, ki velja za vsak z € C. Upostevali smo tudi a,, > 1.
Sedaj upostevamo se R(2) = %(ﬁ) > 0; sledi

f(2)| _|zP =1zl - H
Zm |22 — |2]
Resitve neenacbe
2> = |z| - H
> 0
|22 — ||

zadoscajo ob predpostavki |z| > 1 natanko pogoju

2] > 1+v1+4H
z| > ———.
- 2
Zato iz zgornjih pogojev res sledi | f(z)| > 0. Torej mora za niclo «, |a| > 1,
veljati R(a) < 0 ali |of < HEVIHAHT V§+4H.
|

Sedaj lahko dokazemo posplositev Cohnovega izreka.

Izrek 3. Naj bo b > 3 naravno Stevilo in p = a,b™ + --- + a1b + ag zapis
prastevila p v Stevilskem sistemu z osnovo b. Potem je polinom f(x) =
amx™ + -+ + a1z + ag nerazcepen v Q[x].

Dokaz. Po Gaussovem izreku je dovolj dokazati, da je f(x) nerazcepen v
Z|x]. Predpostavimo nasprotno: denimo, da obstajata nekonstantna poli-
noma g(z), h(z) € Z[z], da velja f(z) = g(x)h(x). Ker je f(b) prastevilo, je
g(b) ali h(b) enak 1 ali —1. Brez izgube splosnosti naj bo g(b) = £1. g(z)
lahko zapisemo v obliki

o(a) = eJ[(@ - a).

kjer je ¢ € Z\{0} vodilni koeficient in so o; € C ni¢le polinoma g(x). Polinom
f(z) ocitno zados¢a pogojem leme 2: vsi koeficienti so elementi mnozice
{0, 1,...,b—1}. Zato za vsako ni¢lo «; (saj so ni¢le polinoma g(z) tudi



nicle polinoma f(z)) velja bodisi R(a;) < 0 bodisi |a;| < @‘ v

prvem primeru velja
|b— Oéi| Z %(b— Oéi) =b-— %(Ozl) Z b.
V drugem primeru pa opazimo, da za b > 3 velja neenakost

-
L+M1;4@ 1)§b—L

zato lahko ocenimo
L+ VI+40-1) _
5 >
Torej za vsak indeks i velja [b — «;| > 1, zato lahko ocenimo g¢(b):

9] = [l TL b= ul > 1,

|b—0éi| 2b—|az| >b—

to pa je protislovje.
|

Cohnov izrek je posledica izreka 3, ¢e vzamemo b = 10. Zadnji izrek smo
dokazali za vsak b > 3; vendar pa ta izrek velja tudi v primeru b = 2. V
dokazu je bila predpostavka b > 3 kljucna pri uporabi leme 2; ocena

-
1+M1;4@ Dy g

namrec ne velja za b = 2; zato potrebujemo boljSo oceno za polinome, katerih
koeficienti so enaki 0 ali 1.

Lema 3. Naj bo o € C nicla polinoma f(z) = amax™ + -+ + a1x +ag s
koeficienti iz mnoZice {0,1}. Ce je |arga| < T, potem je |a| < 3. Ce pa je

s . 1+/5 B
larga| > 7§, velja R(a) < R

Opomba. Tu je argz argument kompleksnega Stevila z, torej kot med
pozitivnim realnim poltrakom ter zveznico 0 in z.

Dokaz. Lema oc¢itno drzi v primeru m = 1 oziroma m = 2: za nicle poli-
nomov z, x + 11in 22, 22 + 1, 22 + 2, 22 + v + 1 (to s0 0, —1, =i, %“/g)
namre¢ veljajo zgornji sklepi. Naj bo sedaj m > 3.

Za prvi del leme zadostuje dokazati, da 2z € C, |argz| < T in |2| > 3, ne
more biti nicla danega polinoma. Opazimo sledece: iz |argz| < 7 sledi
|arg2?| < I, torej R(z) > 0 in R(z%) > 0, zato pa tudi R(z) > 0 in
R(z2) > 0. Ker L = ﬁ, sledi (1) > 0 in R(%) > 0. Sedaj lahko za z # 0

ocenimo:
J (Z) am—1
m

>

aq
1 - _
e

+

(e )
z 22 |2 2™/~

Am—1  Am—29 1 1 1 )
>R(1+ 2L ) - (1 =+ ] >
z ( + . + 2 ) |z|3 ( + 2] + + |z|m—3

Gm—1 Qm—2

z’y+




>1+am1%(1) +am2%<1>_1112

z 22 |31 — 4
El
3 _ (.2 _
— 1 _ |2]° — |z]* — 1
T Pz |2* — |22

Po predpostavki je imenovalec zgornjega ulomka pozitiven. Oglejmo si funk-
cijo
h(z) = 2% — 2% — 1.

Ker je I'(z) = 32° — 22 = (32 —2), je h(z) monotono naraicajoca za x > 3.
Ker je Se h(3) = %, je h(z) strogo pozitivna za x > 3. To upostevajo¢ v
% > 0oz |f(z)|>0.

Dokazimo $e drugi del leme. Naj bo «, |arg a| > 7, nicla polinoma f(z). Po
lemi 2 je bodisi R(ar) < 0 bodisi |a| < 1Y %+4'1 = 1+2‘/5. V drugem primeru
LHVh V2 _ 144/5.

2

2 2v2

zgornji neenacbi vidimo, da

lahko ocenimo R(«) = |a cos(arg o) < drugi del leme je

tako dokazan.
[ |

Sedaj lahko dokazemo trditev, ki posplosi Cohnov izrek za zapis prastevil
v dvojiskem sistemu.

Trditev 1. Naj bo p = a2 + -+ - 4+ a12 4+ ag zapis prastevila p v dvoji-
skem stevilskem sistemu. Potem je polinom f(x) = ama™ + -+ + a1x + ag
nerazcepen v Q[z].

Ta polinom zadosc¢a predpostav-

Dokaz. Naj bo « ni¢la polinoma f(z).
< % Res, prvi del leme nam pove,
<

kam leme 3, zato lahko ocenimo R(«

(a)
() 3.V drugem primeru pa velja

2

da v primeru |argal < 7§ velja R

Rla) <ol < 1;:/‘25 < 3.

Po Gaussovem izreku je dovolj dokazati, da je f(x) nerazcepen nad Z. Pred-
postavimo nasprotno: denimo, da obstajata nekonstantna polinoma g(z),
h(z) € Z[z], da velja f(x) = g(x)h(z). Ker je f(2) prastevilo, je ponovno
brez skode za splosnost ¢(2) = +1. g(z) lahko v C[z] razcepimo na produkt
linearnih faktorjev:

o(a) = eJ[(@ - @),

Oglejmo si sedaj polinom

g(x—l-g):cl:[<:v+;—ai>.

Ker je g(z) € Z[z], ima g(z + 3) realne koeficiente. Pokazimo, da imajo vsi
ti koeficienti enak predznak. Ce je a; realno $tevilo, ima po zgornji oceni
(cv; je namreé tudi ni¢la f(x)) linearni polinom

33—}-5—0@
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pozitivne koeficiente. Ce pa je a; kompleksno Stevilo, je ni¢la polinoma
g(x) tudi a;, saj ima g(x) realne koeficiente. Vidimo, da ima tudi kvadratni

polinom
3 3 _
J)—FE—OQ’ $+§—0éi =
3 i + oy 3 3
e (5- e (3a) (o) =

3 3 2
2

= 2 i i
z° + (2 §R(a)>m—|—‘2 o

pozitivne koeficiente; ker je g (a; + %) produkt polinomov zgornjih dveh ti-
pov ter koeficienta ¢, imajo vsi koeficienti g(z) enak predznak, to je sgn(c).

Zato ima polinom g (—:L‘ + %) alternirajoce koeficiente. Ker je g(z) stopnje
vsaj 1, sta tudi g (m + %) ing (—:c + %) stopnje vsaj 1. Ker ima g(x) nene-

gativne koeficiente, imata g (:c + %) ing (—x + %) vsaj en Clen, v katerem
je spremenljivka x na liho potenco. Zato za vsak x > 0 velja

o (gl <lo(2)]

Ce vstavimo z = 3, dobimo [g(1)| < |g(2)|; ker je g(z) polinom s celimi ko-
eficienti, je g(1) celo Stevilo, razlicno od ni¢; ¢e bi namre¢ veljalo g(1) = 0,
bi sledilo f(1) = 0, to pa ni mozno, saj so koeficienti polinoma f(x) nenega-
tivni. Zato 1 < |g(1)] < |g(2)], to pa je protislovje s prvotno predpostavko.

[ |

Poglejmo si posploseni Cohnov izrek na primeru prastevila p = 2411. Ce
zapisemo p v Stevilskih sistemih z osnovami b = 2,3,...,10, dobimo nasle-
dnje nerazcepne polinome:

osnova polinom

2 e+ b+ a3+ +1

3 x4 22t 4 223 4+ 22 + 2
4 225 + 2t 4+ 2% + 222 + 22 + 3
! 3zt +4xd + 22 4+ 22 + 1
6 z + 523 + 52+ 5

7 4+ +3

8 423 + 522 + 5 + 3

9 32% +22% + 62 + 8

10 2+ 4+ +1



4. SKLEP

Smiselno se je vprasati, kaj bi bil obrat Cohnovega izreka. Ali zavzame
vsak nerazcepen polinom s celimi tujimi koeficienti prastevilsko vrednost?
Odgovor je ne; polinom f(z) = 2% + o + 4 je o€itno nerazcepen, vendar
je f(n) sodo stevilo za vsak n € N in f(n)>4, torej f(x) ne zavzame pra-
Stevilske vrednosti. Zanimivo pa je, da je nekoliko Sibkejsi obrat Se odprt
problem. Viktor Jakovljevi¢c Bunjakovski je leta 1857 postavil naslednjo
domnevo ([4]): ¢e je polinom f(z) stopnje 2 ali ve¢ nerazcepen nad Z, nje-
gov vodilni koeficient pozitiven in ima mnozica f(N) najveéji skupni delitelj
enak 1, potem ta polinom neskonc¢nokrat zavzame prastevilske vrednosti na
naravnih Stevilih. V primeru linearnih polinomov ta trditev drzi po Dirichle-
tovem izreku, sicer pa so tudi razni posebni primeri domneve Bunjakovskega
e nedokazani, denimo ali je izraz n? + 1 prastevilo za neskonéno naravnih
stevil n.

Za konec bi omenil Se Cohnovemu analogen izrek, ki velja v polju racionalnih
funkeij nad konénim poljem. Maruti Ram Murty je v [1] navedel izrek:

Izrek 4. naj bo K(x) polje racionalnih funkcij nad koncénim poljem, b(x)
polinom v K[z] in p(x) nerazcepen polinom v K|x]. Ce p(x) razvijemo po
b(x), to je

p(x) = am(x)b(x)™ + - -+ + a1 (x)b(z) + ao(x)
in imajo polinomi a;(x) manjso stopnjo od polinoma b(x), potem je polinom

f(y) = am(@)y™ + -~ + a1 (2)y + ao(2)
nerazcepen nad Kly|.

S pomocjo tega izreka pa je mozno preverjati nerazcepnost polinomov
dveh spremenljivk nad kon¢nim poljem.
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