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Vsak student matematike se je tekom studija zagotovo srecal z L’Hospitalovim pra-
vilom in njegovo uporabo v matematicni analizi. Ni¢ manj slaven ni Baselski problem,
ki ga danes srecamo kot primer pri obravnavi stevilskih vrst. Na prvi pogled dva nesoro-
dna matemati¢na koncepta pa je mojstrsko zdruzil Leonard Euler pri dokazu Baselskega
problema, kot bomo sedaj spoznali.

1 L’Hospitalovo Pravilo

L’Hospitalovo pravilo je danes zelo uporabno matemati¢no orodje, predvsem ko je
potrebno racunati limite zaporedji in funkcij nedoloc¢ene oblike. Prav zato se vCasih ne
zavedamo, da so L’Hospitalovo pravilo matematiki uporabljali Ze pred stoletji, med njimi
tudi slavni Euler.

1.1 Eulerjeva vezija in dokaz

Euler je zacel tako, da je uvedel kolicnik y = g, pri ¢emer sta P in ) funkciji
spremenljivke x. Za vrednost x = a je Euler predpostavil, da tako stevec kot imenovalec
izgineta, tako da ostane izraz oblike 8. V tem primeru je Euler trdil, da se vrednost sicer
zdi nedoloc¢ena, a bi jo mogoce vseeno lahko nasli.

V ta namen je Euler vpeljal naslednjie pravilo:

IZREK. Ce jey = g in za x = a je P(a) = Q(a) = 0, potem % zavzame isto vrednost
kot g.

Opomba. V zgornjem izreku prepoznamo L’Hospitalovo pravilo, le da je zapisan v jeziku
matematicne analize, kakrsnega so uporabljali matematiki pred priblizno 300 leti.

Dokaz. Euler je izrek dokazal s pomocjo uporabe neskonéno majhnih koli¢in, saj kot je
sam trdil: , koncna koli¢ina se ne more ne povecati ne zmanjsati z priStevanjem ali odste-
vanjem neskon¢no majhne koli¢ine“ [3].

Ugotovil je, da se bo y spremenil za nek neskonéno majhni dy, ¢e je y = y(x) in kolic¢ini a
dodamo neskon¢éno majhni dz. Potem je dy = y(a + dx) — y(a). Odtod sledi
yla+dx) = y(a) + dy. (1)
Naj bo sedaj y = g tak kot v izreku, torej za z = a je P(a) = Q(a) = 0. Ker zamenjava
a z a + dx ne spremeni nicesar, sledi po (1)
P  Pla+dr) P(a)+dP 0+dP dP
Q Qla+dr) Qa)+dQ 0+dQ dQ




1.2 Moderna oblika

L’Hospitalovo pravilo, kot ga matematiki poznamo danes, nastopa v drugacni obliki
kot ga je svojcas uporabljal Euler. V ta namen si oglejmo se ,,moderno® obliko tega pravila,
kjer nastopa tudi pojem limite, ki se je razvil Sele v 19. stoletju. Za dokaz L.’Hopitalovega
pravila bomo potrebovali naslednji izrek:

IZREK. Naj bosta f in g zvezni na [a,b], odvedljivi na (a,b) in naj bo ¢'(x) # 0 za vsak
x € (a,b). Tedaj obstaja tocka ¢ € (a,b), da velja

F0)— fla)  1(0)
gb) —gla) ~ gle) @)

Dokaz izpustimo. Omenimo le, da je potrebno uporabiti Lagrangev in Rolleov izrek, bra-
lec pa si lahko dokaz v celoti prebere v [1] ali v [4].

Dokazimo sedaj z uporabo tega izreka L’Hospitalovo pravilo:

IZREK (L’Hospital). Naj bosta f in g odvedljivi na (a,b). Naj bo g(x) # 0 in ¢'(x) # 0
za vse x € (a,b). Naj bo

lim f(z) =0 in limg(xz) = 0.

zla zla
Potem ce obstaja limita
f'(z)
zla g'(x)’
obstaja tudi limita
lim —f(@
ala g(z)

in obe limiti sta enaki, torej

lim
zla

z) el g'(z)

f@) o )
g

Dokaz. Ker lim,, f(x) = 0 in lim,, g(z) = 0, lahko funkciji f in g razsirimo do zveznih
funkcij na [a, b) tako, da postavimo f(a) = 0 in g(a) = 0. Naj bo x € (a,b). Uporabimo
(2) za interval [a,x]. Torej obstaja za vsak = € (a,b) tak ¢, € (a,z), da je

f'les) _ fla) = fla) _ f(x)
g(ca)  g(x) —gla)  g(x)

5/,8 = L. To pomeni, da za vsak ¢ > 0 obstaja d > 0, da iz

Denimo, da obstaja lim,,
a<x<a+ 9 sledi

f'(z)
g'(z)

—L| <e.




Kerjea<xr<a+d,jea<c, <x<a+d. Torej velja tudi

9(x)
za vsak a < x < a+d. Torej je limma%:b O

Poleg tega primera poznamo dandanes tudi druge oblike L’Hospitalovega pravila,
s pomocjo katerih znamo izracunati nekatere limite v neskoncnosti, ali pa limite, kjer
naletimo na izraz oblike 2. Bralec si lahko te primere ogleda v [1] ali v [4].

2 Eulerjeva uporaba L’Hospitalovega pravila

Euler ni zelel le napisati in dokazati nekaj izrekov in pravil, ampak je zelel ponazoriti
tudi njihovo prakti¢no uporabo. V ta namen si oglejmo nekaj zgledov, ki jih je Euler podal
v svojih ¢lankih in knjigah.

Zgled 1. Koliko je L=SIELCOST g jo 3 — Ly

sin z+cosx—1

Po uporabi L’Hospitalovega pravila na 1=SIZtcose qohimq —C82=s8nz Jeay i enako 1 ko je
sin z4cos x—1 cosz—sinx ’

_x
r=3.

Alternativno je Euler ponudil resitev, kjer je potrebno uporabiti le trigonometrijo. To
naredimo tako, da zapisemo

cosx = Veos2x =1/1 —sin?x = V1 +sinz /1 —sinz.

Tako se nam zacetni izraz spremeni v

1l —sinz+cosz  (1—sinz)+cosx

sinz +cosx—1  cosz — (1 —sinx)
V1 —sinz v/1—sinz ++/1+sinz /1 —sinx
V1+sinz /1 —sinx —+/1 —sinz /1 —sinx
V1—sinz ++/1+sinz
V1+sinz — /1 —sinz

Pri z = % je tako resitev \/77% Vif} = % =1. o

Zgled 2. Koliko je —==2_ ko je x = 17

l—z+Inx

Ta primer je zanimiv, ker se izkaze, da je potrebna dvakratna zaporedna uporaba L’Hospitalovega
pravila da pridemo do resitve, poleg tega pa je potrebno biti ves¢ v odvajanju funkcije z”*.
Po prvi uporabi L’Hospitalovega pravila dobimo

z*(1+1nx)—1
—1+5
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Po drugi uporabi pa

(1 +1Inz)* + 2°!
; .

2

Kar je enako —2, ko je x = 1. O

2.1 Koncne vsote
Dokazimo formuli za konc¢ne vsote s pomocjo uporabe L’Hospitalovega pravila tako,

kot je to svojcas naredil Euler.

Trditev. Za vsako naravno Stevilo n velja

1
1+2+3+...+n:§n(n+1).

DokAz. Zacnimo s formulo za vsoto prvih n ¢lenov geometrijskega zaporedja, ki jo je
poznal tudi ze Euler:

1_ n
x+x2+x3+...+x”:$(1$).
—x

Ce obe strani zgornje formule odvajamo po z, dobimo

1 — 2" —na" + na"t!

2 n—1
1+2x+3z"+ ... +nx = TESE

Sedaj pomnozimo obe strani z x, da ugotovimo

T — xn-i—l _ nxn-ﬁ-l + nx"+2
(1—x)?
Ce vstavimo v zgornjo ena¢bo = = 1, dobimo na levi strani ravno 1 +2+3 + ... +n, na

desni strani pa dobimo nedoloc¢en izraz oblike %, torej je ta stran ravno pravsnji kandidat
za uporabo L’Hospitalovega pravila. Ko to storimo, dobimo

r+222 4323+ ... +na" =

1—(n+1Daz" —n(n+1)z" +n(n + 2)z™?
—2(1 — ) '

Ce bi sedaj vstavili za # = 1, bi zopet dobili nedolo¢en izraz oblike 8, zato ponovno
uporabimo L’Hospitalovo pravilo, nakar dobimo

—n(n+ Dz —n?(n+ 12" ' +n(n+1)(n+ 2)z"
5 :

Dvakratna uporaba L’Hospitalovega pravila se je tako izplacala, saj ¢e zdaj vstavimo x = 1,
najdemo

—n(n+1) —n?(n +21) +n(n+1)(n+2) _ ;n(n +1)(-1—n4+n+2)= ;n(n +1).




Trditev. Za vsako naravno Stevilo n velja

1
1—|—22+32+...+n2:6n(n+1)(2n+1).

DoOKAz. Zacnemo na enak nacin kot pri prejsnji trditvi. Obe strani formule za vsoto
prvih n ¢lenov geometrijskega zaporedja najprej odvajamo po x, nato pa Se pomnozimo z
x, tako da dobimo

T — xn-i—l _ nxn-ﬁ-l + nxn+2
(1—x)?
Sedaj zopet odvajamo obe strani zgornje formule, Na levi strani dobimo 1 + 4x + 922 +

...+ n22"1 na desni strani pa po sicer ne prezahtevnem, a mogoce malo dolgoveznem,
odvajanju koli¢nika, ki je prepuscen bralcu, dobimo

r+222 4323+ ... +na =

1+x—(n+1)%" — (1 —2n—2n?)z" ! — p2gnt?
(1—x)? ’

Ce pomnozimo obe strani formule z x, ugotovimo

T+ 2% — (n+1)22" — (1 — 2n — 2n?)a™ 2 — p2gn*3

4422+ 923 + ..+ nPa" = =)

Ko vstavimo sedaj za x = 1, na levi strani dobimo Zeleno vsoto 1 +4 + 9 + ... +n?, na
desni strani pa nedolocen izraz oblike %, na katerem uporabimo L’Hospitalovo pravilo. Po
prvi uporabi tako dobimo

1422 — (n+1)32" — (1 —2n —2n?)(n + 2)2™" — n?(n + 3)a"+?
-3(1 — x)? '

Ker je to se vedno nedolocen izraz, postopek ponovimo in najdemo

2—nn+1)P2" = (1-=2n—-2n*(n+2)(n+ 1)z" —n?*(n + 3)(n + 2)a"**
6(1 —x) '
Se vedno imamo nedolo¢en izraz, torej bo potrebna Se ena uporaba L’Hospitalovega pra-
vila, ki nam vrne

—n(n—1)(n+1)32"2 — (1 —2n —2n*)(n + 2)(n + V)na"' —n*(n+3)(n + 2)(n + 1)z"
—6 '

Sedaj lahko kon¢no vstavimo x = 1 in tako dobimo

—n(n—=1)(n+1)* =1 -2n-2n)n+2)(n+1)n—n* (n+3)(n+2)(n+1)
~6 ‘

Ali potem ko izpostavimo gn(n + 1):



én(n—l— D((n—1)n+1)*+1-2n—-2n*)(n+2)+n(n+3)(n+2)) = én(n—l— 1)(2n+1).
U

Seveda je mozno isti formuli dokazati tudi na lazje nacine. S postopkom matematic¢ne
indukcije bi moral biti zgornji trditvi sposoben dokazati vsak, ki ima vsaj osnovno znanje
matematicne analize.

3 Baselski problem

Italijanski matematik Pietro Mengoli je leta 1644 predstavil problem vsote vrste

1 # To vprasanje, ki ga danes poznamo pod imenom Baselski problem, je begalo tudi

najboljse matematike tistega casa, vse do leta 1735, ko ga je resil takrat osemindvajsetletni
Leonhard Euler.

Dokaz, ki ga bom opisal v tem ¢lanku, temelji na uporabi L’Hospitalovega pravila,

Eulerjev prvotni dokaz pa si bralec lahko prebere v [2] ali v [5].

3.1 Dokaz z uporabo L’Hospitala

Da bomo dokazali Baselski problem, si najprej pripravimo teren z dokazom dveh lem
in trditve, ki nam bo kasneje sluzila kot izhodisce za zeljeni dokaz.

Lema 1. Velja:

1 1 1 1 T COS TTY

1—y2+4—y2 +9—y2 +'“_27y2_ 2ysinmy’
DokaAz. Euler je zacel tako, da je zapisal sint kot neskonc¢en produkt:

=1 (1-2) () (= ) () (- 2) 1+ ) -

Taksen pristop je bil pri Eulerju zelo priljubljen, utemeljeval pa ga je z argumentom, da
ima encba sint = 0 resitve t = 0, £m, 227, £37, ..., ki nam dajo pripadajoce faktorje na
desni strani. Zamenjajmo sedaj ¢ z Ty in zmnozimo sosednja dva ¢lena, tako da dobimo

sinty = 7wy(l—y)(1+vy) (1_g> <1 g) <1_g> (l+g>
= w0+ (50 (550 (550 (55

= mi-p) (0) (52

Euler je nato vzel logaritem obeh strani, da je nasel



i~ (st (257 (257).)

= InT+hny+n(l—-y)+n(4d—-93*)—Ind+In(9—y*) -9 +...
Nato je Se obe strani odvajal po y, nakar je dobil

T COS T 1 —2 —2 —2
%y:*—k y2—|— y2+ y2+...
sin 7y y l1—y 4—y 9—y

Lema 1 sledi takoj iz zgornje enakost, saj ¢e nesemo ¢len * na drugo stran in delimo celo
enakost z —2y, dobimo ravno enakost, ki smo jo zeleli dokazati. O

Lema 2. Velja:

mcos (—imh) 7 N T
2ibsin (—imb)  2b  b(e2 ™ — 1)
DokAz: Zac¢nimo z Eulerjevo predstavitvijo funkcij sinus in kosinus s pomocjo eksponen-
tnih funkcij kompleksne spremenljivke:
sing = ——,
21

6iz + e—iz
COsz = ——————

Sledi:

cosz _i(e”4+e") (e +1)
sinz (e —e=)  (e%F —1)°

Zamenjajmo sedaj z z —imwb, da dobimo ¢lene, kot nastopajo v lemi:

meos (—imh) (i(62”b+1)> o7 T

ibsin (—inb) 2 \ (2P 1)) 2b b2 1)’

Obe lemi bomo sedaj potrebovali pri dokazu naslednje trditve.

Trditev. Velja enakost:
1 n 1 . 1 . 1 T T — 1 . T
1+22 4422 9422 16+22 222 z(e?™ — 1)

DokAz. Eulerjeva zamisel je bila, da v enakosti iz leme 1 zamenjamo y z —iz, ter tako
y? z —2?, od koder je dobil

1 N 1 N 1 N 1 R -1 N 7 cos (—imx)
T+22 4422 9422 16+22 222 2dwsin(—irz)’




Na drugem clenu na desni sedaj uporabimo lemo 2 in tako se desna stran spremeni v

-1 mcos(—imw) —1 m T mr —1 T
222 2izsin (—irx) 222 22 w(e? — 1) 272 z(e2m — 1)

g

Tako smo si dobro pripravili teren za Eulerjev dokaz baselskega problema z uporabo
L’Hospitalovega pravila.

IZREK. Velja enakost:

7T2

il Ll
ittt Tt =

DokAz. Euler je zacel tako, da je desni ¢len trditve dal na skupni imenovalec:

1 1 1 1 T —1 T

1+x2+4+x2+9+x2+16+m2+’” 212 +x(62m—1)
Txe?™ — ™ — gz — 1

2x2e2mT — Qa2

Za x = 0 dobimo na levi strani Zeljeno neskonc¢no vrsto, na desni pa nedoloc¢en izraz oblike
8, torej lahko na desnem ulomku uporabimo L’Hospitalovo pravilo, ki nam da

T — 71.627ra: + 277'21]627m

Axe?™® 4 4rp2e?me — Ay’

To je Se vedno nedoloc¢en izraz pri x = 0, zato ponovimo postopek in dobimo

A e ™ sy

462 4 167m2e2™ + 8n2a2e2™ — 4 1+ dng + 2n2a2 — e—2m@

Ker je to zopet nedolocen izraz, je Euler moral Se tretji¢ uporabiti L’Hospitalovo pravilo.
Tako je dobil

71_3

A 4+ Am2x + 2me—2me”

Ko je Euler nato postavil x = 0, je tako dobil ﬁ = %2, s ¢imer je Baselski problem

dokazan. O

3.2 Alternativni Dokazi

Eulerjeva genialnost pri reSevanju problemov pride Se bolj do izraza, ko ugotovimo,
koliko razli¢nih poti do resitve je nasel pri posameznem problemu. Oglejmo si zato Se dva
Eulerjeva alternativna dokaza Baselskega problema, pri katerih klju¢no vlogo igra lema 1,
ki smo jo prej spoznali.

IZREK. Velja enakost:



ROV SV VI S
Tttt o tEto =6

Dokaz 1. Zac¢nimo z lemo 1:

1 1 1 1 T COS T Sin 1y — mY COS T
+ + ¥ y _ BTy T RYCOSTY
1—9y?2 4—9%2 9—1y?

Za y = 0 dobimo na levi Zeljeno neskonc¢no vrsto, na desni pa nedolocen izraz oblike
Na desni strani tako uporabimo L’Hospitalovo pravilo in dobimo

- 292 2ysinTy 2y sin 7y

0
0

72y sin Ty

4y sin Ty + 22w cos Ty

Ko postopek Se enkrat ponovimo, dobimo

w2 sin Ty + w3y cos Ty

4sin y + 8wy cos wy — 2m2y?sinwy

Po Se eni ponovitvi pa dobimo

273 cos Ty — mhy sin y

127 cos Ty — 1272y sin my — 2m3y2 cos wy

3_ 3 2
27°—0 __ 27> s |

Sedaj lahko vstavimo y = 0 in dobimo: 5 = 13- = .

Dokaz 2. Ponovno za¢nemo z lemo 1:

1 + 1 N 1 N 1 TCOSTY  SINTY — 7Y COSTY
1—y2  4—gy2 9—y2 7 292 2ysinmy 2y2sinwy
Eulerjeva ideja je bila sedaj naslednja: zamenjajmo y z diferencialom dx:
1 N 1 N 1 I sin (7 dx) — my cos (7 dz)
1—(dz)?  4—(dx)> 9—(dov)>2 '~ 22 sin (7 dx)

Spremenimo sedaj na desni strani funkciji sin in cos v njuni pripadajoci Taylorjevi vrsti:

(o — 2G04 20 ) rar) (1 - P )

3! 5! 41

2(dx)? (7T dx — ﬂ3(3i$)3 + 7r5(gl!x)5 — .. )

Ce na tem mestu odpravimo oklepaje in pokraj$amo v §tevcu 7 dz, nato pa izpostavimo
iz vseh preostalih ¢lenov 7(dz)?, nam ostane

w(de)® (5 - 25(dx)* + ... T (dx) 4.
m(dr)? (2= 5 (dn)? + T(de)t — ) 2= G (de)? + gglda)t — .

Tako smo prvotno enakost spremenili v

LS S S T T (dr)? ..
1— (do)? " 4—(dz)?  9—(da)? =~ a2_=

10



Ker je diferencial dx infinitezimalno majhen proti konénim koli¢inam, je dx ~ 0, tako da
imamo

»
[\

49 16 2 6

Zakljucna misel

Tako smo spoznali, kako je Euler v svojem dokazu mojstrsko zdruzil razlicne ma-
tematic¢ne koncepte. V mesanici sinusov in kosinusov, logaritmov in eksponentov, funkcij
v realnem in kompleksnem, odvodov in diferencialov, ter ob Eulerjevem spretnem pre-
metavanju simbolov, smo tako enega klasi¢nih matemati¢nih problemov resili na nekoliko
drugacen, a ni¢ manj zanimiv nacin.
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