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I. DISKRETNA MATEMATIKA

1. Mnozice, relacije, funkcije

Mnozice

Mnozice bomo oznacevali z velikimi ¢rkami, elemente pa z malimi. MnoZica je doloCena
z vsemi svojimi elementi. Za vsako re¢ moramo znati povedati, ali pripada dani mnozici
ali ne. Ce re¢ x pripada mnozici A, bomo rekli, da je  element mnozice A in zapisali
x € A. Tu je € znak pripadnosti. Njegova negacija je znak ¢, ki ga uporabljamo, ko
ho¢emo povedati, da npr. y ni element mnozice A, na kratko y ¢ A. Elementi, ki niso v
mnozici A, pripadajo njenemu komplementu, ki ga ponavadi oznac¢imo z A€ ali CA.

ZGLED. Za nekatere stevilske mnozice, s katerimi se bomo pogosto ukvarjali, vpeljemo
standardne oznake: N za mnozico vseh naravnih §tevil, Z za mnozico vseh celih stevil, Q
za mmnozico vseh racionalnih Stevil, R za mnozico vseh realnih Stevil in C za mnozico vseh
kompleksnih stevil. Tako npr. velja 2 € N, =2 ¢ N in 1/2 ¢ N. Seveda je —2 € Z in
1/2 € Q. Prav tako v/2 ¢ Q, vendar pa je v2 € R. Komplement mnozice racionalnih
stevil Q med vsemi realnimi Stevili je mnozica Q¢ vseh iracionalnih Stevil.

Mnozica je lahko prazna (nima nobenega elementa), singleton (ima en sam element), par
(ima dva elementa) itd. Lahko ima koné¢no ali neskonéno elementov (to¢no definicijo bomo
povedali kasneje). OpiSemo jo tako, da nastejemo vse njene elemente (Ce jih je konéno
mnogo in ¢e jih ni prevec) ali da navedemo, kaksno lastnost, ki je skupna vsem elementom
te mnozice in nobenim drugim.

ZGLED. Mnozico s tremi elementi {1, 2,3} bi lahko opisali tudi kot mnoZzico prvih treh
naravnih Stevil ali kot {n € N; n < 3}. Mnozica {n € N; n < 0} pa je prazna, ker nobeno
naravno $tevilo ni manjse od 0. Podobno lahko mnozico z enim elementom {/2} opisemo
tudi kot mnozico {z € R; = > 0, 2? = 2}, mnozica {r € R; 22+ 1 = 0} pa je spet prazna,
ker nobeno realno $tevilo x ne ustreza enachi z2 +1 = 0.

Ce je vsak element mnozice A hkrati tudi element mnozice B, recemo, da je mnozica A
podmnoZica mnozice B in zapiSemo A C B. Uporabili smo znak inkluzije C. Mnozica A je
torej v celoti vsebovana v mnozici B, slednja pa ima seveda lahko Se druge elemente, ki ne
pripadajo podmnozici A. V posebnem primeru se lahko zgodi, da v B drugih elementov
ni. Tedaj sta mnozici A in B enaki, A = B. Element x je tedaj v A natanko takrat, ko je
v B. Lahko tudi retemo, da sta mnozici A in B enaki natanko tedaj, koje A C Bin B C A.

ZGLED. Med vpeljanimi Stevilskimi mnozicami veljajo naslednje inkluzije: N C Z C
Q Cc R c C. Nobena od njih ni prava inkluzija, se pravi, da nobeni dve zaporedni mnozici
tu nista enaki.

Prazno mnozico oznacimo z () in je vedno podmnozica katerekoli mnozice. V smislu
zgornje definicije so vse prazne mnozice med seboj enake. Inkluzija ima Se naslednje
lastnosti: ACA, ACB=B‘C A ACBinBCA=A=B.



Mnozico vseh podmnozic dane mnozice A imenujemo potencéna mmnoZica mnozice A in
obi¢ajno oznac¢imo s PA.

ZGLED. P{1,2,3} = {0, {1}, {2}, {3}, {1,2}, {1, 3}, {2,3}, {1, 2,3} ).

Med mnozicami uvedemo dolo¢ene operacije. Tako je unija dveh mnozic A in B mnozica,
ki zdruzuje elemente obeh mnozic. Ozna¢imo jo z A U B, torej je AUB = {z;x €
A ali x € B}. Presek dveh mnozic pa je mnozica, sestavljena iz skupnih elementov,
simbolitcno AN B = {z;x € Ain 2 € B}. Ce skupnih elementov ni, se pravi, e je
presck AN B = (), recemo, da sta mnozici A in B disjunktni. Obi¢ajno definiramo Se

razliko A \ B kot mnozico tistih elementov v A, ki ne pripadajo mnozici B, se pravi
A\ B ={z;z € Ain z ¢ B} = AN B°. Podobno bi lahko definirali tudi razliko B\ A.

ZGLED. Naj bo A = {1,2,3}, B ={2,3,4,5}. Tedajje AUB = {1,2,3,4,5}, ANB =
{2,3}, A\B={1}, B\ A={4,5}.

Obstaja Se ena pomembna operacija med mnozicami, t.i. kartezi¢ni produkt mnozic.
Par elementov z € A in y € B bomo imenovali urejeni par in zapisali (z,y). Pri tem
je vazen vrstni red: z je prva in y druga komponenta; urejen par (z,y) se razlikuje
od urejenega para (y,z). Mnozico vseh urejenih parov (z,y), pri ¢emer je z € A in
y € B pa imenujemo kartezicni produkt mnozic A in B. Oznacimo ga z A X B, torej je
Ax B={(z,y);x € A, y€ B}

ZGLED. (a) Ceje A ={1,2,3} in B = {2,3,4,5}, je njun kartezi¢ni produkt enak
Ax B={(1,2),(1,3),(1,4),(1,5),(2,2),(2,3),(2,4),(2,5),(3,2),(3,3),(3,4),(3,5) }.

(b) Karteziéni produkt mnozice realnih stevil R same s seboj je karteziéna ravnina
R xR ={(z,y);z,y € R}.

Relacije

Med elementi dane mnozice so lahko kakSne povezave; pravimo da veljajo dolo¢ene
relacije. Ker gre v teh primerih za odnose med dvema elementoma, pravimo, da veljajo
binarne ali dvoclenske relacije. Poljubno dvoclensko relacijo med elementi dane mnozice
A oznacimo z R, dejstvo, da velja med elementoma x in y ta relacija pa z xRy. Vsaka
relacija R v mnozici A doloca neko podmnozico Gy karteziénega produkta A x A, namre¢
podmnozico tistih urejenih parov (z,y), za katere velja zRy. Tej podmnozici recemo graf
relacije R, torej je G = {(x,y) € A x A;2Ry}.

ZGLED. V potenéni mnozici dane mnozice S sta npr. znani relacija inkluzije A C B in
relacija enakosti A = B, ki smo ju ze spoznali. V mnozici naravnih §tevil imamo relacijo
deljivosti x|y (x deli y) ali pa relacijo x < y (z je manjsi ali enak y). Zadnjo relacijo imamo
tudi v mnozici realnih Stevil, relacijo predstavlja tudi kakrsna koli enacba, ki povezuje x
iny, npr. x +vy =1 ali 22 + y?> = 1. Na sliki 1 so prikazani grafi omenjenih relacij v R.
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Relacije imajo lahko take ali druga¢ne lastnosti. Pravimo, da je relacija R v dani mnozici
A refleksivna, Ce za poljuben element x € A velja xRx, simetricna, ¢e za poljubna elementa
x,y € A iz xRy sledi yRz, in tranzitivna, ¢e za poljubne tri elemente x,y, z € A iz xRy in
yRz sledi xRz. Relacija < med Stevili je npr. refleksivna in tranzitivna, ni pa simetri¢na.
Zanjo velja Se ta lastnost: ¢e je x <y in y < x, sta Stevili  in y enaki. Podobna lastnost
velja za relacijo inkluzije med mnozicami. Taki lastnosti recemo antisimetri¢nost. Posebno
ugodno je, ¢e ima relacija R vse tri lastnosti: refleksivnost, simetri¢nost in tranzitivnost.
Taki relaciji recemo ekvivalencna relacija. Primer ekvivalenéne relacije je relacija enakosti
med mnozicami.

Vsaka ekvivalen¢na relacija razdeli mnozico A, v kateri deluje, na same disjunktne pod-
mnozice. Relacijo oznac¢imo z ~ in definirajmo ekvivalencni razred elementa x € A s
predpisom [z] = {u € A; u ~ x}. V njem so torej vsi elementi u iz A, ki so ekvivalentni
(to je, v relaciji ekvivalence) z elementom z. Naj bo [y] = {v € A; v ~ y} ekvivalencni
razred kakega drugega elementa y € A. Tedaj velja bodisi [z]N[y] = 0 bodisi [z] = [y]. Res!
Ce je z € [z] N [y], se pravi z € [z] in z € [y], velja z ~ x in z ~ y in zato po tranzitivnosti
tudi x ~ y. To pomeni, da je vsak u iz [z] tudi v [y], saj je u ~ x in = ~ y, torej u ~ y.
Ker lahko na enak nacin sklepamo, da je tudi vsak v iz [y] v [z], sta oba ekvivalenéna
razreda enaka. Ocitno pa je vsak element x € A v nekem ekvivalenénem razredu (namrec¢
v svojem [z]), torej gre res za razdelitev mnozice A na disjunktne podmnozice. Mnozico
vseh ekvivalen¢nih razredov elementov mnozice A glede na dano relacijo ekvivalence ~
imenujemo faktorska mnoZica in ozna¢imo z A/ ~.

ZGLED. V mnozico A = {1,2,3,4,5} vpeljimo naslednjo relacijo: naj velja x ~ y,
Ce je razlika x — y deljiva s 3. Brez tezav se lahko prepricamo, da je ta relacija reflek-
sivna, simetri¢na in tranzitivna. Torej je ~ v mnozici A ekvivalen¢na relacija. V istem
ekvivalenénem razredu so tista Stevila, ki dajo pri deljenju s 3 isti ostanek. Ekvivalenc¢ni
razredi, ki sestavljajo faktorsko mnozico, so torej {1,4}, {2,5} in {3}.

Funkcije

Funkcija ali preslikava med dvema mnozicama A in B je predpis f, ki vsakemu ele-
mentu & mnozice A priredi natanko doloc¢en element y mnozice B. Vazno je, da je predpis
nedvoumen, se pravi, da je z njim element y, ki pripada elementu x, natanko dolocen.
Recemo, da f preslika x v y. V tem primeru je x original, y pa njegova slika pri preslikavi
f. Vcasih tudi re¢emo, da je y vrednost funkcije f pri argumentu x. To dejstvo zapiSemo
na razlicne nacine, npr. f : z — y ali y = f(x). Torej gre za posebno relacijo med
elementi = in y v mnozici AU B. V¢asih re¢emo, da je funkcija enolicna relacija, saj se
ne more zgoditi, da bi pri nekem originalu x veljalo y; = f(z) in y2 = f(x) za razlicna
y1 in yo. Graf te relacije imenujemo graf funkcije f in je podmnozica v A x B, namrec
Gy ={(z,y) € Ax By = f(x)} = {(=, f(x)); x € A}. Kadar sta A in B mnozici realnih
Stevil, je to obicajni graf funkcije, kot ga poznamo iz srednje Sole. V ravnini, opremljeni s
kartezicnim koordinatnim sistemom, si ga lahko nariSemo kot krivuljo.

Kadar deluje med mnozicama A in B preslikava f, zapiSemo to v krajsi obliki f : A — B.
Vsi originali pri preslikavi f sestavljajo mnozico A; pravimo, da je mnozica A domena ali
definicijsko obmodje funkcije f. Vse slike pa sestavljajo neko podmnozico v mnozici B,
kodomeni funkcije f. Mnozico vseh slik pogosto oznacimo z Zy, torej Zy = {f(x);x € A}
in imenujemo zaloga vrednosti funkcije f. V splosnem je to prava podmnozica v B, zgodi
pa se tudi, da je enaka vsej mnozici B, torej Zy = B. Tedaj recemo, da je preslikava f
surjektivna oziroma, da je f surjekcija in da f preslika mnozico A na mnozico B.



ZGLED. Preslikava f : N — N, definirana s predpisom f(n) = 2n, ima za zalogo vred-
nosti podmnozico vseh sodih naravnih stevil S = {2n;n € N} in ni surjektivna. Tudi
preslikava g(x) = 22 iz R v R ni surjektivna. Njena zaloga vrednosti je enaka mnozici vseh
nenegativnih realnih stevil Rf = {z € R;z > 0}.

Vsak original iz domene A ima seveda samo eno sliko v Zy C B. Lahko pa se primeri,
da imata dva ali Se ve¢ razliénih originalov skupno sliko. (Lahko se npr. vsi elementi iz A
preslikajo v isti element v B, preslikava je torej lahko konstantna.) Ce to ni res, ¢e imata
torej razliéna originala vedno razli¢éni sliki, se pravi, ¢e iz z1 # xo sledi f(z1) # f(z2),
potem rec¢emo, da je preslikava f injektivna oziroma, da je f injekcija.

ZGLED. Identi¢na preslikava na mnozici A je funkcija, oznac¢imo jo z id4, ki vsakemu
elementu x € A priredi spet element x € A. Taka preslikava je seveda injektivna (in
surjektivna). Prav tako je injektivna preslikava f iz prejsnjega zgleda (f(n) = 2n). Ni pa
injektivna druga preslikava g, saj je g(—z) = (—1)? =22 = g(x) za vsak z E R in —z # x
za x # 0.

Iz grafa lahko enostavno razberemo, kdaj je funkcija f surjektivna oziroma injektivna.
Za realne funkcije realne spremenljivke, katerih graf lahko nariSemo v ravnini, je to Se
posebej preprosto in nazorno. Funkcija f je surjektivna, ¢e vsaka vodoravna premica
skozi tocko kodomene (na ordinatni osi) vsaj enkrat preseka graf (originali so abscise teh
presecisc). Funkcija f je injektivna, ¢e vsaka vodoravna premica preseka graf kve¢jemu
enkrat. Funkcija f na sliki 2a je npr. injektivna, ni pa surjektivna. Funkcija g na sliki 2b
pa ni ne eno ne drugo.

6 (3.6)
Gg
4 (2.4) Gf y
2 (1.2) -X 0 X
12 3 -
Slika 2a Slika 2b

Funkcija, ki je hkrati injektivna in surjektivna, se imenuje bijekcija ali bijektivna pres-
likava. Zanjo je znacilno, da vsakemu elementu domene A pripada natanko dolo¢en element
kodomene B (tako kot pri vsaki preslikavi) ter da je tudi vsak element kodomene B slika
natanko enega elementa iz domene A. Zato lahko za vsako bijekcijo f definiramo novo
preslikavo, ki vsakemu elementu y kodomene B priredi tisti natanko doloceni original x iz
domene A, ki se z f preslika v y. Tej novi preslikavi recemo inverzna funkcija (k funkciji
f) in jo oznacimo z f~!. Zanjo ocitno velja y = f(x) natanko takrat, ko je x = f~1(y).

ZGLED. Preslikava f, ki elemente mnozice A = {1,2,3} preslika v elemente mnozice
B ={a,b,c} (v istem - naravnem vrstnem redu), je seveda bijekcija. Bijekcija je npr. tudi
preslikava g, ki preslika 1 v b, 2 v a in 3 v ¢. Funkcija, dolo¢ena z 1 +— a, 2+— bin 3 +— b,
pa ni niti injektivna niti surjektivna. K f inverzna preslikava f~! preslika a v 1, b v 2 in
¢ v 3, medtem ko ¢! preslikaa v2,bv 1lincv 3.

Funkcija je povsem dolocena, ¢e poznamo njeno domeno in ¢e vemo, kam se posamezen
element preslika. To pomeni, da sta funkciji f in g enaki, ¢e delujeta na isti domeni A in
velja f(z) = g(x) za vsak z € A. Funkciji f in g iz prejSnjega zgleda npr. nista enaki.
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Funkcije lahko vcasih sestavljamo: iz dveh ali ve¢ napravimo nove, sestavljene funkcije
ali kompozite. Ce je npr. f: A — Bin g: B — C, obstaja kompozitum go f : A — C,
definiran s predpisom (g o f)(z) = g(f(x)) za vsak z € A.

ZGLED. Naj bo npr. f preslikava iz mnozice {1,2,3,4} v mnozico {1, 2, 3,4}, definirana
s predpisom 1 +— 3, 2+— 1, 3 — 1, 4 +— 2 ter g preslikava med istima mnozicama, doloé¢ena
z1—4,2—2 3—1, 4—4 Tedajzagofveljal—1, 2—4, 3—4, 4—2 za fog
pal—2 2+—2 3+— 3, 4— 2. Od tod tudi vidimo, da sta kompozituma fogin go f
lahko razli¢na, ¢etudi oba obstajata.

Kompozitum dveh bijektivnih preslikav je spet bijektivna preslikava, o ¢emer se zlahka
prepricamo. Ce je f bijekcija in f~' njej inverzna preslikava, je f~' o f = idy in
fof! =idg. Tu smo z id, in idg oznacili posebno preprosti preslikavi iz A na A
oziroma iz B na B: idy4 je identi¢na preslikava na mnozici A, ki pusti vsak element iz A
pri miru, se pravi, id4(xz) = z; podobno je idp identi¢na preslikava na mnozici B.

Moé¢ mnozic

Mnozice imajo lahko razli¢no, kon¢no ali neskon¢no, Stevilo elementov; pravimo, da
imajo razlicno moc¢. Ta pojem v resnici uvedemo preko ekvivalenéne relacije.

DEFINICIJA. Recemo, da ima mnozica A isto moc¢ kot mnozica B, ¢e obstaja vsaj ena
bijekcija iz mnozice A na mnozico B.

To je neka relacija med mnozicami, na kratko jo ozna¢imo kar z ~. Ker iz A na A vedno
obstaja bijekcija (identi¢na preslikava, ki ohranja elemente), je relacija ~ refleksivna. Ker
se da pokazati, da je hkrati z f tudi f~! bijekcija (iz B na A) in da je kompozitum dveh
bijekcij tudi bijekcija, je relacija ~ tudi simetri¢na in tranzitivna. Torej je ~ ekvivalenéna
relacija. Povezuje mnozice z isto mocjo.

DEFINICIJA. Mnozica A ima mangjso moc¢ kot mnozica B, ¢e ima isto mo¢ kot neka
prava podmnozica B; C B, ne pa kot mnozica B. V tem primeru tudi recemo, da ima
mnozica B vedjo moc¢ kot mnozica A.

Mnozica z enim elementom ima npr. manjSo mo¢ kot mnozica z dvema (ali vec) ele-
mentoma. Kot bomo videli tudi vse neskonéne mnozice niso po moc¢i med seboj enake.

DEFINICIJA. Mnozica je konéna, Ce je prazna ali pa ima isto mo¢ kot mnozica prvih
n naravnih stevil {1,2,3,...,n} pri nekem n € N. V nasprotnem primeru je mnozica
neskoncna.

Recemo, da ima prazna mnozica (z 0 elementi) mo¢ 0, mnozica z enim elementom {a}
mo¢ 1, mnozica z dvema elementoma {a,b} moc¢ 2 itd. Konéni mnozici imata ocitno isto
moc¢ natanko takrat, ko imata enako Stevilo elementov.

Mnozica vseh naravnih stevil N ni konéna. Ce bi namreé poskusali poiskati bijekcijo iz
N na katerokoli konéno mnozico oblike {1,2,3,...,n}, bi bili vsaj po n korakih prisiljeni
prirediti naslednjemu naravnemu Stevilu eno od ze izbranih slik od 1 do n. Bijekcije torej
ne moremo najti, mnozica N je neskon¢éna in ima vetjo mo¢ od vsake kon¢ne mnozice.
Lahko pa najdemo bijekcijo mnozice naravnih stevil N na kaksno njeno pravo (neskonéno)
podmnozico. Preprost zgled je preslikava f, ki vsakemu naravnemu sStevilu n priredi nje-
govega naslednika n’ = n + 1. Ta preslikava je bijekcija iz N na pravo podmnozico N\ {1}
brez stevila 1.



1 2 3 4

N N N N
2 3 4

Drug zgled pa je ze znana preslikava f(n) = 2n, ki vsakemu naravnemu stevilu priredi
njegov dvakratnik, in je bijekcija iz N na pravo podmnozico vseh sodih naravnih stevil S
(slika 2a).

Ker ima vsaka neskon¢na mnozica A neskonéno mnogo razlicnih elementov, lahko v
njej vedno poiséemo podmnozico B = {x1,x9,x3,...}, ki ima isto mo¢ kot mnozica vseh
naravnih stevil N (ustrezno bijekcijo dolo¢ajo indeksi: i — x;). Naj bo C' = A\ B. Potem
je A= BUC in BNC = 0 in lahko definiramo preslikavo f : A — A\ {x1} s pred-
pisom: za vsak x; € B naj bo f(z;) = x;41, za vsak x € C pa f(x) = z. Ni se tezko
prepricati, da je f bijekcija iz A na pravo podmnozico A\ {z1}. Ugotovili smo torej, da
ima vsaka neskonfna mmnozica isto mo¢ kot neka njena prava podmnozica. To je ena od
moznih definicij neskonénosti (uporabil jo je nemski matematik Dedekind).

Mnozica naravnih Stevil N je torej najpreprostejsa, najmanjsa neskonéna mnozica. Dolocajo
jo naslednje lastnosti, ki nosijo ime po italijanskem matematiku G. Peanu.

Peanovi aksiomi:

1. 1 je naravno Stevilo.

2. Vsakemu naravnemu Stevilu pripada natanko dolocen naslednik.

3. Stevilo 1 ni naslednik nobenega naravnega stevila.

4. Razli¢ni naravni stevili imata razliéna naslednika.

5. Ce neka podmnozica naravnih Stevil vsebuje 1 in z vsakim stevilom tudi njegovega
naslednika, je enaka mnozici vseh naravnih Stevil.

Oznacimo naslednika naravnega stevila n z n’. Tedaj tocka 2 pove, da je predpis n — n’
funkcija iz N v N tocka 3, da ta funkcija ni surjektivna (1 ni v zalogi vrednosti), tocka 4 pa,
da je injektivna. Tocka 5 je znameniti aksiom o matematiéni indukciji. Z njim dokazujemo
razne trditve v zvezi z naravnimi stevili. Ce neka lastnost L velja za naravno stevilo 1,
torej L(1), in ¢e velja za naslednika, kakor hitro velja za samo §tevilo, torej L(n) = L(n’),
velja lastnost L za vsa naravna Stevila.

OPOMBA. Ker je vsota naravnih $tevil definirana tako, da je n +1 = n/ za vsak
n € N, obi¢ajno ozna¢imo naslednika naravnega Stevila n kar z n + 1. Pri dokazovanju z
matemati¢no indukcijo se moramo torej prepricati, da velja L(n + 1), ¢e velja L(n).

ZGLED (a) Z matemati¢no indukcijo dokazimo, da za vsako naravno stevilo velja for-
mula:

1+2+..+n=n(n+1)/2.

Ce je na levi strani en sam ¢len, je ta enak 1, na desni pa tedaj dobimo 1(1 +1)/2 = 1.
Denimo, da formula velja za n. Potem je 1 4+2+...4+n+(n+1) =n(n+1)/2+(n+1) =
(n+1)(n +2)/2, kar je ista formula kot prej, le uporabljena za naslednik n + 1.

(b) Z matemati¢no indukcijo dokazimo binomski obrazec:

oy =(5) o (1o (3o (1)

Tu je (Z) =n!/kl(n — k)! t.i. binomski simbol, ki ima znane lastnosti, npr.

0 =02 = () + () =G
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Zadnja lastnost omogoca konstrukcijo naslednjih binomskih simbolov z uporabo ti. Pasca-
lovega trikotnika:

1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1

Obrazec velja za n = 1, saj je (1 4+ x)! = (é) + G)x Ce pa velja za n, imamo

(1+2)" =1 +2)"1+z) = ((3) + (Dx + (Z)ﬁ SR (Z):c")(l V)=
(6)+ @)+ G )+ Gt () = G e () =
(n31> + (nle1>x+ (n;1>x2 + .+ (nl—l)x”—i— <Zj: Dx”“.

Neskonéno mnozico, ki ima isto mo¢ kot mnozica vseh naravnih stevil N imenujemo
stevno neskonéna mnozica. Zmotno pa je misliti, da to velja za vsako neskonéno mnozico.
Nimajo vse neskonéne mnozice enake moci, se pravi, da med njimi ne moremo vedno
poiskati bijekcije. Tak primer bomo spoznali na koncu naslednjega razdelka, ko bomo ugo-
tovili, da ima mnozica vseh realnih stevil R ve¢jo mo¢ kot mnozica vseh naravnih Stevil N.

2. Kombinatorika in verjetnost

Elemente konéne mnozice lahko prestejemo. Del matematike, ki se ukvarja s prestevanjem
objektov dolocene vrste, pa je kombinatorika. Njene osnove poznamo zZe iz srednje Sole.

Osnovno pravilo kombinatorike pravi: Ce lahko nekaj storimo na m nacinov, nekaj
drugega pa (neodvisno od prejsnjega) na n nacinov, potem lahko oboje skupaj storimo na
m - n nacinov.

To pravilo s pridom uporabljamo pri obravi osnovnih kombinatori¢nih pojmov, kot so
variacije, permutacije in kombinacije (s ponavljanjem ali brez njega).

ZGLED. Stevilo vseh mogocih preslikav dolocene vrste med dvema konénima mnozicama
lahko izrazimo z osnovnimi kombinatori¢nimi pojmi. je npr.:
(a) vseh preslikav iz mnozice z m elementi v mnozico z n elementi toliko, kot vseh variacij
s ponavljanjem reda m iz n elementov (ponavljanje n elementov na m mestih), torej n";
(b) vseh injekcij iz mnozice z m elementi v mnozico z n elementi 0, ¢e je m > n, in toliko
kot vseh wvariacij brez ponavljanja reda m iz n elementov, ¢e je m < n, torej n!/(n —m)!;
(c) vseh bijekcij iz mnozice z m elementi v mnozico z n elementi 0, ¢e je m # n, in toliko
kot vseh permutacij n elementov, e je m = n, torej n!;
(d) vseh surjekeij s predpisanim stevilom originalov za vsak element kodomene iz mnozice z
m elementi v mnozico z n elementi 0, ¢e je m < n, in toliko kot vseh permutacij s ponavijan-
jemn elementov na m mestih, ¢e je m > n, torej m!/ki'ksl.. .k, ! Kjer je ki +ko+...4+ky, = m;
(e) vseh injekcij z razlicnimi zalogami vrednosti iz mnozice z m v mnozico z n elementi
(m < n) toliko kot vseh kombinacij brez ponavljanja n elementov na m mestih, torej (TZ),
(f) vseh narascajocih preslikav iz mnozice z m v mnozico z n elementi toliko kot vseh
kombinacij s ponavljanjem n elementov na m mestih, torej ("Jrz*l).
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Uporabljali smo binomski simbol (Z) = nl/k!(n — k)!, ki smo ga spoznali v zvezi z
binomskim obrazcem

arar=(5) (1o (3o (1)

V prejsnjem razdelku smo ta obrazec dokazali z matemati¢no indukcijo, zdaj ga dokazimo
s kombinatoriénim premislekom. Koeficient pri potenci z* pove, na koliko na¢inov lahko
v k izmed n oklepajih izberemo x, v preostalih pa 1. Teh nacinov je torej toliko, kolikor
je kombinacij brez ponavljanja n elementov na k mestih, torej (Z)

Osnove diskretne verjetnosti

Idejo modci kon¢énih mnozic izkoristimo za klasiéno definicijo verjetnosti. Dogodku A
priredimo realno Stevilo, njegov wverjetnost z naslednjim predpisom:

Definicija 1 (Klasi¢na definicija verjetnosti):

P(A) = Na _ stevilo ugodnih izidov zaA

N Stevilo vseh izidov

Tu morajo imeti vsi izidi enako moznost. Verjetnost na ta nacin predstavlja neko mero
gotovosti, s katero se dogodek A zgodi.

ZGLED 1. Pri metu poStene kocke, naj bo A dogodek, da pade 6 pik, in B dogodek,
da pade sodo Stevilo pik, torej A = {6} in B = {2,4,6}. Vidimo, da je dogodek A ses-
tavljen iz enega samega izida, dogodek B pa iz treh izidov. Potem je P(A) = 1/6 in
P(B)=3/6=1/2.

Dogodek je vedno mnozica (izidov, ki so zanj ugodni). Prazni mnozici izidov ustreza
nemogoci dogodek N, mnozici vseh izidov pa gotov dogodek G. Ce je A C B (podmnozica
izidov), recemo, da je dogodek A nacin dogodka B. Vedno ko se zgodi A, se namre¢ zgodi
tudi B, v zgornjem zgledu je npr. A (da pade 6) C B (da pade sodo stevilo pik). Unijo
A U B imenujemo wvsota dogodkov A in B (zgodi se vsaj eden od njiju), presek AN B
pa produkt dogodkov A in B (zgodita se oba dogodka hkrati). Komplementarni mnozici
A¢ = G\ A recemo nasprotni dogodek.

ZGLED 2. V situaciji iz zgleda 1, je npr. AUB = Bin AN B = A. Poleg tega je
A°={1,2,3,4,5} in B® = {1,3,5} = {liho &tevilo pik}.

Na verjetnost lahko gledamo tudi kot na preslikavo P : PG — R, ki vsakemu dogodku
A (tj. vsaki podmnozici v G) priredi realno stevilo P(A). Ta preslikava ima za vsak
A, B C @ naslednje lastnosti (ki hitro sledijo npr. iz klasi¢ne definicije):
0< P(A) <1,

P(G)=1, P(N) =0,

P(A) < P(B), ¢e je AC B,

P(A%) =1- P(A),

5. P(AUB) = P(A)+ P(B) — P(ANB).

Ce sta dogodka A in B nezdruzljiva, tj. ¢e velja ANB = N, iz tocke 5. sledi bolj preprosta
formula: P(AU B) = P(A) + P(B).

Ll o

ZGLED 3. Koliksna je verjetnost, da je na slepo izbrano stevilo med 1 in 100 deljivo
vsaj z enim od §tevil 3 in 57 Odgovor: P(A) = 0.33, P(B) = 0.20, P(AN B) = 0.06 in
zato P(AU B) = 0.33 4+ 0.20 — 0.06 = 0.47.
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Definicija 2. Pogojno verjetnost dogodka A glede na dogodek B z lastnostjo P(B) > 0
definiramo s predpisom:

P(ANB)
P(B)

ZGLEDL. 1. Primetu kocke je npr. P({6}|{sodo}) = P({6})/P({sodo}) = (1/6)/(1/2) =
1/3. Rezultat je logicen, saj je {6} le ena moznost izmed treh moznosti, ko pade sodo stevilo
pik.

2. V posodi naj bosta dve beli (b1,bs) in ena ¢érna ¢ krogla. Dvakrat zapored na slepo
izvlecimo kroglo brez vracanja. Koliksna je verjetnost, da tudi drugi¢ izberemo belo kroglo
(dogodek A), ¢e je bila prva izbrana krogla bela (dogodek B)? Zdaj lahko ra¢unamo takole.
Vseh moznih izidov je Sest: bibo, b1 ¢, bab1, bac, ¢by in ¢bs. Za dogodek B so ugodni prvi
Stirje: bibs, b1é, baby, boé, za dogodek A N B pa le prvi in tretji: bibs, boby. Torej je
P(A|B) = (2/6)/(4/6) = 1/2. To lahko spoznamo tudi zato, ker sta za A N B ugodna le
dva izida izmed §tirih, ugodnih za B.

3. Neki mladeni¢ pride k vam in zahteva od vas denar, sicer bo poklical svojega brata.
Koliksna je verjetnost, da ima res brata (in ne sestre), ¢e veste, da izhaja iz druzine z
dvema otrokoma? Splosno so v druzini z dvema otrokoma tri moznosti: otroka sta oba
brata bb, obe sestri ss ter brat in sestra bs. Toda te moznosti niso med seboj enakovredne.
Pri bs moramo lociti primera (brat je starejsi) in (sestra je starejsa), oba z enako ver-
jetnostjo 1/4, skupaj ima torej kombinacija brat-sestra verjetnost 1/2, preostali kom-
binaciji bb in ss pa le vsaka po 1/4. Ker nas je obiskal mladeni¢, moznost ss v tem
primeru odpade, zato je verjetnost, da ima mladeni¢, ki nam je grozil, brata, enaka pogojni
verjetnosti P(bb/obiskal nas je fant iz druzine z dvema otrokoma) = P(bb)/(P(bb U bs) =

(1/4)/(1/4 +1/2) = 1/3.

Ce formulo za pogojno verjetnost obrnemo, dobimo formulo za verjetnost produkta:

P(A|B) =

P(AN B) = P(B)P(A|B) ali P(ANB)= P(A)P(B|A).

Pri t.i. dvofaznih poskusih se v prvi fazi npr. lahko zgodi dogodek B ali pa njegov
nasprotni dogodek B¢ (se pravi, da se B ne zgodi). V drugi fazi pa se lahko zgodi dogodek
A (ali pa tudi ne). Verjetnost dogodka A lahko pred zacetkom celotnega poskusa (tj. Se
pred izvedbo prve faze) izratunamo takole:

P(A) = P(B)P(A|B) + P(B°)P(A|B°).

Dogodka AN B in A N B¢ sta namre¢ nezdruzljiva, njuna vsota pa je ravno dogodek
A= (ANB)U(ANB°). Torej je P(A) = P(ANB)+ P(AN B°), od koder dobimo rezultat
z dvakratno uporabo formule za verjetnost produkta. Zgornjo formulo imenujemo formula
za, polno verjetnost.

ZGLED 4. Pri srec¢olovu naj bo med n sreckami m (m < n) polnih. Ali je pred zacetkom
izbiranja po ene srecke verjetnost zadetka, ¢e izbiramo prvi, ve¢ja od verjetnosti zadetka,
¢e izbiramo drugi?. Odgovor: verjetnost je v obeh primerih enaka. Ce izbiramo prvi je
verjetnost zadetka m/n. Ce pa izbiramo drugi (v prvi fazi je pred nami nekdo ze potegnil
srecko), je verjetnost po formuli za polno verjetnost enaka m/n-(m —1)/(n — 1) + (n —
m)/n-m/(n—1) =m(n—1)/n(n — 1) = m/n, torej ista.

Obratna (Bayesova formula) igra v znanosti, pri ocenjevanju verjetnosti ob dodatni in-
formaciji, ki jo je prinesel poskus, pomembno vlogo. Gre za to, da bi radi po zkljuéenem
poskusu v dveh fazah, ko ze vemo, da se je v drugi fazi zgodil dogodek A, ob tej dodatni
informaciji ponovno izra¢unali verjetnost, da se je v prvi fazi zgodil dogodek A.
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Obratna formula:
P(B)P(A|B)
P(B)P(A|B) + P(B¢)P(A|B°)

ZGLED 5. Dva stroja izdelujeta isti izdelek serijsko. Stroj B izdela 40% proizvodnje,
ostale pa drugi stroj. Verjetnost napake je pri izdelavi na stroju B 10%, na drugem stroju
pa 20%. Na slepo izberemo izdelek iz dnevne proizvodnje. Koliksna je verjetnost, da je
izdelek defekten (dogodek A)? Koliksna je verjetnost, da je defekten izdelek izdelal stroj
B? Odgovor: Verjetnost defektnega izdelka izra¢unamo po formuli za polno verjetnost,
torej P(A) = P(B)P(A|B)+ P(B°)P(A|B°) =0.4-0.140.6-0.2 = 0.16. Druga verjetnost
je pogojna (uporabimo Bayesovo formulo): P(B|A) = (0.4-0.1)/0.16 = 1/4 = 0.25.

P(B|A) =

Krvni testi

Pri ugotavljanju prisotnosti virusne ali bakterijske okuzbe uporabljajo razliécne krvne
teste, ki testirajo kri glede prisotnosti protitelesc. Test je dober, ¢e z veliko verjetnostjo
pokaze na prisotno bolezen. Naj bo B dogodek, da je bolezen (okuzba) prisotna, in A
dogodek, da je test pozitiven (pokaze na prisotnost bolezni). Zanima nas torej pogojna
verjetnost P(A|B). Obicajno je to zelo visoka vrednost, npr. 0.95, kar pomeni, da je test
ob prisotnosti okuzbe pozitiven s 95% verjetnostjo. To Stevilo imenujemo obéutljivost testa.

Pri vsakem testiranju lahko pride do napake. V nacelu sta mozni dve vrsti napak:

1. Napaka prve vrste nastopi, ¢e je test negativen, ¢eprav je bolezen prisotna. Verjetnost
za to napako je (po formuli za verjetnost nasprotnega dogodka P(A¢|B) =1 — P(A|B) ~
1—0.95 =0.05.

2. Napaka druge vrste nastopi, Ce je test pozitiven, ¢eprav bolezni ni. Verjetnost za to
napako P(A|B¢) je tezje oceniti, med zanesljivo znano populacijo bi morali oceniti verjet-
nost pozitivnega testa. Obicajno je tudi to zelo majhna vrednost, npr. spet priblizno 0.05.

Problem, ki se realno vedno postavlja pred zdravnika, ki izvaja test, pa je ocena pogojne
verjetnosti P(B|A), da ima pacient res bolezen, ¢e je bil test pozitiven. Test namre¢ ni
100%. To verjetnost ocenimo po Bayesovi obratni formuli:

P(B)P(A|B)
(B)P(A|B) + P(B)P(A|B°)
Ocitno moramo, poleg pogojnih verjetnosti na desni strani te formule, ki smo jih Ze ocenili,
poznati tudi brezpogojno verjetnost P(B), da je bolezen prisotna (verjetnost nasprotnega

dogodka P(B¢), da bolezni ni, potem takoj izra¢unamo). Ocena za P(B) je zelo zahtevna,
videli pa bomo, da je od nje mo¢no odvisna Zeljena ocena P(B|A).

P(B|4) = 5

Pri redkih boleznih (v normalni populaciji), kot je npr. okuzba z virusom HIV, ki
povzroca AIDS, je verjetnost bolezni zelo majhna, statisticno npr. pod 0.006 (po podatkih
WHO iz leta 1988). Drugo je npr. testiranje riziénih skupin ali populacije v nekaterih
afriskih predelih. Za nase namene vzemimo npr., da je P(B) ~ 0.003. Potem dobimo po

Bayesu
P(B|A) ~ 0.003 - 0.95 ~ 0.054.
0.003 - 0.95 + 0.997 - 0.05
Ta rezultat je po svoje presenetljiv: v skoraj 95% primerov bolezen ni prisotna, ¢eprav je
test bil pozitiven.

Kaj pa, ¢e bi bolezen ne bila tako redka, ampak bi npr. vzeli P(B) ~ 0.17 Po isti
formuli bi sedaj izracunali P(B|A) =~ 0.68. Pogojna verjetnost, da je bolezen prisotna, e
je bil test pozitiven, je zdaj mocno narasla, s prejsnjih 5% na vec¢ kot 2/3.

Matematiéna razlaga je preprosta. Pogojna verjetnost P(A|B) je racionalna funkcija
spremenljivke z = P(B) na desni strani Bayesove formule, torej (pri nespremenjenih ostalih
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podatkih v nasem primeru)

P(B|A) = 0.95z _ 0.95z 9%z 192
©0.952+05(1—2) 0.90x+0.05 90x+5 18x+1°

Ce bi jo narisali, bi videli, da je njen graf v okolici tocke 0 zelo strm (odvod v 0 je enak
19), zato hitro narasca oziroma je zelo ob¢utljiva ze na malenkostno povecanje vrednosti
za .

Vse to samo pomeni, da se pri redkih boleznih ne spla¢a izvajati mnozi¢nih (preven-
tivnih) testov, saj ni zanesljiv (kljub pozitivnosti je veliko ve¢ moznosti, da bolezni ni).
Prihranjeni ¢as in denar je bolje uporabiti za testiranje rizicnih skupin, kjer je pomo¢ bolj
potrebna.

Oglejmo si Se eno, véasih precej pogosto nepravilno uporabo obratne formule pri ugo-
tavljanju ocetovstva.

ZGLED. Neki moski je bil osumljen ocetovstva otroka. Pri moskem so ugotovili zelo
redko gensko lastnost (genetski znak), za katerega se ve, da se s 100% zanesljivostjo prenasa
z oCeta na otroka. Otroka so testirali in tudi pri njem nasli genetski znak. Koliksna je
verjetnost, da je moski res o¢e danega otroka?

Za oceno te verjetnosti bi bilo smiselno spet uporabiti Bayesovo obratno formulo. Naj
bo B dogodek, da je moski dejansko oCe otroka in A dogodek, da pri otroku najdemo
genetski znak. Potem je P(A|B) = 1, saj se znak zanesljivo prenese z ofeta na otroka,
in P(A|B¢) = 0.01, saj je toliksna verjetnost spontanega posedovanja genetskega znaka v
celotni populaciji. Kot obi¢ajno je problem oceniti vrednost P(B), od katere je pogojna
verjetnost, kot smo videli prej, mocno odvisna. Toda zdaj tega ne moremo dolociti sta-
tisticno. Moski je namre¢ oce ali pa ni, poskusa ne moremo ponavljati v nedogled. Pred
isto dilemo je sodnik, ki naj o primeru odlo¢i. Zanesti se mora na svojo subjektivno oceno
in na njeni podlagi dolociti verjetnost. Ce vzamemo vrednost P(B) =~ 0.5 (enake 3anse,
da je ali da ni oce), potem dobimo po obratni formuli:

05-1 500 100
PBIA)~ 5105001 505 101~ 09
torej kar 99% verjetnost, da je moski oce. Izhajali smo iz ad hoc sprejete ocene o 50% ver-
jetnosti ocetovstva in naenkrat dobili 99% verjetnost ocetovstva. To gotovo ni prav, saj smo
iz dejansko nevednosti (zato smo se odlocili za 50% moznost) dobili visoko in obtozujoco
vrednost 99%. UpoStevajmo Se znano dejstvo, da je pred zakonom vsak nedolzen, dokler
mu ni krivda dokazana, pa zlahka sprevidimo absurdnost dobljenega rezultata. Z obratno
formulo ni ni¢ narobe, napa¢na je (v tem primeru) njena uporaba.

Definicija 3. Kadar je P(A|B) = P(A), recemo, da je dogodek A neodvisen od dogodka
B, oziroma da sta dogodka A in B neodvisna.

Tedaj velja v formuli za verjetnost produkta kar enakost P(AN B) = P(A)P(B). Po-
jem neodvisnosti lahko posplosimo tudi na ve¢ dogodkov. Rekli bomo, da so dogodki
Aq, As, ..., Ay v celoti neodvisni, kadar je verjetnost produkta katerih koli m razli¢nih do-
godkov iz mnozice {A1, ag, ..., A, } enaka produktu njihovih verjetnosti.

Denimo, da je v nekem poskusu verjetnost dogodka A enaka p, kjer je 0 < p < 1, torej
P(A) = p. Poskus ponavljamo n-krat, pri ¢emer so posamezne ponovitve neodvisne. V
vsaki ponovitvi se zgodi A ali A¢, v petih ponovitvah dobimo npr. zaporedje AAA®AA€.
To je le ena od (g) moznosti, vsaka ima zaradi neodvisnosti posameznih dogodkov verjet-
nost p3(1 — p)?, skupaj je torej verjetnost, da se v petih ponovitvah poskusa trikrat zgodi
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dogodek A enaka P5(3) = (g)pg(l —p)2 =10p3(1 — p)2.

V splosnem izracunamo verjetnost, da se v n ponovitvah poskusa dogodek z verjetnostjo
p zgodi natanko k-krat, po Bernoullijevi formuli:

n _
Py(k) = (k>pk(1 —p)"*
Tu je lahko £ =0,1,2,...,n.

ZGLED. V rezervatu zivi a levinj in b levov. Verjetnost, da pri obhodu vidimo posamezno
levinjo je torej p = a/(a +b), leva pa 1 — p = b/(a + b). Verjetnost, da pri n opazanjih
posamezne macke vidimo k levinj (lahko istih) je po Bernoullijevi formuli P, (k) = (Z) pk(1—
p)" = (})akb"*/(a+ b)". Cejenpr. a=3inb=2jep=3/5in1—p=2/5 Pri
petih opazanjih je verjetnost, da vidimo 3 levinje, enaka P5(3) = 10 - 3% - 22/5% = 34,5%.

V zgornjem zgledu se je popolnoma isti dogodek lahko veckrat ponovil, npr. veckrat
smo lahko opazili isto levinjo. To je tako, kot ¢e bi iz posode z belimi in ¢rnimi kroglicami
veckrat zapored na slepo potegnili kroglico in jo potem spet vedno vrnili v posodo. Pri tem
belezimo, kolikokrat v n poskusih, potegnemo belo kroglico. Rec¢emo, da gre za izbiranje z
vracanjem. Kadar pa imamo izbiranje brez vracanja, kroglic vimes ne vracamo. Kolikoksna
je verjetnost, da v n ponovitvah k-krat potegnemo belo, ¢e je v posodi z N kroglicami K
belih in N — K ¢rnih? To moramo izracunati drugace, tako kot da bi n kroglic potegnili
naenkrat in med njimi nasli k£ belih. Zdaj velja formula

K\ (N-K
() Cok)
()
n
ZGLED. Denimo, da v rezervatu zagledamo skupino 3 velikih mack. Koliksna je verjet-
nost, da sta med njimi 2 levinji (in 1 lev)? Zdaj imamo P3(2) = (3)(3)/(3) = 3-2/10 = 3/5.

Pn(k) =

Da se pokazati, da pri je velikem N,K in N — K zadnja formula (pri izbiranju brez
vracanja) priblizno enaka prejsnji (pri izbiranju z vrac¢anjem), kjer pa vzamemo p = K/N.

Formulo za izra¢un verjetnosti pri izbiranju brez vrac¢anja izkoristimo za oceno Stevila
rib v velikem ribniku.

ZGLED. V ribniku je neznano $tevilo rib. Njihovo Stevilo N ocenimo na naslednji nacin.
Najprej ulovimo K rib, jih oznacimo in spustimo nazaj v ribnik. Cez nekaj ¢asa, ko se
ribe dobro premesajo, ponovno ujamemo nekaj rib, recimo 7, in med njimi najdemo k
oznacenih. Izraéunamo verjetnost, da se to zgodi po formuli za P (k) (z vracanjem), in
poiséemo tak N, da je verjetnost PV (k) najvecja. To je hkrati najbolj verjetno stevilo rib
v ribniku.

Kako pa poiscemo max PN (k)? Tako, da med seboj primerjamo PN (k) in PN*1(k). Po
kratkem racunu dobimo

o5 G
DG

PYFL (k) /PY () =

(N+1-K)(N+1—-n)
(N+1-K-n+k)(N+1)
kar je > 1 natanko takrat, ko je nKK > (N +1)k. Najverjetnejse stevilo je torej N ~ nK/k.
To je ocena za Stevilo rib v ribniku.
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3. Algebrajske strukture
Notranja operacija

7 naravnimi Stevili ne le Stejemo objekte, ampak tudi racunamo: seStevamo, mnozimo,
v¢asih tudi odStevamo in delimo. V poljubni mnozici lahko definiramo pojem operacije.

DEFINICIJA. Dvoclenska (binarna) notranja operacija v mnozici A je preslikava f iz
kartezi¢nega produkta A x A v A.

Notranja operacija torej poljubnemu paru (a,b) € A x A priredi (natanko dolo¢en) nov
element f(a,b) € A.

ZGLED. (a) Primer notranje dvoclenske operacije, ki jo ze poznamo, je presek dveh
mnozic. Paru mnozic (A, B) priredimo njun presek A N B. Podobna operacija je unija
dveh mnozic.

(b) Prav tako je notranja dvoclenska operacija komponiranje funkcij iz A v A. Paru
funkeij (f, g) priredimo njun kompozitum f o g, ki je spet funkcija iz A v A.

(c) Notranja dvoclenska operacija v mnozici naravnih Stevil je seStevanje (vsota) ali
mnozenje (produkt). Paru naravnih stevil (a,b) priredimo njuno vsoto a + b ali njun pro-

dukt ab.

Pa¢ pa npr. razlika ni notranja operacija v N. Ce namre¢ odstejemo vecje Stevilo
od manjsSega, rezultat ni ve¢ naravno Stevilo. Enako se nam lahko zgodi, ¢e skusamo
deliti poljubni naravni Stevili med seboj, npr. 1 : 2. Tudi deljenje ni notranja operacija.
Ce zelimo izvajati tudi ti dve operaciji, moramo mnozico naravnih Stevil razsiriti. Tako
pridemo z odstevanjem naravnih stevil do mnozice celih stevil Z in z deljenjem naravnih
Stevil do mnozice racionalnih $tevil Q. Pri tem velja N C Z C Q. V mnozici celih stevil so
neomejeno izvedljive operacije seStevanja, odstevanja in mnozenja, v mnozici racionalnih
stevil pa poleg tega tudi operacija deljenja (razen s Stevilom 0).

OPOMBA. Racionalna stevila so pravzaprav ekvivalenéni razredi ulomkov a/b, b # 0,
med katerimi definiramo ekvivalenéno relacijo enakosti: a/b = ¢/d <= ad = bc
(prepricajte se sami, da je to res ekvivalen¢na relacija). Prav tako definiramo seStevanje
ulomkov: a/b + ¢/d = (ad 4 bc)/bd, mnozenje ulomkov: a/b-c/d = ac/bd in deljenje
ulomkov a/b : ¢/d = ad/be.

Tudi v mnozici racionalnih Stevil ne moremo izvajati vsega, kar si zelimo. Ne moremo
npr. izracunati preprostega kvadratnega korena iz Stevila 2, se pravi, da korenjenje ni
notranja (enoclenska) operacija. Res, v/2 namreé ni ve¢ racionalno stevilo. Ce bi bilo, bi
ga lahko zapisali v obliki okrajsanega ulomka: /2 = a/b, kjer sta naravni stevili a in b brez
skupnega faktorja. Toda tedaj bi dobili 2 = a?/b? oziroma a? = 2b?. Ker je zato a® deljiv
z 2, mora biti Ze a deljiv z 2, npr. a = 2a;. Tedaj pa je po krajsanju tudi b* = 2a?, torej
tudi b deljiv z 2, npr. b = 2b;. Oboje skupaj ne gre, ker je a/b 7ze okrajsan ulomek, zato v/2
ni racionalno Stevilo. Ce hoemo torej racunati korene, moramo vpeljati Se nova stevila,
ki jih imenujemo realna. Mnozica realnih Stevil R ima zanimivo algebrajsko strukturo.

Aksiomi za realna Stevila
V sistemu realnih stevil so izvedljive vse §tiri osnovne rac¢unske operacije (razen deljenja

z 0) in Se nekatere druge (npr. korenjenje). Glavni notranji operaciji sta vsota in produkt.
Zanju veljajo naslednje osnovne lastnosti ali aksiomi:
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(1) Asociativnost vsote: (a +b)+c=a+ (b+c)

(2) Komutativnost vsote: a +b=">b+a

(3) Nevtralni element za vsoto (nicla): a+0=0+a=a
(4) Nasprotni element za vsoto: a + (—a) = (—a) +a =0

Mnozica z operacijo +, za katero veljajo lastnosti (1),(3) in (4), se imenuje (aditivna)
grupa. Ce velja Se (2), je komutativna grupa. Zgled: cela Stevila za seStevanje, mnozica
bijekcij iz A na A za komponiranje (o namesto +).

(5) Asociativnost produkta: (ab)c = a(bc)

(6) Komutativnost produkta: ab = ba

(7) Nevtralni element za produkt (enota): a-1=1-a=a
(8)

Inverzni element za produkt: a 'a =aa ' =1zaa#0

To so podobne lastnosti kot prej za vsoto, zato npr. tudi mnozica od 0 razli¢nih realnih
Stevil tvori (multiplikativno) grupo za mnozenje.

(9) Distributivnost produkta glede na vsoto: a(b+ c¢) = ab+ ac
(10) Netrivialnost: 1 # 0

Za vajo izra¢unajmo, koliko je a-0. Oznac¢imo to (zaenkrat neznano) stevilo z x. Potem
iz 1+ 0 = 1 po mnozenju z a in z upostevanjem distributivnosti (9) in nevtralnosti (7)
dobimoa+z =a-14a-0=a(l4+0) =a-1= a Na obeh straneh odstejmo a (tj.
pristejmo —a), pa zaradi (1), (4) in (3) najdemo x = 0. Torej je a -0 = 0.

Zadnji aksiom se zdi morda nenavaden, vendar je potreben, saj sicer ne moremo izkljuciti
moznosti, da sta nevtralni element za vsoto in nevtralni element za produkt enaka. Aksiom
(10) zagotavlja, da se sistem realnih 3tevil ne reducira samo na stevilo 0. Ce bi namre¢
veljalo 1 = 0, bi za vsako stevilo a € R po prejsnjem lahko ugotovilia =a-1=a-0=0.

Pravimo, da ima mnozica A algebraicno strukturo, ¢e je v A definirana vsaj ena dvoclenska
notranja operacija z nekaterimi (morda ne vsemi) lastnostmi, ki smo jih nasteli.

DEFINICIJA. Mnozica A z operacijama + in - je
a) kolobar, ¢e veljajo lastnosti (1),(2),(3),(4),(5) in (9),
b) komutativen kolobar, ¢e velja (1),(2),(3), 4),(5),(9) in (6),
c) kolobar z enoto, ¢e velja (1),(2),(3),(4),(5),(9) in (7),
in
)

d) obseg, ce velja (1),(2),(3),(4),(5),(7),(8) in (9),
e) komutativen obseg, ¢e velja (1),(2),(3),(4),(5),(6),(7),(8) in (9).

(
(
(
(
(

V kolobarju imamo poleg seStevanja in mnozenja vedno tudi odstevanje. Razlika dveh
elementov je definirana z vsoto: a —b = a + (—b). V obsegu pa lahko vedno tudi delimo z
elementom, ki je razlicen od 0: a: b= ab~!.

Lahko torej re¢emo, da tvorijo realna stevila (netrivialen) komutativen obseg. Naravna
Stevila ne ustrezajo nobeni od zgornjih struktur. Mnozica celih Stevil Z je komutativen
kolobar z enoto, saj ustrezajo vsem lastnostim razen (8) (obrnljivi sta edinole stevili 1 in
—1). Mnozica racionalnih stevil pa je ze komutativen obseg.

OPOMBA. Nasteti aksiomi ne dolo¢ajo sistema realnih stevil v celoti, ampak le njegovo
algebrajsko strukturo (povsem enako strukturo imajo npr. vsa racionalna stevila ali vsa
kompleksna Stevila, ki jih bomo sedaj definirali. Kasneje bomo tem aksiomom dodali se
nove, ki bodo realna stevila natan¢no opredelili.
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Kompleksna stevila

Kompleksna stevila vpeljemo tako, da v kartezi¢ni produkt R x R uvedemo dve notranji
operaciji, vsoto in produkt. To storimo s predpisoma:

(a,b) + (¢,d) = (a+¢,b+d) in (a,b)(c,d) = (ac — bd,ad + be).

Hitro se lahko prepricamo, da je mnozica R x R za ti dve operaciji komutativen obseg,
ki vsebuje R kot podmnozico (podobseg). Nevtralni element za vsoto je par (0,0), enota
za mnozenje pa (1,0). Paru (a,b) nasprotni par je (—a,—b), inverzni par pa (a/(a® +
b?), —b/(a®+b?)), ce je le a®>+b> # 0 oziroma (a, b) # (0,0). Realno stevilo a identificiramo
s parom (a,0).

Pare imenujemo kompleksna Stevila. Ce oznacimo i = (0,1), je i2 = (0,1)(0,1) =
(—-1,0) = —1. Ker je (a,b) = (a,0) + (0,1)(b,0), lahko poljubno kompleksno stevilo
z = (a,b) zapiSemo v t.i. kanonski obliki: z = a + ib. Pri tem je a realni del, b imagi-
narnt del, 1 imaginarna enota. Vsako kompleksno Stevilo si lahko predstavimo kot tocko
v ravnini s koordinatama a, b.

Definiramo $e konjugirano kompleksno $tevilo Z = a — ib in absolutno vrednost |z| =
Va2 + b2, Torej velja 2Z = a® + b?> = |z|?. Tocka Z lezi glede na toc¢ko z simetri¢no na
abscisno os, absolutna vrednost |z| pa pomeni evklidsko razdaljo tocke z do koordinatnega
izhodisca.

Vsoto in produkt kompleksnih stevil izvedemo po definiciji. Torej za kompleksni stevili
z=a+41bin w = c+ id velja:
z+w=(a+1ib)+ (c+id) = (a+c) +i(c+d)

2w = (a4 ib)(c +id) = (ac — bd) + i(ad + be).

ZGLED. (3+2i) 4+ (2—i) =5 +1, (3+ 2i)(2 — 3i) = 12 — 5i.

Sestevamo torej po komponentah, mnozimo pa tako, kot mnozimo dvoclenike, le da pri
tem upotevamo, da je i> = —1. Deljenje v bistvu prevedemo na mnozenje kompleksnih
Stevil z/w = 2w /|w|?, ¢e je w # 0. Potem je

ac+bd . bc—ad

z/w = (a+1ib)(c —id) /(a® + b*) = [(ac + bd) + i(bc — ad)]/(a® + b?) = 2 +2a2 o

342 _ (B+20)(2+9) _ 44Ti 4 | ;7
ZGLED 2_’; = 15 ¢ = 5 = g +Zg

Polinomi

Se en zgled komutativnega kolobarja z enoto predstavljajo polinomi z realnimi ali kom-
pleksnimi koeficienti. Polinom n-te stopnje s kompleksnimi koeficienti je izraz oblike

p(x) = apz” + an—lxn_l + ...+ a1x + ap,

se imenuje stopnja polinoma, st p(x), torej je st p(z) = n, ker je a,, # 0.
Polinome sestevamo tako, da seStevamo istolezne koeficiente (pri istih potencah), mno-
zimo pa tako, da mnozimo vsak ¢len z vsakim (stopnja polinoma se pri tem poveca).

ZGLED. (22 -3z —1)+ (v +3) =22 —22+2, (2> - 32— 1)(x+3) = 23— 222 — 10z — 3.
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Nevtralni element za seStevanje je polinom 0, ki ima vse koeficiente enake 0, enota
za mnozenje pa je konstanten polinom 1. Naprotni polinom je polinom z nasprotnimi
koeficienti.

Deljenje polinomov se v splosnem ne izide, ampak dobimo ostanek, ki je nizje stopnje od
delitelja: p(x) = s(x)q(z) +r(z), st r(z) < st g(x). pri deljenju polinoma p(x) z linearnim
polinomom x — 1 npr. dobimo p(x) = (z — 21)(by_12" L + ... + by) + ¢

ZGLED. (22 -3z —1)/(x+3) =2 —6+17/(z+3) ali 22 =3z — 1 = (z + 3)(z — 6) + 17.

Naj bo x; poljubno (kompleksno) stevilo. Pisimo

nfl(

p(z) — apx x—1x1) = (ap-1 + anxl)xnfl + a0z 2+ ...

oziroma p(x) — b,_12" Y2z — 21) = by_02™ ' + ay_22" 2 + ..., Ge oznaéimo b, 1 = a, in
bn_9 = ap_1 + b,_171. Nadalje je

n—l(

p(z) — bp_1x x—x1) — bp_ox™ 2(x — x1) = (ap—2 + bn_gxl)x”_Q + ...

oziroma p(x) — b, _1x T—121) — by 22" 2(x — 1) = b,_32" 2+ ..., Ce pisemo e b, 3 =
ap—9 + bp—_ox1 itd. Na koncu dobimo

n—l(

p(x) = (bp12" '+ bp_0x™ 2+ ... 4+ by)(z — 1) = ¢ (konstanta).

Polinom p smo torej delili z linearnim faktorjem (z — z1) in dobili p(x) = (x — z1)gq(x) + ¢,
kjer je g(x) = b,_12" " + ... + byp. Obenem smo odkrili tudi priroéen postopek, kako tako
deljenje izvedemo, t.i. Hornerjev algoritem:

| an Gp_1 9 ... as ay ao
| SClbn,l xlbn,Q .’L’lbz SClbl .’Elbo
T ‘ bn—l bn_g bn_g b1 b() ’ C

ZGLED. Po Hornerju delimo polinom z? — 3z — 1 iz prejsnjega zgleda z linearnim
polinomom z + 3 takole (v zdanji vrstici dobimo koeficiente kvocienta in ostanek):

| 1 -3 -1
| -3 18
=3 | 1 —6 |17

Kompleksno stevilo z; imenujemo nicla polinoma p, ¢e je p(x1) = 0. Glede nicel velja
naslednji osnovni izrek algebre, ki ga navajamo brez dokaza:

1ZREK. Vsak polinom stopnje n > 1 s kompleksnimi koeficienti ima vsaj eno komplek-
sno niclo.

Konstantni ¢len ¢ v izrazu p(x) = (x — x1)q(z) + ¢ je ravno vrednost polinoma v tocki
x1, torej ¢ = p(r1), zato imamo p(x) = (z — x1)q(z) + p(z1). Ce je x1 nicla polinoma p, se
pravi p(z1) = 0, se deljenje izide: p(z) = (z — x1)q(z). Tedaj je mozno polinom razcepiti
na same linearne faktorje

p(x) = ap(r — 21) (2 — 22)...(T — 2p)
Teh faktorjev je n, kot je stopnja polinoma, lahko so med seboj tudi enaki (¢e so nekatere

nicle enake oziroma, kot re¢emo, veckratne). Ce pa upostevamo le razli¢ne nicle, dobimo

p(x) = an(z — )" (@ — 22)*2..(x — z,)Fr.

Tu je k; kratnost (stopnja) i-te nicle in k; + k2 + ... + k. = n. V realnem pa lahko
polinom z realnimi koeficienti razcepimo le do kvadratnih faktorjev. Ce je x; komplek-
sna ni¢la polinoma z realnimi koeficienti, je tudi konjugirano Stevilo Z7 ni¢la, produkt
(x — x1)(z — T7) = 2% — (21 + T1)x + 2177 pa ima spet realne koeficiente.
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ZGLED. Razstavimo polinoma:
(a) 2’ — 23 =232 - 1) =23(x - 1)(z + 1).
(b) 2* +4 = (z* +42% +4) — 42?2 = (22 +2)2 —42? = (22 + 20 + 2)(2® — 22+ 2) =
(z+1+i)(z+1—d)(z—1+19)(x—1—19).

Moé¢ stevilskih mnozic

Na koncu odgovorimo Se na vprasanje, koliko je vseh realnih stevil. Kot vemo, je
mnozica naravnih stevil N (najmanjsa) neskonéna mnozica. Tudi mnozica Z celih stevil
in mnozica Q racionalnih stevil imata isto mo¢. Bijekcijo med N in Z oziroma med N in
Q najdemo tako, da cela Stevila razvrstimo v zaporedje 0,1, —1,2,—2,3, —3, ..., racionalna
Stevila oziroma ulomke pa v zaporedje

0,1/1,—-1/1,1/2,-1/2,2/1,-2/1,1/3,-1/3,2/2,-2/2,3/1,-3/1, ...

in opustimo tiste ulomke, ki dajo ze dobljeno vrednost.

Pac¢ pa ima mnozica realnih stevil R ve¢jo mo¢ kot mnozica naravnih Stevil N. To spoz-
namo takole. Kot bomo ugotovili kasneje (ali kot Ze vemo iz srednje Sole) lahko vsako
realno Stevilo y med 0 in 1 zapiSemo tudi v obliki decimalnega izraza y = 0,y1y2y3...,
kjer so y; decimalne cifre (od 0 do 9). Ce se Se dogovorimo, da na koncu samih devetic
ne uporabljamo, je ta zapis enolicen. Pa denimo, da bi bilo realnih Stevil med 0 in 1
toliko kot naravnih. Tedaj bi jih lahko razvrstili v zaporedje x1 = 0, x11x12213..., Tg =
0, z91x29x23..., x3 = 0,x31x32233..., ..., ki bi zajelo vsa realna Stevila med 0 in 1. Toda
takoj lahko konstruiramo novo Stevilo med 0 in 1, ki ga v tem zaporedju ni, namrec Stevilo
a = 0,a1asas..., kjer postavimo a; = 1, ¢e je ;; = 0, in a; = 0, ¢e je x;; # 0. Stevilo a
se razlikuje od Stevila x; vsaj v i-ti decimalki. Protislovje dokazuje, da med mnozicama N
in A= {zx € R; 0 <z < 1} ni bijekcije. Ker ima N isto mo¢ kot neka prava podmnozica
v neskonéni mnozici A, nima pa iste moc¢i kot A, je mo¢ mnozice A res ve¢ja od moci
mnozice N, ¢eprav sta obe mnozici neskonéni. Da se pokazati, da ima mnozica A isto mo¢
kot mnozica R. Prav tako ima mnozica vseh kompleksnih Stevil isto mo¢ kot mnozica vseh
realnih Stevil.
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II. LINEARNA ALGEBRA

1. Matrike

V tem razdelku se bomo naucili raCunati z matrikami. Spoznali bomo, da sestavljajo
kvadratne matrike iste velikosti primer nekomutativnega kolobarja z enoto. Najprej pa
povejmo, kaj sploh je matrika.

DEFINICIJA. Matrika reda m x n z realnimi koeficienti je pravokotna shema realnih
Stevil, ki so razporejena v m vrstic in n stolpcev:

A= a2 e @ g A= 0 2 3
. . . 3 1 1
Aml1 Qm2 ... Amn

Matrike bomo vedno oznacevali z velikimi érkami A, B itd. Stevila, ki sestavljajo
dano matriko A, imenujemo koeficienti ali elementi matrike in jih je natanko mn. Matriko
poznamo, ¢e poznamo njene elemente, a ne le njihove vrednosti, ampak tudi njihov polozaj
v matriki, mesto na katerem lezijo. Element na krizis¢u i-te vrstice in j-tega stolpca
oznacimo z a;;j. Indeksa nakazujeta njegov polozaj v matriki.

Lahko torej re¢emo, da gre za preslikavo iz mnozice {1,2,...,m} x {1,2,...,n} v mnozico
realnih Stevil R, ki vsakemu urejenemu paru indeksov (i, j) priredi element a;;. Poznavanje
matrike torej pomeni poznavanje te preslikave.

DEFINICIJA. Matriki A in B sta enaki, Ce sta istega reda in imata enake istolezne
koeficiente.

Ta definicija se ujema z definicijo enakosti dveh preslikav, ki morata imeti isto domeno
in imeti pri vsakem originalu isto vrednost (a;; = b;; za vsak par (4, 7)).

V mnozico matrik uvedemo dve notranji operaciji, sestevanje in mnozenje.
Matriki lahko sestejemo, ¢e in samo Ce sta istega reda (imata isto obliko in velikost).

DEFINICIJA Vsota matrike A in matrike B je matrika C' = A + B, ki ima za elemente
vsoto istoleznih elementov matrik A in B, torej ¢;; = a;; + b;; za poljubna i in j.

1 2 3 0 -1 1 1 1 4
Zgled. [0 -1 2}“[2 2 1]_[2 1 3}
Sestevanje matrik je asociativno in komutativno. Nevtralni element za seStevanje je
matrika samih nicel (nicelna matrika), nasprotni element matrike A pa matrika —A z

nasprotno predznacenimi elementi. Za seStevanje je mnozica M, ,, vseh matrik reda m xn
komutativna grupa.

Mnozenje dveh matrik A in B je mozno le, ¢e ima prva (leva) matrika A toliko stolpcev,
kot ima druga (desna) matrika B vrstic. Rezultat je potem matrika C' = AB, ki ima toliko
vrstic kot A in toliko stolpcev kot B. Ce je torej matrika A reda m x n, matrika B pa
reda n X p, je njun produkt matrika C| ki je reda m x p. Definicija produkta pa je naslednja.

DEFINICIJA. Produkt matrik A in B je matrika C = AB, katere elementi so defini-
rani s predpisom ¢;; = Y p_ apbgj za i = 1,2,...,m in j = 1,2,...,p. Recemo, da je ¢;;
”produkt”i-te vrstice in j-tega stolpca.
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1 2 4
een [4 23] s o | <[ 30 )
01 -1

Produkt BA v tem primeru ni definiran.

Odslej obravnavajmo le kvadratne matrike, to je, matrike reda n x n. Na kratko re¢emo,
da je red kvadratne matrike enak kar n. Za kvadratne matrike istega reda sta vsota in
produkt vedno definirana.

Lastnosti mnozenja. Medtem ko ima seStevanje matrik podobne lastnosti kot npr.
seStevanje obicajnih realnih Stevil, je pri mnozZenju potrebna vecja previdnost.

1. Asociativnost: (AB)C = A(BC)
Dokaz. Leva stran je enaka:
2 =1 (AB)ikCrj = 251 (3o7—y Air Brie)Crj = 3 -1 2_r—1 Air BriCij; desna pa:

>t Air(BC)rj = 3201 Air(3 g1 BrkCrj = 32721 2k—1 Air BriChj. To velja za vsak
par indeksov, torej sta obe matriki enaki.

ZGLED. Najbo A= | | B:H g] [3
(AB)C:[ H } [29 23]7A( [(1)

2. Komutativnost v splosnem ne velja: AB # BA

? Tedaj imamo

13123

11 11 . 0 2 1 2
ZGLED. [0 1], B = [ 1 1].TedaJJeAB— [ 1 1]mBA [_1 0}
1 0 0
. L . 01 0
3. Enota (nevtralni element) za mnozenje je matrika I =
0 0 1

Matriko I imenujemo identi¢na matrika.
Res: Al =TA = A.
4. Distributivnost produkta glede na vsoto: (A+B)C = AC+BC,C(A+B) =CA+CB

Dokaz. Velja > ;' (@i +bik)Chj = D p—q QikChj + D peq bikChj in D5y Cir(ar;j +bij) =
> et CikOhj + D p—q Cikbrj.

5. Netrivialnost: 1 # 0.
Zaradi nastetih lastnosti vsote in produkta kvadratnih matrik, je mnozica M, , vseh

matrik reda n X n netrivialen nekomutativen kolobar z enoto. Videli bomo, da za n > 1
ni obseg, ker ne obstaja inverz za vsako od 0 razli¢cno matriko.

ZGLED. Matrika [ 8 (1) } nima inverza. Prepricajte se o tem sami.

Pri mnozenju matrik veljajo nekatere posebnosti, ki jih pri stevilih ne opazimo:

(a) A% =0, éeprav A # 0, primer [ 8 (1) ]
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(b) AB =0, ¢eprav A # 0 in B # 0, primer A = [ ; :; }, B = [ 1 ; ]
A0 0
0 A 0
DEFINICIJA. Skalarna matrika reda n X n je matrika: Al =
0 0 .. A

Z uporabo skalarne matrike lahko uvedemo skalarno mnozZenje matrik (tudi za nek-
vadratne matrike), tako da postavimo AA = (AI)A. Rezultat je matrika, ki ima vse
elemente pomnozene z A. Pri tem veljajo lastnosti: p(AA) = (uN\)A, A+ pu)A = NA +
uA, M(A+ B)=MA+ B, 1.A=A.

A0 ... 0
A ... 0

DEFINICIJA. Diagonalna matrika reda m x m je matrika oblike: )
0 0 .. An

Ce je A matrika reda m x n, dobimo matriko DA tako, da prvo vrstico pomnozimo z
A1, drugo z Ay itd. Pri racunanju matrike AD (kadar je to mozno) se prvi stolpec pomnozi
z A1, drugi z Ao itd.

DEFINICIJA. Transponiranje matrik zamenja vrstice in stolpce: (AT)Z-]- = Ay

1 2 3 1 47
ZGLED. A=|4 5 6 |,AT=]2 5 8
78 9 36 9
Lastnosti: (AT)" = A, (A+B)T =AT + BT, (AB)T =BTAT.

Inverzna matrika. Spet naj bo A kvadratna matrika reda n x n. Inverzna matrika
matrike A je po definiciji taka kvadratna matrika X istega reda, da je AX = XA =1. Ni
pa treba, da inverzna matrika vedno obstaja (tak primer smo ze imeli). Inverz identi¢ne
matrike I je kar matrika I. Ce inverz k A obstaja, je en sam in ga oznac¢imo z A1

3 -1

_ 121 -1 _
ZGLED.A._[ },A = [_5 )

5 3
daje AA™l=A"1TA=1.

} Lahko naredimo preskus in ugotovimo,
DEFINICIJA. Matrika A je obrnljiva (regularna, nesingularna), kadar ima inverz.
Vse obrnljive matrike reda n x n sestavljajo za mnozenje (nekomutativno) grupo.
Lastnosti:

1. Ce je matrika A obrnljiva, je obrnljiva tudi matrika A=! in velja (A~1)~! = A.
Dokaz. Iz enakosti AA~™!' = A='A = I vidimo, da je A inverz matrike A~

2. Ce je A obrnljiva matrika, je obrnljiva tudi matrika AT in velja (A7)t = (A~1)T.

Dokaz. Transponirajmo enakost AA~! = A='A = I in dobimo po pravilih za transponi-
ranje produkta (A~1)TAT = AT(A=1)T = I. Odtod vidimo, da je (AT)~! = (A=1)T.
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3. Cesta A in B obrnljivi matriki, je obrnljiv tudi produkt AB in velja (AB)~! = B~1A~!,

Dokaz. Sledi iz ra¢una (AB)(B~!A™1) = (B~'A71)(AB) = 1.

2. Determinante kvadratnih matrik

Naj bo A kvadratna matrika reda n > 1. Z A(i|j) oznac¢imo podmatriko v A, ki jo
dobimo tako, da precrtamo i-to vrstico in j-ti stolpec.

DEFINICIJA. Determinanta kvadratne matrike A je definirana induktivno, glede na
red n matrike A:
1. Zan =1naj bodet A =a;.
2. Zan > 1naj bodetA = a1 A11 + a12di2 + ... + a1nAin, kjer so Alj kofaktorji k ele-
mentom prve vrstice. Za vsak par (i,7) je A;; = (—1)""7 det A(i|j) (ker je matrika A(ilj)
reda n — 1, znamo det A(i|j) Ze izracunati).

Kadar izracunamo determinanto po definiciji, re¢emo, da smo jo izracunali z razvojem
po prvi vrstici.

ZGLED. (a) Determinanto matrike reda 2 dobimo z navzkriznim mnozenjem elementov
na diagonali in na kodiagonali:

a a
A= u 12 s det A = a11a92 — a120a91 .
a1 a2

a11 a2 Q13
(b) Determinanta matrike A = | a1 ag2 a23 | je enaka

az1p asz as3
det A = ajiagea33 + a12a23a31 + a13a21a32 — A11G23032 — A12021033 — 413022031 -

Isto dobimo, ¢e matriki na desni pripiSemo prva dva stolpca, nato pa zmnozimo elemente
po treh vzporednih diagonalah, jih seStejemo, od te vsote pa odstejemo vsoto produktov
po treh vzporednih kodiagonalah (Sarrusovo pravilo).

ZGLED. Determinanta enotske matrike je enaka 1.

Lastnosti determinant. Sama definicija determinante je za racunanje precej nerodna.
Iz lastnosti determinant, ki si jih bomo sedaj ogledali, pa bodo sledila prakti¢na navodila,

kako lahko determinanto tudi nekoliko ve¢je matrike hitro izracunamo.

1. Determinanto lahko razvijemo tudi po kaksni drugi vrstici, tako da je za vsak 1
det A = a;14;1 + a;pAio + ... + aindin

Formulo preverimo npr. na matrikah reda 2 in 3.
2. Ce je v matriki A ena vrstica enaka 0, je det A = 0.
Dokaz. Determinanto razvijemo po vrstici, ki je enaka 0.

3. Ce iz matrike A dobimo matriko B tako, da v A eno vrstico pomnozimo s konstanto

k, je det B = k det A.

Dokaz. Pomnozimo npr. i-to vrstico matrike A s k. Potem je po formuli za razvoj
determinante po ¢-ti vrstici det B = b;1 B;1+...+ bjn Bin = k:(al-lAﬂ +... +amAm) = kdet A.
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4. Ce v matriki zamenjamo dve vrstici, spremeni determinanta predznak.

Dokaz. 7 zamenjavo i-te in i + 1-te vrstice dobimo iz matrike A matriko B, kjer je
bik, = aiy1k in biy1x = a; za vsak k, ostali elementi so nespremenjeni. Zato je

det B=bi111Biy11 + ... + biz1.nBitin =
= (=) ydet B(i 4 1[1) + oo + (= 1) Db, det B(i 4 1|n) =
= (=1)FDH g det A1) + ... + (=1)FFD g, det A(in) =

= —(aﬂAil + ...+ amAm) =—detA
Kadar zamenjamo ¢-to in j-to vrstico, preskoc¢imo liho mnogo vrstic, zato se tudi v tem
primeru predznak determinante spremeni.

5. Ce sta v matriki A dve vrstici enaki, je det A = 0.

Dokaz. Enaki vrstici med seboj zamenjajmo. Po eni strani se determinanta ne spre-
meni, saj je nova matrika enaka prejSnji. Po drugi sterani pa spremeni predznak (tocka
4). Oboje je mozno le v primeru, ko je determinanta enaka 0.

6. Izraz a;1Aj1 + aipAjo + ... + aimAjn, kjer so Aj, kofaktorji k elementom vzporedne
vrstice, je enak 0.

Dokaz. Ta izraz je enak determinanti matrike, ki ima i-to in j-to vrstico enaki.

7. Ce iz matrike A dobimo matriko B tako, da v A pomnoZimo j-to vrstico s konstanto
k in jo pristejemo i-ti vrstici, je det B = det A.

Dqkaz. Spet uporabimo formulo za razvoj po i-ti vrstici det B = b;1B;1 + ... + bjn Bin =
(=1)" (a1 +kajr) det A(i[1) 4 ... 4 (= 1) (ain + kajn) det A(i|n) = an At + ... + ain Ain +
k(aj1An+...+ainAj,) = det A+k det( matrika, v kateri stai—ta in j—ta vrstica enaki) =
det A.

ZGLED. Zadnjo lastnost izkoristimo za to, da (z zaporednimi vrstiénimi transforma-

1 -2 2 1 -2 2
cijami) pridelamo v matriki ¢im ve¢ nicel. A = 3 1 2(,B=|0 17 —4
-2 41 0 0 5

Sledi det A = det B = 35.
8. Determinanta se ne spremeni, ¢e matriko A transponiramo: det AT = det A.
Trditev preverimo le za matrike reda 2 in 3.
POSLEDICA. Vseeno je, ¢e racunamo determinanto kvadratne matrike z razvojem po
katerikoli vrstici ali po kateremkoli stolpcu. Namesto vrstiénih transformacij lahko uporabl-

jamo stolpéne transformacije.

ZGLED. Izracunajte determinanto matrike na razli¢cne nac¢ine in rezultate primerjajte
med seboj. Rezultat je

b

I

|
I R
—_ =N
_— o W
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9. Ce je matrika zgornja ali spodnja trikotna, je njena determinanta enaka produktu
diagonalnih elementov det A = a11a22...Gnn-

Dokaz. Oglejmo si npr. zgornjo trikotno matriko in izra¢unajmo njeno determinanto z
razvojem po prvem stolpcu. Ker je od 0 razlicen le element na prvem mestu, njegov kofak-
tor pa je enak poddeterminanti, ki je tudi zgornja trikotna, lahko postopek nadaljujemo
do konca.

10. Determinanta produkta dveh matrik je enaka produktu njunih determinant:
det AB = det Adet B

Lastnost preverimo le za matrike reda 2.
Adjungiranka kvadratne matrike.

Spoznali bomo Se eno matriko, ki je dani matriki prirejena ali adjungirana in omogoca
pod dolo¢enimi pogoji izracunati inverzno matriko.

DEFINICJA. Matrika B = (b;;) je adjungiranka matrike A (oznaka B = adj A), ¢e za
vsak i,5 = 1,2,...,n velja bj; = Aj;, kjer so A;; kofaktorji k elementom matrike A. Ce je
torej A= (al-j), je adJ A= (AZJ)T

Adjungiranko dobimo tako, da najprej poiséemo k vsakemu elementu matrike A pri-
padajoci kofaktor in nato matriko kofaktorjev Se transponiramo.

1 3 2 5 12 -1
ZGLED. A=| -1 -1 -1 |,B=adjA=| -4 -6 -1
2 3 -2 -1 3 2

TRDITEV. Vedno velja A(adj A) = (adj A)A = (det A)I.

Dokaz. Oznac¢imo B = adj Ain C = AB. Tedaj za vsak i velja ¢;; = a;1b1;+...+ainbp; =
a1y + ... +ainAi, = det A. Za i # j pa dobimo Cij = aﬂblj + ...+ ambnj = aﬂAﬂ + ...+
ainAjn = 0 (glej tocko 6). Torej je AB = (det A)I. Transponirajmo: BT AT = (det A)I.
Ce adjungiranko transponiramo, dobimo adjungirano matriko k transponirani, torej (adj
A)T =adj AT. Se pravi, da imamo (adj AT)AT = (det AT)I. To velja za vsak A, torej
tudi za AT: (adj A)A = (det A)I.

IZREK. Kvadratna matrika A je nesingularna (obrnljiva) natanko takrat, ko je det A #
0. V tem primeru je
1
Al = dj A
det A
Dokaz. Ce obstaja B, da je AB = I, velja po lastnosti (8) det Adet B = det AB =
det I = 1. Torej mora biti det A # 0. Ce pa je det A # 0, iz formule A(adj A) = (det A)I

dobimo z deljenjem z determinanto zgornjo formulo za inverz matrike A.

ZGLED. (a) Za matriko A = [ 3 2 } je A1 = [ 1 -2 ]

11 -1 3
1 3 2 5 12 -1
(b) Inverz matrike A= | =1 -1 —1 | jematrika A™'=3| -4 —6 -1

2 3 -2 -1 3 9
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V obeh primerih lahko napravimo preskus.

3. Sistemi linearnih enacb

Zmnanje o raCunanju z matrikami in determinantami bomo uporabili pri reSevanju splosnih
sistemov linearnih enacb.

Cramerjevo pravilo. Naj bo A kvadratna matrika reda n. Poleg tega naj bo nesingu-
larna, tako da obstaja njen inverz A~!. Kot vemo je to res natanko takrat, ko je detA # 0.

Resujemo matriéno enacbo Ax = b, kjer je b stolpec desnih strani (dolzine n) in z stolpec
neznank (prav tako dolzine n). Formalno je resitev enaka

r =AY oziroma x =

1
adjA)b
detA( i4)
Zapisimo definicijo adjungiranke, pa dobimo za vsak j
1
= M(Aljbl + Agjbg + ...+ An]bn)
Tu so A;; kofaktorji k j-temu stolpcu. Ce oznacimo z A; matriko, ki ima iste stolpce kot
A, le j-ti je zamenjan s stolpcem desnih strani, je za vsak j =1,2,....,n
detAj
xj =
detA
To je znamenito Cramerjevo pravilo za reSevanje take enacbe s kvadratno nesingularno
matriko. Resitev je o¢itno ena sama.

Lj

Enacbo Az = b lahko zapiSemo po komponentah in dobimo sistem linearnih enacbh

a11r1 + a12%2 + ... + a1pxn, = by
2171 + a2%2 + ... + apxy, = by
an1x1 + oo + ... + apnxn = by
ZGLED.
3r1 —2x0+2x3— 4 = —4
1+ 3x9 — 23+ 214 = 3
201+ o+ 0x3+ 24 = 1
Ox1+ 204+ 3+ 4 = 6

Dobimo detA = —2, detA; = 2, detAs; = —2, detA3 = —6, detA, = —4. Torej je reSitev
561:—1, 562:1, .’E3:3, .’E4:2.

Sploéni sistemi linearnih enacéb. To je sistem m linearnih enacb z n neznankami
T1,X2, ..., Ty oblike

a1r1 + ajore + ... + apr, = by
ao1x1 + ax9ro + ... + aonx, = bo
Am1T1 + Q2o + ... + QnTn = bn

Stevila a;j so koeficienti sistema, iz njih sestavimo t.i. osnovno matriko sistema A =
(aij), ki je reda m x n. Stevila b; sestavljajo stolpec (vektor) b = (by, b, ..., by,) " dolzine m,
ki ga imenujemo desna stran sistema. Tudi iz neznank sestavimo stolpec z = (x1, g, ..., Zn) |
dolzine n. Sistem potem lazje zapiSemo v matriéni obliki: Ax = b. Véasih zapiSemo os-
novno matriko sistema skupaj z desno stranjo v eni sami matriki A = [A4;b]. To je t.i.
razsirjena matrika sistema.
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ZGLED. Sisteme linearnih ena¢b poznamo Ze iz srednje Sole, npr.: ax = b (ena enacba
z eno neznanko), ax + by = ¢ (ena enacba z dvema neznankama), a1 + a12y = b1, azix+
a2y = be (dve enacbi z dvema neznankama) itd.

Podmatrika dane matrike A je zozitev matrike A kot preslikave na manjSo indeksno
mnozico {i1,92, ..., imy } X {J1,792, s Jny > Kjer je my < m, n; < n in so i; poljubni indeksi
izmed 1,2,...,m, j, pa poljubni indeksi izmed 1,2,...,n. Ce je m; = ny, recemo, da je
podmatrika kvadratna.

DEFINICIJA. Rang matrike A je red najvecje kvadratne podmatrike v A, ki ima od 0
razlicno determinanto. Ozna¢imo ga z r = r(A).

ZGLED. Rang nicelne matrike A = 0 je enak 0. Ce je v matriki vsaj en od 0 razlicen
element, je rang matrike vsaj 1. Rang matrike reda m X n ne more biti vecji niti od m niti
od n. Ce matriko povecamo (dodamo kaksen stolpec ali vrstico), se rang kve¢jemu poveca.
Rang naslednje matrike je npr. enak 2, ker je detA = 0, lahko pa najdemo podmatrike
reda 2 x 2, ki imajo od 0 razli¢cno determinanto.

0 -1 1
A= —1 1 0
1 0 -1

IZREK. Splosni sistem m lineranih enacb z n neznankamsi je resljiv natanko takrat, ko
je rang osnovne matrike sistema A enak rangu razsirjene matrike A, torej r(A) = r(A).
Ce je skupni rang r = n, tma sistem eno samo resitev. Ce pa je r < n, obstaja n —r nez-
nank, katerih vrednosti si lahko poljubno izberemo (ali jih pustimo kot parametre), druge
neznanke se potem z njimi linearno izraZajo in so zato z njimi natanko dolocene.

Dokaz. Rang osnovne matrike r = r(A) je vedno manjsi ali enak n. Predpostavimo,
da je ustrezna podmatrika reda r z od 0 razlicno determinanto kar v levem zgornjem
kotu (sicer enacbe in neznanke med seboj zamenjamo). Leve strani sistema ozna¢imo z
L1, Lo, ..., Ly; odvisne so Se od neznank z1,zs,...,z,. Cejer <k <ninr < p < m,
imamo torej

Ly =anz1 +agxe + ... + a0 + ... + Q1T + ... + @1 Tn
Lo = ao1x1 +aggxs + ... + agpxy + ... + a9k + ... + aop Ty

L, = ap1x1 + apaxa + ... + apr®y + oo+ QppTp + ..+ Qpr Ty,

Tu je matrika koeficientov reda r v levem zgornjem kotu obrnljiva, se pravi, da ima od
0 razliécno determinanto, vsaka ve¢ja kvadratna podmatrika pa ima determinanto enako
0. Ce torej dodamo katerokoli nadaljnjo, npr. p-to vrstico, kjer je p > r, in katerikoli
nadaljnji, npr. k-ti stolpec, kjer je kK > r, dobimo matriko

aip a2 ... Aair Gaig

a1 azz ... agr G2k
A(p, k) = . o . A

ary Gr2 ... Qpp  Grk

ap1  Ap2 ... App apk

ki ima determinanto enako 0, detA(p,k) = 0, medtem ko je njen kofaktor k zadnjemu
elementu v zadnji vrstici razlicen od 0, torej Ay # 0.
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Ce so Ak, Aok, ..., Apk, A,y kofaktorji k elementom zadnjega stolpca matrike A(p, k),
izracunajmo izraz

Al + ...+ ALy + ApkLp =

Alk(allxl + a2 + ... + a1,Ty + ... + Q1T + ...+ alnxn) +
Ark(amixy + arao + oo + Xy + oo + Qg + oo + QrpTy) +
Api(apiT1 + apaa + oo+ QprXy + oo F AT + o QppTy) =

(a11 A1k + a21 Aok + ... + ar Av + ap1 Apr) 1+

(alnAlk + agn Aok + .. + arp Arg + apnApk)xn =0.

Prvih r oklepajev je enakih 0, ker predstavljajo determinante matrik z dvema enakima
stolpcema, ostali pa zato, ker so to determinante kvadratnih podmatrik reda ve¢ od r.
Dobili smo torej

AL+ Ao Lo + ... + App Ly + ApkLp =0,

kar lahko zaradi Ay # 0 zapiSemo tudi v obliki
L, = —(AyLy + Ao Lo+ ... + App Ly ) [ Apie.

Ce je nehomogeni sistem resljiv, se pravi, ¢e je pri nekih vrednostih 1, za, ..., &, izpol-
njenih vseh m enac¢b Ly = by, L = by, ..., Ly, = by, mora za vsak k > r in p > r (rang
osnovne matrike) veljati

b1Aig + bo Aoy + ...bp Arp + prpk =0

oziroma
bp = _(blAlk; + b2A2k; + ...+ brArk)/Apk;a

ker je Ay # 0. Prva enacba pomeni, da imajo tudi v razsirjeni matriki sistema vse
podmatrike reda ve¢ kot r determinanto enako 0. Rang razSirjene matrike je torej manjsi
ali enak r. Ker pa manj kot r (ki je rang osnovne matrike) ne more biti, je enak r in oba
ranga se ujemata.

Obratno, naj bosta ranga osnovne in razsirjene matrike enaka, se pravi, da za vsak
k,p > r velja ena od zgornjih relacij. Tedaj je sistem resljiv. Poljubno namre¢ izberemo
zadnjih n — r neznank x,1, Zr42, ..., 2, in iz sistema

a1171 + a1222 + ... + a1, T = b1 — A1 1 Tpgp1 — -0 — ATy
a1 T1 + 222 + ... + A2pTp = b1 — A2 p 4 1Tpg1 — ... — A2 Ty,
ar1T1 + r2T2 + .o + Ay = by — Qpp41Lr41 — oo — QppTnp

ki ima obrnljivo osnovno matriko, izracunamo Se x1, 2, ..., Z,. Tako smo izpolnili prvih r
enachb. Potem te resitve resijo oziroma zadovoljijo tudi vsako nadaljnjo enac¢bo, npr. za
vsak p > r (po predpostavki)

Ly = —(Aiply + Ao Lo + ... + AppLy) [Apr, = — (b1 Arg + b2 Aoy + o + bp Arg) [Apie = b

ZGLEDI.
r—y+z = 3
1. 22+ y—2z = 3

—x+4y—6z = —6
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Rang osnovne in razSirjene matrike je enak 3, torej je sistem enoli¢no resljiv. Resitev
: T
Je (27 _17 0) .

4+ y+ 2z =1
2. zz4+0y— 2z = 2
—r+0y+ 2z = a

Ce je a = —2, je obakrat rang enak 2, sistem je resljiv in dobimo enoparametri¢no druzino

resitev: (2,—1,0)T + 2(1,-2,1)T. Ce je a # —2, sistem ni resljiv, ker sta ranga osnovne
in razsirjene matrike razli¢na.

Gaussov postopek. Naslednji postopek omogoca sistemati¢no reSevanje poljubnih
sistemov. Uporabljamo ga lahko tudi za dolo¢anje ranga dane matrike ali za racunanje
inverzne matrike. Na sistemu lahko opravimo naslednje vrsticne transformacije:

- zamenjamo dve vrstici med seboj,

- pomnozimo eno vrstico s poljubnim od 0 razliénim Stevilom,

- pristejemo eno vrstico drugi.

S temi transformacijami prevedemo dani sistem v drug sistem, ki pa je ekvivalenten prvemu
v tem smislu, da ima iste resitve.

Transformacije izvajamo na razsirjeni matriki sistema (ki vsebuje vse informacije o sis-
temu) in ne na celem sistemu (ni treba pisati neznank). Cilj je prevesti razsirjeno ma-
triko sistema na zgornjo trikotno obliko. Iz nje potem rekurzivno (od zadaj) z lahkoto
izracéunamo vrednosti neznank, ali pa ugotovimo, ¢e sistem morebiti ni resljiv.

ZGLED. 1. Oba prejsnja primera hitro uzenemo z Gaussovo metodo.

2. Racunanje inverzne matrike: Dani kvadratni matriki, ki je obrnljiva, pripisemo zadaj
Se enotsko matriko I. Na tako razsirjeni matriki izvedemo vrsticno-ekvivalentne transfor-
macije s ciljem, da prvotno matriko pretvorimo v diagonalno oziroma v identi¢no. Na
dodanih mestih dobimo inverzno matriko. Primer:

1 -2 2100 100 | 1/9 2/9 —2/9
A=| 2 21010 |~.n~]|010 ] —2/9 2/9 1/9
-2 12 ] 00 1 001 | 2/9 1/9 2/9

DEFINICJA. Ce je b = 0, imenujemo sistem homogen, za b # 0 pa nehomogen.

Oglejmo si podrobneje homogene sisteme linearnih enacb. Tak sistem je vedno resljiv,
saj se rang razsirjene matrike ne more povecati (osnovno matriko razsirimo le s stolpcem
0). Tudi sicer lahko eno resitev hitro uganemo, namre¢ trivialno resitev: x = 0 oziroma
r1 = x9 = ... = x, = 0. VpraSanje pa je, ali obstajajo tudi druge, netrivialne resitve. Le-te
obstajajo natanko takrat, ko je rang osnovne matrike r < n. Kot prej si lahko vrednosti
n —r neznank izberemo poljubno, ostale so z njimi dolo¢ene, in dobimo n —r parametri¢no
resitev. Ce pa je r = n je reditev ena sama, torej trivialna.

POSLEDICA 1. Ce je enaéb manj, kot je neznank (m < n), je homogeni sistem netriv-
talno reshiv.

Dokaz. V tem primeru je namre¢ rang r < m < n.

POSLEDICA 2. Homogeni sistem n enac¢b zn neznankami je netrivialno resljiv natanko
takrat, ko je determinanta sistema enaka 0.
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Dokaz. Zdaj je seveda r < n natanko takrat, ko je determinanta osnovne matrike
sistema enaka 0.

ZGLEDI.

r— y+2z = 0
1. 242y— 2 = 0

24+ y+2z = 0
Tu je determinanta osnovne matrike enaka 0. Neznanko z izberemo poljubno, ostane
sistem x —y = —2z, x 4+ 2y = z. Sedaj je determinanta enaka 3, torej imamo pri danem
z eno samo resitev x = —z, y = z oziroma (z,y,2)" = 2(—1,1,1)" (en parameter).

r— y+2z = 0

2. 2x4+2y—4z = 0

—z+ y—2z = 0

Najvecja od 0 razlicna poddeterminanta je tu reda 1, dve neznanki, y in z, poljubno
izberemo, za x pa dobimo z = y — 2z ali drugace: (z,v,2)" = y(1,1,0)T + 2(=2,0,1)T
(dva parametra).

r— y+2z = 0
3. x4+2y—2 = 0
r+y+z = 0

Sedaj je determinanta razlicna od 0 in sistem ima eno samo - to je, trivialno - reSitev:
(x’ y’ Z)T = (0’ 0’ O)T'

Linearna neodvisnost. Imejmo npr. n stolpcev dolzine m, a; = (a11,a21, ..., am1) ',
ay = (a12,022, .., Gm2) | yeney Gy = (@10, G20y ooy G ) | Stolpce lahko med seboj sestevamo
(po komponentah, kot matrike) in mnozimo s skalarji (kot matrike). Stolpcem pogosto
recemo vektorji (v m razseznem prostoru).

DEFINICLJA. Linearna kombinacija stolpcev (vektorjev) aq,aq, ...,ay je izraz (stolpec,
vektor) oblike z1a1 + xoag + ... + xpan, kjer so x1, x9, ..., z, realna stevila (koeficienti lin-
earne kombinacije).

DEFINICIJA. Recemo, da je mnozica stolpcev (vektorjev) ay,asg, ..., a, linearno neod-
visna, Ce iz dejstva, da je x1a1 + xoa9 + ... + xpa, =0, sledi 1 = 9 = ... =z, = 0.

Zapisimo dejstvo, da je linearna kombinacija stolpcev enaka 0, po komponentah. Dobimo
homogeni sistem linearnih enacb z neznankami, ki so koeficienti v linearni kombinaciji.

anzy +aipre + ... +apry, = 0
anxy + axnry + ...+ amry, = 0
Am121 + Qmaxo + .. + G, = 0
Ta sistem ima samo trivialno re§itev x1 = z9 = ... = x,, = 0, natanko takrat, ko so stolpci

(vektorji) po definiciji linearno neodvisni.

ZGLED. Zadnji primer resevanja homogenega sistema linearnih ena¢b pove, da so stolpci
(1,1,D)7, (=1,2,1)T, (2,—1,1)T med seboj linearno neodvisni. Stolpci osnovne matrike
prvega ali drugega sistema niso taki.

Vedno so neodvisni stolpci, ki imajo samo na enem mestu 1, drugje pa 0, torej stolpci
e1 = (1,0,..,0)7, es = (0,1,...,0) 7, ..., e, = (0,0,...,1,0,...,0) T, ¢e je n < m (dolzina
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stolpcev). Linearna kombinacija z1e1 + z2e2 + ... + x, €, = 0 namre¢ pomeni, da je stolpec
(21,29, ..., 2,0,...,0) T enak 0, oziroma z; = 29 = ... = x,, = 0. Isto bi dobili tudi iz
homogenega sistema lineranih enacb (osnovna matrika je kar identi¢na matrika).

Po drugi strani pa v primeru n > m, noben nabor n stolpcev ai,as, ..., a, ne more biti
linearno neodvisen, ker sedaj dobimo homogeni sistem linearnih enach, ki ima ve¢ neznank
kot je enacb in je zato vedno netrivialno resljiv (rang je manjsi od n).

OPOMBA. Ce z matriko A reda m x n delujemo na stolpec e, (dolzine n), ki ima na
k-tem mestu 1, drugod pa same 0, dobimo za rezultat ravno k-ti stolpec matrike A, torej
Aek = ak.

TRDITEV. Naj bo A poljubna kvadratna matrika. Tedaj so stolpci ay,as, ..., a, matrike
A linearno neodvisni natanko takrat, ko je matrika A obrnljiva.

Dokaz. Denimo, da so stolpci matrike A linearno neodvisni. Tedaj iz z1a1 + x2a9 +
co+zpa, =0, sledi 1 = 29 = ... = x, = 0, oziroma ustrezni homogeni sistem Az = 0 ima
samo trivialno resitev = 0. To je mogoce le v primeru, ko je determinanta osnovne ma-
trike sistema, to pa je ravno matrika A, razli¢cna od 0. Obratno, ¢e je matrika A obrnljiva,
je sistem Az = 0 enoli¢no trivialno resljiv in stolpci matrike so linearno neodvisni.

4. Lastne vrednosti in lastni vektorji matrik

Imejmo same kvadratne matrike reda n. Najprej bomo vpeljali mednje posebno relacijo
podobnosti.

DEFINICIJA. Matrika A je podobna matriki B, ¢e obstaja obrnljiva matrika S, da velja
A=SBS .

Hitro se lahko prepricamo, da je podobnost ekvivalenéna relacija med matrikami. Pri
refleksivnosti za S vzamemo identiéno matriko, pri simetri¢nosti vlogi S in S~! zamen-
jamo, pri tranzitivnosti pa je A = SBS~! = STCT-1S~1 = (ST)C(ST)™!, ¢e je tudi
B=TCT .

Kdaj lahko dosezemo, da je dana matrika A podobna neki diagonalni matriki D =
diag(A1, Agy eeey Ap)?

DEFINICIJA. Matrika A se da diagonalizirati, ¢e je podobna neki diagonalni matriki.

ZGLED. Matrika
117 [1 171 =1]_
02|~ |o1|lo 2|

je podobna diagonalni matriki [ (1) g ], torej se da diagonalizirati.

Denimo, da se matrika A da diagonalizirati, torej A = SDS™!, kjer je D diagonalna
matrika, torej D = diag(A1, A2, ..., An), S pa poljubna obrnljiva matrika. Tedaj velja
AS = SD in od tod za vsak k = 1,2, ...,n imamo ASe, = SDej, oziroma Asy = Agsg, kjer
so sp stolpci matrike S, se pravi s = Sei. Ker je S obrnljiva matrika, so njeni stolpci
81,82, ..., 8, PO zadnji trditvi v prejSnjem razdelku linearno neodvisni.
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DEFINICIJA. Naj bo A kvadratna matrika reda n z realnimi koeficienti in A\ realno
Stevilo. Od 0 razliéen stolpec x dolzine n, ki zadoS¢a matri¢ni enacbi

Azx = Az,

imenujemo lastni vektor matrike A, Stevilo A, pri katerem obstaja vsaj en lastni vektor (se
pravi, vsaj ena netrivialna resitev zgornje matri¢ne enacbe), pa lastna vrednost matrike A.

Recemo, da lastni vektor  pripada lastni vrednosti A. Ce obstaja en lastni vektor x, jih
je v resnici neskonéno mnogo, vsak mnogokratnik kz je tudi lastni vektor (za isto lastno
vrednost \).

Lastni vektorji so torej netrivialne resitve enacbe Ax — Ax = 0, ki predstavlja homogen
sistem linearnih enacb z osnovno matriko AI — A. Le-ta je, kot vemo, netrivialno re§ljiv
natanko takrat, ko je det(A] — A) = 0.

DEFINICIJA. Matrika

A — all —al2 ... —Q1p

—a A—a —a
AN — A= 21 22 2n
—Qn1 —QAp2 ... A — Apn

se imenuje karakteristiéna matrika, njena determinanta det(Al — A) pa karakteristicni poli-
nom matrike A. Ta polinom je stopnje n, kolikor je red matrike A.

OPOMBA. Lastne vrednosti so torej nicle karakteristiénega polinoma. Ta polinoma ima
realne koeficiente (¢e so realni koeficienti matrike A), lahko pa se zgodi, da nima nobene
(realne) nicle in matrika zato nobene (realne) lastne vrednosti.

ZGLED. A — | 098¢ —sin¢ |
sing  cos¢

V kompleksnem nicle polinoma z realnimi (ali kompleksnimi) koeficienti vedno obsta-
jajo po osnovnem izreku algebre. Torej vedno obstajajo tudi (kompleksne) lastne vrednosti
matrike A.

2 2
ZGLED. A = [ 3 1 }
Determinanta karakteristicne matrike oziroma karakteristi¢ni polinom je v tem primeru
A2 — 3\ — 4 z niclami \; = 4, Ay = —1. Lastni vektor, ki pripada lastni vrednosti A = 4,
jenpr. (1,1)T (in veckratniki), lastni vektor za A = —1 pa npr. (2, —3)" z veckratniki.

1ZREK. Kvadratna matrika A reda n se da diagonalizirati natanko takrat, ko ima
natanko n linearno neodvisnih lastnih vektorjev.

Dokaz. Predno smo definirali lastne vrednosti in lastne vektorje smo Ze spoznali tole.
Ce se matrika A da diagonalizirati, A = SDS™!, D = diag(\1, Mg, ..., Ay ), 50 stolpci matrike
S lastni vektorji, pripadajoci lastnim vrednostim Ay, Ao, ..., A,. Teh vektorjev je n in so
zaradi obrnljivosti matrike S linearno neodvisni.

Obratno: Iz n linearno neodvisnih lastnih vektorjev sq, so, ..., s, sestavimo obrnljivo ma-
triko S. Pri tem velja AS = SD, kar pomeni, da je A = SDS~! in matrika A je podobna
diagonalni matriki D.

2 =3 3
ZGLED.1. A=|4 -5 3
4 -4 2
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Karakteristicni polinom je det(A — A) = A3 + A2 — 4\ — 4, lastne vrednosti 2,-1,-2,
pripadajoéi lastni vektorji (po vrsti) (1,1,1)T, (1,1,0)T, (0,1,1)". Matrika se torej da
diagonalizirati: A = SDS™!, kjer je

110 2 0 0
S=|111|, D=0 -1 0
101 0 0 -2

1
2.A=1|1 -
2

O = DN
I Y

Tu je det(AM — A) = X3 — X2 — 5\ — 3, lastne vrednosti A\; = 3, \a = A\3 = —1, pri-
padajoci lastni vektor za A = 3 je (2,1,2)T, za A = —1 pa (2, -1, —2)". Tretjega linearno
neodvisnega lastnega vektorja ni, zato se matrika A v tem primeru ne da diagonalizirati.

TRDITEV. Razlicnim lastnim vrednostim matrike A pripadajo linearno neodvisni lastni
vektoryi.

Dokaz. Dokaz poteka z indukcijo na Stevilo razlicnih lastnih vrednosti matrike A.
Naj bodo A1, Ag, ..., A, ... razli¢ne lastne vrednosti matrike A in x1,x9, ..., Tk, ... (poljubno
izbrani) pripadajoci lastni vektorji. Pokazali bomo, da je za vsak k lastni vektor xy,
ki pripada lastni vrednosti A, linearno neodvisen od vseh prejsnih lastnih vektorjev
Z1,%2,...,Tp—1 (ki so med seboj Ze linearno neodvisni). Denimo, da je xy = ajx1 + agzo +
e Fap_17)_1, kKjer so a; € C. Potem je a1 A\px1 + oo + ... + Q1 ApTp_1 = AT =
Az = a0 Ax1 +oagAxo+ ...+ ap_1Axp_1 = qp A T1 +aoXoxo + ...+ Qp_1Ap_1TE—_1, OZiroma
a1 (A — A1)z + ap(Ag — A2)xa + oo + ag—1( Ay — Ak—1)x—1 = 0. Ker so po predpostavki
vektorji x1, x2, ..., Tx_1 linearno neodvisni, bi morali biti vsi koeficienti enaki ni¢, kar pa je
nemogoce, saj je \p # A\; za vsak ¢ = 1,2, ...,k — 1 in niso vsi a; = 0, sicer bi bil z; = 0.
To ne gre, saj je tudi x; lastni vektor matrike A in zato po definiciji razlicen od O.

OPOMBA. Ce ima torej matrika A reda n same razli¢ne lastne vrednosti, so pripadajoci
lastni vektorji med seboj linearno neodvisni in vsak izmed njih razpenja enorazsezni pod-
prostor (poleg njega so lastni vektorji Se vsi njegovi veckratniki). Matrika se v tem primeru
da diagonalizirati. Ce pa je kaksna od lastnih vrednosti veckratna, ji lahko pripada eden
ali ve¢ linearno neodvisnih lastnih vektorjev (najve¢ toliko, kakrsna je njena veckratnost).
Drugi lastni vektorji so od teh linearno neodvisni. Matrika se da diagonalizirati, ¢e pri
vsaki lastni vrednosti dobimo toliko linearno neodvisnih lastnih vektorjev, kolikor znasa
njena veckratnost, kajti samo v tem primeru so pogoji izreka izpolnjeni.
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III. ZAPOREDJA IN VRSTE

1. Urejenost in polnost sistema realnih stevil

V razdelku o algebrai¢nih strukturah smo spoznali, da tvorijo realna Stevila netrivialen
komutativen obseg za seStevanje in mnozenje. Seznanili smo se z naslednjimi desetimi
aksiomi, ki uravnavajo obe algebrai¢ni operaciji:

l.at+b=b+a

2. (a+b)+c=a+ (b+c)
3.a+0=a

4. a+(—a)=0
5. ab=ba

6. (ab)e = a(bc)
7.al=a

8. aa'=1zaa#0
9. (a+b)c = ac+ be
10. 0 # 1

Tem desetim aksiomom moramo dodati Se dva aksioma o urejenosti in en aksiom o pol-
nosti, ¢e hocemo, da je sistem realnih Stevil z aksiomi natanko dolocen.

Obstaja podmnozica P (pozitivnih §tevil) v R z lastnostjo:

11. Iz a # 0 sledi a € P ali —a € P.
12. Za vsak a,b € P jetudia+b € P ter ab € P.

Elementi v P so pozitivna realna Stevila. Negativna Stevila so nasprotna pozitivnim in
sestavljajo podmnozico —P = {—z,x € P}. Enajsti aksiom je t.i. aksiom o trihotomiji; v
bistvu pove, da je vsako realno Stevilo bodisi pozitivno, bodisi negativno bodisi enako 0.

Dvanajsti aksiom pa pravi, da je mnozica P pozitivnih Stevil zaprta za seStevanje in
mnozenje: ko izvajamo operaciji seStevanje in mnozenje z elementi mnozice P je rezultat
spet v mnozici P.

Podmnozica P doloca urejenost v R. Z njo namreé¢ lahko definiramo relacijo > (vedji)
s predpisom a > b <= a — b € P in relacijo < (manjsi) s predpisom a < b <= b > a.
Torej lahko zapisemo P = {x,x > 0} in —P = {z,x < 0}. Zaradi aksiomov 11. in 12.
veljajo za uvedeni relaciji naslednje lastnosti:

(i) Za poljubni realni stevili a in b je bodisi a < b, bodisi a > b bodisi a = b (trihotomija).

Res, razlika a — b, ¢e ni enaka 0, je po aksiomu 11 bodisi v P bodisi v —P.

(ii) Iz @ > b sledi a + ¢ > b+ ¢ za vsak ¢ € R.

Ce je a — b € P, je zaradi distributivnosti namreé tudi (a +c¢) — (b+c¢) =a —b € P.

(iii) Iz a > b sledi ac > be pri ¢ > 0 in ac < be pri ¢ < 0.

Zdaj iz a —b € P in ¢ € P sledi po aksiomu 12 tudi (a — b)c € P, se pravi ac — bc € P

oziroma ac > be. Ce pa je ¢ < 0, tj. —c € P, dobimo —(ac — be) = a(—c) — b(—c) € P,
torej ac < be.
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Drugi del tocke (iii) izraza znano dejstvo, da se pri mnozenju z negativnim Stevilom
neenacaj obrne.

Relacijo < (manygsi ali enak) vpeljemo s predpisom a < b <= a < b ali a = b, relacijo
> (vecji ali enak) pa s predpisom a > b <= a > b ali a =b.

Z uporabo pravkar definiranih neenakosti lahko definiramo razliéne podmnozice v R.

DEFINICLJA. Intervali so:

(a,b) = {x € Rya < x < b} (odprti interval),

[a,b] = {z € R;a < x < b} (zaprti interval),

[a,b) = {z € R;a < x < b} (navzgor odprti interval),
(a,b] = {x € Rya < x < b} (navzdol odprti interval),
oltraki so:

(a,00) = {z € R;x > a} (odprti desni poltrak),
[a,00) = {x € R;x > a} (zaprti desni poltrak),

,b) = {z € R;z < b} (odprti levi poltrak),

b] = {z € R;x < b} (zaprti levi poltrak).

Ll e~ Rl e

o0
oo,

Pravimo, da so intervali omejene mnozice, poltraki pa ne. Natan¢neje definiramo pojem
omejenosti na naslednji nacin.

DEFINICIJA. Podmnozica A C R je navzgor omejena, ¢e obstaja tako stevilo M € R,
da velja x < M za vsak x € A. Stevilo M imenujemo zgornja meja mnozice A.

Navzgor omejene podmnozice so npr. vsi intervali in levi poltraki, desni poltraki in
mnozica R vseh realnih Stevil pa niso navzgor omejene mnozice.

DEFINICIJA. Podmnozica A C R je navzdol omejena, Ce obstaja tako Stevilo m € R,
da velja x > m za vsak x € A. Stevilo m imenujemo spodnja meja mnozice A.

Navzdol omejene podmnozice so npr. vsi intervali in desni poltraki, prav tako npr.
mnozica vseh naravnih Stevil N, niso pa navzdol omejeni levi poltraki.

DEFINICIJA. Podmnozica A C R je omejena, Ce je omejena navzgor in navzdol, se
pravi, ¢e obstajata taki Stevili m, M € R, (m < M), da velja m < x < M za vsak = € A.

V tem primeru je podmnozica A vsebovana v nekem intervalu [m, M]. Prazno mnozico
imamo vedno za omejeno. Ce obstaja vsaj ena zgornja meja za dano podmnozico, je zgorn-
jih mej neskonéno mnogo (vsako vecje stevilo je tudi zgornja meja). Podobno je mnozica
spodnjih mej neskonéna, ¢e le ni prazna (vsako manjse stevilo je tudi spodnja meja). Za
neprazno mnozico A je mnozica njenih zgornjih mej vedno navzdol omejena (npr. s poljub-
nim elementom mnozice A), mnozica spodnjih mej pa navzgor omejena (z elementom iz A).

DEFINICIJA. Supremum sup A dane mnozice A je najmanjsa zgornja meja mnozice A,
infimum inf A mnozice A pa je najvecja spodnja meja mnozice A.

Definicijo infimuma in supremuma lahko povemo tudi takole, bolj formalno:
(i) Realno stevilo a je najvecja spodnja meja mnozice A, torej a = inf A, natanko takrat,

ko je a < x za vsak x € A in za vsak ¢ > a obstaja tak element z € A, da je x < ¢. Se
pravi, a je spodnja meja za mnozico A, nobeno Stevilo ¢ > a pa ni ve¢ spodnja meja za A.
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(ii) Realno stevilo b je najmanjSa zgornja meja mnozice A, torej b = sup A, natanko
takrat, ko je z < b za vsak x € A in za vsak ¢ < b obstaja tak element z € A, da je x > c.
Se pravi, b je zgornja meja za mnozico A, nobeno Stevilo ¢ < b pa ni ve¢ zgornja meja za A.

Najvecji spodnji (najmanjsi zgornji) meji re¢emo tudi natanéna spodnja (zgornja) meja.

Sedaj lahko definiramo Se zadnji, 13. aksiom za realna Stevila. To je t.i. Dedekindov
aksiom ali aksiom o polnosti.

Vsaka neprazna navzgor omejena podmnozica realnih Stevil ima najmanjso zgornjo mejo.

Dualna oblika aksioma se glasi: Vsaka neprazna navzdol omejena podmnoZica realnih
Stevil ima najvecjo spodnjo mejo. To je v resnici posledica 13. aksioma. Ce namre¢ mnozico
A zamenjamo z mnozico —A vseh njenih nasprotnih elementov, se tako kot neenakosti za-
menjajo zgornje meje s spodnjimi in supremum z infimom: inf A = —sup(—A4).

Veckrat bomo potrebovali eksistenco supremuma ali infimuma nekaterih nepraznih (navz-
gor ali navzdol) omejenih mnozic realnih Stevil. Eksistenca je zagotovljena ravno s tem
aksiomom. Kot zgled uporabe dokazimo naslednji trditvi.

TRDITEV 1. MnoZica vseh naravnih stevil N ni navzgor omejena.

Dokaz. Denimo, da bi obstajala kakSna zgornja meja za N. Tedaj bi po Dedekindovem
aksiomu obstajala najmanjsa zgornja meja M. Torej bi veljalo n < M za vsak n € N,
ne pan < M — 1 za vsak n € N. Toda potem bi lahko nasli stevilo n € N z lastnostjo
n>M-—1o0zn+1> M. Ker pa je naslednik n + 1 po Peanovem aksiomu tudi naravno
Stevilo, je to v nasprotju z dejstvom, da je M zgornja meja za N.

Ker mnozica naravnih stevil N ni navzgor omejena, pri poljubnem realnem stevilu a > 0
tudi mnozica {na;n € N} ni navzgor omejena (nima zgornje meje). Iz na < M za neko
stevilo M € R in vsak n € N bi namre¢ sledilo n < M/a za vsak n € N, kar ni mogoce.
Torej velja naslednji izrek:

IZREK. Naj bo a > 0. Za vsak b € R obstaja tako naravno stevilon € N, da velja na > b.

To je t.i. Arhimedova lastnost realnih Stevil. Po domace pomeni: ”iz malega raste
veliko”. Velikokrat bomo v nadaljevanju uporabljali tole njeno posledico: Za vsak a > 0
obstaja n € N z lastnostjo 1/n < a.

TRDITEV 2. Med poljubnima realnima steviloma a < b obstaja vsaj eno racionalno
stevilo.

Dokaz. Dovolj je, ¢e trditev dokazemo za pozitivni stevili. Ce sta obe negativni, si
ogledamo njuni nasprotni stevili —b < —a, ki sta pozitivni. Ce je eno od njiju enako
0, uporabimo posledico Arhimedove lastnosti. Ce pa je @ < 0 in b > 0, je med njima
racionalno Stevilo 0.

Denimo torej, da sta stevili @ in b pozitivni. Izberimo tako velik n, da je 1/n < b—a
(Arhimedova lastnost). Mnozica {p € N; p(1/n) > a} je zaradi arhimedove lastnosti
neprazna in kot podmnozica naravnih stevil navzdol omejena, zato ima infimum m, ki je
nujno naravno stevilo in tudi nujno pripada tej isti mnozici. Torej veljam/n = m(1/n) > a,
ne pa (m—1)/n = (m—1)(1/n) > a. Ce bi bilom/n > b, biimeli 1/n = m/n—(m—1)/n >
b — a, kar pa ni res. Torej je a < m/n < b.
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ZGLEDI. (a) Decimalni zapis realnih stevil. Pozitivno realno Stevilo z je supremum
mnozice spodnjih decimalnih priblizkov {zg,x¢.21,z¢.z122, ...}, saj je le-ta neprazna in
navzgor omejena s Stevilom xg 4+ 1, ali infimum mnozice zgornjih decimalnih priblizkov, ki
je navzdol omejena z xg.

(b) Kvadratni koren pozitivnega Stevila je po definiciji tako pozitivno realno Stevilo,
katerega kvadrat je dano Stevilo. Njegova eksistenca je v okviru realnih stevil zagotavljena
ravno z Dedekindovim aksiomom. Naj omenimo, da v obsegu racionalnih stevil Q Dedekin-
dov aksiom ne velja, zato nimamo vedno racionalnih kvadratnih korenov iz racionalnih
Stevil.

Za zgled si oglejmo kvadratni koren iz 2, ki (kot vemo iz 1. poglavja) ni racionalno
Stevilo. Mnozica racionalnih stevil {z € Q;2 > 0, 22 < 2} je neprazna in navzgor ome-
jena, zato ima po Dedekindovem aksiomu supremum a, ki je enak v/2. Iz a? < 2 bi namreé
sledilo (a+1/n)? < 2 za dovolj velik n (tak da je hkrati 1/n < a in 1/n < (2—a?)/3a; tedaj
je namreé 2a/n+1/n? < 3a/n < 2—a?), med a in a+1/n pa obstaja po trditvi 2 racionalno
stevilo x, za katerega bi torej tudi veljalo 22 < 2. Podobno bi videli, da a® > 2 prav tako ne
more veljati. Ker v/2 ni racionalno stevilo, dana mnozica v Q nima najmanjse zgornje meje.

2. Zaporedja realnih stevil

Definicija in podanost zaporedja

Eden najpomembnejsih pojmov v matematiki je pojem neskon¢nega zaporedja. Opazu-
jemo neskon¢no mnogo realnih stevil, ki so urejena po vrsti, tako da lahko vedno povemo,
katero je prvo, drugo, itd.

Formalno gledano je zaporedje realnih Stevil preslikava f : N — R. Sliko stevila n
ozna¢imo z x,, torej x, = f(n), in jo imenujemo n-ti ¢len zaporedja. Indeks n pove, na
katerem mestu v zaporedju stoji ¢len x,,. Vcasih tece indeks n od 0 naprej. Zaporedje bomo
zapisali (zy,)nen ali skrajsano (z,). Zalogo vrednosti preslikave f imenujemo sedaj zaloga
vrednosti zaporedja: {x,,;n € N}, zozitev preslikave f na neko neskonéno podmnozico
naravnih stevil {ni,ng,...}, kjer je ny < ny < ..., pa imenujemo podzaporedje (z,, ), nje-
gova zaloga pa je torej {zp,; k € N}. Zapomnimo si, da ima v skladu z definicijo zaporedje
vedno neskonéno mnogo ¢lenov, ¢eprav je njegova zaloga vrednosti lahko koncéna ali celo
sestavljena samo iz enega Stevila (tako zaporedje imenujemo konstantno).

ZGLEDI. Oglejmo si naslednja zaporedja x,, = n, =, = 1/n, =, = 2", x, = (-1)™.
Prvo je zaporedje vseh naravnih Stevil, njegova zaloga vrednosti je N, drugo pa je zaporedje
reciproi¢nih vrednosti naravnih Stevil. Tretji zgled pomeni zaporedje vseh potenc Stevila
2 (tu lahko tece n od 0 naprej). To je podzaporedje prvega zaporedja. Cetrti zgled je
zaporedje enk (pri sodih indeksih) in minus enk (pri lihih indeksih). Zaloga vrednosti je
konéna mnozica z dvema elementoma {1, —1}.

DEFINICIJA. Zaporedje realnih stevil je (navzgor, navzdol) omejeno, ¢e je (navzgor,
navzdol) omejena njegova zaloga vrednosti, torej ¢e obstajata konstanti M in m, da je
m < x, < M za vsak n € N (oziroma le z,, < M ali m < xz,).

DEFINICIJA. Zaporedje realnih Stevil je narascajoce (padajoce), ¢e velja xpy1 > xp
(Tn41 < p) za vsak n € N.

Definicija je tako Siroka, da imamo tudi konstantna zaporedja tako za narascajoca kot
za padajoca. Na kratko recemo, da so taka zaporedja monotona. Ugotovite, katera od prej
nastetih zaporedij so monotona? Katera pa so (navzgor, navzdol) omejena?
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Zaporedje je lahko podano
(a) eksplicitno, z navedbo splosnega ¢lena, npr. x, = e
(b) rekurzivno, z navedbo zaCetnega Clena in rekurzivne formule, npr. xg = 1, 2,41 = 2.
To zaporedje je bilo prej podano eksplicitno s splo$nim ¢lenom z,, = 2.

ZGLED. (a) Aritmeticno zaporedje je zaporedje, pri katerem je razlika dveh zaporednih
¢lenov konstantna, torej npr. z,41 — x, = d, kjer je d dana konstanta (t.i. diferenca
zaporedja). Ce je zacetni ¢len x, je splosni ¢len z,, = x¢ + nd, vsota vseh clenov do n-tega
pa s, = (n+1)zg+dn(n+1)/2 = (n+1)(zg + nd/2).

(b) Geometricno zaporedje je zaporedje od 0 razliénih stevil, pri katerem je kvocient
dveh zaporednih ¢lenov konstanten, torej npr. z,+1/z, = k, kjer je k dana konstanta (t.i.
kvocient zaporedja). Ce je zacetni élen g, je splosni ¢len x, = zok”, vsota vseh élenov do
n-tega pa s, = xo(1 — k") /(1 — k), ¢e je k # 1 in s, = (n + 1)zq, e je k = 1.

Absolutna vrednost realnega Stevila in definicija epsilonske okolice

Za podrobnejso obravnavo vedenja zaporedij potrebujemo pojem razdalje med Stevili,
ki jo uvedemo z uporabo absolutne vrednosti.

DEFINICIJA. Absolutna vrednost realnega stevila x je nenegativno realno stevilo |z,

definirano z
z, >0
|z| =
-z, <0

Geometrijsko pomeni |z| razdaljo tocke, ki predstavlja realno stevilo x, do tocke 0. Izraz
|a — b| pa pomeni razdaljo med realnima Steviloma a in b.

Za absolutno vrednost veljajo Se naslednje koristne lastnosti, ki jih bomo v nadaljnjem
veckrat uporabili:
(i) |ab| = |a||b], posledica | — a| = |al,
(i) |+ b| < |a] + [b]
(ii) |a — b| > [la] — [b]|
Prvo lahko preverimo neposredno, glede na to, ali sta Stevili a in b pozitivni oziroma
negativni ali 0. Druga je t.i. trikotniska neenakost in je poseben primer trikotniske
neenakosti za absolutno vrednost pri kompleksnih stevilih (ker so tudi realna stevila
poseben primer kompleksnih). Tudi o njeni veljavnosti se lahko prepri¢amo, ¢e pregledamo
razlicne moznosti glede predznakov za a in b. Tretja lastnost takoj sledi iz druge, saj je
tako |a| = |(a — b) +b] < |a—b| +|b] kot |b] = |(b—a) +a] < |b—a|] + |al.

Zdaj pa definirajmo t.i. epsilonsko okolico tocke a € R:
Ve(a) = {zx € R;|z —a| < €}.

Z upostevanjem definicije absolutne vrednosti lahko zapisemo Vi(a) = {x € Rja—e <z <
a+e€}. Taka okolica je torej odprt interval na realni osi s sredi$éem v a in polmerom € > 0.
Za vsak clen zaporedja lahko vedno ugotovimo, ali spada v okolico ali ne.

ZGLED. Kateri ¢leni zaporedja z,, = n/(n+1) lezijo v okolicah V; ;5(0), V;/2(1), Ve(1)?
V okolici V; 2(0) lezijo ¢leni x,, z lastnostjo n/(n+1) < 1/2 oziroma n < 1, torej le clen x,
¢e tece indeks n od 0 naprej. V okolici Vj 5(1) so ¢leni z,, z lastnostjo [n/(n+1)—1| < 1/2
oziroma n > 1, torej vsi razen prvega. V okolici V(1) pa so ¢leni z, z lastnostjo
|n/(n + 1) — 1] < € oziroma n + 1 > 1/e, torej neskonéno mnogo ¢lenov oziroma vsi
¢leni z dovolj velikim indeksom.
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StekaliSée in limita

Najpomembnejse pri neskonénih zaporedjih je vprasanje, ali se ¢leni zaporedja pri-
blizujejo kaksni vrednosti ali ne. Govorimo o konvergenci zaporedja, za njeno natancno
definicijo pa potrebujemo Se dva pojma.

DEFINICIJA. Tocka a € R je stekalisée zaporedja (x,), Ce je za vsak e > 0 v okolici
Ve(a) neskonéno mnogo ¢lenov zaporedja (x,,).

ZGLED. Kaj so stekalisca naslednjih zaporedij: (a) z, = n, (b) z,, = n/(n + 1), (¢)
xn = 1/n, (d) z, = (—1)" ? Prvo zaporedje nima stekalis¢, drugo ima eno samo stekalisce,
tocko 1, tretje tudi eno stekalisée, tocko 0, zadnje pa ima dve stekalisci, 1 in -1.

DEFINICIJA. Tocka a € R je limita zaporedja (x,), ¢e je za vsak € > 0 zunaj okolice
Ve(a) le konéno mnogo ¢lenov ¢lenov zaporedja (z,) .

Ekvivalentno bi lahko rekli, da so od nekega ¢lena dalje vsi ¢leni zaporedja v V,(a), ali
bolj formalno: Za vsak € > 0 obstaja tak ng € N, da iz n > ng sledi |z,, — a|] < e. Dejstvo,
da je a limita zaporedja (x,), zapiSemo

a= lim z, ali z, — a (n — o0).
n—oo

Vsaka limita je tudi stekalisce (e je zunaj epsilonske okolice samo konéno mnogo ¢lenov,
jih mora biti neskonéno v sami okolici). Obratno ni res, kot pove npr. zadnji zgled z dvema
stekaliséema. Limita je lahko le ena sama (razliéni limiti a in b bi imeli pri dovolj majhnem
e > 0 disjunktni okolici V¢(a) in V¢(b), vsi ¢leni od nekega indeksa dalje pa ne morejo biti
hkrati v Ve(a) in v V¢(b)).

ZGLED. Zaporedje x,, = 1/n ima limito 0, ker je pri poljubnem € > 0 (po Arhimedu)
1/n < € za vsak dovolj velik n. Zaporedje x,, = n/(n + 1) ima limito 1, zaporedje

xn = (—=1)"n/(n + 1) pa le dve stekalisci, —1 in 1.

Brez podrobnejsih dokazov, od katerih so nekateri malce bolj zahtevni, nastejmo nekaj
osnovnih lastnosti zaporedij, ki so v zvezi s konvergenco in jih pogosto uporabljamo.

DEFINICIJA. Ce limita obstaja, re¢emo, da je zaporedje konvergentno oziroma, da kon-
vergira proti svoji limiti.

Limita je edino stekalisce konvergentnega zaporedja (to dokazemo na enak nacin kot
dejstvo, da zaporedje ne more imeti dveh razliénih limit). Vsako konvergentno zaporedje
je omejeno, sicer bi zunaj vsake epsilonske okolice limite obstajalo neskonéno mnogo ¢lenov.

DEFINICIJA. Ce limita ne obstaja, pravimo, da je zaporedje divergentno.

Divergentno zaporedje ima lahko ve¢ stekalis¢ (npr. zaporedje z, = (—1)") ali pa
nobenega (npr. zaporedje x,, = n).

TRDITEV 1. Vsako podzaporedje konvergentnega zaporedja je konvergentno.

To je precej ocitno: ¢e so od nekega indeksa dalje vsi Cleni celotnega zaporedja v ep-
silonski okolici limite, velja isto za vsako podzaporedje.
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Npr. podzaporedja y,, = T2, Yn = Tan+1, Yn = Tpik) Konvergirajo proti isti limiti kot
zaporedje .

TRDITEV 2. Ce je a stekaliiée zaporedja, obstaja podzaporedje, ki konvergira k a.
1z zaporedja izbiramo samo clene, ki so blizu stekalisca a.

Zgled: Zaporedje x, = (—1)"n/(n + 1) ima dve stekalis¢i, 1 in -1. Podzaporedje sodih
¢lenov y,, = x9, pa konvergira k limiti 1.

TRDITEV 3. Vsako omejeno zaporedje ima vsaj eno stekalisce.

Dokaz poteka z razpolovitvijo intervala, na katerem lezijo vsi ¢leni zaporedja. Vsaj na
eni polovici lezi neskon¢éno c¢lenov zaporedja, zato v naslednjem koraku razpolovimo ta
podinterval, itd. Ideja je, da krajisca izbranih podintervalov dolo¢ajo z uporabo aksioma o
polnosti realno stevilo a, ki je stekalis¢e celotnega zaporedja. Npr. a je supremum mnozice
vseh levih krajis¢ tako dobljenih podintervalov.

TRDITEV 4. Ce ima omejeno zaporedje eno samo stekalisée, je konvergentno.

Dokaz. Zunaj epsilonske okolice edinega stekaliS¢a ima lahko omejeno zaporedje samo
kon¢éno mnogo ¢lenov.

Brez pogoja omejenosti to ni res, zgled je npr. divergentno zaporedje z, = n(=D" z
edinim stekalis¢em O.

DEFINICIJA (Cauchyjev pogoj). Zaporedje (x,,) je Cauchyjevo, ¢e za vsak € > 0 ob-
staja tak ng € N, da iz m,n > ng sledi |z,, — z,| < €.

TRDITEV 5. Vsako Cauchyjevo zaporedje je omejeno in ima kvecjemu eno stekalisce.

Dokaz. Sicer bi lahko nasli neskonéno mnogo ¢lenov, ki so zaporedoma drug od drugega
oddaljeni pri neomejenem zaporedju vsaj za 1, pri zaporedju z vec stekalis¢i pa vsaj za
nek § > 0.

TRDITEV 6. Cauchyjev pogoj je potreben in zadosten za konvergenco zaporedja.

Dokaz. Potrebnost dokazemo takoj, saj za limito a pri pogoju |z, —a| < €/2 zan > ng
velja [Ty, — Tp| < |@m —al + |a — z,| < €, e je m,n > ng. Za zadostnost upostevamo, da
je po trditvi 5 Cauchyjevo zaporedje omejeno in ima samo eno stekalis¢e. Tako zaporedje
pa je po trditvi 4 konvergentno.

Konvergenca realnega zaporedja

TRDITEV 7. a = lim,,—,o0 ,, velja natanko takrat, ko je lim,, o |z, — a| = 0.

Dokaz. Relacija |z, — a| < € velja natanko takrat, ko je x,, € V.(a), oziroma natanko
takrat, ko je |z, — a| € V,(0).

TRDITEV 8. Naj bo an,b, > 0 za vsak n in ¢ > 0. Ce velja a, — 0, b, — 0 (n — 00),
velja tudi a,, + by, — 0 in ca, — 0 (n — o0).
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Dokaz. Za vsak € > 0 obstaja ng, tako da za n > ng velja tako a, < €¢/2 kot b, < €/2.
Potem velja za n > ng tudi a,, + b, < €. Podobno je ca,, < €, ¢e je a, < €¢/c za n > nyg.

Primerjanje realnih zaporedij

IZREK (o primerjanju zaporedij).
(a) Ce sta zaporedji (xy,) in (yn) konvergentni in za wvsak n velja x, < yn, velja tudi
(b) Ce sta zaporedji (x,) in (y,) konvergentni, imata isto limito, in za vsak n velja
Tn < zn < Yp, je tudi zaporedje (z,) konvergentno in velja limy, oo 2, = lim, oo T, =

Dokaz. Dokaz tocke (a) je preprost, s protisloviem. Ce bi bilo b < a, kjer sta a
in b limiti zaporedij z,, oziroma y,, bi za dovolj velik n veljalo |z, — a] < (a — b)/3 in
lyn — b] < (a —b)/3, torej y, < xp, kar ni mogoce.

Za tocko (b) upostevajmo, da je za vsak € > 0 pri dovolj velikem n res z, —a < y,—a < €
ina—z, <a—x, <e¢, torej tudi |z, — a| < e. (Z a smo oznacili skupno limito zaporedij
Ty N Yp.)

ZGLED. 1. Od prej vemo, da je lim, .o 1/n = 0. Ker je 0 < 1/(2n + 1) < 1/n za vsak
n, je lim1/(2n + 1) = 0. Podobno bi videli, da je lim1/(1 + bn) = 0 za poljuben b > 0.
Prav tako je zaradi ocene 1 < y/1+1/n <1+ 1/nreslim\/1+1/n=1.

2. Zaradi neenakosti 0 < ||z,| — |z|| < |z, — x| iz konvergence x,, — x sledi tudi konver-
genca |z,| — |z|.

3. Za geometrijsko zaporedje x, = a” pri |a] < 1 velja 0 < |a|® < 1/(1 + nb), kjer je
b=1/la] =1 > 0. Torej za |a| < 1 velja lim|a|™ = 0. Pri a = 1 zaporedje konvergira k
1 (je konstantno), pri a = —1 nikamor ne konvergira (oscilira), pri |a] > 1 pa neomejeno
divergira.

Racunanje limit

1. Vsota in produkt. Ce sta zaporedji (z,,) in (y,) konvergentni, sta konvergentni tudi
zaporedji (z, + ypn) In (zpyn) ter velja limy, oo (zn + ypn) = limy oo Ty + limy, 00 Yy in
limy, 00 TnYn = limy, oo Ty - My o0 Yn -

Oboje dokazemo s trikotnisko neenakostjo, pri produktu Se upostevamo, da je vsako
konvergentno zaporedje omejeno. Ce je a = limxz,, b = limy, in |z,| < M za vsak n,
imamo |(x, +yn) — (a+0b)| < |z, —a|+ |y, — b in za dovolj velik n je desna stran poljubno
majhna. Podobno je |z,y, — ab| = |(z, — a)y, + a(y, — b)| < M|z, — a| + |a||y, — b| in
desna stran poljubno majhna pri velikem n.

Tudi limita razlike je enaka razliki limit.

2. Inverz in kvocient. Ce je zaporedje (y,) z od 0 razlicnimi ¢leni konvergentno
in je lim, oy, # 0, je konvergentno tudi zaporedje (1/y,) in velja lim, o (1/yn) =
1/1imy, o0 yn. Ce sta zaporedji (2,,) in (y,) konvergentni in je lim,, oo yn # 0, je konver-
gentno tudi zaporedje z,,/y, in velja lim, oo Zpn/Yn = limy 00 p/ limy,— 00 Yn.

Spet naj bo a = limz,, in b = limy,, poleg tega pa Se |y,| > m > 0 za vsak n. Tedaj
je |1/yn — 1/b] = |b — yn|/|ynb| < |b — yn|/(m|b]) in desna stran poljubno majhna, ¢e je n
dovolj velik. Za dokaz drugega dela upostevamo tocko 1 v zvezi s produktom.
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2n® —n+1 Vn+1+1
ZGLED. Izracunajmo limiti: lim 712712—’_, im L
vsak ¢len v Stevcu in imenovalcu ulomka delimo z n? in z upostevanjem zgornjih pravil
dobimo limito 2. Pri drugi tevec in imenovalec najprej delimo s \/n. Limita je 2/(v/241).

Pri prvi limiti

Monotona zaporedja

IZREK (o monotonih zaporedjih).
(a) Vsako naraséajoce navzgor omejeno zaporedje je konvergentno z limito enako sup{z,}.
(b) Vsako padajoce navdol omejeno zaporedje je konvergentno z limito enako inf{x,,}.

Dokaz. Je geometrijsko precej nazoren, saj v okolici supremuma s leze vsi ¢leni, razen
kon¢éno mnogo. Za vsak ¢ > 0 namrec obstaja ¢len x,,, za katerega velja s — e < z,,, < s.
Potem pa isti neenakosti zados¢ajo tudi vsi nadaljnji éleni. Tocko (b) dokazemo podobno.

ZGLED. 1. Pokazimo, da je zaporedje, podano rekurzivno s predpisom zg = 1 in
Tyl = %xn + 1, konvergentno in limz, = 2. Najprej se z matemati¢no indukcijo
prepricamo, da je zgornja meja zaporedja res enaka 2. Za ¢len zg je to res; ¢e velja
za T, velja potem tudi za x4 = %xn +1< % -241 = 2. Ker je razlika zaporednih ¢lenov
Tpgl — T = %xn +1—-x, = %(2 — ) > 0, je zaporedje tudi narascajoce. Prejsnji izrek
pove, da je konvergentno. Limito oznac¢imo z x. Dolo¢imo jo tako, da na obeh straneh
rekurzivne formule izracunamo limito. Dobimo x = %x + 1 oziroma x = 2.

2. Z indukcijo lahko dokazemo, da za vsak n > 2 velja (1 —a)" >1—naza 0<a < 1.
Ker je tedaj tudi (1 —a)™™ > (1 +a)"” > 1+ na, velja se (1 —a)™"™ > 1+ na. Vstavimo
a = 1/n? v obe neenakosti. Dobimo naslednje:

(i) Zaporedje a, = (1 + 1/n)™ je narascajoce (iz (1 —a)™ > 1 — na), zaporedje b, =
(1 —1/n)~" padajoce (iz (1 —a)™"™ > 1+ na).

(ii) Med njima je zveza byy1 = an(1 4+ 1/n) > a, in ap < appm < bptmt1 < b

(iii) Zaporedje a,, je navzgor, zaporedje b, pa navzdol omejeno in obe zaporedji imata isto
limito e = 2,71828...

3. Vrste in njihova konvergenca

Poleg zaporedij realnih stevil lahko o konvergenci govorimo tudi pri Stevilskih vrstah.
Vrsta je formalna vsota a; + as + ... neskonéno mnogo realnih stevil.

Definicija in konvergenca Stevilske vrste

7Z namenom, da bi sesSteli neskonéno mnogo ¢lenov danega zaporedja, se pravi vrsto
a1 + ag + ..., tvorimo zaporedje delnih vsot te vrste: s, = a1 + a2 + ... + ay.

DEFINICIJA. Pravimo, da vrsta a; + as + ... konvergira in ima vsoto s, ¢e konvergira
zaporedje delnih vsot s, in velja s = lim,,_ sj.

ZGLED 1. Vrsta 1 +1+ 1+ ... ne konvergira, saj je s, = n za vsak n.
2. Vrsta 1/1.2+1/2.3 +1/3.4 + ... ima delne vsote enake s, = (1 —1/2) +(1/2 - 1/3) +
(1/3-1/4)+..+(1/n—-1/(n+1)) =1-1/(n+ 1), zato konvergira in ima vsoto 1.
3. Geometrijska vrsta a + ak + ak?® + ... konvergira za a = 0 ali |[k| < 1. V prvem
primeru je vsota 0. V drugem primeru pa so delne vsote s, = a + ak + ... + ak™ ! enake
a(l—k™)/(1 —k), ée k # 1, in na pri k = 1. Kot vemo, pri pogoju |k| < 1, delne vsote s,
konvergirajo proti a/(1 — k), za druge vrednosti |k| pa ne konvergirajo.
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Cauchyjev splosni kriterij za konvergenco zaporedij |s,, — sp| — 0 (m,n — o0) se v
primeru vrst vrst glasi @41 + @mi2 + ... + ap — 0 (m — 0o, m < n). Natancneje, za vsak
e > 0 obstaja ng, tako da za n > m > ng velja |am+1 + ami2 + ... + an| < €. Na drug nacin
to povemo takole: Za vsak ¢ > 0 obstaja ng, tako da za n > ng in za poljuben p € N velja
\an+1 + Ap+2 + ...an+p\ < €.

V posebnem primeru, ko vzamemo p = 1, dobimo potreben pogoj za konvergenco:
an — 0 (n — 00). Videli bomo, da ta pogoj ni tudi zadosten.

ZGLED. 1. Geometrijska vrsta a + ak + ak? + ... za a # 0 in |k| > 1 ne konvergira, ker
potreben pogoj ak™ — 0 (n — oco) ni izpolnjen.

2. Za vrsto 14+ 1/2 4+ 1/3 + ... je potreben pogoj (1/n — 0) izpolnjen, ni pa izpolnjen
Cauchyjev pogoj za konvergenco, saj za vsak n velja 1/(n+1)+1/(n+2)+...4+1/(2n) > 1/2,
zato vrsta ne konvergira. Ta vrsta se imenuje harmoniéna vrsta.

Vrste s pozitivnimi ¢leni
Imejmo vrsti aq + ag + ... in by 4+ by + ..., pri ¢emer naj velja 0 < a,, < b,, za vsak n.

IZREK (o primerjanju). Ce vrsta z veéjimi éleni (majoranta) konvergira, konvergira
tudi dana vrsta. Ce vrsta z manjsimi ¢leni (minoranta) divergira, divergira tudi dana
ursta.

Dokaz. Ker so ¢leni pozitivni, delne vsote narascajo, zato je za konvergenco potreben
in zadosten pogoj, da so tudi omejene. Ce so omejene delne vsote majorantne vrste, velja
isto za vrsto z manjsimi ¢leni. Ce pa delne vsote minorante niso omejene, tudi za vrsto z
vecjimi ¢leni to ni res.

ZGLED. 1. Vrsta 1+ 1/2% + 1/3% + ... konvergira, ker ima konvergentno majoranto
1+1/1.2+1/2.3+ ... (glej tocko 2 prvega zgleda v tem razdelku).

2. Vrsta 1+ 1/v/2 + 1/4/3 + ... divergira, ker ima za minoranto harmoni¢no vrsto
1+1/241/3 + ..., za katero vemo, da divergira.

IZREK (kvocientni kriterij). Ce obstajata ng € N in pozitivno stevilo k < 1, tako da
velja any1/an, < k <1 za vsak n > ng, vrsta konvergira. Ce velja an+1 > an za n > ng,
vrsta divergira.

Dokaz. Pri prvem pogoju velja any+1 < kapng, Gngt2 < kzano itd. Primerjava z
geometrijsko vrsto pove, da vrsta s ¢leni a,, konvergira. V drugem primeru imamo a,,4+r >
an, za vsak k =1,2,... in zato ¢leni ne konvergirajo k 0, vrsta je divergentna.

V izreku ni dovolj, da velja le a,41/a, < 1, kot lahko npr. vidimo iz zgleda harmoni¢ne
vrste, kjer je a, = 1/n in ayy1/a, =n/(n+ 1) < 1 za vsak n.

ZGLED. Vrsta 1 + 2z + 322 + ... konvergira za 0 < x < 1 in divergira za > 1. Res!
Splosni élen vrste je namreé a,, = nax" !, zato je ay.1/an = ”T*'lx, kar konvergira proti x.
Ce je x < 1, lahko vzamemo k = (x 4 1)/2. Za vsak dovolj velik n je any1/an, < k < 1in
vrsta konvergira. Ce pa je x > 1, ¢leni ne konvergirajo proti 0 in vrsta divergira.
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IZREK (korenski kriterij). Ce obstaja ng € N in pozitivno tevilo k < 1, tako da velja
a%/n <k <1 zan>ng, vrsta konvergira. Ce velja ai/n > 1 za neskonéno mnogo clenov,

vrsta divergira.

Dokaz. Za n > ng imamo a, < k™ torej konvergentno vrsto zaradi primerjanja z
geometrijsko vrsto. Ce pa za neskonéno mnogo ¢lenov velja a%/ " > 1 oziroma a, > 1, ¢leni

ne konvergirajo k 0 in vrsta zato ne konvergira.

ZGLED. Vrsta = + (2/2)? + (z/3)® + ... konvergira za vsak x > 0. Imamo namre¢
1/n

ay" =z/n — 0 in zato a}/n < 1/2 za vsak dovolj velik n.
Pogojno konvergentne vrste

Rectemo da konvergira vrsta a; + as + ... absolutno, ¢e konvergira vrsta iz absolutnih
vrednosti |a1| + |az| + .... Ce to ni res, re¢emo, da vrsta konvergira le pogojno.

TRDITEV. Vsaka absolutno konvergentna wvrsta je konvergentna.

Dokaz. To vidimo iz trikotniske neenakosti. Naj bo m < n. Tedaj je |amt1+ ... +an| <
lams1| + ... + |an|. Ce vrsta absolutno konvergira, je desna stran te neenakosti poljubno
majhna. Potem pa velja isto za levo stran. Vrsta torej zados¢a Cauchyjevemu pogoju,
zato je konvergentna.

Poseben primer so t.i. alternirajoce vrste, kjer predznaki ¢lenov alternirajo: imamo
a1 — ag +agz — aq + ..., kjer so vsi a; > 0.

IZREK Alternirajocéa vrsta a; —as+as —aq+ ... konvergira, ée je zaporedje (ay) padajoce
in velja lim, .o a, = 0.

Dokaz. Oglejmo si 2n-to delno vsoto s9, = a1 — as + a3 — a4 + ... + a9n_1 — Q2p.
Ocitno je (s2,) narascajoce zaporedje in omejeno z |sg,| < a1, zato je konvergentno
proti nekemu S§tevilu s. Zaporedje lihih ¢lenov so,11 prav tako konvergira proti s, saj
j€ Sop+t1 = Son + aopy1. Potem pa tudi celo zaporedje konvergira proti s.

ZGLED. Vrsta 1 —1/2+1/3 —1/4 + ... konvergira po zgornjem izreku, vendar, kot smo
videli, ta konvergenca ni absolutna. Vrsta iz absolutnih vrednosti je namre¢ harmonicna
in divergira.
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IV. FUNKCIJE ENE REALNE SPREMENLJIVKE

1. Limita in zveznost

Ponovitev sploSnih pojmov o funkcijah

Splosni pojem funkcije ali preslikave med dvema mnozicama, domeno A in kodomeno
B, smo spoznali na zacetku prvega poglavja. Tu si bomo ogledali poseben primer, ko je
A C R in B C R. Definicijsko obmocje (domena) Dy funkcije f naj bo torej podmnozica
v R in tudi funkcijske vrednosti naj bodo realna stevila. V tem primeru re¢emo, da je f
realna funkcija realne spremenljivke.

Ponovimo: Funkcija f : Dy — R je predpis, ki vsakemu elementu z € Dy priredi
natanko eno realno stevilo y € R. Funkcijsko odvisnost zapisemo kot y = f(z). Stevilo
x je neodvisna spremenljivka, Stevilo y pa odvisna spremenljivka. Kot ponavadi je Gy =
{(z, f(x));2 € D¢} C R? graf funkcije f, le da je to pot graf podmnozica v Dy x R, tore]
podmnozica v koordinatni ravnimi R x R in ga zato lahko v nacelu narisemo.

Funkcijski predpis je lahko poljuben, le da je nedvoumen, se pravi, da natanko doloca
funkcijsko vrednost pri vsakem argumentu. Funkcija je lahko podana:

(a) z besedami, npr. —1, ¢e je x < 0, in 1, ¢e je x > 0;

(b) s tabelo, npr. ¢e je Dy konéna mnozica;

(¢) z grafom, npr. poSevna premica doloc¢a natanko eno linearno funkcijo;
(©)

z enacbo (analiticno), npr. y = 2.

C

Ce ni posebej drugace doloceno, spadajo pri dani analiticno podani funkciji v definicij-
sko obmoc¢je natanko tista realna Stevila, pri katerih moremo dan predpis izvrsiti (izvesti
ustrezne racunske operacije, npr. korenimo lahko le nenegativna stevila itd.). Definicijsko
obmocje je obicajno cela realna os, interval, poltrak ali unija ve¢ intervalov.

V definicijskem obmoc¢ju so zanimive podmnozice tistih realnih Stevil, pri katerih je
funkcijska vrednost enaka 0. Taka Stevila imenujemo nicle funkcije. Nadalje nas npr. zan-
ima, kdaj so funkcijske vrednosti pozitivne ali negativne, kdaj narasc¢ajo hkrati z argumen-
tom, kdaj padajo, kdaj se periodi¢no ponavljajo, kdaj so enake ali nasprotno predznacene
pri nasprotnih argumentih (sodost, lihost) itd. Vse te lastnosti se zrcalijo na grafu funkcije,
zato je prav da jih poznamo.

Splosne funkcije so lahko zelo nenavadne, vendar se bomo v bodoce ukvarjali v glavnem
le z elementarnimi funkcijami, ki jih Zze poznamo iz srednje Sole. To so npr. potence in poli-
nomi, racionalne funkcije, korenske funkcije, eksponentne in logaritemske funkcije, kotne
(trigonometriéne) in krozne (ciklometri¢ne) funkcije. Tem funkcijam bomo rac¢unali lim-
ite, ugotavljali, ali so zvezne, jih odvajali in integrirali, iskali njihove ekstreme, jih razvijali
v vrsto in uporabljali pri opisovanju ali (kot pogosto re¢emo) modeliranju marsikaterega
naravnega (in umetnega) pojava.

Limita funkcije

O funkciji dostikrat razmisljamo dinami¢no. Vprasamo se npr., kaj se dogaja z njenimi
funkcijskimi vrednostmi, ko se argument bliza neki tocki z roba definicijskega obmocja.
To tendenco, kadar obstaja, opiSemo s pojmom limita funkcije. Formalna definicija je
naslednja:
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DEFINICIJA. Stevilo b € R je limita funkcije f v tocki a € R, ¢e za vsako zaporedje
realnih Stevil (x,,), katerega cleni x,, pripadajo definicijskemu obmoécju Dy, so razlicni od
a in konvergirajo proti a, ustrezno zaporedje funkcijskih vrednosti f(x, ) konvergira proti b.

Iz definicije vidimo, da mora biti tocka a v definicijskem obmocju Dy ali vsaj na nje-
govem robu (sicer v bliznjih tockah ne bi mogli ra¢unati funkcijskih vrednosti).

Dejstvo, da je stevilo b limita funkcije f v tocki a, zapiSemo z znakom limite:

b= lim f(z).

r—a
ZGLED. Pokazimo, da je lim, .oz? = 0. Ce poljubno zaporedje (z,) konvergira k 0,
velja (po pravilih za ra¢unanje limit zaporedij) lim,, .o 22 = (limg, .o x,)? = 0.
Podobno je npr. lim,_ . ﬁ =1, saj za vsako zaporedje (z,) z lastnostjo x,, — 0 velja

: 1
hmx*)o T =1.

TRDITEV. Stevilo b € R je limita funkcije f v tocki @ € R, ¢e in samo ¢e za vsak € > 0
obstaja tak 6 > 0,daiz 0 < | —a| < J sledi |f(z) — b] < e.

Dokaz. Denimo, da ne velja to, kar pravi trditev v drugem delu. Potem obstaja tak
e > 0, da za vsako naravno stevilo n obstaja tocka z,,, za katero je 0 < |z, —a| < 1/n in
hkrati |f(zy,) — b| > €. Zaporedje z,, torej konvergira k a, vendar pa zaporedje funkcijskih
vrednosti f(z,) ne konvergira k b. To pomeni, da b ni limita funkcije f v tocki a.

Obratno, naj bo to, kar pravi trditev v drugem delu, res in naj bo x,, poljubno zaporedje
od a razlicnih tock iz Dy, ki konvergira k a. Izberimo poljuben € > 0 in utrezen 6 > 0 v
skladu z drugim delom trditve. Potem so od nekega indeksa ny dalje vsi ¢leni zaporedja
xp, taki, da je 0 < |z, —a| < 6, in zato |f(z,) — b| < e. Torej so ¢leni f(xy,) zan > ng v
epsilonski okolici tocke b. Ker velja to za vsak € > 0, konvergira f(x,) k Stevilu b.

V¢asih nas zanima samo leva limita lim, . z<, f(2) ali desna limita lim, .4 z~q f(2), ko
se pac¢ tocki a blizamo z leve oziroma samo z desne strani. Ti dve limiti sta lahko razliéni,
tudi ce obstajata. Primer bomo videli v zadnjem od naslednjih zgledov. Za monotone
(narascajoce ali padajoce) funkcije obstajata leva in desna limita v vsaki tocki, ni pa nu-
jno, da sta med seboj enaki. Obstoj sledi iz izreka o monotonih zaporedjih. Ce pa leva in
desna limita obstajata in sta med seboj enaki, je hkrati to tudi limita funkcije.

ZGLEDI.

(a) limy_,gcosz = 1.

sin x (v) | tg x|
tg x X1
2 / | sinx|
: -p /2 Ol P2 (x)
(@) (b)
Slika 3a Slika 3b

Dokaz sledi iz ocene |1 — cosx| = sin®z/(1 + cosx) < 2% za |z| < 7/2. Uporabili smo
oceno sin? z < 2?2 oziroma |sinz| < |z|, ki jo brez tezav izpeljemo za x > 0 iz geometri-
jskega premisleka, da je dolzina pravokotnice na abscisno os manjSa od dolzine tetive,
le-ta pa manjsa od dolzine kroznega loka (glej sliko 3a). Za x < 0 upoStevamo simetri¢no
situacijo. Iz iste slike s primerjanjem plos¢in kroznega izseka in vejega pravokotnega
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trikotnika vidimo, da velja tudi neenakost x < tgx oziroma splosneje |z| < |tgz|, ki jo
bomo potrebovali kasneje. Na sliki 3b sta obe klju¢ni neenakosti prikazani z grafi funkcij
||, |sinz| in |tgz|.

(b) lim =% = 1.
z—0 X

Funkcija f(z) = sinz/x je definirana za = # 0, tako da je totka a = 0, v kateri
ra¢unamo limito, z roba definicijskega obmocja. Upostevajmo, da za |z| < /2 velja
ocena cosx < sinz/x < 1 (glej sliko 4), ki jo lahko izpeljemo iz prejSnje neenakosti
|sinz| < |z| < |tgz| (slika 3b).

(vh
]\, sin x
COS X x
-27T\)<77 0 JT 27T (x)
Slika 4
e’ —1
li =1.
(C) :vir(lJ xr
r—1 1 1 r—1
Uporabimo oceno 1 < ¢ < za 0 < z < 1 in oceno < € <1 za
T l1—=x —x x

x < 0, ki ju obe dobimo iz bolj preproste ocene e* > 1 + z, veljavne za vsak realen x (glej
sliko 5), in upostevamo ze znano dejstvo, da je lim,_,o ﬁ =1.

Slika 5

1
(d) Limita lim sin — ne obstaja, ko gre z — 0. Pravzaprav ne obstaja niti leva niti desna
x

Tr—

limita. Za razlicna zaporedja, ki konvergirajo k 0 dobimo lahko zelo razlicne vrednosti za
limito zaporedja ustreznih funkcijskih vrednosti (izberimo npr. z,, = 1/nm, ali z, = 2/nw
itd.). V blizini tocke 0 graf funkcije divje oscilira (slika 6).

(v) a1

|

-1t |0 R 207 (x)
1/t
-1
Slika 6
1
(e) Za funkcijo f(z) = arctg— je desna limita lim, ¢ z>0 f(z) = /2 in leva limita

lim, .0 4<0 f(x) = —m/2. Vidimo, da sta limiti razli¢ni.
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(),

TT/2 \
N (x)
-T2

Slika 7

Racunanje limit poteka podobno kot pri zaporedjih, saj smo limito tudi definirali z za-
poredji. Pri tem upostevamo, da velja:
1. Limita vsote (razlike) funkcij je vsota (razlika) limit.
2. Limita produkta je produkt limit.
3. Limita kvocienta je kvocient limit pod pogojem, da je limita imenovalca razli¢na od 0.

2

—1
ZGLEDI. (a) lim ° == lim(e+1) =2,
r—1 T — T—

.o Vr+2-2 . 1 1
m-—— =1

b) 1 TN S

()ILQ T —2 :)31~>In2w/x—|—2+2 4
. 1—coszx . sin? 1

(¢) lim ——— = lim ——— = —.
z—0 2 z—0 562(1 + cos SC) 2

Limite ulomka ne moremo vedno izracunati kot kvocient limit. Pogosto pri tem dobimo
nedolocen izraz oblike 0/0 ali co/oco. V takem primeru moramo najprej pokrajsati faktor,
ki povzroca nedolocenost, vcasih pa tudi odpraviti razlike korenov, upostevati ze znane
limite itd. Na koncu rac¢unanja upoStevamo, da je za zvezne funkcije, ki jih bomo definirali
v naslednjem podrazdelku, limita enaka funkcijski vrednosti.

Vcéasih nas zanima, kako se vedejo funkcijske vrednosti, kadar argument x narasca (ali
pada) preko vsake meje. Tedaj reCemo, da nas zanima limita funkcije v neskonénosti.

ZGLED. (a) lim, 1+ L‘r—i = —1. Premica y = —1 je tedaj vodoravna asimptota funkcije
flx) = ﬁ—g (slika 8a).
() (v)
\ S 1
/
0 (=)
(a) (b)

Slika 8

(b) Zgodi se, da sta leva in desna asimptota (pri pogojih x — —oo in x — o0) razli¢ni.
Tako je npr. pri funkciji f(x) = arctgx ali npr. pri funkeiji f(z) (slika 8b). V tem
primeru je lim, ._ f(z) = 0 in lim,_,o f(z) = 1.

e.’l/‘
Toer+1
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Zvezne funkcije

V enem od prej$njih zgledov, smo ugotovili, da sta leva in desna limita funkcije f(z) =
arctg(1/x) v tocki 0 razliéni, na sliki 7 pa smo videli, da je graf te funkcije v tocki 0 ”pretr-

gan”. Pravzaprav funkcija f sploh ni bila definirana pri z = 0, pa tudi ¢e bi bila, bi bil
njen graf v tocki 0 Se vedno nepovezan. Tej pomanjkljivosti se izognejo t.i. zvezne funkcije.

DEFINICIJA. Funkcija f je v tocki a € Dy zvezna, ¢e velja lim, ., f(z) = f(a).
Funkcija f je zvezna na intervalu I, ¢e je na I definirana in zvezna v vsaki tocki a € I.

Ta definicija zajema hkrati ve¢ pomembnih zahtev. Najprej mora biti funkcija f v tocki
a definirana, tako da lahko izra¢unamo f(a). Nadalje mora v tocki a obstajati limita
funkcije f in nazadnje mora biti ta limita enaka funkcijski vrednosti.

ZGLED. Funkcija f(z) = cosx je zvezna v tocki 0, saj je, kot smo videli, lim,_,gcos x =
1, hkrati pa je tudi cosO = 1. Funkciji f(x) = sinz/x in f(z) = (e — 1)/x v tocki 0
sploh nista definirani, vendar bi z dodatno definicijo f(0) = 1 lahko njuno definicijsko
obmocje razsirili tudi v tocko 0, tako da bi bili potem tam zvezni, saj smo videli, da je v
obeh primerih lim, o f(x) = 1. Funkciji f(z) = sin(1/x) in f(z) = arctg(1/x) pa nikakor
ne bi mogli definirati v tocki 0 tako, da bi bili v njej zvezni, saj v tej tocki nimata niti limite.

Zvezne funkcije imajo Stevilne lepe lastnosti:

1. Vsota, razlika, produkt in kvocient (kjer je definiran) zveznih funkcij so zvezne
funkcije.

To ni tezko videti, ¢e upostevamo, da je limita vsote (razlike, produkta, kvocienta) enaka
vsoti (razliki, produktu, kvocientu) limit. Trditev velja tako za zveznost v posamezni tocki
kot za zveznost na skupnem definicijskem intervalu.

ZGLED. Konstantna funkcija f(z) = ¢ in identi¢na funkcija f(z) = z sta zvezni tako-
rekoé po definiciji. Potem so zvezne tudi potence z?, 22, ... in njihove linearne kombinacije,
se pravi, polinomi. Enako velja tudi za racionalne funkcije, ki so zvezne, kjer so definirane.

2. Inverzna funkcija zvezne funkcije je zvezna funkcija (Ce obstaja).

To trditev pustimo brez dokaza, je pa precej nazorna, saj je graf inverzne funkcije
preko simetrale prvega in tretjega kvadranta prezrcaljen graf osnovne funkcije, zato je tudi
“nepretrgan”. Kot njeno posledico dobimo, da so npr. korenske funkcije zvezne, kjer so
definirane. Prav tako bo sledilo, da so zvezne logaritemska funkcija (kot inverz ekspo-
nentne funkcije) in ciklometriéne funkcije (kot inverzi trigonometriénih funkeij).

3. Kompozitum zveznih funkcij je zvezna funkcija.

Dokaz. Iz x, — a sledi f(x,) — f(a) in odtod g(f(x,)) — g(f(a)). Torej velja
(go f)(zn) — (go f)(a), torej zveznost komporzita g o f v tocki a.

4. Eksponentna funkcija f(x) = € je zvezna funkcija.

Dokaz. Najboa € R poljubna tocka. Ker je e = e%-e*7%, jelim, ,,e® = e%lim,_,, 7%

€ limga(e™" —~ 1)/(z —a) - (x — a) +¢* = ¢,
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5. Sinusna funkcija f(x) = sinx je zvezna funkcija.

Dokaz. Za vsako tocko a € R je sina —sina = 2 cos ££% sin £32 in zato |sin z —sina| <
|z — a|. Upostevali smo, da je |cos &£%| < 1 in |sin £5%| < |z — a/2. Torej iz  — a sledi

sin x — sina.

Podobno bi dobili zveznost funkcij cosx ter tg = in ctg z (na svojem definicijskem
obmodju). Posledica vseh petih tock je naslednja splosna in uporabna ugotovitev:

Vse iz elementarnih sestavljene funkcije so zvezne, kjer so definirane.

Torej bomo pri nadaljnjem racunanju z elementarnimi funkcijami in njihovimi kompoz-
itumi vedno lahko upostevali, da so zvezne.

Na koncu dokazimo Se dva (teoreticno) pomembna izreka o funkcijah, ki so zvezne na
zaprtem intervalu. Potrebovali ju bomo kasneje pri izpeljavi nekaterih rezultatov pri odva-
janju in integriranju funkcij.

IZREK 1. Zvezna funkcija je na zaprtem intervalu [a,b] omejena in zavzame svojo naj-
vedjo in svojo majmanjso vrednost.

Dokaz. Ce f ni omejena, obstaja zaporedje z, € [a,b], da je |f(x,)| > n za vsak
n. Toda zaporedje (z,,) lezi na intervalu [a, b], zato je omejeno in ima vsaj eno stekalisce
x € [a,b]. Obstaja podzaporedje (xy, ), ki konvergira k z. Tedaj pa zaradi zveznosti
funkcije f velja f(zp,) — f(x). To je v nasprotju z neomejenostjo podzaporedja f(xy, ),
saj je |f(xn,)| > ni za vsak k.

Naj bo M = sup,¢[qs) f(2). Obstaja zaporedje x,, € [a,b], za katero ustrezno zaporedje
funkecijskih vrednosti f(x,) konvergira proti M. Spet ima zaporedje (x,) stekalisée xps €
[a,b] in spet obstaja podzaporedje x,, — xp (kK — o0). Tedaj zaradi zveznosti velja
tudi f(x,,) — f(zar). Po drugi strani pa vemo, da f(x,,) — M. Torej je f(xn) = M.
Podobno obravnavamo najvecjo spodnjo mejo m = inf,¢(q ) f(7).

T M
f(b)
f(a)

C
A
a  x, Xy b (x)

Slika 9

IZREK 2. Na zaprtem intervalu [a,b] zavzame zvezna funkcija f vsako vrednost med
najmanjso in najvecjo.

Dokaz. Najbom <c¢< M in f(z,) =m <e¢, f(xpm) =M > c (glej sliko 9). Naprav-
imo bisekcijo intervala [z,,, x| (ali [xar, Ty, Ce je zp > zpr), tako da vedno izberemo
interval, pri katerem je v enem (npr. levem) krajiséu funkcijska vrednost pod ¢, v drugem
pa nad c. Stekalis¢e levih (desnih) krajis¢ mora biti tako realno stevilo z, da je f(z) = c.

ZGLED. (a) Funkcija f(z) = 1/z je na polodprtem intervalu (0,1] zvezna, vendar na
njem ni omejena. Ce bi jo v tocki 0 definirali npr. s predpisom f(0) = 0, ne bi bila ve¢
zvezna (in Se vedno neomejena). Ista funkcija na poltraku [1,00) pa je omejena in zvezna.
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Njen maksimum je 1, svoje najmanjSe vrednosti pa ne zavzame nikjer. Poltrak seveda ni
(omejen) zaprt interval.

(y)a
1/x
Slika 10

(b) Naj pomeni [z] celi del stevila x, torej najvecje celo stevilo, ki ne presega stevila x.
Funkcija f(x) = [z] je sicer povsod definirana, vendar v nobeni toc¢ki x € Z ni zvezna (ni
elementarnal); njen graf je sestavljen iz stopnic dolzine in visine 1 (glej sliko 11a). Podobno
je graf funkcije g(z) = = — [z] sestavljen iz posevnih daljic (glej sliko 11b). Tudi ta funkcija
ni zvezna pri celih Stevilih.

(y (y
o / /D /
2 \o 12

Slika 11a Slika 11b

[

X)

Na zaprtem intervalu [0, 1] funkeciji f in g nista zvezni, ¢eprav sta obe omejeni. Funkcija
f ima npr. minimum 0 in maksimum 1, ne zavzame pa nobene vmesne vrednosti. Funkcija
g pa npr. ne zavzame niti svoje najvecje vrednosti.

2. Odvajanje funkcij

Odvajanje je ena najpomembnejsih operacij na funkcijah. Z uporabo odvoda, kadar
le-ta obstaja, lahko veliko bolje spoznamo vedenje funkcje v blizini dolo¢ene tocke, kot
lahko to storimo le z racunanjem njenih vrednosti in njene limite.

Definicija in geometrijski pomen odvoda

DEFINICIJA. Realna funkcija f : R — R je v tocki x odvedljiva, ¢e obstaja limita
diferen¢nega kvicienta

Fa) =t D) =),

h—0 h

To limito imenujemo odvod funkcije f v tocki x.

Geometrijsko pomeni odvod f/(x) tangens naklonskega kota tangente na krivuljo y =
f(x) vtocki (x, f(x)) in doloca strmino (smer grafa) funkcije v dani tocki. Naklon tangente
dobimo kot limitno lego naklona sekante skozi tocki (x, f(z)) in (x+h, f(x+h)) (glej sliko
12).
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f(x+h)

f(x+h) -1 (x)

f(x)

X x+h
Slika 12

Smerni koeficent tangente v tocki (zo, f(x¢)) torej znasa f'(xg), zato je enacba tangente
enaka y — f(20) = f'(z0)(z — z0) -

ZGLEDLI. (a) Ce je f(x) = kx 4 n, je f'(z) = k za vsak x, saj je Ze diferencni kvocient
povsod enak k. Premica se ujema s svojo tangento.

(b) Ce je f(z) = 2%, je f'(x) = 2z, saj je diferencni kvocient enak 7f(x+h}z_f(x) =

7(76”1})12 —* _ 90+ h.
(c¢) Funkcija f(z) = |z| v tocki z = 0 ni odvedljiva. Diferencni kvocient v tocki 0 je
enak f(h);f(o) = \h|;\0| = |h|/h. Zdaj je leva limita enaka 1, desna 1, limite pa ni. Odvod

v 0 ne obstaja (glej sliko 13).
(v)

1x1

0 “(x)
Slika 13

TRDITEV. Ce je funkcija f v tocki x odvedljiva, je tam tudi zvezna.
Dokaz. Zapisimo f(z + h) — f(z) = w - h. ker limita diferenénega kvocienta
obstaja, obstaja tudi limita razlike f(z + h) — f(x) pri pogoju h — 0 in je enaka 0. To

pomeni, da je limy,_q f(xz + h) = f(x) in funkcija f je v tocki x zvezna.

Obratno ne drzi, kot pove prejsnji zgled (c). Funkcija f(z) = |z| je v tocki 0 (pravzaprav
povsod) zvezna, ni pa tam odvedljiva.

DEFINICIJA. Funkcija je na intervalu I odvedljiva, ¢e je odvedljiva v vsaki tocki x € I.
Funkciji f(x) = kx 4+ n in f(x) = 22 sta npr. zvezni povsod na realni osi.

Pravila za odvajanje

Odvod funkcije f(z) je odvisen od tocke z, v kateri jo odvajamo; torej je f” spet funkcija.

Za odvajanje veljajo znana pravila:
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1. Odvod konstantne funkcije je 0.
ze diferen¢ni kvocient konstante je enak 0.
2. Odvod vsote in razlike: (u+v) =u +v', (u—v) =u =

Dokaz poteka po definiciji in z uporabo pravil za racunanje limit. ZapiSimo npr.
diferencni kvocient za vsoto u + v
u(x 4+ h) +v(r+h) —ulx) —v(x)  w@+h)—u() N v(z+h) —ov(x)
h N h h ’

¢e na desni strani obstajata limiti obeh diferen¢nih kvocientov, ko h — 0, obstaja tudi
limita na levi strani.

To lahko posplosimo na ve¢ ¢lenov: (uq + ug + ...up,) = uj +uh + ... + ul,.

3. Odvod produkta: (uwv) = u'v +wv'.
Spet zapiSimo diferenc¢ni kvocient za produkt:
u(z +h)v(z +h) —u@)v(z)  ulr+h)—u(x) v(z+ h) —v(x)
h B h h
in izra¢unajmo na obeh straneh limito pri pogoju h — 0. Upostevajmo, da je limy,_gv(z+
h) = v(z) zaradi zveznosti funkcije v.

~v(x 4+ h) +u(x) -

Poseben primer je odvod funkcije pomnozene s konstanto: (cu) = cu'.

Formulo za odvod produkta lahko posplogimo na veé faktorjev, npr. (uvvw)" = v'vw +
wv'w + uvw'.

4. Odvod kvocienta: (E)' =
v
Dokaz izpustimo, ker je podoben kot dokaz za produkt, le nekoliko bolj zapleten.

5. Odvod sestavljene funkcije y = y(u), u = u(x) na spremenljivko z je enak y'(x) =
Y (w)u(x), w = u(x). Opazimo, da je prvi faktor spet sestavljena funkcija, torej y'(x) =

y' (u(@))u’ (z).

Oznacimo diferen¢ni kvocient funkcije u s k(x, h), torej k(x,h) = (u(z + h) — u(x))/h.
Torej je u(z 4+ h) = u(z) + hk(z, h). Potem lahko zapisemo diferen¢ni kvocient sestavljene
funkcije v obliki

ylu(z +h)) —y(u(x)) _ ylul) + hk(z, b)) - y(u(@))

I - Ik (z, ) Tl h)-

Prvi faktor konvergira pri pogoju h — 0 proti 3/ (u(z)), drugi pa proti u'(x).

Zgled. Ceje y = (222 + )3, je v/ = 3(22% + 2)% - (4o + 1)

6. Odvod inverzne funkcije: Ce je y = g(x) inverzna funkcija k funkciji f, je ¢y =
1/f'(y), y = g(x), torej y' = 1/f'(y).

Uporabili bomo pravilo za odvod sestavljene funkcije, saj zdaj velja z = f(y), y = g(z).
Potem z upostevanjem tocke 5 dobimo z odvajanjem na spremenjlivko x na obeh straneh

1= f'(y)y oziroma y' = 1/f'(y), kjer je seveda y = g(z).
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Odvodi elementarnih funkcij

Vse elementarne funkcije so ne samo zvezne, ampak tudi odvedljive. Njihove odvode
najdemo po definiciji, upoStevati pa je potrebno nekatere limite iz prejSnjega razdelka in
splosna pravila za odvajanje.

1. Odvod konstante je 0.

To smo ze videli.

n—1

2. Odvod potence je (™) = nx

Za potence z naravnim eksponentom n € N je ta formula poseben primer formule za
odvod produkta ve¢ faktorjev. Za splosne potence bomo to formulo izpeljali takoj, ko
bomo poznali odvod eksponentne in logaritemske funkcije.

T

3. Odvod eksponentne funkcije je (e*) = e”.

eh—1

eﬁ};;eac = e %= pri pogoju h — 0 (uposte-

Izrac¢unajmo limito diferen¢nega kvocienta
vajmo, da je limita zadnjega ulomka enaka 1.

Podobna formula velja tudi za eksponentne funkcije z drugo osnovo. Za a > 0, a # 1 in
f(x) = a® = e®™2 npr. dobimo po pravilu za odvod posredne funkcije f'(z) = e*™%Ina =
a®Ina.

4. Odvod logaritemske funkcije je (Inx) =1/x

Logaritemska funkcija y = Inz je inverzna k eksponentni, zato iz x = e¥ dobimo
Yy =1/eY =1/x.

Odvajamo lahko tudi logaritme z drugo osnovo a > 0, a # 1, ¢e jih prej prevedemo na
osnovo e. Dobimo log, © = Inz/Ina in zato (log, z)’ = 1/(xzlna).

Zdaj se lahko lotimo tudi splosne potence (z > 0, n € R), ki jo najprej zapiSemo v obliki
2" = "M% Torej je (") ="M . n/x = na" L.

5. Odvodi kotnih funkcij so: (sinz) = cosx, (cosz) = —sinmz, (tgr) = 1/cos’x =
1 +tg?z, (ctgz) = —1/sin®x = —(1 + ctg?z).

Za sinusno funkcijo je po definiciji

sin(z + h) —sinx
h

in ta diferen¢ni kvocient konvergira proti cos z, ko h — 0. Odvod kosinusa dobimo podobno
ali z odvajanjem formule cos x = sin(x 4+ 7/2). Odvoda za tangens in kotangens dobimo z
odvajanjem ustreznih ulomkov, sinz/cosz in cosz/sin x.

= (2/h)cos(x + h/2)sin h/2

6. Odvodi kroznih funkcij so: (arcsinz) = 1/v/1 — 22, (arccosz) = —1/v1 — 22,
(arctan z)’ = 1/(1 + x2), (arcctgz) = —1/(1 + 22).

Upostevajmo pravila za odvod inverznih funkcij. Ce je npr. y = arcsinz, je = siny
in zato 3y’ = 1/cosy = 1/y/1 —sin?y = 1/4/1 — 22. Podobno dobimo iz z = tgy odvod za
arkus tangens: y' = 1/(1 +tg?y) = 1/(1 + 22).
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Uporaba odvoda pri proucéevanju funkcij

Zdaj bomo naSe znanje o odvajanju uporabili pri podrobnejsi obravnavi vedenja funkcij
v posamezni tocki ali na vsem inertvalu. Naj bo f realna funkcija, definirana na odprtem
intervalu I = (a,b).

DEFINICIJA. Pravimo, da je funkcija f v tocki xg € I nara$cajoca, ¢e za vsak h > 0
(dovolj majhen, da je xg+h € I in zg — h € I) velja f(xo — h) < f(zo) < f(zo + h) (glej
sliko 14a).

f(xgh)
f(Xo) f(X +h f(XO) X f(XO Xo h) f(X +h
f(x sh) f(xg+h) m W
Xo X +h X, Xxgth Xgh
(a) (b) (c) (d)
Slika 14

DEFINICIJA. Funkcija f je narascajoca na vsem intervalu I, e je narascajoca v vsaki
tocki tega intervala. V tem primeru za vsak x,y € I iz < y sledi f(z) < f(y).

Podobno definiramo tudi padajoce funkcije.

DEFINICIJA. Funkcija f je v tocki zg € I padajoca, ¢e za vsak h > 0 (dovolj majhen,
dajexo+helinxzy—hel)velja f(xg—h) > f(zo) > f(xo+ h) (glej sliko 14b).
Funkcija f je padajoca na I, ¢e iz = < y sledi f(z) > f(y).

TRDITEV 1. Ce je zg € I in za odvedljivo funkcijo f velja f'(x¢) > 0, potem je funkcija
[ v tocki zo naraséajoca. Ce je f'(xo) <0, je funkcija f v tocki xo padajoca.

h) — —h)—
Dokaz. Za dovolj majhen h > 0 je f{wo + 1) = flzo) >0 in f(@o ) ~ f(@o) =

h —h
— —h
= f (o) £(x0 ) > 0. Drugi del dokazemo podobno.
DEFINICIJA. Funkcija f ima v tocki xg € I lokalni maksimum, ¢e za vsak (dovolj
majhen) h > 0 velja f(zg) > f(xg £ h) (glej sliko 14c).
DEFINICIJA. Funkcija f ima v tocki z¢ € I lokalni minimum, ¢e za vsak (dovolj ma-
jhen) h > 0 velja f(zg) < f(xo £ h) (glej sliko 14d).

TRDITEV 2. Ce ima odvedljiva funkcija f v tocki xo € I lokalni ekstrem (maksimum
ali minimum), je f'(xo) = 0.

Dokaz. Sledi iz trditve 1.

OPOMBA. Tocko g, v kateri je f'(zg) = 0, imenujemo stacionarna toc¢ka funkcije f.
Vsak lokalni ekstrem odvedljive funkcije je stacionarna tocka, obratno pa ni nujno. Zgled:
nicla 3. stopnje.
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IZREK (Lagrange). Naj bo f zvezna funkcija na zaprtem intervalu [a,b] in odvedljiva
na odprtem intervalu (a,b). Tedaj obstaja tocka c € (a,b), tako da je

f®) = f(a) = f'(c)(b—a).

b) —
Dokaz. Pisimo g(z) = f(x) — w
—a
na (a,b) in velja g(a) = g(b) = f(a). Ce je g konstanta, je ¢’(z) = 0 za vsak = € I = (a,b),
f(6) - f(a)
3 b—a
Ce g ni konstantna funkcija, zavzame svoj maksimum (ali minimum) v neki vmesni tocki
b) —
% (slika 15).
f(b)

(x — a). Funkcija g je zvezna na [a, b], odvedljiva
oziroma f'(z) = za vsak x € I. Za c lahko vzamemo katerokoli tocko.
c € (a,b). V tocki ¢ mora biti ¢’(c) = 0, se pravi f'(c) =

f(c)

f(a)
f(a)

a c b
Slika 15

POSLEDICA. Ce je f'(x) = 0 za vsak = € I, je f(x) = c (konstanta) za vsak x € I.
Posplositev Lagrangevega izreka je naslednji rezultat. Tudi dokaz je podoben.

IZREK (Cauchy). Naj bosta f,qg zvezni funkciji na zaprtem intervalu [a,b] in odvedljivi
v odprtem intervalu (a,b). Tedaj obstaja taka tocka c € (a,b), da je

[£(0) = f(a)lg'(¢) = g(b) — g(a)]f(0).

Dokaz. Oglejmo si funkcijo h(z) = [f(b) — f(a)]g(z) — [9(b) — g(a)]f(x). Zanjo velja
zveznost na [a, b], odvedljivost na (a, b) in h(a) = f(b)g(a)—g(b)f(a) = h(b). Dokaz poteka
naprej enako kot pri Lagrangevem izreku. V vsakem primeru obstaja tocka ¢ € (a,b) z
lastnostjo h'(c) = 0.

Lagrangev izrek dobimo, ¢e izberemo g(x) = z za vsak . Posledica Cauchyjevega izreka
pa je naslednji izrek, ki velikokrat pomaga pri ra¢unanju limit:

IZREK (L’Hospitalovo pravilo). Naj bosta funkciji f in g odvedljivi v vsaki tocki inter-
vala (a,b). Za neko tocko ¢ € (a,b) naj velja f(c) = g(c) = 0 in g(x) # 0 za x blizu c.
Poleg tega naj obstaja limita lim,_,. f'(x)/¢'(z). Tedaj je

lim @ = lim (@)
v=eg(z)  emeg(x)

Dokaz. Uporabimo Cauchyjev izrek za funkciji f in ¢g: lim M = lim M =
/ 2 gla) e ge) — gl
t
= lim f’gt))' Ker je ¢ <t <z (ali x <t < ¢), konvergira hkrati s x — ¢ tudi t — ¢, in ker
r—cC g

obstaja limita lim;_.. f'(t)/¢'(t), obstaja tudi zgornja limita in izrek je dokazan.

ZGLED. L’Hospitalovo pravilo lahko pogosto s pridom uporabimo. Preprosti zgledi so
Ze znane limite:
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e’ —1 e”
(a) lim = lim — =1,
z—0 x z—0 1
(b) lim ST lim ST _ 1,
z—0 T z—0 1

Vcasih je potrebno pravilo uporabiti veckrat zapored, npr.:

. sinx —=x . cosx—1 . —sinx 1
(c) hmigz im ———— = lim = ——.
z—0 €T z—0 3x z—0 6x 6

Zadostni pogoji za dolocevanje lokalnega ekstrema

TRDITEV. Funkcija f naj bo na intervalu I zvezna in odvedljiva, tocka xo € I pa izoli-
rana stacionarna tocka. Ce v poljubno majhni okolici tocke xy velja
(1) f'(x) <0 zax <zg in f'(x) >0 za x> 9, je vrg minimum,
(2) fl(x) >0 zax <z in f'(x) <0 za x> 9, je vy maksimum,
(3) f'(z) >0 zax <xzo in f'(x) >0 za x > x0, vy Ni ekstrema, funkcija v Ty naraséa,
(4) fl(x) <0 zaxz <xzyin f'(xr) <0 za x> g, vy ni ekstrema, funkcija v xo pada.

Dokaz. Za vsak dovolj majhen h > 0 je po Lagrangevem izreku f(xg + h) — f(z0) =
f'(e)h, Kjer je xg < ¢ < zg + h, in f(xg) — f(xo — h) = f'(d)h, kjer je xg — h < d < xy.
V vsakem od stirih primerov dobimo ustrezen rezultat (narasc¢anje, padanje ali ekstrem
funkcije f v tocki z).

ZGLED. Obravnavajmo funkcije f(z) = 22, 2%, —2* v stacionarni tocki xp = 0. Ugo-
tovimo, da je predznak odvoda levo in desno od tocke zy v skladu s prikazom na slikah
16a,b,c. Zato ima prva funkcija v stacionarni tocki narasc¢ajoc¢i prevoj, druga minimum in

tretja spet maksimum.

V&

) el
/T ; ;

Slika 16

DEFINICLJA. Vigje odvode funkcije f definiramo rekurzivno: ft1) = (f(™)Y . Npr.
=Y.

ZGLED. Visje odvode funkcij f(z) = z", f(x) = €%, f(zr) = sinz, f(x) = cosz
izracunamo brez tezav.

Za dvakrat odvedljive funkcije imamo primeren zadosten pogoj za nastop ekstrema.

IZREK. Ce je funkcija f na intervalu I dvakrat odvedljiva in je xq stacionarna tocka za
[, torej f'(xo) = 0, velja naslednje:
(a) Ce je f"(x¢) <0, je v tocki xg maksimum.
(b) Ce je f"(xo) > 0, je v tocki o minimum.
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Dokaz. Ce je f"(z9) < 0, sta za vse dovolj majhne A > 0 izpolnjeni neenakosti
h ! — f'(wo—h

fwo+ })L F@o) 4y £120) i(xo ) < 0. Ker je f(0) = 0, sledi od tod f/(z0+

h) < 0in f'(zg—h) > 0. Po prvem kriteriju nastopi maksimum. Podobno dokazemo tocko

(b).

OPOMBA. Ce je f"(xy) = 0, lahko nastopijo vse moznosti. V tem primeru moramo
uporabiti drugacne kriterije. Zgled: funkcije 23, 2*, —2* (slika 16).

ZGLEDI. (a) Kvadratna funkcija f(z) = az? + bz + ¢ ima v temenu maksimum (e je
a < 0) ali minimum (e je a > 0). To sledi iz dejstva, da je f”(z) = a za vsak x.
(b) Funkcija f(x) = cosx ima v tocki z¢p = 0 maksimum, v toc¢ki zp = 7 pa minimum, saj

je f7(0)=—11in f"(n) =1.
Praktiéna uporaba ekstremov

Pogosto moramo v praksi poiskati maksimum ali minimum kaksne koli¢ine. Ta koli¢ina
je odvisna (je funkcija) od ene ali ve¢ spremenljivk; njihovo vrednost moramo izbrati tako,
da bo vrednost funkcije ekstremalna. Vsak problem moramo obravnavati posebej, navadno
najprej nastavimo formulo za koli¢ino, katere ekstrem iS¢emo in jo izrazimo samo z eno
spremenljivko glede na dane pogoje. postopek si oglejmo na treh izbranih primerih.

1. V krog vértaymo pravokotnik z najvecjo ploscino.

Krog naj ima polmer r, pravokotnik naj bo v njega vrisan tako, da lezijo oglis¢a na
kroznici, stranice pa so vzporedne koordinatnima osema (glej sliko 17).

2r b

a

Slika 17

Formula za plos¢ino je p = ab, kjer sta a in b stranici pravokotnika. Zaradi pogoja
vértanosti, je a? + b? = 412, torej lahko izrazimo b s stranico a, tako da je b = V412 — a2
in p = av/4r? — a2. Zaradi poenostavitve problema bomo vpeljali druge oznake. Naj bo
r=a/2in f(z) = p?/16 = 2%(r? — 2%) = r?2? — 2*. Opazimo tudi to, da ima funkcija f
maksimum natanko takrat (tj. v isti tocki =) kot plosclna7 le njegova vrednost je drugacna.
Zato pois¢imo ekstrem funkcije f. Odvod je f'(z) = 2r?z — 423 in stacionarni tocki = 0
in 2 = r/v/2. V prvi tocki bi seveda dobili minimum za f (in p), zato pride v postev
le druga totka. Ker je f"(z) = 2r2 — 1222 in f"(r/v/2) = 2r2 — 6r2 = —4r? < 0, ima
v tocki x = r/v/2 funkcija f maksimum, enak f(r/v/2) = r*/4. Maksimalna ploi¢ina je
torej Pmaz = 4/ Fmaz = 212, dosezena pri a = b = /2.

2. Ob ravni progi konstruirajmo Zeleznisko postajo, da bo prevoz od mesta A ob progi,
do mesta B, ki je od proge oddaljeno za b (kilometrov) najcenejsi, ée znasa za vsako tono
blaga cena prevoza po Zeleznici p (denarnih enot na kilometer), po cesti pa je enaka cena
q > p (glej sliko 18).
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B
b
A X X C
a
Slika 18

od A do C enak a, Zeleznisko postajo pa zgradimo v tocki X, ki je za x oddaljena od C
(smiselno je seveda, da lezi X med A in C' in da je cesta od X do B ¢imbolj ravna).

Skupna cena je potem sestavljena iz dveh delov, cene prevoza po zeleznici in cene prevoza
po cesti, vsak del pa je odvisen od cene na kilometer in od razdalje. Edina spremenljivka
je x, zato je cena njena funkcija, ¢ = f(z), kjer je f(x) = (a — 2)p + Va? + b%q (glej sliko
19). Iz odvoda f'(z) = —p + xq/Vz? + b? vidimo, da je stacionarna tocka tam, kjer je
x/Va?+b% = p/q, torej tam, kjer je cosp = p/q, kjer je ¢ kot, pod katerin se v tocki X
cesta proti mestu B odcepi od proge. Ce je stevilo 2 malce manjse, je ta kot malce vedii,
njegov kosinus manjsi in zato f’(z) < 0, za malo vecji x pa dobimo f’(z) > 0. Funkcija f
ima torej v stacionarni tocki minimum, cena je najmanjSa mozna.

3. Izpeljimo lomni zakon v fiziki.
Na meji dveh optic¢no razliéno gostih sredstev se svetloba lomi, sicer pa potuje po ravni

¢rti s konstantno hitrostjo u oziroma v. Denimo, da je u < v (glej sliko 19).
A

Slika 19

Uporabimo Fermatov princip, da svetloba potuje po poti tako, da je skupni cas, ki ga
potrebuje za pot iz totke A v tocko B, minimalen. Na meji obeh sredstev is¢emo tocko
X, kjer bo ta pogoj izpolnjen. Naj bo razdalja tocke A od (ravne) meje enaka a, tocke B
enaka b, razdalja med podnoziséema tock A in B naj bo ¢, med A in X pa z (slika 20).

Potem je celoten cas funkcija spremenljivke x, natancéno ¢t = f(z), kjer je

f(@)=vVa?+a2/u+/(c—x)?+b%/v.
f(z) =z/uva?+a? - (c—z)/vy/(c — )% + 12,

Odvod je

drugi odvod pa
F(x) = a® fu(az® + a®)*? + b2 Jo((c — 2)? + b7)3/2 > 0.

Torej gre v stacionarni tocki za minimum. Ozna¢imo vpadni kot zarka kot obi¢ajno z
a, lomni kot pa z 3. Iz slike 20 vidimo, da je sina = z/Va?+a? in sinf8 = (¢ —
x)/vy/(c — x)2 4+ b%. Torej dobimo stacionarno tocko in s tem minimum ¢asovne funkcije
natanko takrat, ko je sina/u = sin3/v oziroma sina/sinf3 = u/v, ker je znani lomni
zakon. Pogosto ozna¢imo razmerje hitrosti z n (lomni koli¢nik), zato se lomni zakon glasi
tudi sin o/ sin 8 = n.
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Konveksnost in konkavnost funkcije

V zezi z definicijo odvoda smo Ze definirali tangento na krivuljo y = f(z). Ponovimo
formalno definicijo in hkrati definirajmo tudi normalo.

DEFINICIJA. Naj bo f : I — R odvedljiva funkcija.
(a) Tangenta na krivuljo y = f(x) v tocki (zg, f(xo) je premica, ki poteka skozi to tocko
in ima smerni koeficient enak odvodu f/(x).
(b) Normala na krivuljo y = f(x) v tocki (zg, f(zo) je premica, ki poteka skozi to tocko
pravokotno na tangento (ima smerni koeficient enak —1/f'(x)).

Torej sta enacbi tangente in normale v tocki z, f(xo) dani z
(a) enacba tangente: y — f(xo) = f'(x0)(z — x0)
(b) enacéba normale: y — f(xp) = —m(:c — )

ZGLED. Ena¢ba tangente na parabolo y = 22 v tocki (1,1) je y 1= 2(:c — 1) oziroma
y = 2x — 1, enacba normale pay —1 = —%(:c — 1) oziroma y = ——3: +3 5

DEFINICIJA. Odvedljiva funkcija f je v tocki xg konveksna, ¢e za vsak dovolj majhen
h # 0 velja f(xo+h)— f(xo) > f'(xo)h, in konkavna, ¢e za vsak dovolj majhen h # 0 velja
f(zo+h) = f(zo) < f'(z0)h.

Xo Xo

Slika 20

Geometrijsko pomeni, da lezi graf konveksne funkcije v blizini tocke zg nad tangento
v tej tocki, graf konkavne funkcije pa pod tangento v tej tocki (glej sliko 20). Funkcija
je konveksna (konkavna) na intervalu I, ¢e je konveksna (konkavna) v vsaki tocki tega
intervala. Kvadratna funkcija y = 22 in eksponentna funkcija y = e® sta npr. konveksni
na vsej realni osi, logaritmi¢na funkcija y = Inx pa je na svojem definicijskem obmocju
konkavna.

IZREK 1. Odvedljiva funkcija f je v tocki xg konveksna, ¢e odvod f' v tocki xo narasca,
in konkavna, ée odvod f' v tocki xo pada.

Dokaz. Ce f’ v tocki z¢ naraica, za vsak dovolj majhen h > 0 velja f'(zg — h) <
f(x0) < f'(xo + h). Po Lagrangevem izreku potem obstajata tocki z1 € (xg — h, o) in
x9 € (xg, z9+h), tako da velja f(zo)— f(xo—h) = f'(x1)h < f'(xo)h in f(aco—i-h)—i-f(xo)
f'(x2)h > f'(xg)h. Torej je f konveksna. Podobno dokazemo konkavnost, kadar odvod v
tocki xg pada.

IZREK 2. Naj bo f dvakrat odvedljiva v tocki xg.
(a) Ce je f"(x0) >0, je funkcija f v tocki xo konveksna.
(b) Ce je f"(z0) < 0, je funkcija f v tocki xo konkavna.
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Dokaz. Ce je f"(x0) > 0, odvod f’ v tocki x( narasca, zato je funkcija f po izreku 1
konveksna in velja tocka (a). Podobno dokazemo tocko (b).

DEFINICIJA. Tocko zg, v kateri ni funkcija f niti konveksna niti konkavna, ampak lezi
njen graf v blizini tocke x¢ tako na eni kot na drugi strani tangente na krivuljo y = f(x)
v tocki zg, imenujemo prevoy.

X0 Xo

Slika 21

IZREK 3. Potreben in zadosten pogoj za prevoj funkcije f v toc¢ki xg je lokalni ek-
strem (maksimum ali minimum) odvoda f" v tocki xy. Ce je funkcija f v tocki xg dvakrat
odvedljiva, je f"(xg) = 0 samo potreben pogoj za prevoy.

Dokaz. Sledi iz izrekov 1 in 2.

ZGLED. Pois¢imo prevoje funkcije f(z) = e, Ker je ta funkcija velikokrat odvedljiva
je potreben pogoj f”(z¢) = 0. Prvi odvod je f/(z) = —2xe~*", drugi odvod pa f”(z) =
(42? — 2)e*x2. Torej je prevoj lahko le v tockah zo = £1/v/2. Ker ima tu prvi odvod res
lokalni ekstrem, ima funkcija f prevoj.

(y)

0

Slika 22

Diferencial

DEFINICIJA. Diferencial odvedljive funkcije f v tocki x je izraz oblike df (z) = f'(z)dx,
torej produkt odvoda funkcije f v tocki  in diferenciala neodvisne spremenljivke dz (ki
pomeni preprosto spremembo neodvisne spremenljivke: dx = h).

Ker je diferen¢ni kvocient pri majhnem h priblizno enak odvodu v toc¢ki x imamo pri-

blizno formulo f(x + h) — f(x) = f'(x)h oziroma
f(z +da) ~ f(z) + f'(2)da.
To formulo pogosto uporabljamo, kadar Zelimo priblizno oceniti vrednost funkcije v

premaknjeni tocki. Geometrijsko to pomeni, da vrednost funkcije v blizini dane tocke
ocenimo z vrednostjo tangente na krivuljo y = f(z) v tej tocki (glej sliko 23).
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A
- (x)dx
v f(x+dx)
f(x) |
dx M
X x+dx
Slika 23

ZGLED. 1. Za f(x) = Vx je f(x +dz) = /x + %, zato je npr. v/1.02 ~1+0.02/2 =
1.01.

2. Zaradi sin(z+dz) ~ sin x+cos zdz je npr. sin 1° ~ sin0+4cos 0-7/180 = 7/180 ~ 0.018.
Krivulje v parametri¢ni in polarni obliki

Pogosto podamo krivuljo v ravnini, ki predstavlja graf funkcije y = f(z), tako da vpel-
jemo nov parameter (¢as) t, od katerega sta odvisni obe spremenljivki: =z = z(t),y =
y(t). Parameter ¢ doloca tocko (z(t),y(t)) v ravnini (ki s spreminjanjem parametra opise
krivuljo).

ZGLEDLI: 1. Elipsa v centralni legi je v parametri¢ni obliki podana z ena¢bama z =
acost, y = bsint, kjer jea > 0, b > 0in 0 < ¢t < 27w. Res, z eliminacijo parametra iz
teh dveh enach dobimo kanoniéno obliko elipse 22/a® + 3?/b?> = 1. Ce je a = b, dobimo
kroznico (glej sliko 24). Predstavljamo si lahko, da dobimo elipso tako, da tocka (z,y)
krozi po kroznici, v vsaki legi pa ordinato skréimo v razmerju b/a; parameter ¢ pri tem
meri kot do toc¢ke na kroznici. Torej je elipsa Stisnjena”kroznica.

-

(x,y)

Slika 24

2. Clikloida ima parametri¢ne enacbe z = a(t —sint), y = a(1 — cost), kjer je @ > 0 in
t € R. Geometrijsko nastane kot krivulja, ki jo oriSe tocka ana obodu kroznice s polmerom
a, ko se brez drsenja kotali po realni osi, v zacetku, pri ¢ = 0 pa se op[azovana obodna
tocka ujema s koordinatnim izhodiséem (glej sliko 25)

2a

0 an 2am

Slika 25
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Pogosto je parameter t = ¢, polarni kot, ki lahko zavzame vsako vrednost na realni osi
(pozitivno in negativno). Ker je zveza med karteziénimi in polarnimi koordinatami dana
z enacbama = = rcos ¢, y = rsin¢, dobimo iz x = x(¢), y = y(¢), da se tudi polarna
razdalja spreminja s kotom ¢. Tako pridemo do polarne oblike enacbe krivulje: r = r(¢),
kjer je r (polarna razdalja) lahko le pozitivna vrednost.

ZGLEDI. 1. Kroznica s polmerom a > 0 v centralni legi je podana s preprosto enac¢ho
r = a, navpi¢na premica, ki preseka abscisno os v tocki a pa z r = a/ cos ¢. Tu je polarni
kot v mejah med —7/2 in 7/2.

2. Zelo zanimive in v naravi prisotne krivulje so razli¢ne spirale. Arhimedova spirala
ima polarno enac¢bo r = a¢. Tu je a > 0 in ¢ > 0. Hiperboliéna spirala je dana z enacbo
r=a/¢p, a>0,¢6 >0, logaritemska pa z r = ae™®. Tujea >0inm € R, m # 0, in
parameter ¢ € R. Ce je m > 0 se spirala z rastoéim ¢ odpira, za m < 0 pa zapira okrog
koordinatnega izhodiS¢a. Vse tri spirale so prikazane na sliki 26.

Y- 1

Slika 26

3. Se ena lepa krivlja v polarni obliki je srénica (kardioida), dana z enacbo r = a(1 +
cos @), kjer je a > 0 in 0 < ¢ < 7. Prikazana je na sliki 27.

(¥)

(a

Slika 27

Tudi te krivulje lahko obravnavamo z odvodom, tako da najprej izracunamo diferen-
ciale dr in dy, kot funkcije parametra ¢ ali polarnega kota ¢ in nato upoStevamo, da
je v = dy/dx. V polarni obliki upostevamo, da je z = rcos¢, y = rsin¢ in zato
dx = (1" cos ¢ — rsing)de in dy = (r'sin¢ + r cos ¢)d¢. Tako lahko npr. dolo¢imo enacbe
tangent v poljubni tocki take krivulje, poiS¢emo tocke, v katerih so tangente vodoravne ali
navpi¢ne, pa tudi druge zanimive tocke.

ZGLED. 1. Za cikloido x = a(t —sint), y = a(l — cost) je npr. dz = a(l — cost)dt,
dy = asint in zato y’' = ctg(t/2). Zato je tangenta nanjo vodoravna v tockah, kjer je
ctg(t/2) =0, torej t = (2k + 1)m, k € Z, navpicna pa v tockah, kjer ima funkcija ctg(t/2)
pol, torej x = 2kw, k € Z.

2. Znano je, da logaritemska spirala s polarno enacbo r = ae™? seka vsak poltrak iz
izhodis¢a pod istim kotom. To spoznamo takole. Kot med poltrakom in krivuljo je v
bistvu kot med poltrakom in tangento na krivuljo v prese¢is¢u, zato najprej izra¢unajmo
smerni koeficient poljubne tangente. Ker je 1 = ame™?® je dz = ae’™?(m cos ¢ — sin ¢)d¢
in dy = ae’™?(msin ¢ + cos ¢)d¢. Torej je y' = (msin ¢ + cos ¢)/(m cos ¢ + sin ¢) naklon
tangente na logaritemsko spiralo pri polarnem kotu ¢. Spomnimo se, da je to isto kot
tga, kjer je a naklonski kot tangente. Naklonski kot poltraka je seveda ¢, kot med njima
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pa iskani kot § = a — ¢ (glej sliko 27¢c). Njegov tangens je po znanih trigonometri¢nih
formulah in po krajSem ra¢unu enak
tga —tgp  (msing +cosp)cos¢p — (mcos¢ —sing)sing 1

t8h = 1+ tgatgd  (mcos¢ —sing)cos ¢ + (msing +cos@)sing  m’

Vidimo, da je kot 8 neodvisen od ¢, torej konstanten.

3. Integriranje funkcij

Poleg odvajanja funkcij je za uporabo pomembno, da jih znamo tudi integrirati. Brez
integriranja npr. ne bi mogli resevatiu diferencialnih enacb (glej zadnji razdelek).

(a) Nedoloceni integral

Iskanje nedoloc¢enega integrala neke funkcije je obraten problem kot iskanje odvoda:
Dana je (zvezna) funkcija f, is¢emo tako odvedljivo funkcijo F, da je F'(x) = f(z) za vsak
T.

Nedoloceni integral ni enoli¢no dolocen, funkciji F' lahko pristejemo katerokoli konstanto:
(F(z)+C) = F'(x) + C' = f(z). Poljubna dva nedolocena integrala se razlikujeta le za
aditivno konstanto: Ce je G'(z) = F'(x), je (G(z) — F(x))" = 0 in zato G(z) = F(z) + C
po posledici Lagrangevega izreka.

Nedoloceni integral zapiSemo z integralskim znakom: F(z) = [ f(z)dz. Zapis izhaja

iz. Leibnizove pisave odvoda y = j—g. Ce je g—g = f(z), je dy = f(z)dx iny = [ f(x)dz.

Funkcijo, ki jo integriramo, imenujemo na kratko integrand.

ZGLED. [2zdx =2*+ C, [cosxdr =sinxz + C. Tu je C poljubna konstanta.

Za preproste funkcije lahko njihov integral kar uganemo in ga zapiSemo v tabelo.

Tabela elementarnih integralov

xn+1
"dx = C -1
/m T n—|—1+ , n#
d d
/—lenx—i—C / 320 =tgr+C
T cos? x
dzx
e“dr=¢e"+C —— = —ctgr +C
. smdggcc
/a’”zli—a—i—(}’ \/T—ﬂ:arcsinx—i—(}’
d
/sinxdm = —cosx +C / 1 +;552 = arctge + C'
B
coszdr =sinz + C /7zlnx+ 22 +a)+C
/ vV +a ( )

V zadnjem primeru z odvajanjem naknadno preverimo, da je dobljena funkcija res
nedolocen integral dane funkcije. Pri drugih funkcijah z ugibanjem ne gre. Potrebno
je poznati nekatera sploSna pravila za integriranje. Oglejmo si tri osnovne metode.
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Metoda dekompozicije

Integrand skusamo preoblikovati, najveckrat prevesti na vsoto ali razliko znanih inte-
gralov. Pri tem upostevamo, da velja:
1) [(u(z) +v(z))de = [u(x)dz + [v(z)dx
2) [ kf(@)de =k [ f(a)da

Ti dve pravili preverimo z odvajanjem (up3tevamo, da podobno velja za odvode).

ZGLEDILI. (a) /((2:6 —1)2 +32%)de = /(73@2 — 4z + 1)dz = 7/x2dac - 4/xd:c+
/dx:7x3/3—2x2+x+0

(b)/w2+4dx:

d 3
21 T +

;=7 + 3arctge + C

Metoda substitucije

Uvedemo novo integracijsko spremenljivko t, tako da je = = x(t) odvedljiva funkcija.
Pri tem se spremeni tudi diferencial doz = 2’ )dt in s tem celoten integrand:

[ t@ts = [ sate)

Ce smo substitucijo = z(t) izbrali pametno, je novi integral preprostejsi od prejsnjega
in ga znamo resiti direktno.
dx dt 1

1
ZGLEDI. (a) / w13 7= §lnt +C = §ln(2:c — 1) + C; uvedli smo substi-

tucijo = 3t + 1 oziroma 2z — 1 = t. Na sploh je [ f(az 4 b)dz = 1F(ax +b), ¢e je
J f(z)dz = F(z). .

t
(b) /tgmdw = —/7 =—Int+C = —Incosz + C. Zdaj je dobra izbira x = arccost

oziroma cos x = t, saj je — sinxdx = dt.

3z2dx dt
c —_— = =2Vt +C =2vaz3 + 1+ C. Tusmo izbrali z° + 1 = ¢ in dobili
© ) m==/ v
3z2dx = dt. Se bolje bi bilo izbrati 23 + 1 = ¢2. S tem bi hkrati odpravili tudi kvadratni
koren iz drugega integrala in dobili Se bolj preprost integral.

Metoda integracije po delih (per partes)

Formula za integracijo per partes je [udv = uv — [wdu, kjer sta u in v funkciji spre-
menljivke z. Izpeljemo jo iz dejstva, da je uv = [d(uwv) = [(udv + vdu) = [udv + [vdu.
Integriranje po delih uporabljamo, kadar je integrand produkt dveh raznorodnih funkcij,
npr. produkt polinoma in eksponentne (logaritemske, trigonometri¢ne) funkcije ali pro-
dukt eksponentne in trigonometri¢ne funkcije.

72 1 x? 72 .
ZGLEDL (a) [ zlnzdx = 5 Inx — 3 xdx = 5 Inx — s + C. Izbrali smo u =Inz

in dv = xdx.
(b) /wze’”dx = z%e” — 2/xe“dw = 2%e” — 2(ze” — /ezdx) = 2%e® — 226" + 2" 4+ C =

(22 — 2z + 2)e®. Zdaj smo morali dvakrat integrirati per partes. Prvi¢ smo izbrali u = z2,

drugi¢ u = z, obakrat pa dv = e”.
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Pri nekaterih tipih integralov, npr. pri integriranju racionalnih funkcij, ali pri inte-
gralih, kjer nastopajo kvadratni koreni iz kvadratnih izrazov, so potrebni posebni prijemi.
V teorijo integriranja takih funkcij se tu ne bomo spuscali. Naj zados¢a preprost zgled,
kjer racionalno funkcijo pred integracijo razstavimo na ti. parcialne ulomke. Uporabimo
torej neko varianto metode dekompozicije.

11,1 1 de 1([ d d
ZGLED. Zaradi - (—— - )je/ T2 / z _/ T )
2-1 2z-1 z+1 2—-1 2\) z—1 x4+ 1

1 -1
—lnx +C.

2 x+1

(b) Doloceni integral

Izberemo poljubno delitev intervala [a,b] na n podintervalov z n — 1 vmesnimi toc¢kami:
a=2x9 <z <..<xy,=>b Dolzina k-tega podintervala je Ax, = x — x_1, na njem si
izberemo poljubno tocko zp_1 < & < xj in sestavimo t.i. integralsko vsoto funkcije f na
intervalu [a, b], definirano z Y, _, f(&§x) Az (glej sliko 28).

% X2 5 %4

Slika 28

DEFINICIJA. Stevilo I imenujemo doloceni integral realne funkcije f na intervalu [a, b],
¢e velja

max Az —0

I= lim Zf(gk)mk.
k=1

Ta limita ne obstaja vedno; res pa se da dokazati, da obstaja za vsako zvezno funkcijo
f na intervalu [a, b] (dokaz izpustimo). Kadar limita obstaja, recemo, da je funkcija f na
intervalu [a, b] integrabilna. V bodo¢e bomo integrirali samo preproste funkcije. Ker je
vsaka elementarna funkcija zvezna na vsakem intervalu, na katerem je definirana, bodo
prakti¢no vse nase funkcije integrabilne.

ZGLED. Izracunajmo po definiciji doloceni integral f; xdx, tako da za poseno tocko
izberemo aritmeti¢no sredino podintervala, tj. & = (xx + zx—1)/2. Dobimo

b n n 2 2
. T+ Tp_1 1 b —a
/a zdr = lim E — 5 (xp — xp—1) = 5 E (l“i - 33%71) = 5

n—oo

k=1 k=1

Izracun je bil dokaj enostaven, ker je bil integrand preprost. V bolj zapletenih primerih to
ne bi delovalo.

Lastnosti dolo¢enega integrala
Za uspesno integriranje je potrebno poznati nekatere osnovne lastnosti dolocenega in-

tegrala. Brez dokazovanja naStejmo nekaj teh lastnosti. Izpeljali bi jih lahko iz definicije
(podobne lastnosti bi veljale za integralsko vsoto, limita pa bi jih ohranjala).
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1. fabf(:c)d:c = fab f(u)du.

Vidimo, da ime integracijske spremenljivke ni pomembno.

2. fab(cf(x) + dg(z))dx = cf;f(x)dx + df; g(z)dx.

Recemo, da je doloceni integral linearni funkcional (deluje linearno na funkcije).
3. fabf(x)dm = [¥ f(a)dx + fcb f(x)dz, ¢e a < ¢ <b.

Recemo, da je doloceni integral aditivna funkcija integracijskega obmocja.

4. [ f(x)de = — f;f(x)dm

Z zamenjavo mej se predznak integrala spremeni. Posledica je f; f(z)dz = 0. Poleg
tega zaradi tocke 4 velja tocka 3 tudi v primeru, ko ¢ ¢ (a, b).

5. Iz f(z) < g(z) sledi f; f(z)dr < f; g(z)dx, ¢e a < b.
Recemo, da je doloceni integral monotoni funkcional.

6. \f;f(x)dx\ < f(f |f(z)|dx, ¢e a <.

To takoj sledi iz tocke 5.

1 b
7. Izm < f(z) < M na [a, b sledimgb—/ flx)dx < M.

Tudi to dobimo iz tocke 5. Izraz ﬁ f;f(:c)d:c imenujemo povprecna vrednost funkcije
f na intervalu [a, b]. Vidimo, da lezi med m in M.
Omenimo Sse pomembno posledico tocke 7. Ce je f zvezna funkcija, obstaja £ € [a,b],
1 b
da velja f(§) = Y a / f(z)dz To sledi iz znanega dejstva, da zvezna funkcija zavzame
—a/,

vsako vrednost med najmanjSo in najvecjo.
Zveza med dolocenim in nedoloé¢enim integralom

Racunanje doloc¢enega integrala po definiciji je zelo komplicirano, zato je ugodno poznati
Se druge nacine. Izpeljimo osnovno povezavo med dolo¢enim in nedolo¢enim integralom.

Naj bo f zvezna funkcija na intervalu [a,b]. Definirajmo G(z) = [ f(t)dt, = € [a,b].
Tedaj je:

1. G zvezna funkcija zgornje meje x:

z+h
G(m+h)—G(m):/ ft)ydt =hf(E) — 0 (h—0).
2. G odvedljiva funkcija zgornje meje x:
Gx+h) -Gz
@M =G _ pey (@) (h—0)
Torej je G () = f(x) za vsak  in G je nedoloGeni integral funkcije f. Ce je F poljuben
drug nedoloc¢eni integral funkcije f, je kot znano, F'(x) = ff ft)dt+C. Ker je F(a) = C,
velja F(z) — F(a) = [ f(t)dt.
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Vstavimo tocko x = b, pa dobimo osnovno formulo integralskega racuna:

b
/ F(t)dt = F(b) — F(a).

Metode za racunanje dolocenega integrala

1. Z osnovno formulo. Najprej izracunamo nedoloceni integral, nato pa vstavimo meje.
ZGLED: [ sinazds = —cosz[f = 2.

2. Substitucija. Izberemo monotono funkcijo x = z(t), kjer je « < t < f in z(a) =
a, () = b. Dobimo f;f(x)dm = ff f(z(t)x' (t)dt.

ZLED: (a) V integral fol Vx + 1dx uvedemo substitucijo v/ + 1 = t oziroma x = t? — 1.
Dobimo dx = 2tdt, integral pa je enak 2 flﬁ t2dt = 2(2v/2 - 1)/3.
(b) Ce v integral I = foe %dm uvedemo substitucijo z = ¢, 0 < ¢t < 1, dobimo
I= [ t%dt=1/3.

3. Metoda per partes. Formula je podobna kot pri nedolo¢enem integralu, le da
“ . . b b b
upostevamo tudi meje: [ udv = uv|, — [ vdu.

ZLED: [ xsinzdr = (—zcosz)f + [ coszdr =+ sinz|f = 7.
(c) Posploseni integral

Pod tem pojmom razumemo bodisi integral zvezne funkcije na neomejenem intervalu
(poltraku ali celi realni osi) bodisi integral funkcije, ki ni definirana v izolirani tocki ome-
jenega intervala.

1. Neomejen integracijski interval

Po definicije je tak posploSen integral enak

/Oof(x)dx = blim bf(x)dx

a

b b
/_ f(z)dz = lim f(z)dz

—
a [e.e] a

ZGLEDIL. (a) /0 e “de = lim (1—e ") =1, (b) /0 xf—fl = lim In(b + 1) = .

/Zf(x)dx: lim /abf(x)dx

a——00,b—00

(e.o]

ZGLED. Pri integralu I :/ e "’ dx ocenimo integrand z e % < 1/(1+ 2?) (glej

—00

o PP < dx *© dx
razdelek o limitah). Ker sta obe funkciji pozitivni in je I < T2 2< =
—00 T 0
je tudi prvi integral koncen.
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2. Neomejene funkcije

Naj ima funkcija najprej singularno tocko v desnem krajiséu. Potem je po definiciji

b b—e
/ f(z)dx = ll_}Hé f(z)dz.

a

dx

9 o fim(1— e =2,

l1—=z e—0

1 1
ZGLEDL (a)/o —— =lim(1 ~In¢) = o0, (b)/0

— X e—0

Ce ima funkcija f singularnost v levem krajiscu, je

[ =1y [ i Py,

¢e ima f singularnost v tocki a.

1
ZGLED. / Inzdr = lim(e —elne — 1) = —1.
0

€E—>

Kadar je singularnost v vmesni tocki ¢, a < ¢, b, integral zapisemo v obliki f; flx)dx =

[ f(x)da + fcb f(z)dz in problem prevedemo na oba prej$nja primera.

7 uporabo posplosenih integralov je mogoce izpeljati prirocen kriterij za konvergenco
vrst s pozitivnimi ¢leni.

TRDITEV. Naj bo funkcija f na poltraku [1,00) pozitivna in padajoca. Potem velja
oo oo
Z f(n) < oo natanko takrat, ko je / f(z)dx < .
n=1 1

Dokaz. Ker je f(xz) > 0in f(z) > f(y) za x < y, velja za vsak n > 1 in za vsak
x € [n,n+1] ocena f(n+1) < f(x) < f(n) in zato (s sumacijo po vseh n) tudi

S [ <Y s
n=2 1 n=1

o
d
ZGLED. Vrsta s ¢leni 1/n divergira, ker je / o _ 00, vrsta s éleni 1/n? pa konver-
1 X
o0
d
gira, ker je / —;U =1
1 X

(¢) Uporaba dolo¢enega integrala

Brez integriranja modernih matemati¢nih metod v naravoslovju ni. Ve¢ina zahtevnejsih
fizikalnih koli¢in in izrekov ni mogoce niti formulirati oziroma obravnavati brez integralov.
tu si bomo ogledali le nekaj bolj preprostih geometrijskih aplikacij.

1. Racunanje ploscin likov.

Ce je f(z) > 0 na [a,b], je plo¢ina lika, ki ga na intervalu [a,b] oklepajo krivulja
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a b a b
Slika 29

)¢
)
.

S o
&H
—~
S
~
v
=
-2
]
©
B
Sa
=)
=
<8
s
[\»)
Ne)
=3
~
i
)
=
o
(218
o
=)
s
=
D
o,
<:
=
54
=
57
)
=
]
=}
3
s

a
ZGLEDI. (a) Plos¢ino kroga lahko izra¢unamo z integralom p = 4 / v a? — x2dz. Uvedemo
0

substitucijo x = asint. Torej je dr = acostdt in

w/2 w/2
p= 4a2/ cos® tdt = 2a2/ (1 + cos 2t)dt = a®r.
0 0

(b) Plos¢ino med sinusom in kosinusom na intervalu [0, 27] izra¢unamo z integralom

5m/4
/ (sinz — cos x)dx = 2v/2.
/4

(c) Ploscino enega loka cikloide izracunamo z

2am 2
p= / ydr = / a(l — cost)a(l — cost)dt =
0 0

2m w/2
a? / (1 — 2cost + cos®t)dt = 4a> / (1 + cos® t)dt = 3a*n.
0 0

Upostevali smo, da je y = a(1 — cost) in dx = a(l — cost)dt.

(d) Plog¢ina pod krivuljo y = 1/(1 + 22) na (—o0,0) pa je enaka / . ix 5
o x

Ce je krivulja podana v polarnih koordinatah z enaébo r = r(¢), a < ¢ < (3, je plos¢ina
krivuljnega izseka podana s formulo:

B
p=3 | oo

To formulo izpeljemo iz definicije dolo¢enega integrala. Pri tem uopsStevamo, da je izraz
%T2d¢ enak ploscini enakokrakega trikotnika s krakom 7 in vmesnim kotom d¢ (slika 30).

ds
-~

Slika 30

0o~ df
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1 27
ZGLED. (a) Plos¢ino kroga bi lazje izracunali s formulo p = 3 / a’dp = a’r.
0 1 2m
(b)Plos¢ina enega polnega zavoja Arhimedove spirale 7 = a¢ je enaka p = 3 / a’¢*dp = 4a*73 /3.
0

2. Racunange locnih dolZin.

Za krivuljo z enacbo v eksplicitni obliki y = f(z) je

b
5= / V1 +y2dz,
a

saj je ds® = dx® + dy? = (1 + y/'2)dz>.

ZGLED. Obseg kroznice je enak stirikratni dolzini krivulje y = v/a? — 22 na intervalu

a
d
[0,a]. Po kratkem ra¢unu dobimo s = 4a / % = 4aarcsin 1 = 2ar.
0o Vaz—z

Ce je krivulja podana v parametriéni obliki, je formula za njeno dolzino

s
5= / Vi (t)? + y(t)2dt.

ZGLED. (a) Obseg kroznice, podane v parametriéni obliki z x = acost, y = asint, je

2
spet s = \/a2 sin?t + a2 cos? tdt = 2am.

0
(b) Dolzina enega loka cikloide z ena¢bo = = a(t — sint), y = a(1 — cost) je

27 2
s = / \/@2(1 —cost)? + a?sin? tdt = 2a/ sin(t/2)dt = 8a.
0 0

To predstavlja stiri premere kotalece se kroznice.
Krivulje v polarni obliki obravnavamo kot parametri¢ne krivulje s parametrom w. V tem

primeru je ds? = dz? +dy? = ((1' cos ¢ —rsin ¢)? + (' sin ¢+ cos ¢)?)d¢? = (1% +r2)dg>.
Formula je zdaj torej

B
s= [ ViE TR,

2m
ZGLED. Spet izracunajmo obseg kroga r = a (' = 0). Dobimo s = VaZde = 2ar.
0

3. Racunanje prostornine rotacijskih teles.

Kadar se krivulja y = f(x) zavrti okrog abscisne osi, je prostornina dobljene vrtenine
na intervalu enaka

b
V=nm / yida.
a
ZGLED. Prostornino stozca s polmerom r in visino h dobimo z vrtenjem premice
2 h
r
y = rx/h okrog abscisne osi na intervalu [0, h]. Torej je V = T 22de = mr2h/3.

h? Jy
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4. Racunanje povrsine rotacijskih teles.

Formula je zdaj

b
P= 27r/ y\/ 1+ y2dx
a

ZGLED. Povrsina paraboloida y = y/z na intervalu [0,1] je

1t 1
P:27r7§/0 \/2x+1dx:3—\/§(3\/§—1).

Vpeljali smo substitucijo v2x + 1 =t.

4. Taylorjeva formula in Taylorjeva vrsta

Taylorjeva formula

Imejmo funkcijo f, ki je poljubnokrat odvedljiva na realni osi. Po osnovni formuli
integralskega racuna je

f@) - 1) = | " e,

kar lahko z veckratno uporabo integracije po delih zapiSemo
x
£0) = fla) = = a)f'(@) + | (o~ 07" (Bt =
a
(z —a)®

= (@ —a)f(0) + <

Fla)+g [ ==

z —a)? z—a)’ z 4
= @-af@+ S @+ o e 4 5 [0
Splosno dobimo t.i. Taylorjevo formulo
_ . / (z — a)2 " (z — a)3 m (x—a)" (n)
£(@) = f(@) + (@~ a) (@) + S + Eo ) 4 0
+% az(x — )" f D (1)t
Prvi del
_ . / (1‘ — a)2 " (1‘ — a)g m (1‘ — a)n (n)
Pala) = (@) + (2 — ) a) + T2 ey ¢ 2 gy o B2 g

imenujemo Taylorjev polinom, drugi del
1 xT
Rofe) = o [ (=t ey
n! J,

pa ostanek Taylorjeve formule (v integralski obliki). Ostanek lahko za n + 1-krat zvezno
odvedljive funkcije zapisemo tudi v dugi obliki. Ker je m < f("H)(t) < M, pri ¢emer sta
m in M natancni meji, je

m [* n M [* n
ARCED dtSRn(x)gm/a (z — t)"dt
oziroma
m nal M nil
— < < — .
e =" < Re) < e a)
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Ker je f 1 (t) zvezna funkcija na [a, z] in je po zgornjem m < (n+1)!R,(z)/(z —a)"*! <
M, obstaja vsaj ena tocka & € [a,z], tako da velja f*D(€) = (n 4+ 1)!R,(z)/(z — a)"*!

oziroma (nh1)
A n+1
To je ostanek v t.i. Lagrangevi obliki.
Ce je n+ 1-ti odvod funkcije f zvezen, lahko ostanek zapiSemo Se v eni obliki. Po izreku
o povpreéni vrednosti, dobimo iz integralske oblike
T —a

(@ ="

za neko tocko &, ki lezi med a in x. To je t.i. Cauchyjeva oblika ostanka.

R,(z) =

Veasih se da pokazati, da za nekatere vrednosti  (vsaj v blizini tocke a) z naraséanjem
n preko vsake meje tudi ostanek R, (x) konvergira proti 0. V tem primeru imamo namesto
konéne Taylorjeve formule t.i. Taylorjevo vrsto

© r(n)(g
o) =3 L@ gy

Pravimo, da smo funkcijo f razvili okrog tocke a v potenéno (Taylorjevo) vrsto. V poseb-
nem primeru, kadar je a = 0, govorimo raje o McLaurinovi vrsti

& (o)

n!

z".

f(z)

n=0

Primeri Taylorjevih (McLaurinovih) razvojev
1. Eksponentna funkcija in vrsta

flz) =e®, fM(z) =e?, f™(0) =1. Torej dobimo

S r 22 a3
Z — —_ = JE— R R
e _Zn! =1+ oo grte
n=0
Ker je ostanek v Lagrangevi obliki enak R, (z) = (neTgl)!x”‘H, 0 < £ < z, in ga lahko
ocenimo z | Ry, (z)| < ”6:11—18? — 0, (n — 00), eksponentna vrsta konvergira za vsak x € R.

2. Vrsti za sinus in za kosinus

f(x) = sinz, fC (@) = (=1)"cosz, fCI(z) = (=1)"sinz, fCHV(0) = (1),
f@(0) = 0. Tako imamo
— (=17 2n+1 _ o® 2’ al

sinx:nz:oian_’_l)!x x‘g*ﬁ‘ﬁ*--

Podobno kot prej vidimo, da vrsta konvergira za vsak x € R.

Za funkcijo f(x) = cosz imamo f®"(z) = (—=1)"cosz, f@"*V(z) = (=1)" lsinz in
zato
> (_1)n ) 2 4 6
j— n e PR — _
coS T = T;O 2n)! =1 o1 + TR + ..

Vrsta spet konvergira za vsak x € R.
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3. Vrsta za logaritemsko funkcijo

Sedaj vzemimo funkcijo f(x) = In(1 + z), za katero je f(0) = 0. Odvodi pa so po vrsti
F(x) = 14%17 F(z) = _ﬁ’ " (x) = (1+2m)3’ itd. Splosno je

(1) (n — 1)!

fe) = e i f00) = (<) - 1)
Torej dobimo
N G S S
ln(l—i—x)—nz:l =g 2+3 T

Ta vrsta pa konvergira samo za —1 < x < 1, kar najlazje spoznamo po kvocientnem kri-
teriju za absolutno konvergenco v primeru —1 < & < 1. V tocki -1, dobimo divergentno
harmoniéno vrsto, v tocki 1 pa konvergentno alternirajoc¢o vrsto. Isto bi lahko spoznali
tudi iz ostanka v Lagrangevi in Cauchyjevi obliki (glej Vidav), od koder bi tudi videli, da
pri pogoju —1 < x < 1 vrsta konvergira ravno proti In(1 + ).

4. Binomska vrsta

Vzemimo funkeijo f(x) = (1+z)™, kjer je m poljubno realno stevilo. Sedajje f(z) =
m(m—1)...(m—n+1)(1+z)™ " in f(0) = m(m —1)...(m —n+1). Torej dobimo vrsto

1+2)™ = g (7:):6" —1+ <T)x+ <Tg>x2 + (?)ﬁ +o

Vrsta sedaj konvergira (absolutno) za —1 < x < 1, kar najhitreje vidimo s kvocientnim
kriterijem. Da pri tem pogoju konvergira ostanek proti 0, je veliko tezje videti (glej Vidav),
zato se dokazu odpovejmo.

Zgled. 1. V primeru m = —1 zaradi (_nl) = (—1)" dobimo

1 oo
T :Z(—l)":vnzl—:c+x2—:c3+...,
x

n=0

se pravi geometrijsko vrsto, ki, kot vemo, konvergira pri |z| < 1. Ce v njej zamenjamo x
z —x, pridemo do obiCajne vrste

1 [e.o]
1_x:Zx":1+x+:c2+x3+...,
n=0
2. Zam = 1/2 dobimo V1+az = 14 2z — 22>+ .., za m = —1/2 pa \/11—Tz =

1-— %:c + %xQ + .... Obakrat velja konvergenca pri —1 < x < 1.
Uporaba Taylorjeve formule in Taylorjeve vrste

(a) Pri risanju funkcij si lokalno lahko pomagamo z aproksimativnimi formulami (zacet-
nimi odseki Taylorjeve vrste), npr. e* ~ 1+ z, e ® ~1—x, cosz ~ 1 —22/2, sinx ~ =,
ali sinx ~ x — 23/6 itd. Ti priblizki so zacetni Taylorjevi polinomi. Z rasto¢im n cedalje
bolje opisujejo vedenje funkcije f v blizini zacetne tocke a.

(b) Z zacetnimi ¢leni Taylorjeve vrste si lahko pomagamo tudi pri ra¢unanju limit ve-
likokrat odvedljivih funkcij (namesto L'Hospitalovega pravila), npr.
x —sinx 3/6 — .

R
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(c) Ostanek Taylorjeve formule je v blizini tocke a zelo majhen. To dejstvo lahko
izkoristimo pri ugotavljanju, ali je v stacionarni tocki a res ekstrem. Naj bo npr. f/(a) =

f"(a) =...= f*D(a) =0 in f™(a) # 0. Teda je po Taylorjevi formuli reda n
@)= 1) = T o+ [(E2E) poal

Ce je n sodo stevilo, je predznak desne strani v blizini tocke a odvisen samo od predznaka
f™(a): ce je to Stevilo pozitivno, dobimo minimum, ¢e negativno pa maksimum. Ce pa
je n liho Stevilo, se ne glede na predznak pri f(*) (a) predznak desne strani spreminja glede
na to, ali je x > a ali z < a. V tem primeru pa imamo prevoj.

(¢) Vrsta za eksponentno funkcijo je ugodna za ra¢unanje njenih vrednosti na veliko
decimalk natan¢no, ker razmeroma hitro konvergira. Izkoristimo jo lahko tudi za izpeljavo
znamenite Fulerjeve formule ‘

e =cosx +isinz.
Ce v vrsto za e® formalno vstavimo ixr namesto x (i je imaginarna enota), dobimo po
zdruzitvi realnih in imaginarnih ¢lenov
2 4 3 5
e =(1- % —i—% — ) +i(z— é—!—i— §—| —...)=cosz +isinzx.
To formulo bomo uporabili pri diferencialnih enacbah.

(d) Racunange logaritmov na ve¢ decimalk natancéno. Uporabljamo razvoje v vrsto

1+z 3 P
1 =2 — 4+ — 4+ ...
ny =2ty gt

(za —1<z<1)in

1-(2a>—1)"!
ln(a,—l—l)—i—ln(a,—1)—21na:1n(1—a,_2):lnl_i_EQZQ_li_1 =

1
202 — 1 * 3(2a%2 —1)3
za a > 1. V prvega vstavimo npr. = 1/3 pa dobimo In 2, vrednost In 3 nato izra¢unamo
iz drugega, ¢e vstavimo a = 2. Po istih formulah izra¢unamo tudi logaritme vec¢jih nar-
avnih stevil. Ce bi npr. [n2 racunali iz osnovne logaritemske vrste, bi dobili In2 =
1-1/2+1/3 —1/4+ .... Na desni imamo tu znano alternirajo¢o vrsto, za katero sicer
vemo, da je konvergentna, vendar je njena konvergenca silno pocasna.

= —2( +...)

(e) Racunanje korenov. Npr. /2 =1+ 1 =1+1/2 —1/8 + ... prepocasi konvergira,
zato 5v/2 = /50 =7,/38 = 7(1 — X)~Y/2 = 7(1 4+ 1/100 + 3/2.100% + ...).
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IV. FUNKCIJE DVEH SPREMENLJIVK IN DIFERENCIALNE ENACBE

1. Funkcije dveh spremenljivk

Funkcije dveh spremenljivk so definirane na podmnozicah koordinatne ravnine. Ce je
D taka podmnozica, so njeni elementi tocke (z,y), predstavljene z dvema koordinatama,
z in y. Razdalja med dvema takima tockama je evklidska:

d((z,y), (a,b)) = /(z — a)®> + (y — b)*.

Epsilonsko okolico tocke (a,b) sestavljajo vse tiste tocke (z,y), ki so od (a,b) oddaljene za
manj kot e, torej

Ve(a,b) = {(z,y); d((z,y), (a,b)) < e}.
Zaporedje tock (zy,yn) € D konvergira proti tocki (a,b), ¢e so od nekega indeksa dalje
vsi njegovi ¢leni v epsilonski okolici tocke (a,b). Preprosto se da preveriti, da zaporedje
(zn,yn) konvergira proti (a,b) natanko takrat, ko z,, konvergira k a in y, konvergira k b.

Definicija in zveznost funkcije dveh spremenljivk

Definicija. Funkcija dveh spremenljivk je predpis, ki vsaki tocki (z,y) iz ravninske
mnozice D (definicijskega obmocja) priredi natanko dolo¢eno realno stevilo z.

Odvisnost stevila z od tocke (z,y) zapisemo z = f(z,y). Pri tem sta z in y neodvisni
spremenljivki, z pa odvisna spremenljivka.

Graf funkcije Gy = {(x,y,2);2 = f(z,y)} je mnozica v trirazseznem prostoru. Kadra
je funkcija f zvezna, pomeni graf neko ploskev nad ravninskim obmocjem D.

Zgled. z = ¢, 2 = ax + by + ¢ (ravnina), z = x? + y?(rotacijski paraboloid), z =
xy (hiperboli¢ni paraboloid), z = /1 — 22 — y? (polkrogla).

Podobno kot smo to storili pri funkciji ene spremenljivke, tudi sedaj definiramo limito
funkcije dveh spremenljivk.

Definicija. Stevilo ¢ je limita funkcije dveh spremenljivk f v tocki (a,b), ¢e za vsako
zaporedje tock (z,,yn) € D\ {(a,b)}, ki konvergira k (a,b), ustrezno zaporedje funkcijskih
vrednosti f(zy,,y,) konvergira k c.

Zapis: ¢ =lim(, ) (a4 f(2,y). Seveda limita ne obstaja vedno.
Zgled. Funkcija f(z,y) = % npr. nima limite v tocki (0,0). Ko se priblizujemo
tocki (0,0) iz razliénih smeri, dobivamo razli¢ne vrednosti. Vzdolz koordinatnih osi do-

bimo npr. 0, vzdolz premice y = z dobimo 1/2, vzdolz premice y = — = pa — 1/2.

Definicija. Funkcija je v tocki (a,b) € D zvezna, ¢e je tam njena vrednost enaka limiti,
fla,b) = limg o) f(2,9).
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Zveznost funkcije dveh spremenljivk po tej definiciji ni isto kot zveznost po vsaki spre-
menljivki posebej. To lahko vidimo iz prejsnjega zgleda, ¢e dodatno definiramo f(0,0) = 0.

Parcialni odvodi in totalni diferencial

Parcialna odvoda po x ali po y definiramo kot limiti parcialnih diferen¢nih kvocientov.

x_ﬁx_hﬁo h
g2 0 oy f@y k)~ f@y)
Y 0y k—o0 k '

Parcialna odvoda torej izra¢unamo tako, da odvajamo funkcijo na x ali na y, pri ¢emer
smatramo drugo spremenljivko za konstanto.

Zgled. z = 32%y, z = xsin %

Prav tako lahko definiramo viSje parcialne odvode:
Pf_ 0 0f Pf 008 #f 00l *f_ 0 0f
0x2  Ox Ox” Oydx Oy Ox’ Oxdy Ox Oy’ 0Oy®: 0Oy Oy
Ce so zvezni, so medani odvodi enaki ne glede na vrstni red odvajanja. To dejstvo veckrat
s pridom uporabljamo.

Definicija. Pravimo, da je funkcija f dveh spremenljivk v tocki (z,y) odvedljiva (difer-
enciabilna), ¢e obstajata konstanti A, B, da velja

h—0,k—0 Vh2 4+ k2

Ce je funkcija f odvedljiva, je A = % in B= g—i. Pogosto pisemo h = dz in k = dy.

=0.

Definicija. Izraz Ah + Bk = gda@ + %dy imenujemo totalni diferencial funkcije f.
o Yy
0 0 ) 9
Obicajno zapisemo df = a—idx + a—zdy ali dz = 2= d + a—;dy.

Zgled. Izracunajte totalni diferencial za z = 3x2y in z = z sin %

Totalni diferencial uporabljamo npr. pri ocenjevanju napak. Tako je za produkt z = xy
totalni diferencial dz = ydx + zdy, za kvocient z = % pa
_ ydx — xdy
y o
Totalni diferencial pomeni oceno za absolutno napako. Pogosto pa je pomebnejsa rela-
tivna napaka. Ocena zanjo pa je %. Pri produktu dobimo

dz

z x Y

dz

de d
_de  dy
(relativni napaki faktorjev se sestejeta), pri kvocientu pa
dz dr dy
z  x Y

(relativni napaki se odstejeta).
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Odvajanje posrednih funkcij

Naj bo z = z(u,v), kjer je u = u(z,y) in v = v(x,y). Spremenljivka z je torej posredna
funkcija spremenljivk x in y, spremenljivki u in v sta le posrednika. Za odvode na z in y
velja v tem primeru naslednje veriZno pravilo

0z  0z0u 0z 0v
9z Qudr  Ovow
0z 0z0u 0z0v
oy~ dudy " vy

Verizno pravilo izpeljemo tako, da na dva na¢ina izra¢unamo totalni diferencial funkcije
z. Enkrat gledamo z kot funkcijo spremenljivk = in y. Tedaj dobimo dz = %dm + g—;dy.
Drugi¢ pa opazujemo z kot funkcijo spremenljivk u in v, torej dz = %du + %dv. Seveda
pa sta v tem primeru u in v spet funkciji spremenljivk = in y, torej du = %dm + g—;dy in
dv = %dm + g—;dy. Skupaj torej dobimo

0z 0z 0z Ou ou 0z ,0v v

ada@ + a—ydy =dz = %(ada@ + 8_ydy) + %(adu’c + 8_ydy)

S primerjanjem koeficientov pri dz in dy na obeh straneh enakosti dobimo formule za
verizno pravilo.

Mozno je tudi, da sta u in v funkciji samo ene spremenljivke, ali da je z funkcija samo
ene spremenljivke, ki pa je sama funkcija dveh spremenljivk.

Zgled. 1. Cejeu = u(z), v =v(z), izra unajte odvod z po spremenljivki z za naslednje
izraze: z =u+v, z =uv, z =u/v, z =u".

2. Funkcijo dveh spremenljivk z = f(x,y) pogosto zelimo izraziti s polarnima koordi-
natama 7 in ¢. To ni tezko, ¢e se spomnimo enacb, ki povezujejo karteziéne in polarne

koordinate: x = rcos¢, y = rsin¢. Parcialna odvoda na polarni koordinati % in g—;

lahko po veriznem pravilu izrazimo s parcialnima odvodoma na kartezi¢ni koordinati %
. Oz .
n . Dobimo

0z 0z

0z .
= D cosqﬁ—i—a—ysm¢

0z 0z b+ 0z 5
— = ——rsin —7 COS ¢.
¢ ox oy
Kadar hoctemo, obratno, kartezi¢ne parcialne odvode izraziti s polarnimi, moramo ta sis-

% SiE3 0z . 0z
tem enacb razresiti na 9z 10 5y

Ekstremi funkcij ve¢ spremenljivk

Definicija. Zvezna funkcija dveh spremenljivk f(z,y) ima v tocki (a, b) lokalni ekstrem,
¢e ima razlika f(a + h,b+ k) — f(a,b) isti predznak pri vseh dovolj majhnih vrednostih A
in k. Ekstrem je maksimum, ce je ta razlika negativna, in minimum, ¢e je pozitivna.

Trditev. Za odvedljivo funkcijo dveh spremenljivk je potreben pogoj za nastop ekstrema

v tocki (a,b) stacionarnost tocke (a,b), se pravi, 6—f(a, b) =0, a—f(a, b) =0.
€T Y

Dokaz. Funkciji f(x,b) in f(a,y) imata v tocki a oziroma b tudi ekstrem, zato morata
biti odvoda enaka 0.
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Pogoj stacionarnosti ni tudi zadosten za nastop ekstrema. Zgled: z = zy v tocki (0,0).
Ta tocka je stacionarna, ker sta oba prva parcialna odvoda v njej enaka 0, ni pa ekstrem,
ker v smeri y = x funkcija z narasca, v smeri y = — x pa pada. Retemo, da ima v tocki
(0,0) funkcija sedlo.

Zadostni pogoji za ekstrem funkcije dveh spremenljivk

Imejmo stacionarno tocko (a,b). Vrednosti funkcije f gledamo na premicah skozi tocko
(a,b), torej opazujemo funkcijo ene spremenljivke gx(z) = f(x, k(z —a)+b) za vsak mozen
k. Po veriznem pravilu imamo

/ 9 o)
Gh(0) = 5L () + k5L (00) =0

in

0? 0? 0?

Gi0) = 55 (@.b) + 25 (@, D+ 5 (@ DI,
Ce za vsak k € R velja g}/ (a) > 0 (ali ¢e za vsak k € R velja g/ (a) < 0), imajo v tocki a vse
funkcije g lokalni minimum (ali lokalni maksimum), zato bo isto veljalo za funkcijo dveh
spremenljivk v tocki (a,b). Toda izraz za g}/(a) je kvadratna funkcija spremenljivke k in
bo imela za vsak k enak predznak, ¢e je diskriminanta negativna. Torej mora biti izraz
O f 02f ( 0% f )2

Dy) = 555,72 ~ \ ozoy

ki je enak negativni diskriminanti, deljeni s 4, v tocki (a,b) pozitiven. Ce je % < 0,
dobimo maksimum, za % > ( pa maksimum. Dokazali smo izrek

Izrek. Ce je v stacionarni tocki (a,b) izraz D(a,b) > 0, ima funkcija f v (a,b) lokalni
ekstrem in sicer maksimum, ce je %(a, b) < 0, in minimum, ce je %(a, b) > 0.

Ce je D(a,b) < 0, ekstrema v tocki (a,b) ni. Ce pa je D(a,b) =0, ne moremo reci, kaj
se zgodi.

Opomba. Izraz D(z,y) je enak determinanti matrike, sestavljene iz drugih parcialnih

odvodov
[ 2f  9f ]
ox2 Oz0y

o’f  9%f
dyox Ox2

Zgled. 1. f(z,y) =2® —ay+y? —4x —y -5, f(x,y) = 2% +y> — 3zy. Prva funkcija
ima samo en minimum, v tocki (3, 2), druga pa sedlo v tocki (0, 0) in minimum v tocki (1,1).

2. Metoda najmanjsih kvadratov. Pogosto zvezo med dvema koli¢cinama, ki ju
lahko merimo, opisuje funkcija y = f(z,a,b), ki je odvisna npr. Se od dveh (v¢asih
tudi ve¢) parametrov a in b. Parametre Se ne poznamo natancno. SkuSamo pa jih
dolociti tako, da se bo funkcija ¢imbolje prilagajala danim eksperimentalnim podatkom
(1,v1), (22,Y2), -y (Tn,yn). To dosezemo npr. z iskanjem minimuma funkcije dveh

spremenljivk
n

F(CL, b) = Z(f(xkaaa b) - yk)Q
k=1
Zgled. Iskanje linearne zveze y = a + bx. Postavimo F(a,b) = >_}_,(a + bxy — y)? in
izra¢éunamo parcialna odvoda ter ju izenac¢imo z 0.
oOF o
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oF

b :2;$k(a+b$k—yk):0

Za spremenljivki a in b dobimo sistem linearnih enacb
n n
an—+b Z T = Z Yk
k=1 k=1
n n n
aZxk + bez = Zxkyk
k=1 k=1 k=1

ki je enoli¢no resljiv, ¢e sta vsaj dve tocki v zaporedju x1, 9, ..., x, med seboj razlicni. Iz
njega izracunamo

b= oy — Y wry )/ (Y i — (O w))
k=1 k=1 k=1 k=1

k=1 =
in nato Se
n n
a= (Zyk — bek)/n
k=1 k=1
O*F O*F = O*F = O*FO°F | O°F
TG T a2 Z: b Gaap) ;x’“ D =575~ Gaan)
n n n N 1 n a
=4 7—4 2=14 - = %> 0, vidimo, da v staci i tocki ved
nkz:lxk (kz:lxk.) n;(xk n;xk) , vidimo, da v stacionarni tocki vedno

nastopi minimum.

Opomba. Vse doslej smo se zanimali le za funkcije dveh spremenljivk. Na isti na¢in
pa bi lahko obravnavali tudi funkcije treh ali ve¢ spremenljivk. Parcialne odvode na vsako
spremenljivko bi definirali v bistvu na isti nac¢in (druge spremenljivke imamo za konstante).
Tudi zanje bi se izkazalo, da je stacionarnost tocke (vsi parcialni odvodi v tej tocki so 0)
potreben pogoj za nastop ekstrema. Seveda pa so zadostni pogoji v tem primeru precej
bolj komplicirani.

Vezani ekstremi

Veéasih iS¢emo ektreme funkcije dveh spremenljivk z = f(z,y), pri ¢emer pa spre-
menljivki x in y ne teceta prosto po obmocju odvedljivosti funkcije f, ampak sta med
seboj povezani z enacbo g(z,y) = 0. Iz te enacbe bi v nacelu lahko eno spremenljivko
izrazili z drugo, vstavili v dano funkcijo in tako dobili ekstremalni problem za funkcijo ene
spremenljivke.

Pogosto pa ravnamo drugace. Ker je diferencial vezi identi¢no enak 0, velja zveza
%dm + g—gdy = 0 in diferenciala dz in dy nista linearno neodvisna (enega bi lahko izrazili
z drugim). Raje pa uvedemo tako imenovan Lagrangev multiplikator. Pri poljubnem A je

@=L\ &9

—=)d = — A
ox 8.%') v (6y oy
Pogoj za ekstrem je seveda df = 0, zato dolo¢imo z,y in A tako, da bodo izpolnjeni pogoji
% — )\% =0, ?)_5 — )\g—g = 01in g(z,y) = 0 (¢e hotemo, da je ekstrem na krivulji, ki jo
dolo¢a enacba vezi).
Ekvivalenten je naslednji Lagrangev postopek:

)dy.

Sestavimo novo funkcijo

F(‘T’y’ )‘) = f(x’y) - )\g(sc,y)
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in ji pois¢emo ekstrem. Potrebno je seveda resiti sistem enacb

a—F:O, a—F:Oina—F:O
ox Y

(zadnja enacba nam ponovno da pogoj g(x,y) = 0). Iz tega sistema izracunamo neznanke
x, y in A, vsaka resitev (x,y) je stacionarna tocka, mozna ekstremalna tocka.

Zgled. Poiskati Zelimo npr. polosi elipse z enacbo ax? + 2bzy + cy? = 1 (elipso dobimo,
kadar je ac — b> > 0 in a # ¢ > 0). Polosi sta dve, vecja in manjsa. Ker je ta elipsa v
centralni legi, ju dobimo kot najvecjo in najmanjSo mozno razdaljo tocke na elipsi do koor-
dinatnega izhodisca. Zadosca opazovati kvadrat razdalje. ISCemo torej ekstreme kvadrata
razdalje f(z,y) = 2% + y? pri pogoju az? + 2bxy + cy? = 1. Nastavek

F(z,y,A) = 2* +y* — p(az® + 2bzy + cy® — 1)

nam da sistem enacb, ki je v bistvu problem lastnih vrednosti za matriko A = [ Z ZC) },

torej Az = Az, kjer je A = 1/u. Iskani kvadrat razdalje je ravno pu, torej sta p in A
pozitivni Stevili. Vecko polos kot kvadratni koren iz reciproi¢ne vrednosti manjse lastne
vrednosti, manjSo polos pa kot kvadratni koren iz reciproi¢ne vrednosti ve¢je lastne vred-
nosti. Dolo¢imo lahko tudi smer teh dveh polosi, ¢e izracunamo Se lastne vektorje.

Oglejmo si konkreten primer elipse: 322 +2zy +y? = 1. Matrika je [ i’ 1 } z lastnima

vrednostma A\; = 2 — /2 in Ay = 2 4+ v/2 (kar nam da polosi /1 + \/§/2 in/1— \/5/2)

in lastnima vektorjema (smerema polosi) z1 = (1 — v/2,1)T in 29 = (1,v/2 - 1)7T.
2. Navadne diferencialne enacbe

V naravoslovnih vedah pogosto opazujemo spreminjanje ene koli¢ine v odvisnosti od
spreminjanja druge. Sprememba (rast) je matemati¢no dana z odvodom ali diferencialom,
torej so matematicni model za dolo¢ene pojave enacbe, v katerih nastopajo neznane
funkcije in njihovi odvodi. Imenujemo jih diferencialne enacbe. ReSitev so odvedljive
funkcije, ki tej enacbi zadoscajo.

Zgledi. y = cosxz, v =2y, y" + 4y = 0, 23y"” + xy’ = 1 so primeri navadnih diferen-
cialnih enacb. Prvi dve sta prvega reda, tretja drugega in Cetrta tretjega. ISemo dovolj
odvedljivo funkcijo, ki zadosca dani enacbi. Primer parcialne diferencialne enacbe drugega
reda je % + giyg = 0. Tu is¢emo funkcijo dveh spremenljivk u = u(z,y), ki zadosca tej
enacbi. V tem razdelku bomo obravnavali nekaj najbolj preprostih tipov navadnih difer-

encialnih enacb.
(A) Diferencialna ena¢ba 1. reda

To je navadna diferencialna enacba, v kateri nastopa samo prvi odvod neznane funkcije,
torej enacba oblike F(z,y,y’). Ce od tod izrazimo y’, dobimo enacbo v eksplicitni obliki:

y/ = f(x,y),

kjer je na desni strani f znana (obi¢ajno zvezna) funkcija dveh spremenljivk. Kaksna od
spremenljivk lahko tudi manjka, kot smo videli v prvih dveh primerih ' = cosz in 3/ = 2y
zgoraj. Radi bi poiskali enkrat odvedljivo funkcijo, ki zadosc¢a enacbi. Njen graf y = y(x)
imenujemo resitvena krivulja.
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Geometrijski pomen enacbe y' = f(z,y) je naslednji. Desno stran lahko izra¢unamo
v vsaki tocki (z,y) definicijskega obmodja funkcije f. Ker pomeni odvod naklon (smer)
grafa iskane funkcije, recemo, da je z enacbo podano polje smeri. To je, v vsaki tocki je
predpisana smer, v kateri mora potekati reSitvena krivulja. To polje smeri si lahko na-
zorno graficno predstavimo tako, da si na¢rtamo druzino krivulj, vzdolz katerih je smer
konstantna. Te krivulje imenujemo izokline. Ce sledimo predpisani smeri, lahko vsaj pri-
blizno nariSemo tudi resitvene krivulje. Vidimo, da je reSitvenih krivulj neskonéno mnogo,
odvisno od tocke, v kateri zacnemo.

ZGLEDLI. (a) ¥ = y/x. Izokline so krivulje y/x = k, k € R, torej premice y = kx skozi
koordinatno izhodisée. To so hkrati tudi resitvene krivulje, saj se smer na premici y = kz
ujema s k.

(b) ¥y’ = —2xy. Izokline so tu hiperbole xy = —k/2, k € R. Z vstavljanjem v diferen-
cialno enacbo se lahko prepri¢amo, da so resitvene krivulje enake y = Ce_m2, kjer je C
poljubna konstanta.

Iz teh zgledov vidimo, da je splosna resitev diferencialne enacbe prvega reda odvisna Se
od ene konstante. V splosnem torej dobimo enoparametri¢no druzino reSitvenih krivulj.
Ce poleg enacbe predpisemo e eno tocko (xg,%o), skozi katero mora potekati resitvena
krivulja, oziroma pogoj y(xg) = yo, izberemo s tem iz druzine eno samo resitev, ki ustreza
poleg enchbi tudi zacetnemu pogoju.

ZGLED. Ce v prejsnjem zgledu (a) zahtevamo (1) = 1,a dobimo k = 1 oziroma resitev

y = . Ce isto zahtevamo v zgledu (b), dobimo C' = e oziroma resitev y = el=e?,

Tudi obratno vsaki enoparametri¢ni druzini krivulj ustreza diferencialna enacba 1. reda.
Poiséemo jo tako, da krivulje odvajamo po spremenljivki x in iz obeh enacb izlo¢imo
konstanto C'.

Ortogonalne trajektorije dane druzine krivulj so take krivulje, ki v vsaki svoji tocki
sekajo eno od krivulj dane druzine pod pravim kotom. Tej ortogonalni druzini priprada
diferencialna enacba, ki je v preprosti zvezi z diferencialno enacbo prvotne druzine krivulj.
Samo odvod 3’ nadomestimo z —1/vy/.

ZGLED Diferencialna enacba za druzino premic y = kz je enacba y' = y/z. Diferen-
cialna enacba ortogonalnih trajektorij pa je —1/y’ = y/x oziroma y' = —x/y. Brez tezav
se s posrednim odvajanjem prepricamo, da tej enacbi ustrezajo krivulje v implicitni obliki
22 +y? = r2, torej koncentri¢ne kroznice s srediséem v izhodiséu, kar je tudi nazorno jasno.

Doslej Se nismo spoznali nobene metode, kako diferencialno enac¢bo prvega reda res
reS§imo. Vedno to ne gre z elemntarnimi analiti¢nimi sredstvi. Naslednji tip ena¢b je na-
jpreprostejsi primer enach, ki jih lahko uzenemo ze z dvema integracijama.

Enacbe z locljivimi spremenljivkami

To so enacbe oblike y' = f(x)g(y), kjer sta f in g znani zvezni funkciji. Spremenljivki na
desni strani sta lo¢eni v dva faktorja. Ce preidemo na zapis z diferenciali, lahko dosezemo,
da sta vsak na svoji strani enacbe: dy/g(y) = f(z)dz. Integriramo na obeh straneh in
dobimo enaé¢bo oblike G(y) = F(x) + C, ki povezuje spremenljivki x in y, torej implicitno
obliko resitvene krivulje. Vcasih, a ne vedno, uspe od tod eksplicitno izraziti y kot funkcijo
spremenljivke x (in splosne konstante C').
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ZGLED. Enacba y’ = —2xy, ki jo poznamo od prej, je enacba z locljivimi spremenljvikami.
Najprej dobimo dy/y = —2xdz in nato z integracijo Iny = —z2 +1In C. Ce odpravimo log-

2 .. .~
7 ki jo tudi ze poznamo.

aritme, dobimo splosno resitev y = Ce™
Na enacbe z loc¢ljivimi spremenjivkami lahko prevedemo tudi nekatere druge enacbe.
Tako npr. v enacbo oblike

Y =g(y/x),
kjer je g poljubna funkcija uvedemo novo spremenljivko v = y/z in dobimo enacbo z
locljivimi spremenljivkami zu’ + v = g(u) oziroma

ru' = g(u) — u.

Primeri iz geometrije, fizike in drugih ved

1. Enacba za eksponentno rast je enacba oblike 3/ = ky. Tu pomeni 3’ odvod po ¢asu
t, k pa je sorazmernostni faktor. Enacba pove, da je hitrost rasti dane koli¢ine y premoso-
razmerna sami kolicini. (Ce je k > 0, gre za rast, ¢e je k < 0 pa za upadanje.) Tako se
vedejo (vsaj na omejenem intervalu) Stevilni naravni pojavi; re¢emo da gre za naravno rast
(npr. rast populacije, rast lesne mase v gozdu itd.). Enacba ima locljive spremenljivke,
splogno resitev hitro najdemo v obliki y = Ce’. Zacetnemu pogoju y(0) = yo pa ustreza le
krivulja y = ype'.

2. Radioaktivni razpad uravnava enacba % = —ky, kjer je k je pozitivnha konstanta
(npr. 1,4 . 10~ s~ za radij). To je poseben primer enacbe za eksponentno rast (pravza-
prav upadanje). Resitev je y = yoe . Od tod lahko npr. izracunamo razpolovno dobo,
ko se koli¢ina radioaktivne snovi zmanjSa na polovico. Vstavimo y = yo/2 in dobimo
e Mo = 1/2 oziroma tg = (In2)/k (pri radiju ~ 5.10'%s ~ 2000 let).

3. Na enacbe z locljivi spremenljivkami pogosto naletimo pri reSevanju geometrijskih
problemov. Pois¢imo npr. krivulje, katerih odsek na normali je konstanten (enak a). Odsek
na normali je dolzina daljice na normali med prese¢is¢em normale s krivuljo y = y(z)
in presecis¢em z abscisno osjo. Izracunamo ga po formuli y+/1+ 92, kjer je y ordi-
nata ustrezne tocke, v kateri potegnemo normalo. Diferencialna enacba se torej glasi
y\/1 + 12 = a, od koder dobimo (x + ¢)? + y? = a?, kjer je ¢ poljubna konstanta. Iskane
krivulje so torej kroznice s polmerom a in sredis¢em na abscisni osi.

4. 'V epidemiologiji nas zanima $tevilo zdravih osebkov z(t) in Stevilo bolnih osebkov
y(t) v trenutku ¢ v neki populaciji velikosti N. Predpostavimo, da je v zacetku (v trenutku
t = 0) v populaciji samo en bolan in N — 1 zdravih osebkov. Hitrost okuzbe je v vsakem
trenutku premosorazmerna stevilu stikov med zdravimi in obolelimi osebki, torej (pri ide-
alnem mesanju osebkov) produktu zdravih in bolnih osebkov. Obolevanje potemtakem
uravnava diferencialna enacba z lo¢ljivimi spremenljivkami Z—? = kzy, kjer je k > 0 oziroma
y' = k(N — y)y. Njena resitev, ki zadosc¢a tudi zacetnemu pogoju y(0) = 1, je

Neth
y(t) = ENT®
N—-1+e

Njen graf je t.i. logistiéna krivulja (v obliki lezece ¢rke S), ki se pojavi vedno pri omejeni
rasti. Zakonitost je odkril in raziskal belgijski matematik P.F. Verhulst ze leta 1838.

Zanimiva je tudi krivulja y = y/(¢), ki meri hitrost obolevanja. Maksimum ima pri
t = kLN In(N — 1), ko je y(t1) = N/2. Torej je hitrost obolevanja najvecja takrat, ko je
obolelih priblizno polovica osebkov.
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(B) Linearna diferencialna enacba prvega reda

To je enacba oblike
v+ f)y = g(x),

kjer sta f(z) in g(x) dani zvezni funkciji. Enacba je homogena, ¢e je g(xz) = 0 in neho-
mogena, ¢e je g(x) # 0. Homogena enacba ima lo¢ljive spremenljivke in jo znamo resiti.
Splosna resitev homogene enacbe je vedno oblike y = Cyg, kjer je yg ena netrivialna recitev.

Nehomogeno enacbo lahko reSujemo na dva nacina:

1. Ce uganemo eno (partikularno) resitev yi, je splosna resitev oblike y = y; + Cyp.
Razlika y — y; dveh reSitev nehomogene enacbe namre¢ vedno resi homogeno enacbo.

2. Partikularno resitev lahko poiSéemo z metodo wariacije konstante. Kot samo ime
pove, variiramo konstanto, ki nastopa v splosni resitvi y = C'yo(x) homogene enacbe. To
je, C smatramo za funkcijo in ta nastavek vstavimo v prvotno nehomogeno enacho. Iz nje
najprej izratunamo C’ in z integracijo Se C' = C(z) + C;. Torej je potem splosna resitev
nehomogenew enacbe 1. reda enaka y = (Cp(x) + C1)yo(z) = Co(z)yo(z) + Cryo(x), kjer je
(4 sedaj prava konstanta, y; = Cy(x)yo(x) pa posebna (partikularna) resitev nehomogene
enacbe.

ZGLEDI. (a) Enacba ¢/ — y = €*® ima homogeni del enak y' — y = 0, kar je enacba z
loc¢ljivimi spremenljivkami in s splosno resitvijo y = C'e®. Eno reSitev nehomogene enache
lahko takoj uganemo: y; = e?* (z odvajanjem se prepricajte, da res zadosca prvotni
enacbi). Torej je splosna resitev y = e2* 4 Ce®.

Do iste resitve bi lahko prisli tudi z variacijo konstante. Odvajamo funkcijo y = C(z)e”
in vstavimo v enacbo, pa dobimo C’e* + Ce® — Ce® = e?* oziroma C’ = e%, se pravi
C(z) = e + C. Torej je y = (% + C)e” = e2* + Ce”.

(b) Homogeni del enacbe xy’ 4+ y = sinx hitro resimo in dobimo y = C'/z. Ker rezitve
nehomogene enacbe zdaj ne moremo kar uganiti, uporabimo metodo variacije konstante.
Z nastavkom y = C(x)/z gremo v enacbo in najdemo C’(z) = sinz, C(x) = —cosz in
y=(—cosz+C)/zr=—cosz/r+ C/x.

Konkretno diferencialno enac¢bo resimo Se hitreje, ¢e opazimo, da velja (xy)’ = sinz, od
koder z eno samo integracijo najdemo xy = —cosz + C, kar nam da isto splosno resitev
kot prej.

Mnoge diferencialne enacbe se s primerno substitucijo prevedejo na linearne enacbe
prvega reda, med njimi npr. ti. Bernoullijeva enacba

Y+ fla)y = gla)y™, n# 1.

Tu uvedemo novo odvisno spremenljivko z = 1/y" 1.

ZGLEDI. (a) Iz enacbe x9/ + y = y? dobimo z uvedbo spremenljivke z = 1/y enacho
—xz' + 2z = 1, ki jo hitro uzenemo, saj ima celo lo¢ljive spremenljivke. Dobimo z = 1+ Cxz
oziroma y = 1/(1 + Cxz).

(b) Tudi epidemioloska enacba je take oblike, saj jo lahko zapisemo vy’ — kNy = —ky?.
Delimo z —y? in uvedemo z = 1/y, pa dobimo linearno diferencialno enacbo 1. reda
2/ + kNz = k in zacetni pogoj 2(0) = 1. Njena reitev je z = (1 + (N — 1)e *¥*) /N, od

koder dobimo za y isto resitev kot prej.
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(C) Linearna diferencialna enacba 2. reda s konstantnimi koeficienti

Naslednji tip diferencialnih enacb, ki jih lahko resimo, so enacbe oblike
ay” +by' +cy = f(t),

kjer so a,b,c € R in f znana zvezna funkcija. Ce je f = 0, je enacba homogena, sicer
nehomogena.

Homogeno enacbo resujemo z nastavkom y = e*. Ko ga vstavimo v enacbo in krajsamo
z eksponentnim faktorjem, dobimo t.i. karakteristicno enacbo

aX? + b+ ¢ =0,

ki ima v splosnem dva (lahko tudi enaka) kompleksna korena A; in A\y. (Karakteristi¢no
enacbo dobimo iz diferencialne enacbe torej tako, da namesto i-tega odvoda neznane
funkcije y zapiSemo i-to potenco neznanke \.)

Splosna resitev homogene enacbe je odvisna Se od dveh poljubnih konstant in je oblike

At Aot
y = c1e™l" 4 cge™?’,

¢e sta korena razli¢na, in

y = (c1t + cz)e)‘t,

Ce sta korena enaka A. Preprosto se je prepricati, da je to res reSitev enacbe. Za dokaz
dejstva, da drugih resitev ni, pa bi morali morali poznati nekaj ve¢ teorije takih enacb,
¢emur se odpovejmo.

Splosna resitev nehomogene enacbe je potem oblike y = y; + yp, kjer je yp splosna
reSitev homogene enacbe in y; ena od reSitev nehomogene enac¢be. To posebno resitev
vcéasih uganemo, ali pa pridemo do nje po podobni metodi wvariacije konstant, kot pri
linearni enacbi 1. reda. Izpeljavi metode se odpovejmo, kasneje jo bomo ilustrirali na
posebnem zgledu.

Kadar sta korena karakteristicne enacbe kompleksna, sta konjugirano kompleksna \; =
a+ i3, Ao = a — i3, ker ima enacba realne koeficiente. V tem primeru lahko namesto
kompleksne oblike splosne resitve homogene (ali nehomogene) enacbe zapisemo realno ob-
liko: y = creM! + cpe??t = cre®(cos Bt + isin Bt) + coe™(cos Bt — isin ft) = ¢} e cos Bt +
che® sin Bt, kjer je ¢ = c1 + co in ¢y = i(cy — ¢3). S primerno transformacijo lahko resitev
zapiSemo tudi v obliki y = Ae® cos(Bt + 0).

ZGLEDI. 1. Resimo enacbo y” + 4y = sint. Karakteristi¢na enacba je A2 + 4 = 0,

ki ima konjugirano kompleksni resitvi Ay = 24 in A = —2i. Splosna resitev homogene
enacbe je torej yp = c1 cos 2t + co sin 2t. Eno reSitev nehomogene enac¢be lahko uganemo,
saj mora biti v zvezi s sinusno funkcijo; dobimo y; = ésint. Torej je skupna resitev

Yy = ésint+clsin2t+020082t.

Kako bi na tem primeru uporabili metodo variacije konstant? V formuli za sploSno
reSitev homogene enacbe imejmo c¢; in c¢o za funkciji spremenljivke t. 7Z odvajanjem
na t dobimo y' = | cos2t + chsin2t — 2¢;sin2t + 2¢9 cos2t.  Zahtevajmo ¢ cos 2t +

cysin2t = 0, pa imamo y' = —2¢;sin2t + 2co cos 2t. S ponovnim odvajanjem najdemo
y" = =2 sin 2t + 2c, cos 2t — 4eq cos 2t — 4eg sin2¢. To vstavimo v prvotno enacbo, pa
dobimo —¢| sin2t + ¢, cos 2t = sint, kar je Se druga enacba za odvoda ¢| in . Iz sis-
tema dveh linearnih enacb izracunamo ¢ = — cos tsin® t, ch = cos?tsint — %sint, in-
tegriramo, da dobimo ¢1(t) = —%sin®t + ¢1, ea(t) = —3cos®t + Jcost + o in konéno

Y= %sint+cl cos 2t + cg sin 2.
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2. Enacba y” + 2ay’ +wdy = 0 opisuje lastno duseno nihanje matemati¢nega nihala (pri
majhnih odklonih iz mirovne lege). Tu je o > 0 koeficient dusenja in wg krozna frekvenca
nihala.

Korena karakteristiéne enacbe A2 + 2a\ + wg =0sta\] = —a+ a2 — wg in Ay =

—a — \/a? — w3. Lahko lo¢imo tri primere:

(i) a? > w? (moéno dusenje). Resitev: y = c1e*?+cge?2?, Stevili Aj, g realni in negativni.
(ii) o? = w3 (mejni primer). Resitev: y = (c1t + c2)e™ ¥, A\ = Ag = —av.

(i) o < w? (sibko dudenje). Resitev: y = Ae Y cos(Bt + J), \1 = —a + i, Ay =

—a—if, B=+/wi—a

Samo v zadnjem primeru gre za pravo (duseno) nihanje. Ce pa bi bil a = 0, dusenja ne
bi bilo in bi imeli harmoni¢no nihanje.

Sistem linearnih diferencialnih enac¢b 1. reda s konstantnimi koeficienti

Pogosto se hkrati spreminja ve¢ koli¢in v odvisnosti od ¢asa in od teh koli¢in samih.
Denimo, da gre za dve koli¢ini x, y in da je hitrost spreminjanja od njiju linearno odvisna
(pri ¢emer so koeficienti konstantni). Tedaj govorimo o sistemu dveh linearnih diferencial-
nih enacb 1. reda s konstantnimi. To je sistem oblike

¥ =ax+by+ f(t)

Y =cx+dy+g(t)
kjer so a,b, ¢, d znana realna stevila in f, g znani zvezni realni funkciji. Ce uvedemo vek-

torske oznake z = (z,y)*, 2/ = (2/,y)*, h(t) = (f(t),g(t))* in A = CCL Z], lahko

sistem zapiSemo v matriéni obliki: 2z’ = Az + h(t). Kadar je h(t) = 0, govorimo o homo-
genem sistemu, sicer pa je sistem nehomogen.

Sistem dveh linearnih diferencialnih enacb 1. reda lahko takoj prevedemo na eno linearno

diferencialno enacbo 2. reda. Oglejmo si npr. homogeni sistem:

¥ =azr+by

y = cr +dy.
Prvo enacbo odvajamo, nato iz obeh enacb 1. reda izlo¢imo ¥y, nazadnje pa iz te in iz
odvajane enacbe izlo¢imo Se vy, pa dobimo za z enacbo 2. reda

2" — (a+ d)2" + (ad — be)xr = 0,
ki ima karakteristi¢no enacbo
M — (a+d)X + (ad — be) = 0.

Brez posebnih tezav se lahko prepri¢amo, da je ta enacba enaka enacbi det(A\ —A) = 0, kjer
je A matrika zgornjega sistema. Torej je leva stran karakteristicne enacbe enaka karakter-
isticnemu polinomu matrike A (glej razdelek 4 v I1.poglavju), korena A1, Ay karakteristicne
enacbe pa sta lastni vrednosti matrike A.
Splosna resitev za x je enaka
T = cle)‘lt + CQe)‘Qt,
reSitev za y potem poiséemo iz ene izmed prvotnih enach, npr. iz prve, ¢e je b # 0:
y = (2' —ax)/b = dieM! 4 dye?,

kjer je d1 = ()\1 — a)cl/b in d2 = ()\2 — CL)CQ/b.
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ZGLEDI 1. Za sistem 2’ = —y, 3’ = z takoj dobimo najprej enacbo " = —z z resitvijo
x = cicost + cgsint. Nato iz y = —2’ poiSéemo Se y = —cysint + ¢y cost. Od tod npr.
vidimo, da je
P ==,
kjer je c¢ pozitivna konstanta. Torej so resitvene krivulje sistema koncentri¢ne kroznice s
sredis¢em v koordinatnem izhodis¢u. Slednje dobimo lahko tudi direktno iz diferencialne
enacbe dz/dy = —y/z, ki jo dobimo z medsebojnim deljenjem obeh strani sistema (s tem
izlo¢imo pomozno spremenljivko t).

2. Na podoben na¢in uzenemo homogeni sistem 2’ = 3x — 2y, vy = 2z — 2y. Ker sta
karakteristicni Stevili oziroma lastni vrednosti ustrezne matrike enaki —1 in 2, dobimo
resitev @ = 2cie ™t + cpe?!, y = 2cie + (cz/2)e?.

Uporaba sistemov diferencialnih enacb je pogosta v proucevanju ekosistemov. Ce imamo
npr. dve razliéni populaciji zivih bitij, ki Zivita na istem prostoru (in se med seboj borita
za hrano in prostor), lahko predpostavimo, da se stevilo osebkov ene populacije spremin-
jai zaradi notranjega razvoja populacije (razmnozevanja, naravnega umiranja) in zaradi
enakih vplivov konkuren¢ne populacije. Pogosto da se ti vplivi linearno sestevajo in tedaj
dobimo kot matemati¢ni model ravno homogeni sistem dveh linearnih diferencialnih enach
1. reda. Spremenljivki x in y sta velikosti tekmujoc¢ih populacij, 2’ oziroma 1’ njuna rast
(hitrost spreminjanja), koeficienti a,d > 0, b,c¢ < 0 pa premosorazmernostni faktorji ra-
zliénih vplivov). Ekoloski sistem je stabilen, ¢e ostane v (dinamiénem) razvnovesju, tj.
¢e se nobena populacija ne poveca enormo na racun druge oziroma ¢e nobena ne izumre.
Preprost matematic¢ni premislek glede oblike resitve pove, da je sistem stabilen natanko
takrat, ko sta obe lastni vrednosti ustrezne matrike (ali vsaj njuna realna dela) negativni
Stevili. V tem primeru nobena resitev, ki je linearna kombinacija eksponentnih funkcij
casa, ne more neomejeno narascati.

Nelinearni sistem diferencialnih ena¢b 1. reda

Naravni pojavi navadno niso linearni, zato so nelinearni sistemi veliko bolj zanimivi
(blizje resni¢nosti). Vendar so obicajno tezje resljivi kot linearni sistemi. Za zakljucek si
oglejmo samo preprost primer nelinearnega sistema:

¥ = ax — by

y = cay—dy

kjer so a,b,c,d > 0 dana Stevila.

Tak sistem dobimo npr. pri obravnavi enostavnega modela, ko se ena vrsta zivali
(roparji, plenilci) prehranjuje z drugo vrsto zivali (hrana, plen). Hitrost spremembe v
populaciji plena x’ je enaka naravni rasti v populaciji, ki je proporcionalna njeni velikosti
(¢len ax) in hitrosti zmanjSevanja populacije zaradi uni¢enja s strani roparjev, ki pa je pro-
porcionalna Stevilu moznih medsebojnih kontaktov med plenom in roparji (¢len —bzy). Po
drugi strani je hitrost spremembe v populaciji roparjev y’ enaka povecanju Stevila ropar-
jev zaradi obilne hrane (¢len cxy) in naravnemu zmanjSanju populacije roparjev zaradi
umiranja (¢len —dy). Tak model so res postavili v obdobju po 1. svetovni vojni glede
populacije belih rib (plen) in morskih psov (roparji) v Kvarnerskem zalivu (D’Ancona,
Volterra).

Resitev sistema, ki je ne moremo dobiti analiti¢no, pa¢ pa le numeri¢no, sta periodi¢ni
funkeiji ¢asa x(t) in y(t) (glej sliko 1), pri éemer maksimumi (in podobno minimumi) pri
y nekoliko zaostajajo za maksimumi (minimumi) pri z, kar se da lepo razloziti.
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Analiti¢no pa lahko iz dy/dx = y(cx — d)/x(a — by) dobimo zvezo med x in y, namrec¢
alny —by =cr —dlnx + C,

ki predstavlja konveksno sklenjeno krivuljo (glej sliko 2). Cikli¢no gibanje po tej krivulji v
pozitivnhem smislu pomeni Stevilsko naras¢anje in upadanje plena in roparjev, kar se tudi
da prav lepo razloziti.



