ZGODOVINA MATEMATIKE
Zapiski predavanj 2012/13 - prvi del

Milan Hladnik

Uvod: O zgodovini matematike in o istoimenskem predmetu

Za redke navdusence ima matematika vrednost sama zase, njenega smisla in pomena jim ni
treba posebej dokazovati. Za ostale, ki matematiko samo uporabljajo ali pa nanjo gledajo
kot del sirse kulture, pa je pomembno tudi mesto matematike v druzbi in spreminjanje
njene vloge skozi razlicna obdobja. Zavedati se moramo, da je tudi danasnja mogoc¢na
matematicna teoreti¢na zgradba postopoma nastala iz reSevanja ¢isto konkretnih prob-
lemov, ki jih je od sposobnih pripadnikov dolo¢ene skupnosti terjal ¢as, pritiski okolja
in notranje razumevanje dotedanjega razvoja matematike, znanosti in tehnike ter celotne
druzbe. Spoznavanje preteklih tovrstnih ¢loveskih prizadevanj je lahko stimulacija tudi
za Studij moderne matematike in proucevanje starih mojstrov je lahko inspiracija tudi za
danasnje matematic¢no raziskovanje. Zgodovina je v vsakem (tudi matemati¢nem) pogledu
nasa uciteljica, ¢e smo le odprti do nje.

Pogovor s studenti

Predmet Zgodovina matematike je torej namenjen vsem, ki jim ni dovolj matematika kot
abstraktna formalna teorija z veénimi in nespremenljivimi resnicami, ampak hocejo spoz-
nati tudi izvor matemati¢nih pojmov in idej, ki jih danes uporabljamo. Ima dve uri
predavanj, ki prinasajo splosni pregled obdobja, znacilnosti tedanje matematike in opis
prispevkov vodilnih matematikov, ter eno uro vaj, kjer se skozi reSevanje tipi¢nih nalog
in problemov seznanimo z bistvenimi matemati¢nimi pristopi dolo¢enega c¢asa oziroma
dolocenega matematika. Poudarek je na razvoju elementarne matematike od antike do
konca 18. stoletja.

I. MATEMATIKA STAREGA IN SREDNJEGA VEKA

Med starimi kulturami, ki so imele do dolo¢ene mere razvito matematiko, si bomo na
kratko ogledali le egipcansko in babilonsko civilizacijo. Kitajsko, ki se po starosti lahko
primerja z njima, bomo pustili ob strani; le sem in tja bomo opozorili na kaksen starejsi ali
novejsi neodvisen prispevek starejsih kitajskih matematikov. Bolj podrobno bomo obrav-
navali starogrsko matematiko, njene zacetke, klasi¢ne geometrijske probleme, Evklidovo
sistemizacijo in velike dosezke helenisticnega obdobja. Dolzno pozornost bomo posvetili
indijski matematiki starega in srednjega veka ter dosezkom islamskega kulturnega sveta od
8. do 13. stoletja. Pregledali bomo matemati¢no dogajanje v srednjem veku in zakljucili
prvi del zgodovine matematike z renesanso in 16. stoletjem.
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1. Stari Egipt in Mezopotamija
(A) Egiptovska matematika

Zgodovinski okvir

Ugodna lega in relativna izoliranost (zaradi puscave) sta omogo¢ili dolgotrajni mirni razvoj.
Okrog leta 3000 pns. sta bila oba naroda ob Nilu zdruzena v enotno kraljestvo, ki so mu
vladali faraoni. Nil je s poplavami omogocal ugoden razvoj poljedelstva, za kar so potrebo-
vali razvito astronomijo (dober koledar zaradi napovedi poplav), ter geometrijo (merjenja
parcel); kompleksna administracija (pobiranje davkov, delitev hrane) je zahtevala razvito
aritmetiko. Ze zgodaj, vsekakor e v starem kraljestvu (~ 2690 do ~ 2180), so ze poznali
hieroglifsko pisavo, iz katere se je kasneje v srednjem kraljestvu (~ 1990 do ~ 1800) razvila
hieratska pisava (npr. na papirusih iz 12. dinastije). Novo kraljestvo je trajalo od ~ 1550
do ~ 1070.

Zgodovinski viri:
(1) Najstarejsi hieroglifi s stevili iz ~ 3100 pns. so shranjeni v muzeju v Oxfordu.

(2) Velika (Kufujeva ali Keopsova) piramida v Gizi je bila zgrajena okrog ~ 2590-2570 pns.
(nasploh so problemi s toénim datiranjem starodobnih egiptovskih ostankov). Sestavljena
je iz 2,300,000 kamnitih blokov, v povprecju tezkih 2,5 tone (nekateri so bili pripeljani od
dalec), 20 let jo je gradilo okrog 100,000 delavcev. Nedvomno je zahtevala veliko matema-
tike in inzenirskega znanja. Da je razmerje med polovico stranice in visino (tj. kotangens
kota 51 stopinj 50 minut nagiba stranske ploskve) priblizno /4, kakor tudi, da je 1/cos
tega kota 1.61806 (priblizno zlati rez), pa je najbrz golo nakljucje.

(3) Moskovski papirus iz ~ 1850 pns. (slika 1), velikosti 54 m x 6 cm, je leta 1893 pri-
dobil Viadimir Semjonovié Goleniséev (1856-1947), prvi ruski egiptolog, in ga prinesel v
Rusijo. Vsebuje 25 besednih problemov (npr. o prostornini prisekane stiristrane piramide),
shranjen pa je v Puskinovem drzavnem muzeju v Moskvi.
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SLIKA 1. Moskovski papirus ~ 1850 pns.

(4) Rhindov (Ahmesov) papirus ~ 1650 pns. (slika 2), je okrog 5,4 metrov dolg in 1/3 me-
tra Sirok zvitek iz papirusa. Leta 1858 ga je Skotski pravnik in egiptolog Alexander Henry
Rhind (1833-1863) pridobil v Luxorju, predstavlja pa uc¢benik za studente iz aritmetike in
geometrije s 85 preprostimi problemi. Napisal ga je egiptovski pisar Ahmes in je v resnici
prepis 200 let starejSega teksta. Vsebuje mnozenje in deljenje s podvojitvijo, egipcanske
ulomke, plos¢ino kroga, znake za +, —, = in neznanko, shranjen pa je v Britanskem Muzeju.
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SLIKA 2. Rhindov papirus ~ 1650 pns.

(5) Najstarejsi astronomski instrument ~ 1850 pns. (kombinacija svinénice in opazovalne
palice) je shranjen v Berlinskem muzeju.

(6) Najvecji obelisk, postavljen pred sonénim svetiséem v Tebah ~ 1500 pns., je visok 105
¢evljev (32 metrov) in ima kvadratno osnovno ploskev s stranico 10 ¢evljev (3 metre), tehta
pa 430 ton.

(7) Berlinski muzej hrani tudi najstarejso znano egiptovsko sonéno uro iz leta ~ 1500 pns.
(8) Rollinov papirus v Louvru je iz ~ 1350 pnS. in vsebuje primere uporabe velikih Stevil.
(9) Harrisov papirus iz ~ 1167 pns. pripoveduje o vojaskih uspehih Ramzesa III.

(10) Iz srednje dobe so Se Egiptovski matematicni usnjeni svitek, matematicni papirus iz
Lahuna, Berlinski papirus, lesene tablice iz Ahmima, Reisnerjev papirus iz Nag el-Deira,
iz novejSe dobe pa so npr. papirus Anastasi I; precej matematiénih zapisov je tudi na
keramiki (ostrakon), npr. iz oklice Deir el-Medine z rac¢uni prostornin (v zvezi z grobovi v
Dolini kraljev).

Opomba. V zvezi z historiografijo egiptovske matematike so doloceni problemi, predvsem
zato, ker je o njej premalo pisanih virov. V nasprotju z bolj trajnimi glinastimi plos¢icami
iz Mezopotamije se egiptovski zapisi na papirusih zaradi vlage v centrih ob Nilu ve¢inoma
niso ohranili (razen tistih, ki so bili shranjeni v suhih pusc¢avskih predelih). Na osnovi red-
kih najdb (predvsem Rhindovega in Moskovskega papirusa) so ze v dvajsetih in tridesetih
letih 20. stoletja eksperti za egiptovsko matematiko, kot npr. Otto Neugebauer (1899-
1990), ki je leta 1927 doktoriral iz egipcanskih ulomkov, postavili osnovne ugotovitve o
dosegu egiptovske matematike. Od takrat dalje se ta spoznanja niso spreminjala, ker
enostavno ni bilo novih pomembnih odkritij.

Egiptovska astronomija

Pomembno vlogo pri napovedi vsakoletnih poplav je igrala najsvetlejsa zvezda Sirius (grsko
Sothis), odtod soti¢ni cikel 1461 egiptovskih let, ko se Sirius spet pojavi tik pred sonénim
vzhodom. Zacetek egiptovskega leta je bil 20. julija, leto je imelo 365 dni, razdeljeno na
12 mesecev, vsak po 30 dni in Se pet dodatnih dni na koncu leta. Dober egiptovski koledar
je bil osnova kasnejsemu julijanskemu koledarju.



Egiptovska matematika

V starem Egiptu so (poleg astronomije) gojili tako aritmetiko (s primitivno algebro) kot
geometrijo. Nasploh so bili vsi matemati¢ni problemi numeri¢ni, namesto splosnih formul
so bili podani le napotki (naredi to in to, dobis to). Tudi ni sledu o kakrsnih koli dokazih.
Vsa matematika je bila na bolj primitivni stopnji (z danasnjega stalisca).

Egipcani so uporabljali desetiski stevilski sistem s posebnimi znaki za potence Stevila 10
(1 navpi¢na ¢rta, 10 volovski jarem (presek), 100 zvitek, 1000 lotosov cvet itd.). Poleg
tega je bil sistem aditiven, isti znak so zapisali veckrat, npr.: 276 = 2 zvitka, 7 presekov
in 6 navpicnih ¢rt, 4622 = 4 lotosovi cvetovi, 6 zvitkov, 2 preseka in 2 ¢rti (iz Karnaka ~
1500 pns.). Pomembno vlogo je imel zaradi podvajanja tudi dvojiski sistem, véasih tudi

sedmiski.
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SLIKA 3. Heroglifski znaki za Stevilke

Osnovna dolzinska enota je bil kubit (~ 52,5 cm), ki je meril 7 palm (7,5 cm), vsaka palma
pa je imela 4 prste (1,9 cm). V muzeju v Torinu je spravljeno okrog 50 cm dolgo egiptovsko
ravnilo, razdeljeno na palme in prste, iz ¢asa faraona Amhotepa I (~ 1550 pns.). Daljse
razdalje so merili z vrvmi z vozli.

Aritmetika
(a) Mnozenje in deljenje s podvajanjem:

1. zgled: 26 krat 33; ker je 26 = 2 + 8 + 16, je produkt enak (33 +) 66 + (132 +) 264 +
528 = 858.

2. zgled: deljenje 753 s 26; podvojimo 26 tolikokrat, da ravno Se presezemo 753, torej 26,
52, 104, 208, 416 (naslednja podvojitev bi dala vedji rezultat); ker je 753 = 416 + 337 =
416 + 208 + 129 = 416 + 208 + 104 + 25, dobimo (1 + 2 +) 4 + 8 + 16 = 28, torej
rezultat 28 in ostanek 25.

(b) Izrazanje Stevila z vsoto egipanskih ulomkov:

Vsak ulomek razen 2/3 so zapisali kot vsoto razlicnih ulomkov s stevcem 1, npr. 2/9 =
1/6 + 1/18 ali 2/9 = 1/5 + 1/45, 5/13 = 1/4 + 1/26 + 1/52 + 1/13 (to je dokazal
Fibonacci leta 1202 v svoji znameniti knjigi Liber Abbaci, glej tudi vajo 4). Tako so lazje
delili, npr. (5/13)/12 = 1/48 + 1/312 4+ 1/624 + 1/156. V Rhindovem papirusu so dane
take reprezentacije za vse ulomke oblike 2/n za lihe n med 5 in 101.

Algebra

Nekateri problemi iz Moskovskega in Rhindovega papirusa zahtevajo reSevanje preprostih
enacb z eno neznanko (ki je oznacena z Aha - to so t.i. Aha- problemi), najveckrat linearne
enacbe, npr. 3/2 x x +4 = 10 oziroma 3/2 X 2z = 6. ReSevali so jih z metodo preskusanja
oziroma metodo napacne predpostavke (kasneje so ji rekli metoda regula falsi), npr. za
x = 2 dobimo v zadnjem zgledu 3/2 x 2 = 3, kar je dvakrat premalo, torej je resitev
r=2x2=4.

Vec teoreticnega zanimanja so bili delezni problemi z aritmeti¢nim zaporedjem (glej vajo
7) ali geometri¢nim zaporedjem (naloga o sedmih hisah s sedmimi mackami, ki prezijo na
sedem misi itd.)
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Vcasih so prisle na vrsto tudi kvadratne enacbe. Na papirusu iz Lahuna je npr. taka
naloga: ”PovrSina 100 enot je sestavljena iz dveh kvadratov, katerih razmerje je 3:4”.
Torej 22 + y? = 100, = 3y/4; po metodi napaéne predpostavke z = 3, y = 4, dobimo
32 4 4% = 25, stirikrat premajhen kvadrat, tako da je prava resitev dvakrat vecja: x = 6,
y =8.

Geometrija

Sestindvajset problemov iz Moskovskega in Rhindovega papirusa obravnava geometrijo
(ra¢unanje ploséin in prostornin). Vedeli so, da je plos¢ina trikotnika osnovnica krat
polovica visine nanjo. Pitagorovega izreka niso poznali (le vrv z vozli 3+4+5 = 12, ki
omogoca pravi kot). Plos¢ino kroga so izracunali priblizno kot (8/9)? x (2r)? oziroma
(4/3)* x 72, kar za m da vrednost 256/81 = 3.1605. Za plos¢ino splosnega Stirikotnika
s stranicami a,b,c,d so dali (napa¢no) formulo: P = (a + ¢)(b + d)/4 (ki da preveliko
vrednost).

V treh dimenzijah so znali izracunati prostornino kocke, paralelepipeda in kroznega valja
(posode za 7ito). Moskovski papirus vsebuje celo zanimiv napotek za izrac¢un prostornine
prisekane Stiristrane piramide, iz katerega izhaja, da so poznali toéno formulo za pro-
stornino: V = h(a® + ab + b?)/3 (glej vajo 10).

Posebna literatura:

- Richard J. Gillings, Mathematics in the Time of Pharaohs, Dover Publ., 1982.

- A. Imhausen, Ancient Egyptian Mathematics: New Perspectives on Old Sources,
Mathematical Intelligencer 28 (2006), 19-27.

- R. Knott’s Egyptian Mathematics Site, internet.

(B) Babilonska matematika

Zgodovinski okvir

Mezopotamija, dezela med Evfratom in Tigrisom, je imela podobno ugodne razmere kot
Egipt za razvoj poljedeljstva in posledi¢no civilizacije z razvito administracijo in zato tudi
toliko izolirana, zato je bila potrebna Se vecja vojaska in administrativna spretnost pri
upravljanju dezele. Tudi reka Tigris je bila bolj divja kot Nil.

Zgodovinski viri

Do polovice 19. stoletja so odkopali okrog pol milijona glinastih plos¢ic s klinopisnimi
znaki, 50.000 samo v blizini Nippurja. Med njimi jih okrog 300 vsebuje matematicne tabele
in zbirke matemati¢nih problemov. Klinopise je leta 1847 razvozlal angleski ¢astnik in ori-
entalist Henry Cheswicke Rawlinson (1810-1895), ko je izpopolnil Grotefendovo metodo in
jo uporabil na Behistunskem zapisu v treh jezikih (perzijskem, aramejskem in elamitskem),
babilonski verziji kamna iz Rosette, ki je omogocil moderno razumevanje stare egiptovske
literature in civilizacije (Thomas Young 1814, Jean Frangois Champollion 1822). Danes
poznamo okrog 400 matematicnih ploscic.

Najstarejsi matematicni zapisi so iz drugega sumerskega obdobja (od ~ 2100 do ~ 2000
pns.), naslednja skupina klinopisnih tekstov izvira iz ¢asa prve babilonske dinastije (Hamu-
rabi 1792-1750 pns. in kasneje). Iz zadnje skupine sta matemati¢no najpomembnejsa
dokumenta:

(1) Tablica YBC 7289 (Babilonska zbirka na Univerzi Yale), ki predstavlja kvadrat z obema
diagonalama in vpisano vrednostjo korena iz 2 v Sestdesetiskem sistemu (na skoraj 5 deci-
malk natanéno): 1;24,51,10 = 1 + 24/60 + 51/60? + 10/60% ~ 1.41421296.



SLIKA 4. Tablica YBC.7289

(2) Tablica Plimpton 322 (iz Plimptonove zbirke na Univerzi Columbia), ki prinasa 15
vrstic Stevil v Sestdesetiskem sistemu v 4 stolpcih. Publicist in zbiralec George Arthur
Plimpton (1855-1936) je tablico velikosti 13 krat 9 krat 2 cm pridobil leta 1922. Uve-
ljavljena interpretacija tablico predstavlja kot seznam pitagorejskih trojic, generiranih na
moderen naéin kot a = 2uv, b = u? — v?, ¢ = u? + v? (u > v tuji si celi Stevili, razlicne
parnosti), skupaj z (c/a)? (in nekaj lahko razlozljivimi napakami). To bi pomenilo, da
je babilonska matematika vsaj 1500 let pred Evklidom poznala tovrstno teorijo Stevil.
Problem je, ker so trojice na tablici zelo velike, neurejene in ni jasno, kako so bile generirane.
Pred dvajsetimi leti je ponovno ozivela Sestdeset let stara razlaga, da so trojice urejene po

padajoc¢ih (oziroma narasc¢ajocih) recipro¢nih vrednosti (glej [33], [35]).

SLIKA 5. Tablica Plimpton 322

Tretja skupina klinopisnih dokumentov pa je iz ¢asa novega babilonskega kraljestva in
perzijske nadvlade (~ 600 do ~ 300 pns.) ter iz ¢asa Selevkidov (3. in 2. stoletje pns.).

Babilonska astronomija

Babilonci so bili odliéni astronomi, razvili so prvi empiricni pristop z opazovanjem narav-
nih pojavov na nebu in tudi prvo filozofijo vesolja, kar je imelo velik vpliv na helenisti¢no
astronomijo. Njihov lunarno-solarni koledar z 12 meseci s po 29 in 30 dnevi je temeljil
na starejSem sumerskem koledarju. Opazovali in belezili so tako lunine mene kot lunine
mrke, sestavili so kataloge zvezd (nasli so klinopisne tablice z efemeridami), poznali so za-
metke heliocentri¢nega planetarnega modela, kot ga je kasneje razvil Aristarh. Kaldejske
podatke (Grki so babilonskim astronomom rekli Kaldejci) je uporabil in dopolnil Hiparh
v 2. stoletju pns., na njih je gradil Ptolemaj. Nasploh velja babilonska astronomija danes
za temelj vse zahodne astronomije.



Babilonska matematika

Pod tem izrazom razumemo matematiko Sumercev, Akadijcev, Elamitov, Amoritov, Ka-
sitov, Hetitov, Asircev, Aramejcev, Medijcev in drugih narodov, ki so v starem veku
naseljevali Mezopotamijo in so svoja odkritja zapisovali v glavnem na glinaste ploséice
(klinopis). Misljena je stara babilonska matematika (iz ¢asa Hamurabija), matematika iz
novega kraljestva je precej drugacna [20]. Ta matematika (zlasti algebra) je bila na visji
ravni kot egiptovska, naSe vedenje o njej pa se je mo¢no poglobilo v dvajsetih in tridesetih
letih 20. stoletja z raziskavami arheologa Frangoisa Thureau-Dangina (1872-1944) ter
matematika in zgodovinarja znanosti Otta Neugebauerja (1899-1990). Neugebauer in Sachs
sta npr. prva opisala Plimpton 322 leta 1945 (glej sliko 6).

TABLE 1
The Extant Contents of Plimpton 322, with Errors Corrected and the Third Element of the Triple Added

II. Square-side III. Square-side of (Square-side of

L. (damaged), d%/12 or b?/ 12 of the width, b the diagonal, d IV. Its name the length, /)
(1)5900 15 159 249 1 2

(1) 56 56 58 14 50 06 15 56 07 12025 2 57 36
(1)550741153345 11641 15049 3 120
(1)5310293252 16 33149 50901 4 345
(1)48 54 01 40 105 137 5 120
(1)47 06 41 40 519 801 6 6
(1)43 11 56 28 26 40 3811 5901 7 45
(1)41334514345 1319 20 49 8 16
(1)38 333636 801 12 49 9 10
(1)351002 28 27 24 26 40 12241 21601 10 154
(1)3345 45 115 11 1
(1)292154215 2759 48 49 12 40
(1)27 0003 45 241 449 13 4
(1)2548 5135640 2931 5349 14 45
(1)23 1346 40 28 53 15 45

SLIKA 6. Vsebina tablice Plimpton 322 v Sestdesetiskem sistemu

Aritmetika

Nasploh so ze Sumerci imeli dobro razvito trgovsko knjigovodstvo in ra¢unstvo, vkljuéno s
pogodbami, obra¢uni, recepti, celo z obrestmi in garancijami [13]. Poleg klinopisne pisave
so izumili abacus, imeli so tudi dobro razvit sistem utezi in mer. Posledi¢no so Babilonci Se
v zgodnji dobi (~ 2100 pns.) imeli dobro razvito postevanko, temeljeco na Sestdesetiskem
sistemu z mestnim zapisom (npr. 11 = 1-60-+1 = 61, 563 = 5-60+6-60+3 = 18.363). To
je imelo jasne prednosti pri racunanju pred egiptovskim sistemom, a je imelo tudi nekatere
pomanjkljivosti: premik za faktor 60 (npr. 563 = 5-60 +6-1+3-60"1 = 306 + 1/20)
ali vmesno ni¢lo (npr. 11 = 1-60% + 1 = 361). Poseben znak za niclo se je pojavil Sele
mnogo kasneje, okrog leta 300 pns. Sestdesetiski mestni sistem z ni¢lo poznamo Se danes
pri merjenju ¢asa in kotov.

Razlago Sestdesetiskega sistema je dal Neugebauer: babilonska milja je tudi ¢asovna enota
(Cas hoje), cel dan je 12 ¢asovnih milj (en zasuk neba), torej razdeljen na 12 enakih delov,
zaradi prakti¢nih potreb Se naprej razdeljenih na 30 delov, skupaj na 30 krat 12, torej 360
delov.

Praktiéno racunanje. Dve tretjini vseh izkopanih matematicnih glinenih plos¢ic pred-
stavljajo razlicne tabele za praktiéno racunanje in utrjevanje racunske spretnosti (tablice
mnozenja, recipro¢nih vrednosti, kvadratov in kubov). Pri mnozenju so si pomagali s
tabelami kvadratov in formulama ab = [(a+b)? —a® — b%]/2 ter ab = [(a+b)? — (a —b)?]/4,
pri deljenju pa s tabelami reciproénih vredosti in identiteto a/b = a - (1/b). Ze okrog leta
1600 pns. so, kot se vidi iz tablice YBC 7289, poznali zelo dober priblizek za /2, namreé
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1;24,51,10 = 1+ 24/60 + 51/60% + 10/60% = 1.414213. Korene so racunali z iteracijo, kot
kasneje Heron (glej vajo 14). Domnevajo, da so uporabljali tudi aproksimativno formulo
(a®+h)Y? =~ a+ h/2a [13]. Poznali so formulo za vsoto kvadratov prvih n naravnih stevil
[3]. Stevilo 7 so ocenili na 3 oziroma bolj natanéno na 3 + 1/8 = 3,125. Vmesne vrednosti,
ki niso bile v tabeli, so doloc¢ali z linearno interpolacijo.

Algebra

Kot nadgradnjo aritmetike so razvili t.i. verbalno algebro, metodo za reSevanje z besedami
zastavljenih problemov (npr. ”re¢i dodaj 1, da dobi§ 3”). Poleg preprostih linearnih, so
znali reSevati tudi razlicne bolj zahtevne tipe enacb, npr. kvadratne enacbe z dopolnitvijo
do kvadrata; imeli so splosno metodo resevanja (v bistvu formulo), a prepoznali so le eno
resitev in Se ta je morala biti pozitivha (negativnih Stevil niso poznali), lo¢ili pa nekaj
tipov enacb (v modernih oznakah): 22 + px = q, 2% = px + ¢, 2% + q = px.

Opozorilo. Ker so bili problemi zastavljeni z besedami, je ta interpretacija morda preti-
rana posodobitev (glej [20]);

Zgled: Resevanje kvadratne enacbe 22 4+ x = 3/4.

Prevod originalnega besedila:

(i) (iskana) plos¢ina in stranica je 45’ (minut, tj. 3/4), podaljsek za 1,

(ii) razdeli na polovico 1, dobis 30’ in 307,

(iii) dodaj 15" k (plos¢ini) 45, skupaj (plos¢ina kvadrata) 1, torej (stranica 1),
(iv) odvzemi 30’ (polovico) stranice podaljska, rezultat je 30’.

<—1/2 —>< x >

< x>

v v

1 i
1/2

x(x+1)=3/4 S J

G+ 1/2)7 =1
SLIKA 7. Resevanje kvadratne enacbe

Geometrijska interpretacija: kvadratu s stranico = prilepimo pravokotnik s stranico 1; pol
tega dodanega pravokotnika z zasukom za 90 stopinj dodamo pravokotni stranici prvotnega
kvadrata, z manjkajo¢im kvadratom velikosti (1/2)% = 1/4 tvori velik kvadrat s stranico 1
(glej sliko 7); ¢e zmanjSsamo njegovo stranico za 1/2 (kar smo dodali), ostane 1—1/2 = 1/2;
to je resitev enacbe.

Resevali so tudi nekatere kubicne enacbe, nekatere enacbe visje stopnje, ki se prevedejo na
resevanje kvadratne enacbe, ter sisteme dveh enacb z dvema neznankama (glej vaje 16-20).

Geometrija

Stari Babilonci so znali meriti dolzine (babilonska milja je merila okrog 7 danasnjih milj, tj.
okrog 11 km), plos¢ine in prostornine. Poznali so celo plos¢ino splosnega trikotnika, trape-
zoida z dvema pravima kotoma, prostornino kvadra. Vedeli so, da ima v polkrog vértan
trikotnik pravi kot. Obseg kroga so ocenili na 3 premere, plos¢ino pa na 1/12 kvadrata
obsega (torej m = 3). Prostornina valja je bila osnovnica krat visina, prostornina stozca
oziroma kvadratne piramide pa (napac¢no) osnovna ploskev krat polovica visine. Poznali so
Pitagorov izrek, kar je razvidno iz mnogih najdenih plosc¢ic oziroma zapisov na njih (glej
tablico YBC 7289 in standardno razlago Plimptona 322).
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Vaje:
(1) Izvedi nekaj primerov egiptovskega mnozenja in deljenja, npr. 235 - 71, 235/71.

(2) Egipcani so za reciprotno vrednost naravnega stevila n imeli posebno oznako, ki jo je
Neugebauer priblizno ponazoril s ¢értico nad n, torej m = 1/n [21]. Izjema je bilo Stevilo
2/3, ki so ga zapisali z dvema ¢rticama nad 3, torej 3 = 2/3.

(a) Ugotovi, kateri ulomek se skriva v egipéanskem zapisu stevil: 1 3, 2 4, 3 45.
(b) Zapisi naslednje ulomke v obliki vsote razliénih egipcanskih ulomkov: 3/4, 2/7, 6/7.

(3) Napisi tabelo razélenitev na razlicne egipcanske ulomke za vse prave ulomke z imeno-
valcem manj kot 8 z
(a) najmanj ¢leni,
(b) z najmanjsimi imenovalci.
Poskusi tudi ugotoviti, na koliko nac¢inov se da zapisati vsak ulomek (glej npr. [24]).

(4) James Joseph Sylvester (1814-1897) je leta 1880 dokazal, da lahko vsak pravi
ulomek a/b, 0 < a < b, zapiSemo v obliki vsote razliénih egip¢anskih ulomkov. Dokaz
poteka z indukcijo: za a = 1 je trditev ocitno res; pri predpostavki, da velja za vse
ulomke s stevcem manj kot a, pois¢i najvecje naravno Stevilo ¢ > 2, tako da bo 1/¢ <
a/b < 1/(¢ — 1) in se prepricaj, da je potem 0 < aqg — b < a, (aqg —b)/bg # 1/q in
a/b=1/q+ (ag —b)/bg (glej [2]).

(5) Prepricaj se, da lahko vsak ulomek oblike 2/n z lihim n zapiSemo v obliki vsote dveh
razlicnih egip¢anskih ulomkov z imenovalcema (n +1)/2 in n(n +1)/2 (glej [3]).

Paul Erdos (1913-1996) pa je postavil naslednji problem, ki je $e vedno neresen [3]:
Dokazi, da je za vsako liho Stevilo n > 4 ulomek 4/n vsota treh razlicnih egipcanskih
ulomkov.

(6) Brez uporabe Pitagorovega izreka, ki ga Egipcani niso poznali, ali njegovega obrata
dokazi, da je trikotnik s stranicami 3,4,5 pravokotni [13].

(7) Resi nalogo z aritmeti¢nim zaporedjem: 100 razdeliti na 5 delov v aritmeti¢nem zapo-
redju, vsota treh najvecjih naj bo 7 krat ve¢ja od vsote dveh najmanjsih [38].

(8) Pokazi, da za plos¢ino P poljubnega Stirikotnika s stranicami a, b, ¢, d velja
(a) P < (ad + bc)/2 z enakostjo natanko takrat, ko sta dva nasprotna kota prava,
(b) P < (a+c)(b+ d)/4 z enakostjo natanko takrat, ko je lik pravokotnik [13].

(9) Definirajmo naslednje sredine dveh pozitivnih realnih stevil z,y (glej [13]):
aritmeticno A = (x +y)/2,
heronsko R = (x + /Ty + y)/3,
gemetrijsko G = \/zy,
harmonicno H =2/(1/x 4+ 1/y).
Pokazi, da velja H < G < R < A z enakostjo natanko takrat, ko je x = y.

(10) Egipéani formule V' = h(a? + ab + b?)/3 za prostornino prisekane kvadratne piramide
niso zares izpeljali. Dokazi njeno veljavnost z modernimi metodami, tako da upostevas

sorazmerje: H/a = (H — h)/b = h/(a —b) (glej sliko 8).
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SLIKA 8. Prisekana kvadratna piramida

(11) Katero desetisko stevilko predstavlja Sestdesetiski zapis: (a) 123, (b) 42;25,35, (c)
0:02,317

(12) Zapisi v Sestdesetiskem sistemu naslednja desetiska stevila: (a) 15, (b) 1/2, (c) 3/4,
(d) 2/3, (e) 1/7.

(13) Naravno $tevilo n je regularno, ¢e ima njegova reciproéna vrednost kon¢en Sestdesetiski
razvoj.
(a) Pokazi, da je to natanko takrat, ko je stevilo n deljivo le z 2, 3 in 5.
(b) Poisci (v Sestdesetiskem zapisu) recipro¢ne vrednosti naravnih stevil 20 in 30.
(c) Aproksimiraj reciproéni vrednosti neregularnih stevil 7 in 13 s kon¢nim Sestdesetiskim

zapisom (upoStevaj npr. 1/7 =7/49 ~ 7/50 in 1/13 = 7/91 ~ 1/90).

(14) Kvadratni koren iz a so Babilonci racunali rekurzivno: pri poljubnem zy > 0 naj bo
Tnt1 = (xn +a/zy,)/2 za vsak n > 1.
(a) Pokazi, da zaporedje konvergira proti v/a.
(b) Prepricaj se, da za y, = (z, — v/a)/2\/a velja za vsak n > 0 ocena 0 < yp11 < y2
oziroma Yn41 < ygn '

(15) Reciproi¢na vrednost stevila z je pomenila ne samo 1/z, lahko tudi 60/z ali 3600/z
. Poiséi pozitivno celo resitev naslednjega babilonskega problema: koli¢ina = presega
njeno reciproi¢no vrednost za 7; koliko je =7

(16) Resi naslednji sistem enacb, ki se je pojavil na stari tablici iz Suse:
x3/x? + 92 = 3,200, 000; xy = 1200 [3].
(17) Poisci resitev naslednjega problema na tablici iz ~ 1800 pns., shranjeni v Strasbourgu:

Povrsina dveh kvadratov je 1000. Stranica enega kvadrata je za 10 enot manjsa od 2/3
stranice drugega kvadrata. Koliko merita kvadrata?

(18) Na tablici iz ~ 300 pns., shranjeni v Louvru, je podan pravokotnik s ploséino 1 in
obsegom 2a. Pois¢i njegove dimenzije
(a) z eliminiranjem ene neznanke,
(b) s formulo, ki so jo poznali Babilonci: (z + y)? = (z — y)? + 4xy.

(19) Sestavi tabelo za kolicino n®+n? zan = 1,2,...,10. Z uporabo te tabele resi naslednji
problem z babilonske tablice iz ~ 1800 (izrazen v danasnji obliki s sistemom treh enacb
s tremi neznankami): zyz +xy = 7/6, y = 22/3, z = 12z.

(20) Resi naslednje sisteme enacb:
(a) sty =a, xy =0,
b)zty=a, 2> +y> =),
(c) zy = a, bx?/y + cy?/x + d = 0 (iz neke tablice ~ 1600 pns. [13]).
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