4. Evklidovi Elementi

Zgodovinski okvir

Leta 338 pns. je Filip Makedonski premagal Atence pri Kalroneji in Gréija je postala del
Makedonskega kraljestva. Dve leti kasneje je nastopil ambiciozni Filipov sin Aleksander
(njegov matematicni ucitelj je bil Menajhem) in razsiril imperij do konca znanega sveta.
Ustanavljal je nova mesta, npr. Aleksandrijo leta 332 pns., ki jo je pozidal izvrstni arhitekt
Dinokrat. Ko je Aleksander leta 323 pns. umrl, se je imperij razdelil med naslednike,
helenisticni duh pa se je ohranil. Aleksandriji in Egiptu je vladal Ptolemaj I, ki si je mesto
izbral za prestolnico.

Ancient
Alexandria

(1stc. BC st AD)

1420 yards
1300 m)
=7 stadia

SLIKA 1. Mapa anti¢ne Alexandrije

Vanjo je privabil ucenjake z vseh koncev grskega sveta in zanje zgradil okrog leta 300 pns.
univerzo (imenovano Muzej)v zelo modernem smislu, s predavalnicami, laboratoriji, veliko
knjiznico, vrtovi in celo prostori za spanje. Za vodenje knjiznice je iz Aten pridobil ucenega
Demetra Falera. Knjiznica se je ponaSala z okrog 600.000 zvitki papirusa, odprli so jo ~
300 pns. in Aleksandrija je skoraj za 1000 let postala sredis¢e grske omike.

SLIKA 2. Rekonstrukcija knjiznice v Aleksandriji

Evklid

O njegovem zivljenju je nasploh malo znanega. Zivel je v Aleksandriji v 4. in 3. stoletju
pns. Tja je najbrz priSel iz Aten, kjer se je verjetno izobrazeval v Platonovi akademiji.
Postal je prvi profesor matematike na aleksandrijski univerzi in ustanovitelj najpomemb-
nejse matematicne Sole. Pet sto leta kasneje ga Papus (~ 300 AD) opisuje kot skromnega
cloveka, ki je uposteval mnenja drugih.

Evklid (~ 300 pns.) je najbolj slaven zaradi Elementov, Geprav je napisal $e najman]

deset del, od katerih se jih je pet ohranilo v celoti. Druga njegova dela so: Podatki (za

konstruiranje trikotnika), Delitve (ploséin v danem razmerju), Psevdaria (o geometrijskih

napakah), Porizmi, Stoznice (kasneje dopolnil Apolonij iz Perge), Mesta ploskev, Fenom-

ena (sferna geometrija in astronomija), Optika (problem perspektive) ter Elementi glasbe.
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SLIKA 3. Evklid iz Aleksandrije

Prvi prevodi in natisi Elementov

Elementi so izjemna knjiga, Studirana in ob¢udovana od vsega zacetka in poleg biblije na
Zahodu najbolj citirana knjiga. Nobena druga ni imela takega znanstvenega vpliva, saj
je celih dva tisoc¢ let prevladovala pri pouku geometrije. Od leta 1482, ko je bila prvi¢
natisnjena, je izSlo preko 1000 modernih izdaj, vendar temeljecih na kasnejsih predelavah.
Nobenega originala Evklidovih Elementov namre¢ niso nasli. Dolgo Casa je za najstarejso
ohranjeno verzijo veljala Teonova kopija (po Teonu iz Aleksandrije s konca 4. stoletja
nasega Stetja), napisna skoraj 700 let po mojstru Evklidu. V zacetku 19. stoletja pa so v
vatikanski knjiznici nasli Se starejsi tekst, ki pa se skoraj ne razlikuje od Teonovega.

Prvi, ki so iz grscine prevajali Evklida so bili arabski matematiki v 8. stoletju. Njihova
besedila so v 12. stoletju v Spaniji prevajali v latins¢ino. Avtor prvega ohranjenega
latinskega prevoda je bil leta 1120 angleski matematik Adelard iz Batha (~ 1080-1150).

SLIKA 4. Naslovna stran najstarejSe ohranjene izdaje latinskega (Adelar-
dovega) prevoda Elementov iz 1309-1316

Kasnejsi prevod je priskrbel Gerardo iz Cremone (1114-1187), leta 1260 pa Johannes
Campanus (1220-1296), katerega besedilo je bilo tudi podlaga prvemu natisu (tj. tiskani
knjigi) Evklidovih Elementov leta 1482. Prvi direktni latinski prevod iz gri¢ine je opravil
Federico Commandino (1509-1575) leta 1572; to knjigo so potem veliko prevajali v an-
gles¢ino in druge moderne jezike.

Opis vsebine

Evklidovi Elementi ne vsebujejo le geometrije, ampak tudi kar precej teorije Stevil in ele-
mentarno geometrijsko algebro. V glavnem gre za kompilacije in sistemati¢ne predstavitve
dosezkov razliénih starejsih grskih matematikov (pitagorejcev, Hipokrata, Evdoksa, Teaj-
teta). Nekatere dokaze je iznasel in dodal sam Evklid, ki je spretno uredil snov v 13 knjig
in 465 trditev (oziroma propozicij):



SLIKA 5. Stran iz prve tiskane izdaje Elementov, Benetke 1482

1. knjiga: 23 definicij, 5 postulatov, 26 trditev o trikotniku, 7 o vzporednicah itd., skupaj
48 trditev oziroma propozicij; trditev 147 je znameniti Pitagorov izrek, trditev 148 njegov
obrat.

II. knjiga: transformacije povrsin in geometrijska algebra, npr. distributivnostni zakon,
kosinusov izrek kot posplositev Pitagorovega izreka itd. .

IT1. knjiga: osnovne lastnosti krogov (po Hipokratu), trditve o tetivah, kotih, tangentah
itd. ter njihovi rigorozni dokazi.

IV. knjiga: konstrukcije z ravnilom in Sestilom (po Hipokratu), konstrukcija pravilnih
veckotnikov (npr. petkotnika in 15-kotnika).

Opomba. Zanimivo, da novih konstrukcij pravilnih veckotnikov potem veé¢ kot 2000 let
niso odkrili. Sele leta 1796 je devetnajstletni Gauss konstruiral pravilni 17-kotnik, za njim
leta 1832 Richelot pravilni 257 kotnik. Nemski ucitelj matematike Oswald Hermes (1826-
1909) je porabil 10 let za konstrukcijo pravilnega 65537-kotnika. Gauss in Wantzel sta
natanko ugotovila, kdaj se da (z ravnilom in Sestilom) konstruirati pravilen veckotnik (glej
vajo 2). Ni pa znano, ali je poleg nastetih mozno konstruirati se kaksen pravilni p-kotnik
s prastevilskim Stevilom stranic.

V. knjiga: Eudoksova teorija sorazmernosti (A : B = C' : D natanko takrat, ko obstajata
naravni §tevili m, n, da je mC > nD <= mA > nB ali mC < nD <= mA < nB),
” Arhimedov aksiom”, osnovne aritmeticne operacije (komutativnost mnozenja je npr.
dokazana v trditvi V16).

VI. knjiga: izreki o podobnih trikotnikih, geometrijske resitve kvadratnih enacb, Pitagorov
izrek za podobne like, podobnost v zvezi s simetralo kota.

VII., VIIL., IX. knjiga: 102 trditvi o elementarni teoriji stevil, Evklidov algoritem (trditev
VII2), dvojno geometrijsko razmerje a/b = b/c = ¢/d, osnovni izrek aritmetike o razcepu
na prastevila (trditev 1X14), dokaz, da je prastevil neskonéno mnogo (trditev 1X20) ter
formulo za soda popolna Stevila (trditev IX36), ki smo jo spoznali v 2. rardelku.

X. knjiga: iracionalna Stevila (po Teajtetu), osnove metode izérpavanja, najzahtevnesa
knjiga FElementov, upostevajoc, da Se ni obstajala algebrajska notacija; knjiga prinasa tudi
primitivne pitagorejske trojice.

XI., XII., XIII. knjiga: osnove stereometrije; v XI. knjigi je govor o pravokotnosti in vz-
porednosti, izracunana je prostornina paralelepipeda; obravnavani so stozci in Menajhmovi
preseki stozcev; XII. knjiga je povzetek Evdoksovih izracunov prostornine piramide, stozca
in krogle; XII. knjiga prinasa obravnavo regularnih poliedrov (Platonovih teles), skupaj z
izpeljavo razmerja med stranico in polmerom o¢rtane krogle; Evklid v njej tudi dokaze, da
poleg petih znanih ni drugih pravilnih poliedrov.
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Sibke tocke Elementov

Seveda so v delu tudi (velike) pomanjkljivosti. Vsebuje mnoge tihe predpostavke in
privzetki, ki ne sledijo iz aksiomov (nerazlikovanje med neskon¢nostjo in neomejenostjo
premice, potiho privzet Paschev aksiom o vstopu in izstopu premice v trikotnik, obstoj
presecisca kroznice in premice ali dveh kroznic, skozi tocko zunaj premice poteka le ena
vzporednica) in prinasa (nepotrebne) definicije tock, daljic in drugih primitivnih pojmov.

Sele konec devetnajstega stoletja so (po odkritju neevklidskih geometrij!) te pojme razéistili
in postavili nove, preciznejse sisteme geometrijskih aksiomov, npr. Hilbert (21 aksiomov,
primitivni pojmi tocke, premice, ravnine, lezati na, lezati med, skladnost), Veblen (19
aksiomov, tocke in urejenost), Pieri (20 aksiomov, tocke in gibanja), Huntington (23 ak-
siomov, sfere, vsebovati).

Pomen Evklidovih Elementov

Bolj kot po vsebini so Elementi pomembni po formalnih vidikih, po nacinu, kako je snov
predstavljena (vzorec za vsa nadaljnja matemati¢na dela, model moderne rigoroznosti).
Prvi¢ je uporabljena aksiomatska metoda, narejen je zgodovinsko prvi resen poskus, kako
iz postulatov samo z logi¢nim sklepanjem izpeljati njihove posledice.

Evklid je locil aksiome (splosna pravila):

Al. Reci, enake neki reci, so enake med seboj.
A2. Ce enakim dodas enako, sta celoti enaki.
A3. Ce enakim odstejes enako, dobis enako.
A4. Identicni reci sta enaki.

A5. Celota je vedja od dela.

in postulate (posebna pravila v zvezi s snovjo):

P1. Mogoce je potegniti premico od ene tocke do druge.

P2. Dualjico lahko nadaljujemo do neskoncne premice.

P3. Mogoce je konstruirati krog s sredis¢em v dani tocki in polmerom enakim dani daljici.
P4. Pravi koti so med seboj enaki.

P5. Ce premica seka dve premici tako, da merita notranja kota na isti strani manj kot dva
prava kota, se premici sekata na tisti strani kot kota.

Rojstvo neevklidske geometrije

Peti postulat (o vzporednicah) se tudi Evklidu ni zdel o¢iten. V moderni obliki ga je for-
muliral Sele skotski fizik in matematik John Playfair (1748-1817): skozi dano tocko lahko
potegnemo natanko eno vzporednico dani premici (podobno je sicer predlagal ze Proclus v
5. stol.). Ze prej so predlagali razlicne alternative, npr. italijanski jezuit Girolamo Sac-
cheri (1667-1733), profesor na univerzi v Padovi: stirikotnik ABC'D s pravima kotoma pri
Ain B ter AD = BC (slika 6a), ali Johan Heinrich Lambert (1728-1777): Stirikotnik
ABCD s tremi pravimi koti pri A, B in C ter AD = BC (slika 6b). Ta stirikotnik je
obravnaval tudi ze Ibn al-Hajtam (965-1040).

b
@ (b)

SLIKA 6. Saccherijev in Lambertov stirikotnik
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V poskusu, da bi prisli do protislovja so, pri poredpostavki ostrega kota pri C' (in D),
izpeljali razlicne izreke in lastnosti neevklidske geometrije, vendar protislovja niso odkrili.
Enako se je godilo Adrienu-Marie Legendru (1752-1833), ki je leta 1794 izdal geometrijsko
knjigo (nadomestek za Evklida) z naslovom FElements de géometrie.

Danes vemo, da je 5. aksiom neodvisen od ostalih in da so neevklidske geometrije prav tako
legitimne. To je menda odkril Gauss, a ni objavil nic¢esar, neodvisno pa dokazala madzarski
matematik Janos Bolyai (1802-1860) leta 1832 v dodatku k matemati¢nemu delu svojega
oceta Farkasa in ruski matematik Nikolaj Ivanovi¢ Lobacevski (1793-1856), katerega
spis iz 1829-30 je ostal na Zahodu neopazen.

SLIKA 7. Portret Janosa Bolyaia

Neoporecen dokaz konsistentnosti hiperboli¢ne geometrije (ve¢ vzporednic, ostri kot) so
dali Eugenio Beltrami (1835-1899), Arthur Cayley (1821-1865), Felix Klein (1849-
1925), Henri Poincaré (1854-1912) in drugi znani matematiki. Leta 1854 je Bern-
hard Riemann (1826-1866) ugotovil konsistentnost tudi druge neevklidske predpostavke
(nobene vzporednice, topi kot). Klein je geometrijo Bolyaija in Lobacevskega imenoval
hiperboli¢na, Evklidovo paraboli¢na in Riemannovo elipticna.

SLIKA 8. Portret Nikolaja Ivanoviéa Lobacevskega (Benson)

Vaje:

(1) Znan je Evklidov algoritem za iskanje najvecjega skupnega delitelja dveh naravnih Stevil
a in b: vecje stevilo delimo (z ostankom) z manjsim, tj. a = bc+ r, nato delitelja delimo
z ostankom b = dr + s itd. zadnji delitelj, ki da ostanek ni¢, je najvecji skupni delitel;
Stevil a in b.

(a) Poiséi najvecji skupni delitelj stevil 5913 in 7592.
(b) Pokazi: Ce je h najvecji skupni delitelj stevil a in b, obstajata taki celi stevili p in g,
da je ap + bg = h; poisci p in ¢ za Stevili iz tocke (a).
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(2) Fermatova prastevila so prastevila oblike F,, = 22" 4+ 1, npr. Fy =3, Fy =5, Fy = 17,
F3 =257, Fy = 65537 itd. Fermat je Se mislil, da je vsako Stevilo take oblike prastevilo,
a je Fulerleta 1732 pokazal, da je Ze naslednje stevilo Fy5 = 4294967297 = 641-6700417
sestavljeno (sploh ni znano, Se poleg prvih petih obstaja Se kaksno Fermatovo prastevilo).

Opomba. Izrek Gaussa in Wantzela pravi, da lahko z evklidskim orodjem nacrtamo
pravilni n-kotnik natanko takrat, ko je n > 2 in je najvec¢ji lihi faktor v n enak 1 ali
produkt samih razli¢cnih Fermatovih prastevil. Slavni nems$ki matematik Carl Friedrich
Gauss (1777-1855) je Se kot devetnajstleten Student leta 1796 dokazal zadostni pogoj,
veliko manj znani francoski matematik Pierre Laurent Wantzel (1814-1848) pa leta
1837 (v istem clanku, v katerem je pokazal nezmoznost evklidske podvojitve kocke in
trisekcije kota) potrebni pogoj.

(a) Pokazi naslednje: ¢e lahko konstruiramo pravilen n = rs kotnik in sta r, s > 2, lahko
konstruiramo tudi pravilna r in s kotnika. Obratno tudi velja, ¢e sta si r in s tuji
stevili. Pokazi, da se pravilni 7, 9 in 27 kotnik ne dajo konstruirati.

(b) Konstruiraj z ravnilom in Sestilom pravilne 3,4,5,6,8,10,12,15 in 16 kotnike.

(¢) Richmondova konstrukcija pravilnega 17-kotnika (1909) je naslednja [21]: Naj bo
O(V) kroznica s srediséem v O in premerom AV, kot BOV pravi in BO = OV/4.
Naj bo C na OV taka tocka, da je kot OBC' cetrtina kota OBV, tocka D pa taka
tocka na OA, da meri kot CBD tocno 45 stopinj. Kroznica s premerom DV naj seka
premico OB v tocki E, kroznica C(E) pa naj seka premer AV v tockah F3 in Fj.
Pravokotnici na premer v teh dveh tockah naj sekata kroznico C(V') v tockah V3 in
V5. Razpolovimo lok V3V in najdemo tocko V,. Potem je V3V, stranica pravilnega
17-kotnika (slika 9).

SLIKA 9. Richmondova konstrukcija pravilnega 17-kotnika

(3) Josip Plemelj (1873-1967) je leta 1892 predstavil (objavljena leta 1912) naslednjo
konstrukcijo pravilnega 7-kotnika, temeljeCo na tretjinjenju kota: 7 daljSim izracunom
se da najprej pokazati (glej npr. [21]), da za 0 < t < 30" velja za stranico 7-kotnika
s =+/3/2cos t, ée je tg3t = 1/3v/3. V krogu s srediséem v O in polmerom OA = 1 naj
bo trikotnik O AB enakostrani¢ni, tocka C naj razpolavlja stranico OB, tocka D pa naj
od nje odreze eno tretjino v smeri od O proti B (glej sliko 10). Naértajmo Se tocko E
na daljici C'D tako, da je kot CAE (ozna¢imo ga s t) ravno tretjina kota C AD (oznaci-
mo ga s 3t). Pokazi, da je potem stranica pravilnega 7-kotnika enaka s = AF, tako da



(a) izra¢unas tg3t = CD/AC in (b) izrazi§ AE s kosinusom kota t.

Opomba. Ce namesto, da s tocko E tretjinimo kot CAD tretjinimo daljico CD (kar je
zaradi majhnega kota skoraj isto), dobimo priblizno evklidsko konstrukcijo pravilnega 7-
kotnika.

SLIKA 10. Plemljeva konstrukcija pravilnega 7-kotnika

(4) Saccherijev stirikotnik ABCD ima kota pri A in B prava ter AD = BC, Lambertov
ima pravi kot tudi pri C. Za Saccherijev §tirikotnik dokazi naslednje:
(a) Kota pri C' in D sta enaka.
(b) Zveznica, ki povezuje sredini obeh osnovnic, je nanju pravokotna in zato razdeli
Saccherijev stirikotnik na dva Lambertova Stirikotnika.
(c) Daljica, ki spaja sredini enakih krakov, je pravokotna na zveznico iz tocke (b).

(5) Kleinov model hiperbolicne geometrije: tocke hiperboliéne ravnine naj bodo tocke zno-
traj danega kroga v evklidski ravnini, premice pa deli premic znotraj kroga. Prepricaj
se, da veljajo naslednje lastnosti:

(a) Dve tocki dolocata natanko eno premico.

(b) Dve razliéni premici se sekata najve¢ v eni tocki.

(¢) Skozi tocko, ki ni na premici [, poteka neskonéno mnogo premic, ki ne sekajo [.

(d) Razdaljo merimo takole: ¢e premica skozi P in @ seka kroznico v S in T, tako da
imamo po vrsti S, P,@, T, naj bo dg(P,Q) = log[(QS)(PT)/(PS)(QT)]. Potem npr.
za tri tocke na premici velja dgy (P, Q)+du (Q, R) = dg (P, R) in limg_.7 dp (P, Q) = oc.

(6) Hiperboli¢na geometrija izhaja iz predpostavke, da sta v vsakem Saccherijevem §tirikot-
niku preostala dva kota ostra ali da je cetrti kot v Lambertovem Stirikotniku oster.
Pokazi, da v tej geometriji velja naslednje [11]:

(a) Naj bo v pravokotnem trikotniku ABC' tocka M razpoloviscée hipotenuze AB. V
tocki A konstruirajmo kot BAD, ki je enak kotu ABC' in iz M potegnimo pravokot-
nico M P na CB, na AD pa oznac¢imo tocko @, tako da bo AQ = PB in nariSimo
MQ@ (slika 11). Potem sta trikotnika AQM in BP M skladna, tako da je kot AQM pravi
in tocke @), M, P kolinearne. Torej je ACPQ Lambertov stirikotnik z ostrim kotom pri
A. Posledica: v hiperboli¢ni geometriji je vsota kotov v poljubnem pravokotnem trikot-
niku manjsa od 7 (dveh pravih kotov).

(b) V poljubnem trikotniku ABC' iz oglisca, kjer je kot najvecji, spustimo visino in
trikotnik razdelimo na dva pravokotna trikotnika. Z uprabo tocke (a) potem hitro
vidimo, da je vsota vseh kotov a 4+ 3 + v v trikotniku ABC manj od w. Koli¢ina
d =m—a— [ — se imenuje defekt trikotnika. Pri transverzalni delitvi trikotnika (s
premico skozi eno oglisce) se defekti posameznih delov sestevajo.

(¢) Naj bosta ABC in A’B’C’ trikotnika s paroma enakimi koti. Ovrzimo trditev, da
je AB" < AB. Odmerimo AD = A'B’ na AB in AE = A'C' na AC. Potem sta
trikotnika ADE in A’B’C’. Tocka E ne sme pasti v C, sicer bi bil kot BC'A vecji
od kota DFA. Prav tak F ne more pasti na stranico AC, sicer bi daljica DE sekala
stranico BC' v tocki F' in vsota kotov v trikotniku F'C'E bi bila ve¢ja od 7. Torej lezi
E zunaj daljice AC. Stirikotnik BCDE je konveksen, vsota kotov enaka 2, kar pa
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SLIKA 11. V hiperboli¢ni geometriji je vsota kotov v trikotniku manjsa od
dveh pravih kotov

v hiperboli¢ni geometriji ni mogoce (tocka (b)), zato tudi ne velja A’B’ < AB. Torej
mora veljati enakost. V hiperboli¢ni geometriji sta torej dva trikotnika skladna ze, ce
imata enake kote.

(7) Danes je (tudi zaradi racunalniskih programov, ki omogocajo dinamiéno geometrijo)
moc¢no ozivljen interes za elementarno evklidsko geometrijo, tudi za geometrijo trikot-
nika. Eden takih sicer klasi¢nih pojmov je Feuerbachov krog: v poljubnem trikotniku
A1A2A3 naj bo O srediscée ofrtanega kroga, H visinska tocka (ortocenter), O, Os, O3
razpolovi§éa stranic, Hy, Ho, H3 nozis¢a visin in Cy, Cy, C3 razpolovisca daljic HA1, H Ao,
H Aj (slika 12). Potem devet tock Oy, 09, O3, Hy, Ha, Hs, C1, Cy, Cs lezi na Feuerbachovi
kroznici (od tod tudi ime krog devetih tock). Nemski geometer Karl Wilhelm Feuer-
bach (1800-1834) je dokazal, da se tega kroga dotikajo tudi vértani krog in trije pricrtani
krogi. Dotikalis¢a se imenujejo Feuerbachove tocke. Sredisce Feuerbachovega kroga F' je
razpolovisce daljice OH, tezisce trikotnika G pa na dveh tretjinah te daljice, tako da je
HG = 2(0OG). Toctke O, F,G, H so kolinerane in lezijo na t.i. Eulerjevi premici. Poleg
tega seka premica HiHs premico AjAs itd. v tockah Pp,Ps,P3 ki so tudi kolinearne in
lezijo na ti. polarni osi, ki je pravokotna na Eulerjevo premico. Polarna os je tudi tetiva
Feuerbachovega in o¢rtanega kroga, ¢e se slednja sekata, in hkrati tudi ortocentroidnega
kroga (ki ima premer HG).

SLIKA 12. Feuerbachov krog in Eulerjeva premica
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