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Zbirka nalog z resitvami, ki je pred vami, je namenjena Studentov druge stopnje
matematike in finanéne matematike za pomoc¢ pri ucenju in razumevanju problemov iz
numeri¢nega odvajanja, numeri¢ne integracije in numeri¢nega resevanja navadnih dife-
rencialnih enach.



Poglavje 1
Numericno odvajanje

Naloga 1.1.
1. Preko interpolacijskih polinomov izpeljite formuli za aproksimacijo odvodov oblike

f(@1) = Avf (o) + Bif (1) + C1f(22) + Ra(f),
f(x1) = Asf (o) + Baf (z1) + Cof (x2) + Ra(f),

kjer so tocke x; = xog + th ekvidistantne z razmikom h.

2. 7 dobljenimi formulams izmcunajte priblizek za prvi in drugi odvod funkcije f(z) =

e?® v tockiz = 0 za h = 1—0 in h = WIO' Primerjajte dobljene vrednosti s tocno

vrednostjo odvodov.

Resitev:

1. Zapisemo interpolacijski polinom na tockah xg, x1, zo v Lagrangeevi obliki

2

ple) = 3 fl@)biala),

kjer so
(v —z) (= 1)
foale) = (wo — @1) (w0 — @2)
(@ —wo)(r —x9)
balo) = (71 — x0) (21 — T2)’
loa() = (x — x0)(x — 271)

(w2 — @o) (22 — 21)
7 odvajanjem Lagrangeevih baznih polinomov dobimo

1 1
on By = 4@,1,2(1'1) =0, C;= €/2,2(1'1) =57

2 1
ﬁ’ Cg = 6/2/’2(351) = —.

Ay = “%,2(1'1) = -

Ay = (G o(z1) = By =l 5(21) = —

1
ﬁa
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Napaki dobimo iz napake interpolacijskega polinoma. Ce oznaéimo
w(x) = (r — x0)(x — 21) (T — T2),

je napaka R;(f) enaka

Ri(f) = @@)wo, v,z alf) |, =o' (e) o = 2o
kjer je & € (xg,x2). Podobno je

Ry(f) = (w(@)[wo, x1, 22,21 )" |,_, =

h2

@
= 10),

= w"(z1)[wo, 1, T2, ] f + 20" (1) [0, 21, T2, x, 2| f + 0 = —

kjer je & € (xg, z2). Rezultat je torej

— f(x 2
f(x2)2hf( 0) _ %f(g)(fl),

flxo) = 2f (1) + f(wo) h2 4
s - 5fV(&).

f(w1) =
f”(xl) —

2. Tocni vrednosti odvoda sta enaki f'(0) = 2, f”(0) = 4. Za h = 55 dobimo po
formuli

£/(0) ~2.01336, f"(0) ~ 4.01335.

Razliki med to¢nima in izracunanima vrednostima sta —0.01336 ter —0.0133511.

Za h = ﬁ lzracunamo

£/(0) ~2.00013,  f"(0) ~ 4.00013,

napaki pa sta —0.000133336 ter —0.000133335. Numericni rezultati potrjujejo, da
sta napaki res reda O(h?).

Naloga 1.2. Preko interpolacijskih polinomov izrazite formulo za aproksimacijo odvoda
f'(xg) z vrednostmi f(xq), f(x1), f(x2), kjer so tocke xz; ekvidistantne.

Resitev:

Ekvidistantne tocke lahko zapisemo kot x; = xg + ih, kjer je h razmik med tockami.
Interpolacijski polinom lahko zapisemo v Lagrangeevi ali Newtonovi obliki. Lagrangeeva
oblika interpolacijskega polinoma za funkcijo f se v nasem primeru glasi

(x — o) (x — 21)
(x2 — mo) (w2 — 1)

(LU — .CL’(])(LU — ZL’Q)
(z1 — x0) (71 — T29)

(LU — 1’1)(25 — 1’2)
)(350 — x1) (w9 — T2)

p(x) = f(xo + f(1) + f(x2)

in se zaradi ekvidistantnih tock poenostavi v

(@ — 21)(z — 22) ~ fa) (z — @0)(x — x2) 4 f(@)(x — %o)(z — Il)'

p(l‘) = f(l'o) 2h2 h2 2h2




Izracunamo odvod

2:17—250—252 225'—{170—5(71

P(x) = f(xo) Y — f(x1) 52 + f(x2) N
ter njegovo vrednost v tocki x = xy. Dobimo
, 3 2 1
P (o) = —ﬁf(l“o) + Ef(l"l) - %f(l“z)-

Od tod sledi, da je

') = = f(a0) + 7 f(00) = o (@) + RS,

Napako Rf dobimo iz Newtonove formule za napako interpolacijskega polinoma, ki je v
nasem primeru enaka

f(z) =p(x) + (x — x0)(x — 1) (x — x2)[T0, 1, T2, | .

In sicer je
Rf = ((z — x0)(x — x1)(x — 22)[20, 71, T2, 2] f)’ ‘x:xo -
= ((x — z0) (2 — 1) (7 — 33)) ‘m:wo (o, 1, Ta, x| f =
oo fPE) LY
= 2h? = h? 3

kjer je £ € (xg, x2).

Naloga 1.3. Izpeljite formulo za numeri¢no odvajange oblike

f'(ws) = Af(wo) + Bf(21) + Cf(x2) + Df(ws) + Ef(za) + Ff™(9),

pri cemer so x; = xg + ih ekvidistantne tocke s korakom h. Za funkcijo f(x) = Hix na
intervalu [0, 1] dolocite optimalen korak h, cée velja |f(x;) — f(x)] <5-107, kjer z f

oznacimo numericno izracunane vrednosti funkcije f.

Resitev:
Nalogo lahko resimo preko interpolacijskega polinoma na tockah z;, « = 0,1,...,4. V
Lagrangeevi obliki se ta glasi

p(w) = 3 F@i)bin(a).

Neznani koeficienti so enaki

A= g;m(l’o), B = g;,n(zl)’ C= E;,n(lé)’ D= f;m(l’g), E = E;,n(x4)
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Porac¢unamo in dobimo

1 2 2 1
12h° 3h’ ¢=0 ’

Napaka je enaka

4 ! il ’ ) A
Rf = (H@_xi)[%vxlvx%x&x%x]f) = (H(m—xﬂ) / 5!(5) - %f@)(@'

i=0 =0

Drug nacin kako doloc¢iti neznane koeficiente v formuli je z uporabo metode ne-
doloc¢enih koeficientov. In sicer doloc¢imo koeficiente A, B, C, D, FE tako, da bo formula
tocna za polinome ¢im visjih stopenj. To pomeni, da mora biti napaka enaka ni¢ za
polinome ¢im visjih stopenj. Formula bo to¢na za vse polinome dolocene stopnje, ¢e bo
tocna za vse bazne polinome do te stopnje. Kot bazo prostora polinomov ni nujno da
vzamemo standardno bazo. V danem primeru je za lazje racunanje boljse vzeti bazo iz
prestavljenih potenc, in sicer

{1,0 — 29, (z — 20)%, (v — 22)%, (x — 20)*, ... }.

V iskani formuli nato za f izbiramo bazne funkcije in predpostavimo, da napake ni.
Dobimo sledece enacbe:

flz)=1: 0=A+B+C+D+E,
flz)=x—29: 1=-2hRhA—hB+hD +2hE,
fla) = (x—x2)%: 0=4h*A+ h’B+ h®D + 4h*E,
f@)=(x—2)%: 0=—-8hA—h*B+h*D + 8h’E,
flx) = (x —x)*: 0=16""A+ h'B +h'D + 16h*E.

Potrebujemo vsaj toliko enacb kolikor je neznank. Ce bi slucajno dobili odvisne enacbe,
bi dodali Se naslednjo enacbo, itd. V tem primeru imamo pet neodvisnih enacb za pet
neznank, resimo sistem in dobimo

1 2 2 1
A=— B=—— = D=_-—- FE=__"_
12h° 3h’ ¢=0, 3n’ 12h°
od koder sledi
1 2 2 1

f(we) = mf(xo) - 3—hf(561) + 3—hf($3) - ﬁf(m) + Ffm(E),

[zracunati moramo Se koeficienta F'in m. Koeficient m je enak stopnji baznega polinoma,
pri katerem dobljena formula ni ve¢ toéna. Ce za f izberemo f(z) = (z—x3)° in vstavimo
izracunane koeficiente dobimo

0 —32h° + 8h® + 8h° — 32h%) + F f™) ().

= 17 (



Ker je prvi del na desni strani enacbe razlicen od ni¢, je m = 5 in Ff™(¢) = 5IF. Iz
. . . . 4 .
enacbe nato izracunamo F' in dobimo F = g‘—o. Celotna formula se tako glasi

1 2

2
— ﬁf(a:o) — —f(x) + ﬁf(xi%)

f(w2) 30

1 h?
- mf(%) + %f(s)(f)-

Pri aproksimaciji odvodov imamo dve vrsti napake: napako metode in napako arit-
. 4 . . .
metike. Napaka metode Rf = & f®)(£) gre ocitno proti ni¢, ko gre h — 0. Ker pa v
formuli delimo s h, napaka aritmetike narasca z manjsanjem h-ja. Optimalen korak h je
tisti, pri katerem je vsota obeh napak minimalna. Ocenimo obe napaki:

W) h %) h i
D= < — 2190 = 4nt,
Dl = 35 [F7€)] < 55 max 12O =55

18e¢

1
|D,| S—(e+8e+8e+e):m, e=5-107°

12h
Ocena za skupno napako je tako D(h) = 4h* + %. Optimalni A je resitev enache

D'(h) =0, in sicer je h = {/ e =0.05422.

Naloga 1.4. Izpeljite formulo za numerié¢no odvajange oblike

f"(w2) = Af(x0) + Bf (1) + Cf (w2) + Df (w3) + Ef(24) + Ff(€),

pri éemer so x; = xo + ih ekvidistantne tocke s korakom h. Ocenite celotno napako in
dolocite optimalni korak h, ¢e za izracunane funkcijske vrednosti velja | f(z;) — f(x;)| <
5-107C ter je || f™™]|s < 100.

Resitev:

Resimo nalogo z uporabo metode nedolocenih koeficientov. Za bazo prostora polinomov
vzemimo prestavljene potence {1,z — xo, (¥ — 22)?, (x — 22)3, (x — x2)*, ... }. Ce v iskani
formuli za f izbiramo bazne funkcije in predpostavimo, da napake ni, dobimo sledece
enacbe:

flz)=1: 0=A+B+C+D+E,
flx)=x—29: 0= —2hA—hB+ hD +2hE,
f(x)= (v —x2)*: 2=4R*A+ h*B + h’D + 4h*E,
fx)=(r—a2)*: 0=—-8h*A—h*B+h*D +8h’E,
)= (z—m)": 0=16""A+ h'B+h'D + 16L"E.

Iz teh petih enach sledi

1 16 —30 16 1

—— B=—— (C=—— D=—\' E=-——".
1202’ o O 1212’ 1212
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Pri tako dolocenih koeficientih je formula toéna vsaj za vse polinome stopnje < 4. Ce
zapisemo $e enacbo za f(x) = (x — x5)°, pri cemer seveda upostevamo izracunane koefi-
ciente, dobimo enacbo

1

0= Tonz

(32h° — 16h° + 16R° — 32h°) + R(z — x2)°.

Ker pa je prvi del desne strani enak levi strani enacbe sledi, da je formula to¢na tudi za
polinome stopnje 5. Nadaljujemo z f(z) = (z — 24)%. Vstavimo in dobimo

1

0= Tonz

(—64R° + 16h° + 16h° — 64R°) + R(x — x)°. (1.1)

Y tem primeru prvi del desne strani ni enak levi strani enacbe, zato je R(z — x5)% # 0.
Ce predpostavimo, da je Rf = Ff©)(¢), sledi iz (1.1) enacba

0=-—

560" +6IF,

od koder dobimo F' = g—g. Celotna formula je tako enaka

f(xs) = (=f(wo) +16f (1) — 30f(w2) + 16f(w3) — f(74)) + g—gf(ﬁ)(§)~

12h2

Ocena napake metode in napake apritmetike je za dan primer enaka

10

(6) _ —h4
<270 =
64¢
D,<——, e=5-10"°
o= qoper =0
od koder dobimo oceno za skupno napako D(h) = %h‘l 16;;, ki pa je minimalna pri

= v/2.4e = 0.2221.

Naloga 1.5. Izpeljite simetricno pravilo za n-ti odvod, tako da funkcijo interpolirate v
ekvidistantnih tockah in izracunate odvod v tocki xz. Dolocite kaksnega reda je napaka.

Resitev:
Interpolacijsko formulo

n

f(z) = Z f(xi)lin(x) +w(x)[To, X104 - - ., Ty T f,

1=0

kjer so ¢;, Lagrangeevi bazni polinomi na tockah (z;)l_, in w(z) = [\ (z — z;), odva-
jamo n-krat. Ker je

oy _TTE %™ I G nei (7)1
bin (@) _Hz — n'Hx —; h"z'(n—l) = (=1 ) hn
j=0"t 7 i j
J#i J#

~
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zavse 1 =0,1,...,n, dobimo formulo

Feg) = g S0 () e+ RO,

kjer je
R(f) = (w(@)[zo, x1, . . ., Tp, 1] f)™ \m%.

Ocenimo Se red napake. Opazimo najprej, da je

n

w(x) =@ —z) = On"),
S 0) =00, @)= 00,
za vsak x € [xg, x,] oziroma splosno
w® (z) = Ok, k=0,1,...,n+1.
Ker pa je
w™ (I%) = ((n + Dlzn —nl Z":L) =0,
i=0

nastopajo v formuli za R(f) le odvodi w®) (x%) za k =0,1,...,n — 1. Po prej$njem
razmisleku je zato

R(f) = O(1?).






Poglavje 2

Numericna integracija

Naloga 2.1.

jus

4
Izracunagjte priblizek za integral I = / sin(z)dx z uporabo osnovnega trapeznega pravila

0
ter osnovnega Simpsonovega pravila. Primerjajte dobljen rezultat s tocnim.

Resitev:
Po osnovnem trapeznem pravilu

| rwn = 5500 + @)+ RO

dobimo

T v v
1~Z (sino + sin —) — T 027768,
8 4 8v2

Po osnovnem Simpsonovem pravilu

[ e = 5 ($ ) + 45 + F(o2) + BU)
dobimo - - - -
I~ (smo +dsin < + sin Z) = 55 = 0:292933.

Toc¢na vrednost integrala je [ = 1 — 12 = 0.292893, napaki sta torej velikosti 0.015213
ter 0.000039419.

Sl

Naloga 2.2.

jus

2
Lzracunagte priblizek za integral I = / sin(x)dx z uporabo sestavljenega trapeznega pra-

vila ter sestavljenega Simpsonovega pravila. 'V obeh pravilih uporabite m = 2,4,6,8
osnovnth pravil. Primerjajte dobljene rezultate s tocnim integralom.

13
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Resitev:
Tocna vrednost integrala je I = 1. Z uporabo sestavljenega trapeznega pravila za m =
2,4,6,8 dobimo vrednosti

0.9480594490, 0.9871158010, 0.9942818883, 0.9967851719,
s sestavljenim Simpsonovim pravilom pa
1.000134585, 1.000008296, 1.000001634, 1.000000517.

Absolutne vrednosti razlik med to¢nim in izracunanim integralom so v prvem primeru
enake
0.0519405510, 0.0128841990, 0.0057181117, 0.0032148281,

v drugem pa

0.000134585, 8.296-107% 1.634-107%, 5.17-107".

Naloga 2.3.

Izpeljite zaprto Newton-Cotesovo integracijsko pravilo oblike

/% flx)dz = Af (o) + Bf(a1) + Cf(xz) + Df(a3) + Ef™(8),

kjer so tocke x; = xo + 1h ekvidistantne s korakom h. Uporabite:
1. Lagrangeevo interpolacijsko formulo;
2. metodo nedolocenih koeficientov.

Zapisite tudi sestavljeno pravilo za aproksimacijo integrala f; f(z)dz. Ocenite napako
sestavljenega pravila.

Resitev:

1. S pomocjo Lagrangeeve interpolacijske formule

flx) = Z f(xi)lis(x) + w(x)xo, 21, 2, 23, 7| f,

=0

kjer je w(z) = H?ZO(x — x;), dobimo, da so koeficienti enaki

x3 x3
A:/ f()g,(l’)dl’, B :/ €173(l’)dl’,

xs3 xr3
C= / gzg(l’)dl’, D= g&g(l’)dl’.
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Integrale enostavno izracunamo z uvedbo nove spremenljivke x = xg 4+ th. Na
primer,

[ @ wm)@—w)(w—ay) PR -DE-2)(t-3),
A_/xo ( /0 —oh? hat =

Ty — xl)(fb’o - $2)($0 - $3)

h 3 3h
=—— 2 —6t2+ 11t —6) dt = —.
o6 =
Podobno dobimo oh 3h
8’ 8

Napaka je oblike
R(f) - / W(x)[l'o,l'l,l’g,l’g,x]fdl'.

o

. Pri metodi nedolo¢enih koeficientov doloc¢imo neznane koeficiente tako, da bo fo-
mula to¢na za polinome ¢im visjih stopenj. Za bazo prostora polinomov vzemimo
prestavljene potence {1,z — x, (x —20)?, (x — x0)%, (x —20)%, ... }. Ce v iskani for-
muli za f izberemo bazne funkcije in predpostavimo, da napake ni, dobimo sledece
enachbe:

f(x)=1: 3h=A+B+C+ D,

2
flx)=2—x: (32) = hB + 2hC + 3hD,
3
f(z) = (z —x0)*: (3;’) = h2B +4h*C + 912D,
4
f(z) = (z — ) : (32’) = h:B + 8h3C + 27Th3D.

Iz teh stirih enacb sledi

3h 9h
A=B—, B=0C=—.
8 8
Pri tako dolocenih koeficientih je formula tocna vsaj za vse polinome stopnje < 3.
Ce zapigemo $e enacbo za f(z) = (z—x¢)*, pri emer seveda upostevamo izracunane
koeficiente, dobimo enacbo

(3h)° _ 3h
5 8

(3n* + 3 16h" + 81h") + R(z — x)".
Ker je prvi del desne strani razlicen od leve strani, vzamemo m = 4 in velja
Efm(¢) =41E.

[z enacbe nato izracunamo E = —%h? Celotna formula se tako glasi

[ e =32 (an) +350) + 34 wz) + S (2) - 5eh°1OE).
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Za racunanje integrala na poljubnem intervalu [a, b] uporabimo sestavljeno pravilo. Naj
bo le to zgrajeno iz m-osnovnih pravil V tem primeru razdelimo interval [a,b] na 3n
ekvidistantnih delov s korakom h = ,tojex; =x9+1h,1=0,1,...,3n. Na vsakem
od podintervalov nato uporabimo osnovno pravilo in dobimo

[ st 8 [ -

T3i

||
<.
I M
S >—A

i
L

=

(f(xs:) + 3f(w3i1) + 3f (w3i42) + f(T3i43)) Z 8Oh5f(4 (&),

=0

pri cemer je &; € (x3;, x3;.3). Napaka R(f) sestavljenega pravila je tako enaka

= __hszf(4 52

1z ocene

[y

n—

" S TR S n e TP

Il
o

%

za dovolj gladko funkcijo f dobimo

n—1
S FIE&) =nfD©), € (ab)
=0

Sledi
3 3

R(f) = ~shPnf () = b L {0 () = — b (o - a) /D (6)

Vidimo, da smo na racun sestavljenega pravﬂa izgubili en red natancnosti.

Naloga 2.4. Izpeljite integracijsko pravilo
/ | f(@)dze = h(Af(xo) + Bf (21)) + h* (Cf'(xo) + Df' (1)) + EfT(€),

kjer je x1 = xg + h. Iz izpeljanega pravila sestavite sestavljeno pravilo za racunanje
integrala f; f(z)dz. Ocenite napako sestavljenega pravila. Na koliko delov moramo vsaj
razdeliti interval [0, 1] pri ra¢unangu integrala

/1 dx
o 1+a’

da bo napaka manjsa od 107°.

Resitev:
Izpeljimo pravilo z uporabo metode nedolocenih koeficientov. Za bazo prostora polino-
mov vzemimo prestavljene potence {1,z — xg, (x — z¢)?, (x — x0)3, (x — x0)*,... }. Ce v
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iskani formuli za f izberemo bazne polinome in predpostavimo, da napake ni, dobimo
sledece enacbe:

f(zx)=1: h=hA+hB,

h2
flx)=2—x: ?:ththzC—l—hQD,
h3
f(z) = (z —x0)?: 5= h®B + 2h*CD,
h4
f(z) = (z —x0)*: i h*B + 3h*D.
Iz teh stirih enach sledi
1 1 1
A=B=— =—, D=-——.
2’ ¢ 12’ 12

Pri tako dolocenih koeficientih je formula toéna vsaj za vse polinome stopnje < 3. Ce

zapiSemo §e enacbo za f(x) = (z — x)?, pri cemer seveda upostevamo izracunane koefi-
ciente, dobimo enacbo

RS R 1

— = — — =h° + R(z — x5)".
Ker je prvi del desne strani razlicen od leve strani, vzamemo m = 4 in Ef(™(¢) = 4!E.

Iz enacbe nato izracunamo E in dobimo E = %h‘r’. Celotna formula se tako glasi

2

[ e =5 () + $@0)) + 35 (o) = ) + 236 1O€).

Poglejmo si sedaj sestavljeno pravilo. Naj bo

b_
h=""0" 4i—wo+ih, i=01,.. . n
n

Tedaj je

/ab f(z)dx = é_

[asry

ST

Tit1

fx)de =

s
Il
&

i
L

™

g
NS NS

(f(zi) + f(zi1)) + Z
h2

i
L

(f (i) + f2is1)) + = (f'(a) = f1(0)) + R(f) =

~
Il
o

o

(f(a) +2f(x1) + -+ 2f (@n-1) + (D)) + = (f'(a) = ['(0)) + R(f).

Napaka je velikosti
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kjer so & € (x;,7,41). Ce predpostavimo, da je f dovolj gladka, dobimo iz

—1
() FaE) < (4)
n min ;) < n max T),
z€la,b] f ; 6 z€[a,b) f ( )

n—1
da je Z fBE) = nfD(€), pri cemer je € € (a,b). Od tod sledi

1 1

R(F) = =5sh"nf D) = —

— s b= ) fIE).

1
Za dolocitev koraka h pri racunanju integrala / 1 moramo oceniti napako R(f).
0

+x

Ker je fW(z) = je [[f@W]| = 4!. Sledi, da mora biti

(R

1 1
—=h'(b—a)|fY < ——h'l < 107°
7aglt (0= AIf ()l o < m5ph74! < 10

Wt <3-107"
h < 0.1316,

oziroma n > 7.5983. Interval moramo torej razdeliti na vsaj 8 delov.

1
Naloga 2.5. Integral e~ dx racunamo preko sestavljenega trapeznega pravila. Oce-

0
nite na koliko delov moramo razdeliti interval, da bo napaka manjsa od 1076,
Resitev:

Sestavljeno trapezno pravilo je oblike

/ flz f(:co> +2f(@1) + 2f (22) 4+ 4 2f (201) + f(2n)) — %(b —a)f"(¢),

kjer so

xi:x0+ih, ’iIO,l,...,n, h =

n

Izbrati moramo tak korak h, da bo napaka R(f) manjsa od 107¢,

h2
—<b—a>f"<£>} b— )|y < 10°5

12 12(

Izracunamo
2 2
f(z) = =27 +4a%e™™ .

Kandidati za ekstrem so nic¢le odvoda

FO(z) = (=27 + 42?e™") = dze™" (3 — 227) = 0,
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ki so enake

3 3
x =0, x—\/;, x——\/;

ter krajisca intervala. Ker :i:\/g ¢ [0,1] in ker je f3(0) = 2, fO(1) = 27!, je

| f"||0,j0,1] = 2. Sledi, da mora biti h < V6 -10~6 = 2.4495 - 103 oziroma n > 408.248.
Interval moramo torej razdeliti na vsaj n = 409 delov. V tem primeru dobimo, da
je I ~ 0.7468237663, tocna vrednost integrala je I = 0.7468241328, razlika pa je
3.67-1077 < 1076,

Naloga 2.6. Izpeljite odprto Newton-Cotesovo pravilo z eno tocko. Zapisite sestavljeno
pravilo in dolocite napako pri racunanju integrala C* funkcije.

Resitev:
Pravilo bo oblike

x2
| e = af() + R,
)
kjer so x; = xo + ih, i = 0, 1, 2, ekvidistantne tocke. Ce integriramo formulo

f(x) = f(@1) + (x — 1) [z, 2] f
dobimo, da je A = 2h. Napaka je enaka
R = [ (o= ), ol
zo
Deljena diferenca [z, z|f =: g(z) je funkcija spremenljivke x. Zato lahko zapisemo
9(@) = g(x1) + (z — @1)[w1, 2]g = [w1, 1] f + (& — 21) [y, ([, 2] f) =
= [xb Il]f + (z — Il)[il, x1; :L']f,
od koder sledi

R(f) = /xl(x — o) ([, 2l f + (2 — o), 31, 2] ) da

zo

Ker pa je w(x) = z — x; ortogonalna na 1 glede na skalarni produkt

= | " f@)gle)de,

to je (w,1) =0, je
/ (x — x1) |21, 21 fdo = [zl,xl]f/ (x — x1)dx = 0.
Dobimo torej, da je

f"(6)
2

R(f) = /xl(:z —x1)*[x1, 21, 2] fd2 =

zo

| @—mpae= gt

o
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pri ¢emer smo upostevali, da (z — z1)? ne spremeni predznaka na intervalu integracije.

Zapisimo Se sestavljeno pravilo. Naj bo

et aotih i=0.1.....2n.
2n
Tedaj je
b n—1 T2iqo n—1
/ flx)dz = / fla@)dz =20 f(zaia1) + R(f),
a i=0 v T2i =0
kjer je

R(f) = 30 3 £1(6) = 5h°ns"(€) = 210
=0
za §; € (T, Tair2) ter § € (a,b).

Naloga 2.7. Izracunajte Peanovo jedro Ko za osnovno trapezno pravilo ter izracunajte
oziroma ocenite napako pri racunangju integrala enkrat zvezno odvedljive funkcije.

Resitev:
Najprej preverimo, da je trapezno pravilo stopnje vsaj 0, kar pomeni, da mora biti toéno
za konstante. To je res, saj je

1 h
R(:ﬂo) :/ dz—§(1+1):a:1—ato—h:0.
zo
Peanovo jedro je za t € [xg, z1] enako

Ko(t) = R((- = 1)) = /xl (z —t)%dr — = (w0 — )% + (z1 — 1)) =

T h
:/ (x—t)odx——(xl—t) —(xl—t)—§:
¢
To + X1
= — 1.
2

Ker Ky na intervalu [xg, z1] spremeni pradznak, lahko napako

R(f) = / " Ko(t) (1)t

le ocenimo. In sicer je

1 h2
ROI 21 [ Ialt)lde = 71,
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Naloga 2.8. Izracunajte Peanovo jedro K za osnovno trapezno pravilo ter izracunajte
oziroma ocenite napako pri racunanju integrala dvakrat zvezno odvedljive funkcije.

Resitev:
Najprej preverimo, da je trapezno pravilo stopnje vsaj 1, kar pomeni, da mora biti tocno
za konstante in za linearne polinome. To je res, saj je

T h

R(l):/ dx—§(1+1)—x1—x0 h =0,
To

2?2 —a2 h

12 0—§(z0+x1)20.

R(z) = /xl xdx — g(ﬂ?o + 1) =

o

Peanovo jedro je za t € [xg, z1] enako

Kat) = R(C=08) = [ = 0o =5 (=0} + (- 1) =

o

[ hy et
_/t (v = t)de = S (01— #) = o = S — 1) =
1 1
:§($1—t)(931—t—h)=§($1—t)(930—t)-

Ker Ky na intervalu [z, z1] ne spremeni pradznaka, je napaka

_ / YR (e

e / Ky ()dt = f(g)/l(:cl—t)(xo—t)dt:

enaka

Z%f (© / Pl = udu =~ Q). € € ().

0

Naloga 2.9. Izracunajte Peanovo jedro Ky za integracijsko formulo

/ Fla)dr = 2 ((a0) +87(m:) + 3F(e2) + Fa) + BUF)

ter izracunajte oziroma ocenite napako pri racunangu integrala enkrat zvezno odvedljive
funkcije.

Resitev:
Najprej preverimo, da je pravilo stopnje vsaj 0, kar pomeni, da mora biti totno za
konstante. To je res, saj je

T3 h
R(I°)=/ dr— S (14343 +1) = a5 — 70— 3h =0
)
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Peanovo jedro je za t € [xg, z3] enako

Ko(t) = R((- =1)}) =

t € [xo,21)
t€[x1,29) =
1, té€ [zg,x5]
(.Z'g—t—%, t € [zg, 1)
=qaz—t—12 te(r,m) =
(73—t 38h, t € [xg, 23]
(20 + Sh—t, t € [m, 1)
= xl—l—g t, telr, )
T3 — % t, te [ry, x5

Ker Ky na intervalu [z, z1] spremeni pradznak, lahko napako

Ruw:/“Kawﬂwﬁ

le ocenimo. In sicer je
s 3h\*  (5R\*  (h\?\ 25
<|f Ko(t)|dt = || f' — — = = || f'||.
EOI I [ o) wn((g) +(3) +(2)) s

Naloga 2.10. Izracunajte Peanovo jedro Ky za integracijsko formulo

[ rayts =T (7o) + ) + RO

ter izracunajte oziroma ocenite napako pri racunanju integrala dvakrat zvezno odvedljive
funkcije.

Resitev:
Najprej preverimo, da je pravilo stopnje vsaj 1, kar pomeni, da mora biti toéno za
konstante in za linearne polinome. To je res, saj je

R(l):/ dx—3—;(1+1>:o,
zo

T3 h 2 .2 h
R(a:):/ xdx—%(x1+x2):x3 xo—g—(x1+x2):
zo

2 2
3h
= 7(:{,’04-25'3—.1’1—{172) =0.
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Peanovo jedro je za t € [xg, z3] enako

Ki(t) = R((-—0)}) =
_ / (x —t) dx — %h ((zy = )4 + (22— t)4) =

T+ a9 —2t, t€ [LL’(),SL’l)

x3
By STV (il
t
0, t € [, 23]
((otBht) _ 3h (95 4 3k —2t), t € [z, 71)
21+2h—t)>2
_ %Tt)_%(zl+h—t), t € [r1,10) =
= t € w2, 3]
(30— 1)2, t€ lao,21)
= 3@ =t —h(za —t) + h?), t€lr,m).
(w3—t)?
\ 2 ) te [.],’2,25'3]

Ocitno je K;(t) > 0 za t € [zg,x1) ter t € [z2, 23]. Ker pa je

((IQ — t)z — h(l’g - t) + h2)

N | —

parabola, ki ima teme v tocki t = x9—h z vrednostjo %hz, je Ki(t) > 0tudizat € [z, z2).
Napaka je tako enaka

ripy = [ prmmd = e / K (t

zo

= f"(§) (/:@dtvt/m 2((x2—t) —h(xg—t)+h2)dt+/xgwdt) _

_§3// -
= W),

Naloga 2.11. Dokazite: ce je integracijsko pravilo stopnje n za racunanje integrala

/ f(z)dz toéno za lihe funkcije, potem je Peanovo jedro K, sodo.

Resitev:

Za pravilo stopnje n velja, da je R(z™) = 0zam = 0,1,...,n in R(z") # 0. Ker je
pravilo to¢no za vse lihe funkcije, mora biti n + 1 sodo Stevilo oziroma n mora biti liho.
Za (n + 1)-krat zvezno odvedljive funkcije se napaka izraza kot

R = [ 100K, (1)t

—a
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Za lihe funkcije f in lih n je tudi f@™*Y liha funkcija in velja

0= [ fOYBK,(t)dt = ' FOY @)K, (1) dE + / ’ fOV K, (t)dt =
0

—a

= [ e - K-t

Dokazati moramo, da je K,(t) = K,(—t) za vsak t € [0, a]. Recimo, da v neki tocki £ to
ne bi bilo res. Potem bi obstajal interval I, na katerem bi bila razlika K, (t) — K, (—t)
razlicna od ni¢ in konstantnega predznaka. Izbrali bi lahko tako liho gladko funkcijo
f, da bi imel odvod f*1) nosilec ravno enak I in da bi bil f*Y na celem I enakega
predznaka kot razlika K, (t) — K,(—t). Tedaj bi bila vrednost integrala

/ C D @) (K () — Ko(—t)dt > 0,

kar nam da protislovje. Sledi, da mora biti K,,(t) = K, (—t) za vse t € [—a,a] in K,, je
res soda.

Naloga 2.12. Dokazite, da velja

k=1

Limita na levi se imenuje Eulerjeva konstanta.
Namig: uporabite sestavljeno trapezno pravilo in Peanovo jedro K.

Resitev:
Za osnovno trapezno pravilo in f € C! velja (glej nalogo 2.7)

xo+h xo+h
[t = G050 + st i+ [ 50 w0k G-t
od koder izpeljemo sestavljeno pravilo
b A n—1 n—1 Tit1 h
/ f(@)ds =5 (f(xo) +2)  flx:) + f(:cn)) + Z/ f(t) (x +5 - t) dt,
@ i=1 i=0 v ¥i
kjer so

ri=a-+1ih, 1=0,1,....n, h=

n

L
14+«

/n_l L =t o) = —
A x =Inn, T N

Izberimo funkcijo f(z) = na intervalu [0,n — 1] in naj bo h = 1. Tedaj je
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Izracunajmo ta integral Se z uporabo sestavljenega trapeznega pravila. Aproksimacija
integrala je enaka

n—2 n—1 n
1 1 1 1 1 1 1 1 1
(142 “ =212 =) =N
2(+ ;1+i+n> 2(%1% n) gz 2 2n

Za napako pa velja

:jz:_;l/ii+l(1—_|-1t) (H__t)dt Z/ZH %t'

Dobili smo torej

n—1 ;
1 1 1 Hlp -1
Inn = S — — 2t
un=) 55 2n+;/i T

od koder sledi, da je

n n—1 i
, 1 , 11 iy —[t] -4
Jim <Z i 1“”) = (5 to 2 [ ) =

= 1 H_lt—[t]—% 1 oot—[t]—%
-2 et ) et

=0

S tem je trditev dokazana.

Naloga 2.13. Z Rombergovo ekstrapolacijo trapezne metode izracunagte integral

%
I = / sin zdx.
0
Za zacetni korak vzemite h = 7. Naredite dva koraka ekstrapolacige.

Resitev:
Naj bo f(z) = sinz. Najprej izra¢unamo priblizke za integral z uporabo sestavljenega
trapeznega pravila za razlicne h. Dobimo vrednosti

Tif =% <sm0 +2sin = T+ sin g) — 0.948059,

1
T%f = §Thf + g (sing + sin 3%) = 0.987116,

1 3r om I
Thf —Thf + 16 <sm 16 + sin I + sin I + sin 1_6> = 0.996785.

Na prvem koraku Rombergove ekstrapolacije velja

AT f — T f
T f = % = 1.000135,
2
ATy f —Tof
Thif = —""——2" =1.000008,

1 3
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na drugem pa

6T f—Trf
4

T f = 2 —(.9999995.
i 3

Dobili smo

1 =0.9999995, |[—1|=5-10"".

Naloga 2.14. Dokazite, da je en korak Rombergove ekstrapolacije trapezne metode kar
Simpsonovo pravilo.

Resitev:
Naj bo h = b%” Uporabimo najprej trapezno pravilo s korakom 2h in h:

Tonf =nh (f(ifo) +2 z_: fxa) + f(ifzm)) ;

Thf = %Tth + hz f(l’gi_l).
i=1

Ekstrapoliramo in dobimo

Thf = w = % <2T2hf + 4hZf($2i—1) — T2hf> =
i—1

- % (f(xo) +2 z_: f(wo) +4 Z f(woi-1) + +f($2m)> ;

i=1 =1

kar pa je ravno sestavljeno Simpsonovo pravilo.

Naloga 2.15. Pri racunanju integrala

1= [ Vel

s sestaviljenim Trapeznim pravilom velja
I =T,f +aih? + ash?® + azh? + ....
1. Kako bi uporabili Rombergovo ekstrapolacijo za izracun integrala I?
2. Pri racunanju dobimo naslednje vrednosti:

Tof =05, Tif=0433012, Tuf = 0.407420.

Iz njih ekstrapolirajte tocnejso vrednost integrala. Primerjajte rezultat s obicajno
Rombergovo ekstrapolacijo.
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Resitev:

1. Velja sledece.
I =Tyf +aih? + ash?® + azh? + ...

2

3 7
h\ 2 h\ 2 h\ 2
I:Tgf+a1<§> +CL2<§) —l—a3<§> 4+ ...

Ce drugo enakost pomnozimo z 2v/2 in odstejemo od prve dobimo
(2v2 - 1) =

1 1
= 2V2 Tuf — Thf +ash? (5—1)+a3h% (5—1)+-~-:

> 2i+1 1
:2\/§Tgf—Thf+Zaih2‘+< —1)
=2

2i—1

oziroma

N2 T f —T 0 .
[: %f hf+zallh2z2+1’
2v/2 —1

1=2

kjer so (a;); nove konstante v razvoju. Definiramo

L 2v/2 Tnf—=Tuf

3 22— 1

in nadaljujemo z izloc¢anjem vodilnih ¢lenov napake. In sicer velja

o 1 > 1 2i+1
I_T%f+2aih el

=2
2i+1

[eS) n 3
_ il § 1
I = T%f + - a,l- (5) .

Drugo enakost pomnozimo z 22v/2, odstejemo prvo enakost, delimo z 22¢/2 — 1 in

dobimo /5 7 .
2°V2T, f =T o0
Gl il S S
2221 ot
kjer so (a?), nove konstante. Definiramo

222 Tnf—Tuf
Tif = ~ .
1 22,/2 — 1
Sklepamo na splosno formulo
Qk\/é Tw f=Tunf
Tkh f — 2J+1 2J ’
2311 2k\/2 — 1

k=1,2,...
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2. Ekstrapolirajmo najprej priblizke za vrednost integrala z uporabo zgornje formule:

0.5
0.433021 0.396375 ’
0.407420 0.393423 0.392789

I, = 0.392789.

NSNS

Ce uporabimo navadno Rombergovo ekstrapolacijo pa dobimo

0.5
0.433021 0.410683 ’
0.407420 0.398889 0.398103

I, := 0.398103.

INECTE S

Tocen integral izracunamo z uporabo Beta funkcije:

rp (1) TOIE) G x

2’2) (3 2 8

Razliki med toc¢no in izracunanima vrednostima sta tako enaki

)1 _ fl) — 0.0000899183, ‘1 _ i;) — 0.00540392.

Razlog za slabsi rezultat pri Rombergovi ekstrapolaciji je v tem, da odvodi funkcije

Naloga 2.16. Integral [ = fog sin zdx racunamo s sestavljenim Simpsonovim pravilom
m h

s korakom h = g in 3.
1. Izracunajte oba priblizka za vrednost integrala.
2. Ocenite napako za oba priblizka in jo primerjajte z dejansko vrednostjo napake.
3. Ocenite obe napaki z uporabo Richardsonove ekstrapolacije.
4. Iz izracunanih vrednosti ekstrapolirajte tocnejso vrednost integrala.

Resitev:

Z uporabo sestavljenega Simpsonovega pravila dobimo

I, = 2”—4 (sinO + 4sing 4 2sin% 1 4sin ‘%ﬂ 1 sin g) — 1.000134585,

3
I% Zf—g(siantélsin%—|—2si1r1g+451n1—g+251r1%+

. oT . 3m T T
+4 sin 16 + 251:(1? + 4 sin I + sin 5) = 1.000008296.



Napaki sta enaki

I — I, = 1.3458 - 107, ‘I I, =8.2955- 10"
Ocenimo napako priblizka z uporabo formule
h @)
Rypf = @(b —a) (&)
Ker je || f®|le = 1, velja
m\4 1 7 m\% 1 7
Ry f| < (_> — T 907531074, ‘R ‘ < <_) T 1297107,
Bnfl=<(3) 1502 1= (36) 102

Ocenimo sedaj napako priblizka z uporabo Richardsonove ekstrapolacije. Velja
Sf=Ff+Rnf = F%f—l—R%f

n
ht ht

Ryf = @(b—a)fw(f)a Ruf = m(b—a)f(4)(/~b)-

Predpostavimo, da je f® (&) ~ fW(u). Tedaj je Ry f ~ 16R. f in
R%f:Sf—F%f:Fhf—l—Rhf—F%fNFhf—F%f-i-lﬁR%f

od koder sledi
Fnf = Fnf
Byl
V nasem primeru imamo
I—1
15

kar kaze, da te ocene lepo sledijo dejanski oceni napake. Ker je

Sf~ Fhf—|—16R%f, Sf= F%f—l—R%f

Ry f~ =84193-107%, R,f ~ 1.3471-107%,

pa velja tudi

16Fsf — Fyf
Sfro—2A0——.
/ 15
Ekstrapolirana vrednost je tako enaka
161, — I
I; = % = 0.9999998762, |I3— I| =1.2377-107".

Naloga 2.17. Kako bi izracunali dvojni integral

I = // f(z,y)dxdy
(a,b] x[e,d]

z uporabo sestavljenega trapeznega pravila. Kaksna je napaka?

29
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Resitev:
7 uporabo Fubinijevega izreka dvojni integral prevedemo na dvakratnega. Razdelimo
interval [a, b] na n delov, interval [¢, d] pa na m delov. Naj velja

b—a
h = , To=a,x; =x9+1th, 1=0,1,...,n,
n
d—c ‘ .
k= ) ?JO:C,yj:yo—l-]k‘, 7=0,1,...,m.

3

Tedaj je

Ym
/ dx / f(z,y)dxdy =
Yo

:/ (g(f(xyo +2foy] +f($ym)>+Ryf>dx:

7j=1

n—1
- gg <f(930,y0) +2 Z f(@isyo) + f(@ns v0) + Ro f
i—1

m—1 n—1
2y (f(il?m vi) + 2> flanyy) + flan,y;) + ij> +
j=1

i=1
n—1 Tn
F (0, ym) +2 3 F (i, ym) + F (s yn) + Rmf> + / R,fda,

i=1

kjer so napake enake

ni- Lo [ 2

h2 2

Rpf = - a) 5 & m), =01, m.

Integracijsko pravilo je torej oblike

pri cCemer so

za
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Napaka je enaka

Rf:——d— / B f(z, p)dx—

kh? 0?
— g(b— ) (8 2 607'3/0 Z a 2 gjay] f(€m>ym)> -

2 2 2 2

A(=h,0), B(h,0), C=(0,v/3h).

Dolocite neznane koeficiente a, b, c v izrazu

/ [ Hapdedy = af () +b1(B) + cP(C) + R,

tako da bo formula toéna za polinome ¢im visjih stopeny.

Resitev:
Neznane koeficiente dolo¢imo z metodo nedoloc¢enih koeficientov. Za bazo izberemo

17%%552755%927 st

Dobimo enacbe
flzy)=1: //Ddxdy:\/ghzza—i-b—i-c,
flx,y) == //D:)sd:)sdy:0:—ah+bh,
faew)=v: [ /D ydady = b = /3he,

iz katerih sledi

a=b=c :?}ﬂ

Pravilo je enako

/ ; f(z,y)dxdy = ?iﬁ (f(—h, 0) + bf(h,0) + cF(0, \/gh)> + Rf.
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Predpostavimo, da je napaka oblike

2 2 82
RE = i (€ m) + g b6 i) + cag A (€aur).

Neznane ¢y, ¢, c3 dobimo iz enacb

fz,y) =2*: //[)x2dxdy—£ \/_2h4+2 1,

3
flay)=y*: // yPdady = §h4 = V3h* 4 20,
D

flz,y) =2y : // xydrdy =0 =0+ c3,
D
V3

— 01202:—Th4, c3 = 0.

Napaka je torej enaka

o 0
Rf = \{l_h (8 J;(flam) a—;;(@,m))-

Naloga 2.19. Dolocite utezi oy, oy ter vozla xg, x1 v Gaussovi integracijski formuli

/_ Fla)dz = aof(an) + on 1) + R,

Dolocite tudi napako Rf.
Resitev:

Neznana vozla x(y in x; doloc¢imo tako, da bo w1 ter wlx glede na skalarni produkt

(f,9) = » f(x)g(z)dx

kjer je w(z) = (x — xo)(z — x1). Iz zgornjih dveh pogojev sledita enacbi
1 1
/ (x — x0)(x — x1)dx = 0, / z(x — x0)(z — x1)dx = 0.

—1 -1

Prva enacba se poenostavi v
1 1 2
/ (x — 20) (2 — 21)dx = / (2 = (zo + 21)x + mo21) da = 3t 22071 = 0,
1 —1

iz druge pa dobimo

1 1
/ x(x — zo)(r — x1)dr = / ($3 — (20 + x1)2* + :onlzr) dr = —g(:ﬁo +x1) =0.

1 1
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Resitev teh dveh enac¢hb nam da neznana vozla

V3 V3

To=——f T1=—.

3 3

Utezi lahko dolo¢imo z uporabo interpolacijskega polinoma, lahko pa tudi z metodo
nedolocenih koeficientov. Za bazo izberemo polinome {1, z, 22, ...} in dobimo enacbe

1
flx)y=1: / dr =2=ap+ o

1

1
flz)=x: /_lxda::():—\/?gozojtgal.

1z teh dveh enach sledi

oy = p =
in pravilo je enako
1
» f(z)de = f (—?) +f (?) + Rf.

Napako dobimo po formuli za napako Gaussovega pravila:

1 () 1
Rf:/_1w2(:c)[x0,x0,x1,xl,x]fdx: / 4!(5) /_1w2(x)dx: %%ﬂ@(g).

Dobljeno pravilo se imenuje Gauss-Legendrovo integracijsko pravilo na dveh tockah.

Naloga 2.20. Dolocite utezi o, «q, ao ter vozle xg, x1, xo v Gaussovi integracijski
formuli

1
/_ @) \/11_7:62@ — aof(20) + arf(r) + anf(2) + RS,

Dolocite tudi napako Rf.

Resitev:
Neznane vozle xg, x; in x5 dolo¢imo tako, da bo wll, wlz ter wlz? glede na skalarni
produkt
! 1
,q) = x)g(x
(f.9) _1f( )( )m

dx,
kjer je

w(z) = (xr — x0)(x — x1)(x — x2).
Iz zgornjih treh pogojev dobimo enacbe

/_ (z — mo)(z — 21) (2 — 22) ! =dz =0,

1 1—=x

! 1
/_195(55 — xp)(z — 21)(z — 932)@@7 =0,

L 1 B
/_lx (l’—l’o)(l’—l’l)(l’—l'g)mdl'—o
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Poglejmo si najprej, kako izracunamo integrale oblike

1 "

_lﬁdﬂf n:O,l,Q,...

Ce je n lih je vrednost integrala enaka 0, za sode n = 2k, pa integral pretvorimo na Beta
funkcijo z uporabo nove spremenljivke u = z%:

1
x
——dx =2 —dxr =
/_1\/1—1'2 /0 V1—a2

:2/0 \/fk__UTdu—/ 31— u)idu =
:B<k 11) (k‘+ L)

272

Iz te formule dobimo z upostevanjem I'(s+ 1) = sI'(s) ter I' () = /7 sledece vrednosti:

1
/ 7# _xzdx =,

[ ==
/_lﬁdx

5|§1 o<i|%° 1\3|>1

—d
/_1 V1—a? e

S pomocjo teh integralov se prva enac¢ba poenostavi v

/_l(x—:vo)(:v—zl)(z—xg) ! dr =

1 \/1—$2
1
1
2
= —x%(xo + 21 + X2) — XX 1T2) ——=dx =
/_1( (0t 4 ima) = omis) Ty

v
—(zo +x1 + :)32)5 — Tor1xem = 0,

iz druge dobimo

! 1
/_1 x(x — x)(z — x1)(x — @)mdx =

1
= / (1’4 + LL’2(SL’OLL’1 + T2 + S(Ill’g))

! d
— _dr =
1 \/1—!13'2
3T

= ? -+ (SL’(]LL’l -+ ToT2 -+ 1’11’2) = O,

| X



ter iz tretje

/_1 23z — 20)(z — 1) (2 — xg);da:

1 \/1—$2
1
1
4 2

= —2%(xg + 1 + T2) — Xox1X2T°) ——dx =

/_1( (w0 + 21 + ) — TT112 )m

3 T

= —(zo+ a1 + 932); — Tolilay = 0.

Dobili smo nelinearen sistem enach
(LL’O + 1+ LL’Q) + 21’01’15(3277' = 0,
3+ 4(1’01’1 + T2 + 1’11’2) = 0,
m
3(1’0 + 1z + [L’g) + 41’01’11’25 = 0,

za katerega pa se da enostavno izracunati resitev. In sicer je

V3 V3
To = ——, 1'1:0, To = —.

2 2
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Utezi dolo¢imo z metodo nedolo¢enih koeficientov. Za bazo izberemo polinome 1, z, 22, . ..

in dobimo enacbe

1
1
f(x):]_ / ﬁdl’zﬂ':ao‘l’al‘l’QQ
—1 -

b V3 V3B
(l’)—l’ /Llﬁdﬁf—o——TO&Q“‘Tag,

1 2
_ 2. L _r_3 3
f(x) =2°: /_1 mdz— 5 —4a0+4a2.

f

Resitev se glasi
.
g = (] = (g = g
Pravilo je enako

/_j(@ﬁdx:gf (—?) +%f(0)+gf (?) + RS

Napako dobimo po formuli za napako Gaussovega pravila:

1
1
Rf = w?(x)[zo, 20, X1, T1, T, o, T| f ———=dx =
f/_1()[001122]fm
f(ﬁ)

© ("o 1w fOQ
6! /_1w(1’)\/17_7d$—3—2 Gi —23040f6(§).

Dobljeno pravilo se imenuje Gauss-Cebisevo integracijsko pravilo na treh tockah.
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Naloga 2.21. Preko ortogonalnih polinomov izpeljite Gauss-Legendrovo integracijsko
pravilo

/_1 f(fl?)dx = Oéof(l'o) + alf(l’l) —+ a2f(x2) + Rf.

Kako bi to pravilo uporabili za racunanje integrala f; f(z)dz na polubnem intervalu
la, b] 2.

Resitev:
Ortogonalni polinomi na intervalu [—1, 1] glede na skalarni produkt

1

(fro)=[ [flx)g(zx)dz
—1
so Legendrovi polinomi
(=1)" d*
2nn! dam

2
2n+1’

P.(x) = (1—:172)", ||Pn||2: n=0,1,...

Prvih nekaj ortonormiranih Legendrovih polinomov je tako enakih

V2

po(if) = 7,
pl(x) = ?%
pol) = % g(3x2 _),

1 /9
;M(x)::g\/;f35x4-30x2+-3

Neznani vozli xg, x1, o v integracijski formuli so ravno nicle polinoma ps3. In sicer

\/§ ; 3
0 57 1 ) 2 5

S pomocjo Legendrovih polinomov pa lahko dolo¢imo tudi neznane utezi. Uporabimo

formulo
i Cn+-2 1

Crt1 P2 (Ti) P (T0)
pri cemer je ¢; vodilni koeficient polinoma p;, n pa je v nasem primeru enak 2. Iz
polinomov preberemo vodilne koeficiente

C_§\ﬁ o =30/
T oV Mt g2

o; =
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in izracunamo vrednosti

V) PR R Y ) N
P4 5 10\/5, P4 8\/5’ Pa 5 10\/5-
Vstavimo v formulo in dobimo
i 8 5
050—9, O{1—9, Oé2—9.
[zracunamo se napako
Rf = iJ‘(G)(S) /1 (x — 20)* (2 — 1) (x — 22)°da = LJC(G)(S)
6! » 0 ! ? 15750 '

Pravilo se torej glasi

! 5 3 8 5 3 1 6
[ s =3 (—\@ 250+ (\/;) -

Pravilo za racunanje integrala na poljubnem intervalu dobimo z uvedbo nove spremen-
ljivke
a+b b—a

2 * 2

r = u

In sicer je
b ! a+b b—a b—a
/af(x)da?—/_lf< 5 + 5 u) 5 du =
b—a (5 a+b b—a /3 8 a+b 5 a+b b—a /3
— - — — — — R
2 <9f< 2 2 5)+9f( 2 )+9f< 2 * 2 5))+ 1

pri cemer je

Rf— 1 b—a7(6) b
f—m( 5 )f (1), € (ab).

Naloga 2.22. Preko ortogonalnih polinomov dolocite Gauss-Cebisevo integracijsko pra-
vilo

1
/ /(@) \/11_7$2d$ — aof(20) + arf(r) + anf(2) + RS,
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Resitev:
Ortogonalni polinomi na intervalu [—1, 1] glede na skalarni produkt

1

N

(f.g) = / fa)g(a)

so Cebisevi polinomi
Tn(x) = cos(nb), = =cosh, 6¢€][0,n].

Ortonormiran sistem tvorijo polinomi

1 2 2 2
—T =T =T =T
\/7_T 05 \/; 1 \/; 2 \/; 3

Vodilni koeficienti ortonormiranih polinomov so enaki

2
\ﬁw—l, n>1.
m

Vozli Gaussovega pravila reda 2n + 1 so nicle polinoma 7, ;. In sicer,

1
x; =cosb;, 0;= (z—l—m), 1=0,1,...,n.
n+11\2

Utezi dobimo po formuli

. Cn+2 1

o; = .
' Cnt1 2 T2 ()T (1)

Iz
T, 1 (x;) = (cos ((n + 1)6))’ }9:92- =
. / _ 1 L
=—(n+1)sin((n+ 1)0)0 }9:92_ = (=1)'(n+ 1)sin9i’
Tpio(z;) = —sin ((n + 1)6;) sin6; = (—1)"*' sin 6;
sledi T
ai:—’ :071’...’77/-
n+1

V primeru n = 2 rabimo nic¢le polinoma 75, ki so enake

wo(3). () ()

V3
2

Sledi

To = — ) xlzou Lo =

| S
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za utezi pa velja o; = 3,7 = 0,1,2. Napako dobimo po formuli

r o
. 23040

) FOE).

if = (2n + 2)

Pravilo je torej enako

! 1 T V3 T T V3 T 6
/_lf(f)mdl": gf <—7) + gf(0)+§f <7> +mf( '(€).

Naloga 2.23. Dolocite utezi ag, oy, ao ter vozle xg, x1, o v Gaussovi integracijski
formuli

/OO f(@)e e = o f(z0) + arf(21) + oz f (22) + Rf.
Dolocite tudi napako Rf.

Resitev:
Neznane vozle xg, o1 in x5 dolo¢imo tako, da bo w1, wlx ter wla? glede na skalarni
produkt

(r) = | @gare s
kjer je
w(x) = (z — x0)(x — 21) (T — 22).
Iz teh treh pogojev dobimo enache

/00 (z — x0)(z — x1)(x — x5)e ¥ldx = 0,

—00

/00 z(x — z0)(x — x1)(z — x5)e ldz = 0,

—00

/00 2 (x — x0)(x — 1) (x — 2)e ®ldz = 0,

—00

ki se poenostavijo v

2(1’0 + x1 + LL’Q) -+ ToX1To = 0,
12 + (ZL’QZEl + T + 1’1113'2) = O,
12(1’0 + 1+ LL’Q) + Tor1x9 = 0.

Resitev dobljenega nelinearnega sistema se glasi

Ty = —2\/57 Tr = 0, To = 2\/5
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Neznane utezi dolo¢imo z metodo nedolocenih koeficientov. Za bazo izberemo polinome
1,z,22,... in dobimo enacbe

flz)=1: / e lde =2 = ag + ay + oy

o0

flz)=2a: / ze ldr = 0 = —2v/3a0 + 2v/3as,

[e.9]

flz) =a*: / w?eloldr = 4 = 1200 + 120y,

oo

katerih resitev je enaka

Pravilo je tako
/_Z fla)e 1 ldz = %f (—2%5) + 16—Of (0) + %f (Nﬁ) + Rf.

Napako dobimo po formuli za napako Gaussovega pravila:

(6) o0
Rf = / 6!(0 /_oo w(zx)e lolde = gf(ﬁ)(f).

Naloga 2.24. Dolocite koeficiente cq, co, c3 v formuli

a+2h
/+ (x — a)’ f(x)dx = e f(a) + caf (a + h) + csf(a+ 2h) + Rf

za racunanje zlimitiranega integrala za vse B > —1. Dolocite tudi napako Rf za dovolj
gladko funkcijo f.

Resitev:
Neznane koeficiente lahko dolo¢imo z metodo nedoloéenih koeficientov. Za bazo izberemo
polinome

1, z—a, (v—a) (z—a)...

in dobimo enacbe

a+2h B+1
flz)=1: /a (x—a)ﬁdx:@ﬁhj_l =1+ ¢+ c3,
a+2h (2h)6+2
flz)=x—a: / (x —a)’de = = coh + 2c3h,
a B+2
a+2h (2h)ﬁ+3
f(z) = (z—a)*: / (z — a)’"dx = 53 " coh? + desh?.
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1z teh treh enach izracunamo

B (Qh)BJrl
“CErEaes
Cco =4 (2h)6+1
P (B+2)(B+3)

@O g

ST B+2)F+3)

Pri tako dolocenih koeficientih je formula tocna vsaj za vse polinome stopnje < 2. Ce
zapiSemo Se enacbo za f(x) = (z — a)?, pri ¢emer seveda upostevamo izracunane koefi-
ciente, dobimo enacbo

(2n)7** (2h)°*! RN (2n)°+!
f+4 (B+2)(B+3) (B+2)(B+3)

od koder izracunamo

(1+B)h* +3IC,

B 25+2ﬁ
3(B4+2)(B+3)(8+4)

C = B+

Celotna formula se tako glasi

/ " 0 fla)de =

_ (2h)P+1 - ) ) - )

= GG aE T (A~ A@ 4B+ Df(a+h)+(8+1)f(a+2h)
25+2ﬁ B+4 £(3)

D GRS CE AN

Naloga 2.25. Izracunajte zlimitirani integral

2h mdw

o VT

na dva nacina.
1. S substitucijo odstranite singularnost in uporabite Simpsonovo pravilo.

2. Izpeljite formulo

:h L\/?dx =1 f(0) 4+ caf(h) + csf(2h) + Rf.

Oba nacina preizkusite za primer, ko je f(x) = e™® in h = 0.1. Kako bi izracunali

1

: f(z)

integral / —Ldx?
0 Vv
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Resitev:

1. Ce uvedemo novo spremenljivko = = > se integral poenostavi v

2hm B V2h )
i \/de_2/0 f(t?) dt.

Ta integral izracunamo s Simpsonovim pravilom in dobimo

V2h
| rwya- V2R 40) + 4102 + F(20) + .

kjer je napaka

5
j— <@) Ty i2—5/2h5/2d—4f ) |,_, =0 (r*?).

2 _
2 dtt ( Ht:f__9o dt t=¢

V primeru f(z) = e=* dobimo priblizek
2 0 —01 , 02
—=dr ~ === (7" +4e™™" +¢7%%) = 0.838324.

2. Uporabimo lahko nalogo 2.24 in dobimo pravilo

02hL\/?dx _
- Vl—zz (12f(0) + 16f(R) + 2f(2h)) — %\/ﬁhmﬂ?’) (€)= 0 (W),

V primeru f(z) = e=* dobimo priblizek

0.2 =z /02
e .
——dr ~ —= (127 + 167 %! + 2¢792) = (.838223.
/0 T~ T (1267 + 167" 4 2¢7°%)

Tocna vrednost integrala je 0.838212. Vidimo, da dobimo v drugem primeru tocnejsi

priblizek.
Pri racunanju integrala .
/ Mal:.z:
o VT
bi interval integracije razdelili na dva dela: [0, 2h] ter [2h, 1]. Na prvem delu bi uporabili
izpeljano pravilo, drugi integral pa bi izracunali s sestavljenim Simpsonovim pravilom
oziroma s katerimkoli drugim pravilom, ki bi imel napako reda vsaj O (h7/?).

Naloga 2.26. Kako bi numericno izracunali naslednje integrale:
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~

1
./x_l/gsinxdz
0

o

Resitev:

1. Ce uvedemo novo spremenljivko = = 3 dobimo

1 1
/ 2~ Y3 sin pdr = 3/ tsin t3dt.
0 0

Ta integral ni vec¢ singularen in ga lahko izra¢unamo s katerimkoli integracijskim
pravilom. Temu pravimo odpravljiva singularnost.

2. Poskusimo eliminirati singularnost:

1 1 1 1
COS T cosr —1+1 cosxr — 1 1
/0 ) dx—/o —in d{E—/O —iz dx+/0 de—

1
_1
:/ COST = L 4 2.
0

2172
Prvi integral nima vec¢ singularnosti, saj je

cosx — 1

im =0,

=0  pl/2

drugi integral pa se je dal analiti¢no izracunati. Ponavadi si pri eliminaciji singu-
larnosti pomagamo z razvojem v Taylorjevo vrsto.

3. V integral uvedemo novo spremenljivko ¢ = 1/z in dobimo

o 1 ! sin(t)
2732 gin Zdx = / dt.
/1 x 0o Vit

Dobljen integral izracunamo z uporabo naloge 2.25.
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4. Integral razbijemo na dva dela in v drugem uporabimo novo spremeljivko ¢ = 1/x:

/oo ! d —/1 ! d +/oo ! dx =
0 T 0 124 1 1424~
1 1 2 1 2
1 t 14+
/0 1+ 2 x+/0 1+t /0 T+

Dobljen integral ni ve¢ zlimitiran in ga lahko izracunamo s katerimkoli integracij-
skim pravilom.

5. Integral razbijemo na dva dela in v drugem uporabimo novo spremeljivko ¢t = 1/x:

] | > ]
— dwde= | ——d . _dr=
/0 L+ 22p /0 (1 +22)3 “/1 A+ra2p
1 1 1 t4 1 1+x4
4 SR T s
A a+x%3x+A 1+ ) tA<r+ﬂﬁl

Dobljen integral ni ve¢ zlimitiran in ga lahko izracunamo s katerimkoli integracij-
skim pravilom.

Naloga 2.27. Dolocite utezi Ay, Ay, As v formuli

Amﬂ@fozAﬁm%h%ﬂU+Aﬁ@Hdﬁ,

tako da bo tocna za polinome c¢im wvisjih stopenj. Dolocite tudi napako Rf za dovolj
gladko funkcijo f. Izracunajte Se Peanovo jedro Ko ter dolocite napako Rf za 3-krat
zvezno odvedljivo funkcijo f.

Resitev:
Neznane utezi lahko dolo¢imo z metodo nedoloc¢enih koeficientov. Za bazo izberemo kar
standardno bazo polinomov in dobimo enache

flz)=1: / e fde=1= A+ A + Ay,
0

=
8
I

X / re Ydr=1=A; +2A,,,
0

f(z)=2%: / e dr = 2 = Ay + 44,.
0

Resitev je
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Koeficient pri napaki dobimo iz enacbe
= 1
f(x):x3: / x3e—wdx:6:4—|—3!6’7 _— ng
0
Pravilo je enako

| s@erde = 500+ £2) + 31900,

[zracunamo se Peanovo jedro:

1 et—12—-1t)2 te]0,2
Kz(t):§R(._t)i:{e_t 1(2—1) t>[2 ]‘

Preveriti moramo, ali Ky na [0,00) spremeni predznak. Za t > 2 je ocitno Ks(t) > 0.
Velja tudi

Ky(0) =0, Ky(1)=e'—1/4=0.11787, K»(2)=e 2 =0.135335.

Ce izracunamo se odvod )
Ki(t) = —e ' + 5(2 — 1)

vidimo, da ima na [0, 2] natanko eno ni¢lo in da Ks najprej narasca, potem pa pada. Iz
teh dejstev sledi, da je Ky(t) > 0 tudi za t € [0,2]. Za f € C?([0,00)) je napaka enaka

Ri= [ Kal0rO 0t = £916) [ Kottt = 3796,

kar se ujema z napako izpeljano z metodo nedoloc¢enih koeficientov.






Poglavje 3

Numericno resevanje navadnih
diferencialnih enacb

Naloga 3.1. Zacetni problem
y =" +y% y(0)=1,

resujemo z eksplicitno Fulerjevo metodo. S korakom h = 0.1 dolocite numericna priblizka
y1 ~y(0.1) ter y, ~ y(0.2).

Resitev:
Po eksplicitni Eulerjevi metodi racunamo priblizke za resitev diferencialne enacbe

y/ = f(.T, y)7 y(l’o) = Yo

po formuli
Yn+1 :yn+hf(xmyn)v n:0,1,...

Za dan primer dobimo

Ty = 0, Yo = 1
xy :017 y1:y0+h(x(2)+yg) :117
2y =02, yo=y+h(z]+y]) =1222

Graf numeri¢ne in to¢ne resitve na intevalu [0, 1] za korak A = 0.1 in h = 0.01 je prikazan
na sliki 3.1.

Naloga 3.2. S pomocjo Taylorjevega polinoma stopnje 4 izracunajte numericni pribliZek
za resitev y(0.1) diferencialne enacbe

y' =2 +y* y(0)=1.

47



48POGLAVJE 3. NUMERICNO RESEVANJE NAVADNIH DIFERENCIALNIH ENACB
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451

35r
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0.1 0.2 0.3 0.4 05 0.6 0.7 0.8 0.1 0.2 0.3 0.4 05 0.6 0.7 0.8

Slika 3.1: Numericna resitev pri koraku h = 0.1 (levo) ter h = 0.01 (desno) ter tocna
resitev (érn graf) diferencialne enacbe y' = 2% + 4%, y(0) = 1.

Resitev:
Ce poznamo vrednost y(z,), potem dobimo priblizek za y(x,+1) = y(z, + h) tako, da
razvijemo funkcijo y v Taylorjevo vrsto okrog tocke z,,,

h2 h3 h4
y(zn +h) = y(zn) + hy/(l'n) + ay//(fn) + ?y@) (2n) + Ey(‘l)(l’n) +o

in razvoj odrezemo pri neki izbrani potenci m. Odvode neznane funkcije y v tocki x,
izracunamo z odvajanjem funkcije f. In sicer je

dk—l

= [ wy@) = [P y(@), k=1,

y*) (z)
oziroma
y = f,
=L f =t ff
y — dl’ - Jx yJo

V' = T = Lt 2 4 B S ST,

Taylorjeva metoda reda m se tako glasi
/ h? / h™ (m—1)
Yn+1 = Yn + I f (xmyn)"‘gf (xnuyn)"‘"""ﬁf (xnayn)-
Za dano diferencialno enacbo velja
y' ="+
y" =2z +2yy,
y/// — 2 _'_ 2y/2 _'_ 2:y:y//7

y(4) _ 6y/y// + 2yy///
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in v tocki x = 0 dobimo

Nov priblizek je tako enak

0.1)4
+ g4 (O

28 = 1.11145.
6 24 ; )

(0.1)2_  (0.1)
-2

Ceprav lahko dobimo preko razvoja v Taylorjevo vrsto metode poljubnega reda, se le
te v praksi ne uporabljajo, saj so racunsko prezahtevne - zahtevajo preve¢ izracunov
vrednosti funkcije f ter njenih odvodov.

Naloga 3.3. Izpeljite trapezno formulo

h
Ynt1 = Yn + 5 (f(xna yn) + f(xn-l-lv yn—l—l))

za resevanje zacetnega problema

y/ = f(l’, y)7 y(l’o) = Yo.

Resitev:
Diferencialno enacbo integriramo in za aproksimacijo integrala na desni strani uporabimo
trapezno pravilo:

/ = [ F (o, y(@)da

() = y(ea) = 5 (F (s y(a)) + f i y(eann))) = 1576, 9(6))

Napako zanemarimo in to¢ne vrednosti nadomestimo s pribliznimi y,, ~ y(z,). Dobimo
iskano metodo, ki je implicitna in ima red lokalne napake enak 3.

Naloga 3.4. Diferencialno enacbo

y' =" —y* y(0)=0,
resujemo s trapezno formulo iz naloge 3.3. S korakom h = 0.1 dolocite numeriéni pri-
blizek y, ~ y(0.1).

Resitev:
Po trapezni metodi dobimo

h
y1:y0+§(933—y§+58f—yf), ro = 0,71 = 20 + h,

kar nam da kvadratno enacbo

h h
§y%+y1—y0—§(:c3+xf—y§)=0
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za neznan ;. Dobimo dve resitvi

-1+ \/1 + 2hyo + h2(23 + 23 — y2)
Y1 = 5
h

vprasanje je, katero izbrati. Ce izberemo predznak —, potem je }lLir% Y1 = —00, Ce izbe-
%

remo predznak +, pa dobimo }lLir% y1 = yo. Nov priblizek je tako enak
%

” = —1+ /14 2hyo + h2(z2 + 22 — 12)
1 — .
h

Za yp =0 in h = 0.1 dobimo
Y1 = 4.999875 - 1074,

Naloga 3.5. Diferencialno enacbo
y = =50y + 100, y(0) = o,

resujemo z eksplicitno Eulerjevo metodo yni1 = Yn + hf(xn, yn). Izpeljite splosno for-
mulo za numericne priblizke y, ter dolocite vrednosti h, pri katerih numericni pribliZek
konvergira k tocni resitvi, ko gre x — oco. Komentirajte obnasanje numericne resitve
glede na razlicne vrednosti h.

Resitev:
Ker je enacha linearna, lahko izpeljemo splosno formulo za priblizke y,,. In sicer velja
Yn = Yn—1 + h(—=50z,_1 + 100) = y,_1(1 — 50h) + 100h =
= (Yn—2(1 — 50h) 4+ 100h) (1 — 50h) + 100h =
= Yn_o(1 — 50h)? + 100k ((1 — 50h) + 1) =
= yn—3(1 — 50h)* + 100A ((1 — 50h)* + (1 — 50R) + 1) = ...
= yo(1 — 50h)™ + 100 ((1 — 50R)" " + -+ + (1 — 50h) + 1) =
1 — 50h)™
50h

= 50(1 — 50h)" + 100n 2=
= (o — 2)(1 = 50h)" + 2.
Toc¢na resitev je enaka
y(x) = (yo — 2)e™ +2
in zanjo velja, da je

lim y(z) = 2.

T—00

Numeri¢na resitev gre proti ni¢, ko gre n — oo, ¢e velja pogoj |1 — 50h| < 1. Ta pogoj

je izpolnjen za
he (0 ! U L
" 50 50720/ °

Za h € (%, %) numericna resitev konvergira proti toc¢ni, vendar oscilira. Na sliki 3.2

lahko vidimo primere numeri¢ne resitve za h = 0.1,0.3,0.35, 0.45.
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h=0.01 h=0.03

0.2 0.3 0.4 05

h=0.035

!
@

<
e
-
—

0.1 0.2 0.3 0.4 05

Slika 3.2: Numeric¢na resitev diferencialne enacbe 3y’ = —50y + 100, yo = 3 z eksplicitno
Eulerjevo metodo s koraki h = 0.1,0.3,0.35, 0.45.

Naloga 3.6. Diferencialno enacbo
y' = —50y + 100, y(0) = o,

resujemo z implicitno Eulerjevo metodo yni1 = Yn + hf(Tni1, Yni1). Izpeljite splosno
formulo za numericne priblizke vy, ter dolocite vrednosti h, pri katerih numericni priblizek
konvergira k tocni resitvi, ko gre x — o0.

Resitev:
Priblizek za tocno vrednost v tocki z,, dobimo tako, da resimo enacbo

Yn = Yn—1 + h(—50y, + 100).
Ker je diferencialna enacba linearna, neznanka ¥, tudi nastopa linearno. Dobimo

Y1 + 100R
In = T 50n
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Nadaljujemo in dobimo

gt £ 100k y, 5 + 100h + 100A(1 + 50h)
1+50n (14 50h)2 B

_ Yn—s + 100 + 100h(1 4 50R) + +100A(1 + 50h)*

B (14 50h)3 T

9o+ 100h (1 + (14 50h) + - - -+ (1 +50h)""1)

B (14 50h)"

Yn =

2.

= (Yo — Q)W

Za to¢no resitev
y(z) = (yo — 2)e ™ 42
velja, da je

lim y(z) = 2.

T—00

Numeric¢na resitev gre proti ni¢, ko gre n — oo, Ce velja pogoj |1_—150h‘ < 1, kar pa je res
za vsak h > 0. Pravimo, da je metoda A-stabilna.

Naloga 3.7. Diferencialno enacbo

y =ay, y(0)=uyo#0,

resujemo z eksplicitno Eulerjevo metodo y, 1 = Yn+hf(Tn, yn). Izpeljite splosno formulo
za numericne priblizke vy, ter obravnavajte obnasanje numericne resitve, ko gre n — oo
glede na razlicne vrednosti a in h.

Resitev:
Ker je enacba linearna, lahko izpeljemo splosno formulo za priblizke y,,. In sicer velja

Yn = Yn—1 + ahyp_1 = (1 + ah)y,—1 = (1 + ah)*yp_o = - - = (1 + ah)"yo.
Toc¢na resitev v tocki x,, je enaka
y(xn> =Y (eah)" .

Ce je a > 0, potem tocna resitev raste, ko gre & — oo, prav tako pa tudi numeriéna za
vsak h > 0. Ker velja 1 < 1+ ah < e, raste numeri¢na resitev pocasneje od tocne. Za
a = 0, sta obe resitvi enaki y = y, = yo. Za a < 0, pa numericna resitev sledi toc¢ni, ce
je izpolnjen pogoj |1 + ah| < 1 oziroma za 0 < h < —2/a.

Naloga 3.8. Dolocite red lokalne napake eksplicitne Eulerjeve metode.



53

Resitev:

Lokalna napaka je razlika med numeri¢nim priblizkom ¥,,,1 ter toéno vrednostjo resitve
v tocki z,41 ob predpostavki, da se obe resitvi ujemata na vseh prejsnjih korakih. Ce
razvijemo tocno resitev v Taylorjevo vrsto okrog x,, in upostevamo

y =
y//:fm+fyfu (31)
y” = foz + 2fxyf + fyyf2 + fy(f:c + fyf)>
dobimo
2
Y(rni1) =y(x, +h) =y(z,) + hy'(x,) + h—y”(xn) +0 (h?’) = (3.2)

2
= y(@n) + hf (20, y(zn)) + % (fo (@n, y(@n)) + fy (@n, y(20)) f (20, y(2a))) + O (B?).

Pri lokalni napaki predpostavimo, da je y(x,) = y,. Razlika je tako enaka

Yn+1 — y(In+1) = Yn + hf($n> yn) - y(In+1) = Un + hf(l’n, yn)“‘
2
- (yn + hf (T, yn) + % (fo (Tn, Yn) + fy @nsyn) [ (@0, yn)) + O (h3)) =

- _% (f:c (xna yn) + fy (x"’y") f (I"’yn)) +0 (h?’)

Lokalna napaka je torej reda 2.

Naloga 3.9. Dolocite red lokalne napake implicitne Fulerjeve metode.

Resitev:
Lokalna napaka je enaka
Tut1(h) = Yns1 — Y(Tni1),

ob predpostavki, da velja vy, = y(x,_x) za vse k > 0. Razvijmo najprej v Taylorjevo
vrsto okrog tocke (z,,y,) prirastek f(2,11,Yn11). Z upoStevanjem razvoja

fla+Az,y+ Ay) = [, y) + folz,y) A + [y (2, y) Ay+ (3:3)
b 3 feee )AL + fuy(m,y) ey + 3 f (. 9) A7 + O (B + Ay)?)

dobimo

[ (@ni1, Yns1) = [ (@0 + oy + WS (Tns1, Ynar)) =

=f (xna yn) +hf, (In, yn) + hfy (:L’n, yn) f (xn+17 yn+1) +0 (hz) =

=f (xnu yn) +hf, (xnvyn) + hfy (:L’n, yn) (f (:Cn, yn) + 0O (h>> + 0O (h2) =
=f (xnu yn) +hf, (xnvyn) + hfy (:L’n, yn) f (:Cn, yﬂ) +0 (hz) :
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Od tod sledi, da je razvoj numericne resitve enak

Yni1 = Yn + NS (xnv yﬂ) + h2fm (xm yn) + h2fy (xm yﬂ) f (xm yn) +0O (h3) :
Primerjamo z razvojem tocne resitve, pri ¢emer upostevamo formule (3.1), in dobimo
1
Tn—l—l(h) = Yn+1 — y(xn—l-l) - §h2 (ffv (xnv yn) + fy (SL’n, yn) f (xm yn) +O (hg) )

Lokalna napaka je torej reda 2.

Naloga 3.10. Resujemo diferencialno enacbo

Yy =—2zy, y(0)=1

Z Runge-Kutta metodo

0] 0
11 1
31z O
11-1 2 0
141
6 6 6

s korakom h = 0.1 dolocite numericni priblizek y, ~ y(0.1).

Resitev:
Iz o = 0 in yy = 1 izracunamo koeficiente

1
kv = hf (o, 90) = E(—Qﬂfoyo) =0,

h 1

1
k‘g = hf <[L’0 -+ 5, Yo + 5]{31) = E(—Q) ([L’() + 005) (y() + 0) = —0.01,

1
B = hf (20 + hoyo — by 4 2ka) = 75(=2) (w0 +0.1) (3o — 0 — 0.02) = 0.0196,

od koder dobimo ) A )

Naloga 3.11. Z Runge-Kutta metodo

0] O

33 0

11-1 2 0
14 1
6 6 6
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resujemo zacetni problem
y =Xy, y(0) = yo,

pri cemer je A < 0. Zapisite splosno formulo za numericne priblizke y, pri izbranem
koraku h. Kako velik je lahko korak h, da se bo numericna resitev obnasala kot tocna,
ko gre x — oo. Dolocite inteval absolutne stabilnosti za X = —4 ter A = —100.

Resitev:
Najprej izracunamo koeficiente

ki = hf (Tn, yn) = hAYn,
1 1 1 1
ky =hf (a:n + —h, Y, + —k:l) = h\ (yn + —k:l) = hA\y, (1 + —hA) ,
2 2 2 2
ks = hf (xn + hyn — k1 + 2ka) = hA (Y, — k1 + 2ko) = Ry, (14 hX + h*A?)

in nato

1 4 1 1 1
il = Un + =k —k —ks=vy, 1+ hA “hENZ 4+ RN .
Yn+1 y+61+62+63 y(—l— +2 +6

Od tod sledi, da je

1 1 "

Toc¢na resitev je enaka
y(w) = yoe™

in zanjo velja, da za A < 0 pada proti ni¢, ko gre + — oo. Za numeri¢no resitev bo to
res, ¢e bo izpolnjen pogoj

1 1
‘1 + hA + §h2)\2 + ghg)\g < 1.

Uporabimo sledece rezultate, ki jih lahko preverimo npr. v Mathematici:

1
1—x—|—§x2 <1 za 0<z<2, (3.4)
1
1—x+§x2—6$3 <1 za 0<az< 251275, (3.5)
1 x+1x2 1x3+1x4 <1 za 0<ax< 278529 (3.6)
2 6 24 ‘ ‘ '

Iz (3.5) sledi, da mora za korak h veljati

2.51275
helO :
(0557)
Dobljen interval imenujemo interval absolutne stabilnosti. Za A = —4 je enak (0, 0.6281),
za A = —100 pa (0,0.0251275).
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Naloga 3.12. Dolocite red lokalne napake izboljsane Fulerjeve metode oziroma 2-stopenjske
Runge-Kutta metode

o= O
o= O

e}
—_

Resitev:
Lokalna napaka je enaka

Tont1(h) = Yny1 — Y(Tnt1),
ob predpostavki, da velja v, r = y(z,_x) za vse k > 0. Razvijmo najprej v Taylor-
jevo vrsto okrog (z,,y,) koeficiete k;. Zaradi ve¢je preglednosti izpuséajmo argumente.
Dobimo

kl :h'.fa
h 1
ky = hf ('+§a'+§k1) =
h 1 h? h 1
=h (f + §fx + ikflfy + gfxx + Zklfxy + gk%fyy + o (hg)) -

=h (f + gfx + gfyf + %Qfm + hzzfxyf + %nyyﬂ +0 (h3)) :

Od tod dobimo razvoj numeri¢nega priblizka ,1:
h2 h2
Ynt1 = Yn + hf (20, yn) + ?f:v(xm Yn) + ?fy(xm Yn) f (T Yn )+
3 h3 h3
+ gfm(xmyn) + mey(xm Yn) f(Tns Yn) + gfyy(xm yn)f2($nvyn> + 0O (h4) .

Ob predpostavki, da je y, = y(x,), je razvoj tocne resitve y(x,,1) enak
ar) = YD) = gt D) + 0 (ot o) ()
+ %3 (faz + fouf + funf* + fo(fo + Fu ) (@nryn) + O (h1)
pri ¢emer smo upostevali (3.1). Lokalna napaka je tako enaka
) =~ (3o 3 + Tl 4 e+ Jof)) ) + 0 ().

Lokalna napaka je reda 3, metoda pa reda 2.

Naloga 3.13. Dolocite red lokalne napake 1-stopenjske implicitne Runge-Kutta metode
h h
k - n ardIn _k
1=f (x + 5 Y + 5 1)
Ynt1l = Yn + hkl
Ali je metoda A-stabilna?
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Resitev:
Razvijmo najprej v Taylorjevo vrsto okrog tocke (x,,y,) koeficient k;:

h h h h
ki=f (xn + ann + 51{51) =f (xmyn> + §fﬂc (xmyn> + §k1fy (xnvyn) +

2 h2 h2
h h?
= f(@n,yn) + §fm (Tns Yn) + gfm (Tny yn) +

h

+ B) (f (Tns Yn) + gfm (Tns yn) + gf (T Yn) [y (Tny yn) + O (h2)) [y (Tns Yn) +

L )+ O ) Fay )+ 15 (F (i) + O () Fy () + O (1) =

= f(Tn,yn) + gfm (Tns Yn) + gf (Tns Yn) fy (T, Yn) +
2 (4t A ot Lt ) <00

Razvoj numericne resitve okrog tocke (z,,y,) je tako enak

2
Yn+1 = Yn + Af (Tn,Yn) + % (fe (Tny yn) + [ (T, Yn) Ty (T, Yn)) +

1 1 1 1 1
+h3 _fxfy_l__fy2f+_fxx+_fyyf2+_fxyf (Zl'n,yn)+(9(h4)
4 4 8 8 4
Z upostevanjem (3.1) ter (3.2) pa dobimo lokalno napako

Tn-i-l(h) = Yn+1 — y(xn+l) =

1 1 1 1 1

Red lokalne napake je enak 3, metoda pa je reda 2.

Preverimo Se A-stabilnost. Metoda je A-stabilna, ¢e je stabilna pri reSevanju dife-
rencialne enacbe 3y’ = Ay za Re () < 0. Ceprav je metoda implicitna, lahko za dano
linearno diferencialno enacbo iz enachbe

h

2y,
2=\

izracunamo koeficient kq:

ki

Nov priblizek je tako enak

2+ \h 24+ AR\ "
Yn+1 = Yn + hk1 = == Yo-

2T 2 A
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Naj bo A = u+ v, u < 0. Ker je

<1

24+ M| [(2+ hu)? + h20?
2— M|\ (2= hu)?+ h2?

za vse h > 0, je metoda A—stabilna.

Naloga 3.14. Dolocite mangkajoce konstante A, B, C' in D tako, da bo 3-stopenjska
Runge-Kutta metoda

. wie O

Q|- o
ot O

N[

maksimalnega reda.

Resitev:
Metoda bo maksimalnega moznega reda, ¢e bo taka tudi lokalna napaka za poljubno
diferencialno enacbo 3y’ = f(z,y). Izberimo posebno diferencialno enac¢bo

Y =Xy, y(0)=yo,

katere to¢na resitev je enaka
y(@) = yoe™.

Izracunamo koeficiente
kl - h.f (xnayn) = h)\yna

h 1 1

ky = hf (xn + Ah,y, + Bk, + 21@) = hw,, (1 + hA (B + Z) + %hw) ,

od koder sledi
1
Yn+1 = Yn + Chky + §k2 + Dks =

=9, (1+hA (C+%+D>+h2A2 <é+DB+ZD)+%Dh3)\3).

Toc¢na resitev v tocki x,.1 se razvije kot

(zn+h) ATn Ah

Y(Tni1) = yoe' = yoe e =y, )N =

1 1 1
= y(,) (1 + hA + §h2>\2 + éhf”x’ + Eh‘% +0 (h5))



Lokalna napaka bo maksimalnega reda za dano DE, ¢e bo veljalo

1
1 5 1
—+DB+-D=—
A Rt
S 1
12 6

Resitev tega linearnega sistema se glasi

) 1 2
B——E, C—ﬁ’ D—g

Manjka se konstanta A. Le to izracunamo iz pogoja

5 5
A=B+° A=2
+ 1 - 5

Dobili smo metodo

0] O

1 1

3 3 O

5 5 5 .

6l- 1 1 0
112
10 2 5
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Predpostavimo lahko, da je red lokalne napake enak 4, vendar pa je treba to Se preveriti

z razvoji v Taylorjevo vrsto za poljuben f.

Naloga 3.15. Dana je dvostopenjska Runge-Kutta metoda

kl - hf (xna yn) )
ky = hf (x, + ah,y, + Bki),
Yni1l = Yn + Y1k1 + Y2ko.

Kaksne zveze morajo veljati med koeficienti «, 3, v, ter v, da bo metoda reda 2. Za

primer Yo = % zapisite metodo ter vodilni ¢len lokalne napake.

Resitev:

Naloga 3.16. Dana je s—stopenjska implicitna Runge-Kutta metoda

k]:hf <zn+ajh>yn+2ﬁj,€ké>> j:1,2,...,$,

(=1

Ynt1 = Yn + Z Vékﬂ
(=1

(3.7)
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Resujemo zacetni problem y' = f(x,y), y(xo) = yo, pri cemer je f Lipschitzova v drugi
spremenljivki s konstanto L:

[f(z,y) = f(z,2)| < Ly — 2|

Dokazite, da za

-1
S
h < (L i:rf}g?g’s; |5M|>

obstaja enolicna resitev K := (ki ks, ..., ks) nelinearnega sistema (3.7) ki jo lahko
1zracunamo z iteracijami

KD = hf (xn+ajh,yn+25j,gky)>, i=1,2,....s, r=012, ...
(=1

Resitev:
Definirajmo preslikavo F': R® — R®, F' = (F});_,, s predpisom

FJ(K):hf(In‘FOéjh,yn—i-Zﬁj,gkz), J=12,...,s,

(=1

in dokazimo, da je za dovolj majhen h preslikava F' skréitev. Ker velja

I () R (k)] e () < () -

| =
oo ]:172 7777 s

= max |hf (xn +oghy, + Y @-,mf’) — hf (:::n +ah yn+ Y 5]-741«@1’) <
ghyenny S —1 —
- (2 (1)
< .
ER R NHCELDIE
< . @ _ g )
< th:r{}%?;qS; 1Bl | K@ — KO,
bo preslikava skréitev za vsak h, za katerega velja
hL max Z 1B <M < 1.
7=1,2,...;s =
V tem primeru za zaporedje iteracij
KU — p (K(”) Cr=0,1,2,...
velja
b= p ()| <] <
<M HF(K) _F (K<’“—2>) H < M*||K - K(T‘Z)H <..<M|K- K<°>H
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n
T—00

HK _KO| 200,

o0

Zaporedje iteracij torek konvergira k toc¢ni resitvi, ki je po Banachovem skrcitvenem
S

izreku enolicna. Za zacetni priblizek lahko vzamemo kar K 0 — (k‘éo)) =0.
=0

Naloga 3.17. Dana je diferencialna enacba drugega reda

V' =yy’—y, y(0)=1, y(0)=0. (3.8)

Enacbo prevedite na sistem diferencialnih enacb prvega reda ter izracunajte priblizka
y1 ~ y(x1) ter yo ~ y(x2) z uporabo eksplicitne Eulerjeve metode s korakom h = 0.1.

Resitev:
Enacbo prevedemo na sistem diferencialnih enacb prvega reda z vpeljavo nove funkcije

z =1y In sicer dobimo
(¢) = () () -0):

Z eksplicitno Eulerjevo metodo dobimo

() = () (i) = (o)
()= () en () = ().

Resitev je prikazana na sliki 3.3 (levo).

0.8

06F

0.4r

0.2r

-0.2

-0.4f

-0.61-

-0.8r

Slika 3.3: Numeri¢na resitev diferencialne enacbe (3.8) pri koraku h = 0.1 z uporabo ek-
splicitne Eulerjeve metode (levo) ter modificirane Eulerjeve metode (desno) v primerjavi
s tocno resitvijo (¢rn graf).
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Naloga 3.18. Dana je diferencialna enacba drugega reda

V' =yy'—y, y(0)=1, ¢ (0)=0.

Enacbo prevedite na sistem diferencialnih enacb prvega reda ter izracunajte priblizka
y1 ~ y(xq) ter yo ~ y(x2) z uporabo modificirane Eulerjeve metode s korakom h = 0.1.

Resitev:
Enacbo prevedemo na sistem diferencialnih enacb prvega reda z vpeljavo nove funkcije

2 =y/. In sicer dobimo
(©)- () () - 6):

Z modificirano Eulerjevo metodo

o= O
o= O

e}
—_

dobimo po prvem koraku

() = (™ w) = ()
b 2095 — Yo —0.1

20+ 30 ~ (—0.005
((2’0 + %51) (yo + %lﬁ)z - (yo + %kl)) a <_O'105)

h
Y\ _ (Y% I ko _ 0.995
21 20 Uy —0.105 )’
21 —0.0105
h 2 ==
217 — %1 —0.1099

<k2) _ h( a1+ 30 ) _ (—0.0160)
2 (21 4+ 300) (1 + 2k0) = (3 + Lk ~0.1146
y2\ _ (Y ka\ _ ( 0.9790
2 a)  \b ~0.2196 )

Resitev je prikazana na sliki 3.3 (desno).

VRS

AN

~__
Il

Naloga 3.19. Diferencialno enacbo

y' =2xyy’, y(0)=0, ¥'(0)=1
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prevedite na sistem diferencialnih enacb prvega reda ter izracunagte priblizek za y(1) z
uporabo 4-stopenjske Runge-Kutta metode

0]0

— N N
O O =
O v O

o=
(=] ]
[S3IN]
=

s korakom h = 0.5.

Resitev:
Enacbo prevedemo na sistem diferencialnih enacb prvega reda z vpeljavo nove funkcije
z =1y/. In sicer dobimo

(¢)-(ae) () -()
Definirajmo

ve @g;) . (y) » Fl¥)= (2xYlf1(>21)f<2>) Vo= (y) |

Prvi korak Runge-Kutta metode se glasi

0.5
k1 :hF(SL’O,Yo) = ( 0 )

1 1 0.5
1 1 0.5156

0.5322
0.2744

B 1, 2. 2 1. (05106 y(0.5)
Yi=Yo+ kit ko + ok + ki = (1.0881) ~ (y’(0-5) ’

na drugem koraku pa dobimo

k4:hF(SL’0+h,Y0—|—k3): (

by = hF (1.Y)) = (0.5440)

0.2778

1 1
kg = hF <l’1 + —h, Yl + —k‘l) = <O6135)

2 2 0.7201
1 1 0.7241
0.9879

) 12 2. 1. (12117 y(1)
Yo=Yi+ kit okt cky+ k= <2.0768) b (y’(l) '
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Naloga 3.20. Diferencialno enacbo

V' =Yy +y=0, y0)=1, y'(0)=0

prevedite na sistem diferencialnih enacb prvega reda ter izracunajte priblizek za y(0.4) z
uporabo 4-stopenjske Runge-Kutta metode

— e e O

o O v O
O = O
=)

(=)
[=1\)

o=
=

s korakom h = 0.2.

Resitev:
Enacbo prevedemo na sistem diferencialnih enacb prvega reda z vpeljavo nove funkcije
z =1/. In sicer dobimo

Definirajmo

Ve (ve) = () e (o) v (3)

Prvi korak Runge-Kutta metode se glasi

0
kl =hF ([L’(),Y()) = <_02>
1 1 —0.02
k‘g = hF (ZL’Q + §h, Y() + 5’61) = <_022)
1

1 —0.0220
—0.0439
—0.2376

) 12 20 1. (09787 y(0.2)
Y, =Y, + ékl + 6/62 + 6k3 + 6k4 - (—0.2195) - (?/(02) ’

k4:hF(l’0+h,Yo+k3):<
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na drugem koraku pa dobimo

—0.0439
ki =hE(z,,Y,) = <_0.2378)

1 1 —0.0677

1 1 —0.0692
k‘g = hF (ZL’l + §h, Y1 + 5’62 (—02508)

—0.0940
k‘4 = hF ([L’l + h, Y1 + kg) = (_02597)
B 1 2 2 L, (09101 y(0.4)
Y2 = Yl + 6’61 + 6’62 + 6’(33 + 6k4 = (_04704) ~ (y,(04) .
Naloga 3.21. Resujemo sistem
t=-y, z(0)=1
=z, y(0) =0

Poiscite tocno resitev. Numericno resite problem s trapeznim pravilom.

Resitev:

Z odvajanjem prve enacbe in upostevanjem druge dobimo linearno diferencialno enacbho
drugega reda s konstantnimi koeficienti

T+x=0,

katere resitev je enaka
x(t) = Cycost + Cysint.

Iz zacetnih pogojev dobimo

Resitev je torej kroznica
x(t) = cost, y(t) =sint.

Pri numeri¢nem resevanju s trapezno metodo

h
Ynt1 = Yn + 5 (f(xna yn) + f(xn-l-lv yn—l—l))

(-0 0)

zapisemo enacbo v obliki
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in definiramo

Nov priblizek r,,,, izracunamo iz enacbe
2

(50 ) (36 D)

kjer je I identicna matrika. Ce izracunamo se inverz matrike v zgornjem izrazu dobimo

1 h (0 —1
4

Splosna formula se tako glasi

h (0 —1
T'n+1:'l"n+— 1 0 (rn+rn+1>-

In sicer je

r, = ®(h)"r.

Naloga 3.22. Sistem diferencialnih enacb

, 1 —100 1
10

resujemo z eksplicitno Fulerjevo metodo. Koliksen je lahko najvec korak h, da se bo
numericna resitev obnasala kot toéna, ko gre x — oo.

Resitev:
Izracunajmo najprej tocno resitev. Matriko A diagonaliziramo

10 _
A= PDP™, P:(l 999), D:( 100 O).

0 1 0 —5

T

Ce definiramo z := (21, 22)7 := P~ 'y, nam sistem razpade na dve diferencialni enacbi

prvega reda
, 1

2y = =100z, z5= ~15%

katerih resitev je enaka
- 1
1 = 016 100%, 29 = 026 10%,

kjer sta C in C5 konstanti. Z upostevanjem zacetnih pogojev dobimo, da je

6—100:(: 0 Cl e—lOOx 0 . 1
yZPZZP( 0 e—l—low) <02):P< 0 e—%r)P <1>
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Z Eulerjevo metodo izracunani priblizki so enaki
Yn = Yn—1 + hAyn—l = ([ + h'A) Yn—1 =" = (I + hA)n Yo,

kjer je yo = y(0). Z upostevanjem diagonalizacije matrike dobimo

yu = P (I +hD)" P! G) _p (<1 - BOOh)n ; _O%Oh)n) Pl G) .

Od tod sledi, da mora za korak h veljati
1
1—100n| < 1 1——h| <1
| 00h| < 1, ’ 00 ‘ <

Interval absolutne stabilnosti je torej enak (0, 5—10)

Naloga 3.23. Dana je linearna vecclenska metoda

1 h
Yo =5 W1+ 2n2 = Yos) + 5 (13fas = 8fuz + fus).

Dolocite rodovna polinoma, red metode in vodilni koeficient lokalne napake. Ali je metoda
nicelno stabilna? Ali je konvergentna?

Resitev:
Metoda je triclenska in eksplicitna. Rodovna polinoma sta enaka

1 1
p(€) = =&+ 552 +& - >
13 , 4 1
o(§) = gf - §£+6'
Lokalna napaka je reda r, ¢e velja relacija

p(1+2) +In(1+2)0(142) = Crp 2™ + O (27), (3.9)

kjer je C,11 konstanta. Izracunamo

D
plt7)=—2 =22,
13
a(1+z):€z2+3z+1,
22 2B 2
In(1 =2—-——=4+=——-——=x...
n(l+z) ==z 5 T 1
Koeficienti pri potencah 2’ na levi strani relacije (3.9) so enaki
1: 0,
z —14+1=0,
5 1
2
24320
z 573 + 3
1 3 13
3
S T I R
1 13 1
P T e
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Red lokalne napake je tako enak 4, vodilni koeficient lokalne napake je Cy = —%, metoda

pa je reda 3. Za nicelno stabilnost je treba preveriti nicle karakteristicnega polinoma p.
Ker je

we) = (¢-3) a-o0+9,

so nicle enake z = 3, x = 1 in x = —1. Ker so vse po absolutni vrednosti manjse ali
enake ena, nicli x = 1 in x = —1 pa sta enostavni, metoda je nicelno stabilna. Ker je
red metode ve¢ kot ena velja

p(0) =0, (1) +0o(1)=0

in metoda je konsistentna. Ker je nicelno stabilna in konsistentna je tudi konvergentna.

Naloga 3.24. Pruvi rodovni polinom p linearne triclenske metode je enak
1 1
3 g2y T T
P& =8 -+ 8-

Dolocite celotno metodo tako, da bo eksplicitna in ¢im visjega reda. Ali je nicelno sta-
bilna? Ali je konvergentna?

Resitev:
Ker mora biti metoda eksplicitna, mora biti stopnja drugega rodovnega polinoma enaka
2. Zapisimo ga kot

o(l+2)=az*+bz+ec.

Ce hocemo, da bo red metode ¢im visji, mora biti taksen tudi red lokalne napake. Torej
morajo biti koeficienti pri potencah z° na levi strani relacije (3.9) enaki ni¢ za ¢im vigje
potence. Z upostevanjem

)
p(1+2) =23 + 222 + 17
2 3 A

z z
In(l42)=2— —+> - 4
n(l+z) ==z 2+3 1

dobimo iz relacije (3.9) enacbe
)

D= =0
z 1 +c ,
2. 2 tepp—o

: 5 =0,

1 1

5. 14+ -c—=b =
z + 30 5 +a =0,

katerih resitev je enaka
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Pri potenci z? dobimo na levi strani relacije (3.9) vrednost

P
43 2 96
Red lokalne napake je torej enak 4, vodilni koeficient je Cy = %, metoda pa je reda 3.
Iz izracunanih koeficientov dolo¢imo drugi rodovni polinom
91 21 5 91 7 25
= (1)) =
o) =~ -1 - S -D) - =~ +E - 2
Metoda je tako enaka
1 1 91 7 25
n — Yn—1 — T Yn— “Yn— h —oJn—-1 " ZJn— “oJn— .
Yn = Yn-1 = 7Y 2+4y 3+ (48f 1 6f 2+48f 3)

Nicle karakteristicnega polinoma
1 1 1
3 _ g2 te L 2 1
P =&+ -7 =(~-1) (5 4)

so enake r =1, x = %z inx = —%i. Ker so vse po absolutni vrednosti manjse ali enake
ena, nicla x = 1 pa je enostavna, metoda je nicelno stabilna. Ker je red metode vec kot
ena velja

p(0)=0, p(1)+0o(1)=0

in metoda je konsistentna. Ker je nicelno stabilna in konsistentna je tudi konvergentna.
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