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Poglavje 1

Teorija aproksimacije

1.1. Bernsteinova aproksimacija

Bernsteinovi bazni polinomi stopnje n so definirani kot

bn,i(x) = (7):&(1 —x)" i=0,1,...

1

Linearno kombinacijo Bernsteinovih baznih polinomov

n
E aibn,i
i=0

imenujemo Bernsteinov polinom stopnje n.

Bernsteinova aproksimacija za funkcijo f € C ([0, 1]) je oblike

Buf(e) =31 (5) i)

, 1.

Naloga 1.1. Zapisite in narisite vse Bernsteinove bazne polinome stopnje n = 0,1, 2.

Kaksne so njihove vrednosti pri x = 0,17

Resitev:

Konstanten Bernsteinov polinom je en sam in je enak byo(x) = 1. Linearna Bernsteinova

bazna polinoma sta podana z
bl’o(ﬂf) = (1 — l’), bLl(ﬂf) =,

5
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pri n = 2,3,4 pa imamo

= bao(z) = (1 —2)%, byy(x) =22(1 —x), byo(x) = 2%
n= bso(z) = (1 —2)*, byi(2) =32(1 —2)%
bso(r) = 32%(1 — 1), byz(x) = 2°,
n=4: bio(z) = (1 —2)*, bya(r) =421 —2)*  byo(x) = 62*(1 — 2)?,
bis(w) = 42*(1 — 1), bya(x) = 2*

ter
bno(0) =1, b,,(0)=0, buo(l)=0, b,n(l)=1.
Grafi Bernsteinovih baznih polinomov stopenj < 4 so prikazani na sliki 1.1.

1.0 - 1.0
0.8- bio b1 0.8-
06f 06l
04r 0.4+

0.2r 0.2r

0.2 0.4 0.6 0.8 10

1.0
0.8 \bso by
0.6
D41 bs2 b4z

0.4r - T~ /',,/f//’\ \\\
0.2F - N\

p P \

'/,w o //—/T/ I T - A
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Slika 1.1: Grafi Bernsteinovih baznih polinomov stopenj < 4.

Naloga 1.2. Dolocite, kje na intervalu [0, 1] je doseZen maksimum izraza

(n) xi(l — :c)"_i, n>1,

1

koliksen je in kam gre, ko gre n — o0.
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Resitev:
Ta izraz predstavlja Bernsteinov bazni polinom. Ce je ¢+ = 0 ali ¢ = n, je maksimalna

b, (x) = (”) Y1 — )" — na),

1

i

to je v tocki x = £. Vrednost polinoma je v tej tocki enaka

()= ()t

Z uporabo Stirlingove formule n! ~ v/2rnn"e™" dobimo, da je za velike n
"\ n V n —iilef

lim b 1 7 1
m Op; | — | = 77— ~~ .
n—oo A\ M et /2

in v limiti velja

Naloga 1.3. Dokazite, da Bernsteinovi bazni polinomi zadoscajo rekurzivni zvezi
bpi(w) = (1 — 2)bp—1,i + Tbp_1-1.
Dokazite tudi, da tvorijo particijo enote.

Resitev:
Prva trditev sledi direktno iz definicije Bernsteinovih baznih polinomov in lastnosti bi-
nomskega simbola:

i—1 n—i
1— —

_ (n—1)! (n—1)! (1 — g —
- (i!(n— T T 1)!(n—i)!) (1-z)

_ (") 21— z)" = b, ,(x).

Da tvorijo polinomi particijo enote dobimo iz

Zni (:L) d(l—a)"" =(z+(1-2)" =1

1=0

—1\ . ,
(1= @)bu-r + 2131 = (1 — 2) <n i )”(1 — )" x(n
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Naloga 1.4. Izpeljite formulo za k-ti odvod Bernsteinovega polinoma

Bufte) =31 () i)

Resitev:
Odvod Bernsteinovega baznega polinoma lahko zapisemo rekurzivno kot

by i(2) = n (bn-1i1(x) = bp14()) .

Od tod sledi

B, f(x) ‘n f (%) bi(x) =n (n f %) bo_1i1(x) —Zn:f (%) bn_u(x)) -

pri cemer smo upostevali, da je ("__11) = (";1) = 0. Ce definiramo operator A, imenovan

prema diferenca, ki deluje na zaporedju (g;); kot
Agi = giy1 — g1, AFgi=A (Ak_lgi) = A"lgi — Ay,

potem je

kar se preprosto dokaze z indukcijo.

Naloga 1.5. Numeriéno preverite obnaSanje norme razlike ||f — B, fl|ls za funkcije

h(x)=Va, folr) =ava, fi(r)= /.
Kaj lahko sklepate iz rezultatov?

Resitev:

Iz dokaza Weierstrassovega izreka (glej [4], str. 18) vemo, da za poljubno zvezno funk-
cijo f zaporedje Bernsteinovih polinomov B, f konvergira proti f v neskonc¢ni normi.
Vprasanje pa je, kako hitro konvregira. Predpostavimo, da se vodilni ¢len napake
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n | [Ifi = Bufill a

1 | 0.2500000000 0

2 | 0.1844862627 | 0.438414701
3 | 0.1530507046 | 0.460719630
4 | 0.1336583404 | 0.470944966
5 | 0.1201654999 | 0.476898777
6 | 0.1100800173 | 0.48081219
7 | 0.1021724915 | 0.48358562
8 | 0.09575685320 | 0.48565568
9 | 0.09041599314 | 0.48726060
10 | 0.08587975866 | 0.48854169

Tabela 1.1: Tabela napak aproksimacije funkcije f; ter ocena reda aproksimacije.

I.f2 = Bnfollso

o

50000 ot W B

0.1481481481
0.07676692312
0.05123675526
0.03820402729
0.03034769802
0.02512143254
0.02140795477
0.01864089304
0.01650317863
0.01480394535

0
0.948483863
0.997167697
1.020279824
1.031713748

1.03662618
1.03767818
1.03649674
1.03414478
1.03130934

Tabela 1.2: Tabela napak aproksimacije funkcije fs ter ocena reda aproksimacije.

|f — B.f|| obnasa kot C'n=®, kjer je C' konstanta, eksponent a pa lahko numeriéno

ocenimo iz napak

en = ||f = Buflloo ~Cn™?,

pri dveh razlicnih stopnjah n in m. In sicer je

In (o

o~

ln(

Iz tabel 1.1, 1.2 ter 1.3 sklepamo, da velja

i = Bufille = O (L) o e = Bufalle =0 (%)  fs = Bufslle = O (%) :

Vn

Grafi Bernsteinovih polinomov stopenj n = 1,2, ..., 10 skupaj s funkcijo, ki jo aproksi-

mirajo, so prikazani na sliki 1.2.

Em

33

=If = Bnflloo ~ Cm™*

)

-
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Ifi—Bufilm | o

0.3257301140 0

0.1663312329 | 0.969618007
0.1124615677 | 0.965236289
0.08502176846 | 0.972268510
0.06835390061 | 0.977884829
0.05715043611 | 0.98184555
0.04910197335 | 0.98467160
0.04304027580 | 0.98675598
0.03831057179 | 0.98834641
0.03451732820 | 0.98959671

50000t W B

Tabela 1.3: Tabela napak aproksimacije funkcije f3 ter ocena reda aproksimacije.

Naloga 1.6. Izracunajte Bernsteinov polinom Byf(x) za funkcijo f(x) = sin(mzx) na
intervalu [0, 1]. Primerjajte to aproksimacijo s Taylorjevim razvojem Tyf(x) okrog tocke
T = % do clenov stopnje 4.

Resitev:
Bernsteinov polinom stopnje 4 za dano funkcijo f je enak

4 .
. 4 4\ —i
B,f(z) = Zsm (ZT{') (Z)x (1—a)"" =
=2x(1 —x) (\/5(1 —2)?+3z(1 —z) + \/5932) .
Taylorjev aproksimacijski polinom stopnje n se izrac¢una kot

Tf(@) = 3" 21w - a),

kjer je a tocka okrog katere razvijamo. V naSem primeru dobimo

1 1\? 1 1\*
T4f(l’):1—§ﬂ'2<l’—§> +ﬂﬂ'4<$—§> :

V tabeli 1.4 je prikazana razlika med obema polinomoma v tockah ( 1%)?:0. Vidimo, da

Taylorjev polinom zelo dobro aproksimira funkcijo v okolici tocke x = % Najvecja napaka

T = % Iz slike 1.3, kjer sta obe aproksimacijski funkciji prikazani, vidimo, da se graf

Taylorjevega polinoma skoraj prekriva s funkcijo f
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10p 10p
08l o8l
06[ Z 06[
04l z oal 4
02 /f 0.2t >
/ —
02 04 06 08 10 02 04 06 08 10

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Slika 1.2: Grafi Bernsteinovih polinomov stopenj < 10 za funkcije f; (levo zgoraj), fa
(desno zgoraj) ter f3 (spodaj).

z | |Baf(z) = f(@)| | |Baf(2) = f(2)]
0 0 0.019969
= 0.051679 0.005318
= 0.126452 0.958118 - 107*
= 0.199915 0.84857 - 10~*
5 0.252469 0.133291-107°
5 0.271447 0

Tabela 1.4: Primerjava med Bernsteinovim in Taylorjevim aproksimacijskim polinomom
stopnje 4 ter funkcijo f(x) = sin(mwz).

10t f 10t
08} Bs 08}
06} 0.6f
0.4r 0.4+
02f 02f
02 04 06 08 10 02 04 06 08 10

Slika 1.3: Bernsteinov aproksimacijski polinom B, (levo) ter Taylorjev aproksimacijski
polinom 7} (desno) za funkcijo f(z) = sin(7x).
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1.2. Enakomerna aproksimacija

Naj bo vektorski prostor X = C ([a,b]) prostor zveznih funkcij na intervalu [a, b]

opremljen z neskoncno normo
o = s £(2)]-

Za podprostor izberemo S = P, prostor polinomov stopnje < n. Ker je S konc¢no di-
menzionalen, obstaja za vsako zvezno funkcijo f element najboljSe aproksimacije p* iz
podprostora S, ki ga imenujemo polinom najboljSe enakomerne aproksimacije.
Izkaze se, da je tudi enolicen. Skonstruiramo ga s prvim ali drugim Remesovim po-
stopkom. Oba postopka sta iterativna in ju ponavljamo, dokler ne dosezemo predpisane
natancnosti.
Naj bo mnozica £ C [a,b] in f € C([a,b]). Minimaks za funkcijo f na mnozici £ in
podprostoru P, definiramo kot

M (E; f) = min ||f — plleo,p = min max | f(z) — p(z)|.

Razliki r := f — p, kjer je p aproksimacijski polinom, pravimo residual.

IZREK 1.1. Naj bo f € C([a,b]). Polinom p € P, je polinom najboljse enakomerne
aproksimacije za f iz prostora P, natanko tedaj, ko residual r = f — p alternirajoce
doseze svojo normo v vsajn + 2 tockah x; € a,b], o < x1 < -+ < Xy < Tpyp. 20 f.

Prvi Remesov postopek.
Izberemo zacetno mnozico n + 2 tock

Ey={x;:a<zo<a < - <wpy <b}.

Na k-tem koraku naredimo sledece. Najprej pois¢emo polinom pj; € [P, najboljse enako-
merne aproksimacije za funkcijo f na mnozici Ej. To je polinom, ki zadosca pogojem

f(x) —pi(zi) = (=1)'m, x,€Ey, i=0,1,....,n+1.
Nato poiscemo tocko y € [a, b], pri kateri je dosezen ekstrem residuala
LfW) =P = IIF = Pl ary -
Ce je
[f(y) = pi(y)| —m <,

potem postopek konc¢amo, saj smo izracunali polinom na zahtevano natancnost e. V
nasprotnem primeru naredimo zamenjavo tock v mnozici Ey. In sicer zamenjamo eno
tocko iz Fj z izracunanim y, tako da ohranimo alternacijo residuala. Novo mmnozico
proglasimo za Fj; in nadaljujemo postopek.
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Naloga 1.7. Poiscite premico p(x) = kx + n najboljse enakomerne aproksimacije za
funkcijo f(x) = €* na intervalu [0, 1]. Uporabite prvi Remesov postopek.
Resitev:

Najprej izberimo zacetno mnozico Ey, ki vsebuje tri tocke iz intervala [0,1]. Te tocke
lahko izberemo kar ekvidistantno:
1
By = {0, 5 1} .

Za¢nimo s prvim korakom. Is¢emo polinom pi(x) = kox +ng € Py najboljse enakomerne
aproksimacije za funkcijo f na mnozici Ey. Dolocen je z resitvijo sistema linearnih enach

l—n():m()

1
\/5—57470—”0:—77’&0

e — ko —ng = mo,
ki je enaka

B B e e 3 e e 1
ko=e—1=1.71828, ngy= 1 + 5 + 1= 0.89479, mgy = 1 5 + 1= 0.10521.
Tocko y, kjer je dosezen ekstrem residuala ry = f — pjj, dobimo z odvajanjem. In sicer
sledi iz enacbe

(€ = pj(z)) =€ = (e—1) =0,

dajey=In(e—1),sajje |p5(0)] = |p5(1)| = mo < In(e —1). Iz Ey nato doloc¢imo novo
mnozico

E, ={0,In(e—1),1},
pri cemer smo x; zamenjali z y, saj smo tako ohranili alternacijo residuala.
Nadaljujemo z drugim korakom. Resimo linearen sistem

l—nlzml
6—1—]{311H(€—1)—n1:—m1

e— ki —mny=m,

in dobimo pj(z) = kiz + ny, kjer sta
1
ki =e—1=1.71828, n; = 5(6 +1In(e — 1) —eln(e — 1)) = 0.894067.

V tem primeru vidimo, da je ekstrem residuala r; = f — pj dosezen kar v vseh treh
tockah iz mnozice F;. Ker residual r; alternirajoce doseze svojo normo v treh tockah
je pi = p* kar polinom najboljSe enakomerne aproksimacije za f iz prostora linearnih
funkcij. Na sliki 1.4 sta prikazana oba koraka Remesovega postopka. Na levi strani so
grafi funkcije in polinomov, na desni pa so prikazani grafi residualov, tocke mnozice Ej
ter na novo izracunana tocka.
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1. korak:

25
B 0.05-

20

L L L L
\0.2 04 06 08 10

15

1.0

, , , , , )
02 04 06 08 10 \
/

2. korak:

251

201

L L L L
02 04 06 08 10

15

10

L L L L L
02 04 06 08 10

Slika 1.4: Prikaz korakov Remesovega postopka.
Naloga 1.8. Iscemo polinom p € Py najboljse enakomerne aproksimacije za funkcijo
f(z) = sinx na intervalu [0, 7]. Naredite nekaj korakov prvega Remesovega postopka.

Resitev:
Najprej izberemo zacetno mnozico Ey, ki vsebuje $tiri tocke iz intervala [0, 7]. Naj bodo

kar ekvidistantne:
T 21
E() = {O, g, ?,ﬂ'} .

Dobimo sledece rezultate.
1. korak:

po(r) = —0.3948627 + 1.24049z,
By ={0.,1.0472,2.73266,3.14159}, m =0
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2. korak:
pi(z) = —0.38389922 + 1.19458x + 0.0180304,
E, = {0.,1.62032,2.73266, 3.14159}, m = 0.0180304
3. korak:
ps(r) = —0.3952432% + 1.225587 + 0.0253175,
E53 ={0.371796, 1.62032, 2.73266, 3.14159}, m = 0.0253175
4. korak:
pi(z) = —0.404888z2 + 1.2715z — 0.0259707,
E, ={0.468154,1.62032,2.73266, 3.14159}, m = 0.0275111
5. korak:
pa(x) = —0.40539722 + 1.27393z — 0.0286771,
E5 ={0.,0.468154,1.62032,2.73266}, m = 0.0276268
6. korak:
pi(z) = —0.404987x2 + 1.27261z — 0.0278896,
Es ={0.,0.468154, 1.62032,2.67233}, m = 0.0278896
7. korak:
pg(z) = —0.40519122 + 1.27294x — 0.0279447,
E; =1{0.,0.468154,1.5708, 2.67233}, m = 0.0279447
8. korak:

pi(z) = —0.40528522 + 1.273242 — 0.0280036,
Es = {0.,0.471973,1.5708, 2.67233}, m = 0.0280036

Po osmem koraku je razlika med ekstremom residuala ter minimaksom m enaka 2.6-107°.
Na sliki 1.5 so prikazani grafi residualov, na sliki 1.6 pa polinom po osmem koraku iteracij
skupaj s funkcijo f.
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1. korak: 2. korak:
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| |
| |
|
|
|
002 | 002 |
|
|
| | |
001} | 001
y
| 5 10 15 20 25 30 5 10 15 20 25 30
/
0.01 [ 0.01
0.02 0.02

Slika 1.5: Grafi residualov.

10+

02+

T T (T M S [T MY TR TR M
0.5 10 15 20 25 3.0

\ I

Slika 1.6: Primerjava funkcije (rde¢ graf) ter polinoma (moder graf) dobljenega po osmih
korakih Remesovega postopka.
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Naloga 1.9. Naj bo f € C([a,b]) konveksna funkcija. Aproksimiramo jo s premico po
metodi najboljse enakomerne aproksimacije. Uporabimo prvi Remesov postopek, ki ga

zacnemo v tockah a, “T*b, b. Dokazite, da se algoritem ustavi po dveh korakih.
Resitev:
Zacetna mnozica tock je enaka

a+b
Eoz{a,?,b}.

Zacnimo s prvim korakom. Is¢emo polinom pj(z) = kox +ny € Py najboljse enakomerne
aproksimacije za funkcijo f na mnozici Fy. Dolocen je z resitvijo sistema linearnih enach

f(a) —aky —ng=m
a+b a+b
f< B )— B k‘()—noz—m
f(b)—bk‘()—no =m,

ki je enaka

P C) b ) ! <f <a+b) +f(a)) _ (Ba+b)(f(a) — f(b))

P >
mzi(—Qf (“;b) +f(a)+f(b)).

Poiscimo tocko, kjer je dosezen ekstrem residuala ry = f — pj. Odvajamo in dobimo
enacbo

. fla) = f(b)
(f(@) = po(2)) = f'(x) - =0.
a—>b
Oznaéimo resitev te enacbe s ¢. Ce je sluéajno ¢ = w, potem residual alternirajoce

doseze svojo normo v treh tockah in smo koncali. Sicer pa iz konveksnosti funkcije sledi,

da je
sign (ro(c)) = sign (TO (a ; b>)

in nova mnozica tock je enaka

E1 = {a, C, b} .
Nadaljujemo z drugim korakom. Resimo linearen sistem
f(a) —aky —ng=m
fle) —ckog —ng=—m
f(b) — bko —Ng =1m,

in dobimo pj(z) = k1 + nq, kjer sta

fla) = f(b) fla)(=(b+¢)) + (a+)f(b) + (a —b) f(c)

b= a—b = T 2(a —b)
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Z odvajanjem residuala r; = f — p} spet dobimo isto enacbo

(@)~ i)y = ) - {20 g

ki ima resitev v tocki ¢. To pomeni, da residual r; alternirajoce doseze svojo normo v
vseh treh tockah iz mnozice F; in je zato p] = p* kar polinom najboljse enakomerne
aproksimacije za f iz prostora linearnih funkcij.

Naloga 1.10. Naj bo f(z) = sin(3z). Na intervalu [0,27] poisc¢ite polinom najboljse
enakomerne aproksimacije iz prostora Py.

Resitev:

Polinom najboljse enakomerne aproksimacije iz prostora P, ima to lastnost, da alter-

nirajoce doseze svojo normo v Sestih tockah. Ker funkcija sin(3z) alternirajoce doseze
n w 5t 7w 3w 1llw

ekstremne vrednosti +1 v tockah %, 2 =% & 2% je polinom najboljse enakomerne
aproksimacije iz prostora P4 kar nicelna funkcija p* = 0.
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1.3. Aproksimacija po metodi najmanjsSih kvadratov

Naj bo X vektorski prostor s skalarnim produktov, norma || || = 1/(:, ) pa naj bo in-
ducirana iz skalarnega produkta. Dalje naj bo .S C X kon¢nodimenzionalen podprostor.
Za poljuben f € X is¢emo tak f* € S, za katerega velja

If = £ =minf - s].
Element f* imenujemo element najboljSe aproksimacije po metodi najmanjsih kvadratov.

Velja, da je f* € S element najboljse aproksimacije po metodi najmanjsih kvadratov
za f € X natanko tedaj, ko je f — f* L S. Iz tega pogoja pa sledi tudi konstrukcija.

Naj bo {¢1, ¥, ..., s} baza podprostora S. Ker je razlika f — f* pravokotna na S,
mora biti pravokotna na vsak bazni element:

f—f"Ly, i=12,...,n
Element f* is¢emo z nastavkom

1= e
j=1

Pogoje pravokotnosti zapisemo kot
n
<f—Zajg0j,g0,~> =0, i=1,2,...,n,
j=1
kar nam da linearen sistem za neznane koeficiente o = («;)"_,. In sicer

n
j:

Ga = d, G = (<30j7 Soi>)Zj:1 ) d= (<f7 SOZ>):L:1 :

Ta sistem imenujemo normalni sistem, matriko G' pa Gramova matrika.

Naloga 1.11. Naj bodo (x1,y1), (22,Y2), - - -, (Tm, Ym) dane tocke v ravnini.

1. Poiscite premico y = kx + n, ki po metodi najmanjsih kvadratov najboljse aproksi-
mara te tocke.

2. Uporabite rezultate na primeru tock (1,2),(2,3),(3,5), (4,8).

Resitev:
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1. Is¢emo premico p(x) = kx + n, pri kateri je dosezen minimum izraza
i k i — Y; 2.
min Zl( T +n—1y;)

Nalogo lahko resimo na dva nacina.

1. nagin: Definiramo funkcijo g(k,n) := > (kz; + n — y;)? in poiséemo njen
minimum. Parcialno odvajamo in dobimo sistem dveh linearnih enach

a m
8_Z(k’n) =2 Z(l{;xz +n—y;)x; =0,

i=1

dg “
5 (k) = 2> (kxi+n—y) =0,

i=1

ki se v matric¢ni obliki glasi

B0 (B o

Po Cramerjevem pravilu preprosto izracunamo resitev

I — m E:il TilYi — 27;1 L E:il Yi
2 5
m Z:il xf - (EZZI ;)
Z:‘il x; :‘il Yi — 221 Ly Z:il Lili

m Z:il x? - (27;1 xi)2 ’

m =

ki doloc¢a premico p.

2. nacin: Preko Gramove matrike.
Podprostor P; napenjata funkciji ¢o(z) = 1 in pi(x) = x. Aproksimirajmo
funkcijo f, za katero velja

flz)=v;, 1=1,2,...,m,

po metodi najmanjsih kvadratov v podprostoru IP; glede na diskretni skalarni
produkt

(f,9) = Z f(zi)g(x:).

Premica p(x) = kx + n najboljse aproksimacije po metodi najmanjsih kva-
dratov je dolocena z resitvijo Gramovega sistema

(fom o) (o) = ()

ki pa je enak sistemu (1.1).
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2.

Slika 1.7: Premica, ki aproksimira tocke po metodi najmanjsih kvadratov.

Pri danih podatkih dobimo linearen sistem
30 10\ (k) [55
10 4 n) \18)’

plw) =22 —

ki doloca premico

1
5.
Resitev je prikazana na sliki 1.7.

Naloga 1.12. Dan je interval I = [—1,1] in funkcija f(x) = e*. Poiscite polinom
p* € Py nagboljse aproksimacije po zvezni metodi najmangsih kvadratowv.

Resitev:
Podprostor IP; napenjata funkciji ¢o(z) = 1 in ¢1(z) = =. Premica

p(x) = appo(z) + arpr(z),

ki aproksimira funkcijo f po metodi najmanjsih kvadratov v podprostoru P; glede na
skalarni produkt

Uywz_jmmww,

je dolocena z resitvijo Gramovega sistema

(e o) () = ()



1.3. APROKSIMACIJA PO METODI NAJMANJSIH KVADRATOV

Skalarni produkti, ki nastopajo v matri¢cnem sistemu, so enaki

in resitev se glasi

1

{©o, o) = / dr = 2,
—1
1

xdx

I
o

(@0, p1) =

(o1,01) =

T~

23

Naloga 1.13. Za funkcijo f(x) = sin®*x na intervalu [0, g} poiscite element najboljse
aproksimacije po metodi najmangsih kvadratov iz podprostora

Resitev:
Element

S = Lin{l,sinz, cos z}.

p(r) = g + aysinx + ay cos z,

ki aproksimira funkcijo f po metodi najmanjsih kvadratov v podprostoru S glede na

skalarni produkt

(f,q) = / * F@)g(a)de,

je dolocen z resitvijo normalnega sistema

(1,1) (1,sin z)
(sinz,1) (sinz,sinz) (sinz,cosz)
(cosz,1) (cosz,sinz) (cosz,cosr) Qg

(1,cosx) oo (1, f)

ap | = | (sinz, f)

(cosz, f)

Integrale, ki nastopajo v skalarnih produktih, enostavno izracunamo z uporabo Beta

funkcije

jus
2
/ sin?~1
0

Normalni sistem je tako enak

1T(p)L(q)

1
zcos? ™t xdr = =B(p,q) = .
1) =5 I'(p+q)

T 3

D) 1 } (%)) 186

s — ©2

1 P N R Bl B
T

g 3/ \e 5
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in ima resitev

—704 + 907 + 4572 —320 + 427 + 1972 320 — 387 — 2172
€%)

(o) (€3]

T120(—16+2m+a2)’ ' 30(32—20r+ %) 2 30(32—20m + 79)

Funkcija in aproksimant sta prikazana na sliki 1.8.

1.0 i
0.8 }
0.6 }
0l

02r

Slika 1.8: Funkcija (rde¢ graf) in aproksimant po metodi najmanjsih kvadratov (moder
graf).

Naloga 1.14. Tocke
(1,0),(2,2),(1,2),(3,2),(1,1),(2,1),(2,0),(3,0),(3,1)
aproksimiragte z elementi iz podprostora Lin{1, e*} po metodi najmangsih kvadratov.

Resitev:
Is¢emo
p(r) = appo(x) + appr(x),  wo(z) =1, @i(x) == e€",

ki aproksimira podatke po metodi najmanjsih kvadratov glede na diskretni skalarni pro-
dukt. Definirajmo vektorja

z:=(1,2,1,3,1,2,2,3,3)", y:=(0,2,2,2,1,1,0,0,1)"
ter vektorja

0o = po(z) = (1,1,1,1,1,1,1,1,1)",

T
v, = pi(x) = (6,62,6,63,6, 62,62,63,63) ,
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ki dolocata vrednosti baznih funkcij v . Tedaj velja
(20, 0) = #5 - o = 9,
(00, 1) = @5 -1 = 3(e+€* +¢7),
(p1,01) = @1 -y = 3(e* + e +¢),
(frp0) =9y" =09,
(f.o1) =y -y =3(e+e* +¢%),

kjer smo z f oznacili funkcijo, za katero velja f(z) = y. Gramov sistem je tako enak

9 3le+er+e*)\ (an\ 9
3let+er+e) 3(e?+et+e%)) \ar)  \3le+e?+e?)
in ima resitev
Qp = ]-7 oy = 07
od koder sledi, da je iskana funkcija enaka p(z) = 1.
Naloga 1.15. Tocke (—1,0), (—1,1),(0,1),(1,2), (1, 3) aproksimiragte s polinomi iz pro-
stora Py po metodi nagmangsih kvadratov.

Resitev:
Definirajmo vektorja

z:=(-1,-1,0,1,1)", y:=(0,1,1,2,3)"
in naj bo diskretni skalarni produkt enak

(f.9) = f(=)" - g(z) = Z Fzi)g(zs).

Dalje naj vektorji

(pO = (1a ]-7 1a ]-7 1)T7
@, = (-1,-1,0,1,1)",
0, :=(1,1,0,1,1)"

oznacujejo vrednosti baznih funkcij 1,z,2? komponentah vektorja x. Oznacimo s f
funkcijo, za katero velja f(x;) = vy;, ¢ = 1,2,...,5. Is¢emo parabolo p(x) = ag +
a17+ apx?, ki aproksimira f po metodi najmanjsih kvadratov glede na definiran skalarni
produkt. Gramov sistem je enak

5 0 4 (7)) 7

04 0 ar | =4

4 0 4 9 6
in ima resitev 1
ap=1, o =1, a2 =3,

od koder sledi, da je iskana parabola (glej sliko 1.9) enaka p(z) =1+ x + %xQ.
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| . . . . . . . . . . . . | . . . . |
-2 -1 1 2

Slika 1.9: Parabola, ki aproksimira tocke po metodi najmanjsih kvadratov.

Naloga 1.16. Tocke (—1,0), (—1,1),(0,1),(1,2), (1, 3) aproksimiragte s polinomi iz pro-
stora P3 po metodi nagmangsih kvadratov.

Resitev:
Definirajmo vektorja

z:=(-1,-1,0,1,1)", y:=(0,1,1,2,3)"
in naj bo diskretni skalarni produkt enak

(f.9) = f@)" - g(z) = Z fxi)g ().

Vektorji

1,1,1,1,1)",

( Y ) Y )
(—=1,-1,0,1, 1)
(1, 1, 0,1, 1)

ws = (—1,-1,0,1, 1)
naj oznacujejo vrednosti baznih funkcij 1, z, 2%, 23 v komponentah vektorja x, f pa naj
bo funkcija, za katero velja f(z;) = y;, @ = 1,2,...,5. I8Cemo torej polinom p(x) =
Z?:o a;x", ki aproksimira f po metodi najmanjsih kvadratov glede na definiran skalarni
produkt. Normalni sistem je enak

50 4 0\ [ 7
040 4||an| |4
404 0|a] |6
04 0 4.) \as 4
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Ocitno je matrika singularna in nimamo enoli¢ne resitve. V tem primeru so reSitev vsi
polinomi oblike
1
p(x) :1+(1—C)x+§x2+§x3, CeR.
Problem ni v nasprotju s teorijo. Enolicne resitve ne dobimo, saj so vektorji ¢,, i =
0,1, 2,3, linearno odvisni.

Naloga 1.17. Skalarni produkt naj bo definiran kot

(f,9) = /_1f(t)g(t)dt.

Po Gram-Schmidtovem postopku ortogonalizirajte potence x*, i = 0,1,2, na intervalu
—1,1].

Resitev:
Naj bo {v1,vs,v3} = {1, z,2*}. Modificiran Gram-Schmidtov postopek je sledec.
1. korak:
1
ol = [ o=z,
-1
vi(z) V2
r) = = 5
A T
"V2
Ué”@) =vp(z) — (f1,v2) fi(z) =7 — / Txdx =z,
-1
"V2 1
v (@) = vs(2) — (fr, v3) fulz) = 2° —/ 7:)320[:)3 =12 — 3
-1
2. korak:
1
<1>H2 :/ 20y = 2
[ - [ aa=?
(1)
fla) = 0V,
[ 2
2
(@) = 0§ (@) = (o, vi") fal) =
1 ! 1 1
=x2—§—/_1§x(x2—§)dx:x2—§
3. korak:
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Prvi trije ortonormirani polinomi so tako enaki

fi(x) = Q fo(x) = \/—61', fs(x) = 1\/g (32° —1).

27 2 2

Ortogonalni polinomi glede na dan skalarni produkt so t.i. Legendrovi polinomi. Izra¢unali
smo prve tri, splosna formula pa se glasi

/2 (=)™ d» n
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1.4. Polinomska interpolacija

Izberemo tocke a = xg < 1 < -+ < x, = b in prostor P,,. Naj bodo vrednosti r;
enake vrednostim neke funkcije f € C ([a, b]) v tockah z;. Is¢emo interpolacijski polinom
p, za katerega velja

p(z;) = f(z;), i=0,1,... n.

Lahko ga zapisemo v Lagrangeevi ali Newtonovi obliki.

Lagrangeeva oblika interpolacijskega polinoma:

Ce so tocke x; med sabo paroma razlicne, govorimo o Lagrangeevi polinomski interpo-
laciji. Lagrangeev interpolacijski problem je korekten, saj je kolokacijska matrika kar
Vandermondova matrika in njena determinanta

V(xg, z1,...,2,) = det (:E{)ijo = H (xj; — ;)
0<i<j<n

je razlicna od nic¢ za paroma razlicne tocke z;. Interpolacijski polinom lahko zapisemo v
zakljuceni obliki

p(x) = Z f(xi)lin(),

kjer so
Lr—x
— Y C
E,n(a:)—H , 1=0,1,...,n,
jzol’i—l'j
J#

Lagrangeevi bazni polinomi, ki sestavljajo bazo za prostor P,.

Deljene diference in Newtonova oblika interpolacijskega polinoma:

Naj bodo z;, x;41, ..., x;1x dane tocke, ki so vse med seboj razlicne. Tedaj je k-ta deljena
diferenca [z;, x;11, ..., z;4x] [ enaka vodilnemu koeficientu interpolacijskega polinoma, ki
se s funkcijo f ujema v nastetih tockah.

Ce velja x; = ;41 = - - - = T;4p, potem je k-ta deljena diferenca enaka %f(k) (x;), kar je

vodilni koeficient Taylorjevega polinoma razvitega okrog tocke x;.
Pravimo, da se dve funkciji z; ujemata v dani tocki m-kratno, ¢e se ujemata v vrednosti
in v prvih (m — 1)-odvodih.

Deljene diference racunamo s pomocjo rekurzivne formule:

[T, Tigrs o Tigr) f =
1 k _ _ _
Hf( )(%)7 Li = Tiy1 = =+ = Titk
[xiywi+17~~~7wsfl7m5+17---7mi+k]f_[xi7$i+17~~~7mr-717x7"+17~~~7mi+k]f’ T, 7& T,
Tr—Ts

Z uporabo deljenih diferenc lahko zapisemo interpolacijski polinom v Newtonovi obliki:

n

p(z) = Z(z —xo)(x — 1) ... (x —xi_q) [T0, 21, ..., 2]

1=0
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Napaka interpolacije se za f € C""!([a,b]) izracuna po formuli

n

flz) —plx) =w(z) [zoz1, ..., 20, 2] f, w(x):= H(a: — ;).

1=0

Naloga 1.18. Naj bodo x;, 1 = 0,1,...,n, paroma razlicne tocke. Dokazite, da velja

1=0
T
kjer so l; n(x) = | | I Lagrangeevi bazni polinomi.
; €T; — [L’j
J=0
J#i

Resitev:
Trditev lahko dokazemo na dva nacina.

1. Za Lagrangeeve bazne polinome oc¢itno velja

1, 1=y
gi,n(zj) = 5i,j = {O . .
, sicer
Ker je
- r—x
r@) = lin —1—ZHx_;—
i=0 i=0 j=0"" J
i
polinom stopnje n, ki ima n + 1 nicel xg, z1,...,x,, je r = 0 in trditev sledi.

2. Naj bo f(z) = 1. Interpolacijski polinom stopnje < n, ki se s f ujema v tockah
X, X1, ..., Ty, je enak

— Z f(z)lin(z) = Z Ui ()

Ker pa je funkcija f ze sama polinom stopnje < n, iz enoli¢nosti sledi, da je f = p,
kar dokazuje trditev.

Naloga 1.19. Za funkcijo f(x 08 (%) ozsczte Lagrangeev interpolacijski polinom,
ki se s f ujema v tockah (%)Z 0= ( 1,0
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Resitev:
Ker so tocke x; paroma razliéne, lahko interpolacijski polinom p zapisemo v Lagrangeevi
obliki. Ker interpoliramo §tiri podatke, je p € P3. Lagrangeevi bazni polinomi so enaki

loslr) =~ (2= )5~ ), o) = 12— 2)(5 @) + 1),
L L9+ 1),

lys(x) = 1_8(5 —x)x(x+1), l33(x)= W

Interpolacijski polinom

- @2-29)b-2)z (@-2)(z+lz 1 (5 2\
pla) = -2 et (2= )5~ a)(a + 1),

skupaj s funkcijo f in interpolacijskimi tockami je prikazan na sliki 1.10.

-10r

Slika 1.10: Interpolacijski polinom (rde¢ graf) za funkcijo f (moder graf).

Naloga 1.20. Dolocite polinom, ki interpolira tocke
(1,2), (2,0, (4,-1), (6,3), (7.5).

Resitev:
[séemo interpolacijski polinom p € P,. Lagrangeevi bazni polinomi se porac¢unajo v

foa(2) = gs(2 = 2)(A = 2)(6 — )T~ ), lra(e) = 5 (4~ 2)(6 —2)(T ~ ) — 1),
loa() = 3—16(6 ) (T—a) =D —1), Laa(r) = %(7 )@ — )@ — 2@ — 1)
1

U3.4(x) 6)(x —4)(x —2)(x—1).

= 55 -
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Slika 1.11: Interpolacijski polinom na danih tockah.

Interpolacijski polinom je enak

p(r) =g(2 ~ )4~ 2)(6 ~ 2)(T — ) — 3(6 — 2)(w ~ 2)(z ~ (T~ )+
+ 4—30(x -z =2)(xz—-1)(T—2)+ 11—8(36 —6)(z —4)(z —2)(x—1)

in je prikazan na sliki 1.11.

Naloga 1.21. Dana je funkcija f(z) = 1%.
1. Preko deljenih diferenc poiscite interpolacijski polinom stopnje 5, ki interpolira
funkcijo f v tockah x =0 in x = 1 trikratno, to je v vrednosti, prvem in v drugem

odvodu. Izracunagjte njegovo vrednost v tocki x = %

2. Cim bolje ocenite napako

max | f(x) — p(z)].

z€[0,1]

Resitev:

1. Interpolacijski polinom p mora zadoscati naslednjim pogojem:

(0) =

2 P’ "(0) =8,
P =f1)=-1, p'(1)= — 1.

f
f(1)

Ker interpoliramo Se odvode, ga bomo zapisali v Newtonovi obliki. Izracunamo
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tabelo deljenih diferenc

X

014

04 —4
014 —4 4
112 =2 2 =2
1{2 -1 1 -1 1
2 -1 b )

pri ¢emer uporabljamo rekurzivno formulo za deljene diference. Diagonalni ele-
menti nam dajo koeficiente polinoma v Newtonovi obliki v bazi iz prestavljenih
potenc

{l,z, 2?23 2w — 1), 2% (x — 1)2} .
In sicer je

1
plz) =4 —dr+42* — 223 + 23 (x — 1) — §x3(x — 1)

Vrednost polinoma pri ¢t = % dobimo s Hornerjevim algoritmom, prilagojenim za
bazo iz prestavljenih potenc. Iz sheme

-1 -2 4 -4 4
r=1 L5 21 4 8
2 4 8 16 32 64
_1o5 21 43 85 17

2 4 8 16 32 64

preberemo vrednost polinoma

1\ 171
P\2) " a1
2. Pri oceni napake uporabimo izrek, da za poljubno f € C"+Y(I), kjer I vsebuje vse
interpolacijske tocke, velja

f(z) =pu(z) + w(z) [0, 21, .. ., Tpy 2] f,  w(z) = (x —2o)(x — 1)+ -+ (T — ),

pri ¢emer je p,, interpolacijski polinom, ki se s funkcijo f ujema v tockah zg, x4, ..., z,.
V nasem primeru je

f(z) = plz) = 2*(z = 1)*(0,0,0,1,1, 1, 2.
Za deljeno diferenco velja

0,0,0,1,1,1,z]f = f(i;(g),
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kjer je € € [0, 1] poljubna tocka. Ker je
4-nl(=1)"
Mgy = ——+ 7

padajoca funkcija, je
||f(6) l|o0,0,1] = 4 - 6! = 2880.

Dalje je
1 1
3 3| 3 _
2 = 1P| = lae — P < 55 = o
za vse x € [0, 1]. Ocena za napako interpolacijskega polinoma je tako enaka
1 2880 1
— < - _

Naloga 1.22. Poiscite Hermaitov interpolacijski polinom, za katerega velja

p(0)==2, p(0)=5, p(1)=2 p1)=5 p@) =4 pP@B) =
Izracunajte njegovo vrednost v tocki x = 2.

Resitev:
Interpolacijski polinom zapisemo v Newtonovi obliki. Izracunamo tabelo deljenih dife-
renc:

| 0 0 0 0 0
0l-2 0 0 0 0 0
0]-2 4 0 0 0 0
12 4 1 0 0 0
1 15 29
A
8 B, B
314 1 1 _ 17 _ 83 _ 497
3 3 48 144 432

Diagonalni elementi nam dajo koeficiente polinoma v Newtonovi obliki v bazi iz presta-
vljenih potenc

{1,2,2% 2%(x — 1), 2*(x — 1), 2*(x — 1)*(x — 3) } .

In sicer je

1 7 29 23 497
p(r) = -2+ o + §x2 - ZI2($ -1+ §x2(aj —1)*— 139
(glej sliko 1.12). Vrednost polinoma pri t = 2 dobimo s Hornerjevim algoritmom, prila-

gojenim za bazo iz prestavljenih potenc. Iz sheme

2*(x —1)*(x — 3)

_ 497 23 _29 7 L _9
132 8 4 2 2
=21 0 497 1739 1393 119 227
432 432 432 216 108
_ 497 1739 _ 1393 119 227 11
432 432 432 432 216 108
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4

preberemo

1

2

)

o
108"

Slika 1.12: Hermitov interpolacijski polinom.

35

Naloga 1.23. S pomocjo deljenih diferenc zapisite enacbo polinoma cim niZje stopnje,

za katerega velja

p(0) =1,

Resitev:

p'(0) =2,

[zracunamo tabelo deljenih diferenc

in dobimo

p'(0)=3, p(1)=-1, p'(1)=3,
T
01
0|1 2
o1 2 3
1|-1 -2 —4 -4
1/-1 3 5 9 2

3 21 79

214 5 2 % -2 D

3 11 29 79

plr) =1+ 22+ o — a2’ + Tad(z = 1) — —a’(z — 1™

2 2

2 8
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Naloga 1.24. Poiscite splosno formulo za deljeno diferenco

[z Ty
Ty, ...,%p ,
Oy 1+

kjer so x; # x;, © # j, paroma razlicne tocke.

Resitev:
Izrac¢unajmo najprej deljene diference za n = 1,2, 3:

r2 _ _T1 1
1"1‘502 1+SC1
xo, 1) f = — 7
(20, 71] f To — T (14 21)(1 + )
T T 1 o 1
[SL’ T1. X ]f = [$1,LL’2] (1"‘—5‘3) - [l’o,l’l] (H—x) _ (14z1)(1+22) (1+zo)(1+z1) _
0y L1y L2 Ty — X To — Xo
—1

(14 20)(1+ z1)(1 + 22)’

[$0 L1, T2 I3]f = [1'1,372>$3] (14%) — [1'0>371>$2] (14%) =
’ ) ) - -

T3 — X
-1 -1
_ (tz)(ta2)(tas)  (fzo)(I+a1)(+a2) _
T3 — X
1

Od tod sklepamo, da je

x (—1)n+t

1+x) T (UHa)tm) (1t

[l’o,l’l,...,l’n] (

Dokazimo to formulo z indukcijo. Za n = 1 formula velja. Deljena diferenca na n + 2
tockah pa je enaka

[:1: o T ]f:[$17x27"’7xn+1](1_|_ix)_[x07x17"’7xn](1_|_ix):
0y L1y L2y -y bnil Lol — To
(-1t (—1)n
LP. (fa))(tae)(tznsy)  (two)(tzr)(Iten) _
Tpt1 — To
(_1)n+2

(I4+zo)(14+ax1) (1 +zpy1)’

kar dokazuje formulo.

Naloga 1.25. Funkcijo f(x) = sin(x) interpoliramo v tockah 0, 1, T

156 Ocenite napako

na intervalu [0, %} pri Lagrangeovi in Hermitovi interpolaciji.
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Resitev:
Ker so interpolacijske tocke ekvidistantne, lahko piSemo

™ ™
IOIO, l’lz—zl’o—i—h, $2:6:I0+2h,

12
kjer je h = {5. Razlika med funkcijo in Lagrangeevim interpolacijskim polinomom je
enaka
|f(z) = p()| = |(z — m0)(x — 21)(x — @2) |20, 71, T2, ] f| =
1
= [(z — x0)(z — 1) (7 — 22)| 6 ‘f(s)(@‘

zanek £ € [0, Z]. Izratunajmo najprej ckstrem funkcije w(z) = (z —xo)(x — 21) (x — 22).
Iz

W'(r) = 32* — 6hx +2h* =0

3 \/g
rz=nh (1:|:?>.

O )25

dobimo dve stacionarni tocki

Y

]|w||m7[07%] = max {

Doloé¢imo se

®) _ _
1F P fo.27 = llcos@llog fo,z) = 1.
Od tod sledi V3 /3
2v3 w1 3m B
If = Pllocfos) £ 51556 = 57 795 = 115107
156 9 1236 27 12
Pri Hermitovi interpolaciji se napaka izraza kot
|f(x) = p(z)| = ‘(I —20)*(x — x1)* (2 — $2)2[5507$07$17$17$2,1’275€]f‘ =

= |(& — 20)*(z — 21)*(x — 22)?| é 1O

Ker je .
1F oz = IIsin 2l o 2] = 5

dobimo z uporabo zgornjih ocen

2v3 1\ 11 1 xS
_ A< s = e = 1151070, = 3312 107,
If p!loo,[o,G]_< 9 123> 6/2 9720126 010 35 0
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Naloga 1.26. Naj bodo xg,x1,...,x, paroma razlicne tocke in yo,y1, ..., Y, vrednosti,
ki jih Zelimo interpolirati. Zapisite algoritem za izracun deljenih diferenc

dilz[l’o,ﬂ?l,...,ﬂ?i]f, i:O,l,...,n.

Resitev:
Ce oznacimo elemente v tabeli deljenih diferenc kot

L
xo | doyo
x1 | dig d1,1

T | day d2,1 d2,2

Tp an dnl dnn

) )

potem velja
dji1—dj_1,1

dji =

Z’j — xj—i

Od tod sledi algoritem za racunanje deljenih diferenc.

1. for 1 =0,1,...,n

2. dio = Yi

3. end

4. for 1=1,2,....n

D. for j=4,14+1,....n
6. dj = S
7. end

8. end

Ker potrebujemo le diagonalne elemente, lahko algoritem poenostavimo tako, da vse
elemente shranjujemo v en sam vektor velikosti n + 1. Glavni trik je v tem, da pri drugi
for zanki ra¢unamo v obratnem vrstnem redu.

Algoritem za racunanje deljenih diferenc
1. for 1 =0,1,...,n

2. dio = Y
3. end
4. for 1=1,2,...,n
D. for j=nn—-1,...4
6 d; = 4=t
J Tj—Tj_g
7 end
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Naloga 1.27. Funkcijo f(x) = = na intervalu [a,b] = [=5,5] interpoliramo s poli-
nomi stopnje n. Narisite grafe interpolacijskih polinomov stopenj n = 3,4,9, 10, 15, 20,
v primeru, ko so

a
1. interpolacijske tocke ekvidistantne: x; = a + 1 ,1=0,1,...,n;

a+b b—a (7?(2/€+1)).
5 + 5 cos | ———= ], 1=

2. interpolacijske tocke Cebiseve: x; =

Resitev:

Grafi so prikazani na sliki 1.13. Rdec graf predstavlja interpolacijski polinom pri ekvi-
distantnih tockah, zelen graf pa pri Cebisevih. Vidimo, da z naraséajoéim n v prvem
primeru razlika med funkcijo f in interpolacijskim polinomom raste, v drugem pa pada
proti ni¢. Primer je znan pod imenom Rungejev primer.
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. . . .
-15F ) 2 2 4

Slika 1.13: Rungejev primer.
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1.5. (Odsekoma polinomske funkcije

Naloga 1.28. Dano je zaporedje sticnih tock £ = (0,1,2,3,4,5). Zapisite odsekoma
linearno interpolacijsko funkcijo I f za f(x) = sin (Fz).

Resitev:
Zax; <z <z jeLif(x) = f(x;) + [z, xi11]f- V nasem primeru dobimo

’%, x €[1,2)
1-%)@-1)+5, z€[2,3)

I f(x) = %—1 (x—=2)+1, x€]3,4)
%—x—_j, x € [4,5)

(— %5, x € [5,6]

101 B e

Slika 1.14: Interpolacija z odsekoma linearno funkcijo.

Naloga 1.29. Funkcijo f(x) = sinx na intervalu [0, ﬂ interpoliramo z odsekoma line-
arno funkcijo p. Na koliko delov moramo razdeliti interval (ekvidistantno), da bo napaka
|f —pll £5-107%. Kaj pa, ¢e interpoliramo z odsekoma kubiénim Hermitovim zlepkom.

Resitev:
Najboa =20 =0,b=uz, =7, ¢ = ()i v = ih, i = 0,1,2,...,n. Napaka
interpolacije na intervalu [x;, z;11] je enaka

1#(0) )] = |G = ) = i) e, 211 < (o = )0 — )| L hmlot <
< h_HSinHoq[a,b} _ QhQ.
— 4 2 16

Napaka bo na [a, b] manjsa od predpisane vrednosti, ¢e bo

V2

h?<5-1076.
16 <5-10
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To bo res za vse h < 7.5-1073. Ker je nh = 7, mora biti n > 104.42. Interval moramo
torej razdeliti na vsaj 105 delov.

V primeru interpolacije s kubi¢nim Hermitovim zlepkom S, S ‘ =p;, € P3, ki

) [x5,2441]
zadosca pogojem

pi(zi) = f(x:),  pi(wiv1) = f(2is1), p;(f'fi) = f/(l"z')> P§($i+1) = f/(l“i+1)

zavse i =0,1,...,n— 1, imamo oceno
|f(x) — pi(x)| = ‘(I - 951)2(55 - Ii+1)2[55i,IEi,!Ei+1,Ii+1,ZE]f‘ <
< Jtr— e — | i
- ;L_gllsiﬂlllfo,[a,b} _ %}#

pri ¢emer je x € [x;,x;41]. Napaka bo na celem intervalu [a,b] manjsa od predpisane
vrednosti, ¢e bo
V2

768

To je res za vse h < 0.228. Ker je nh = 7, mora biti n > 3.44. Interval je torej dovolj
razdeliti le na 4 dele.

Kt <5-107.

Naloga 1.30. Funkcijo f(x) =

na ekvidistantnem zaporedju vozlov x = (x;) o, 0 =29 < 21 < --- < x,, = 2. Na vsakem
polinomskem odseku interpoliramo vrednosti, prve ter druge odvode funkcije f.

interpoliramo s Hermitovim C? zlepkom stopnje 5
x

1. Ocenite na koliko delov moramo razdeliti interval [0,2], da bo napaka manjsa od
1076,

2. Zapisite zlepek na zaporedju vozlov x = (0,1,2).
Resitev:

1. Interval razdelimo ekvidistantno na n delov s tockami x; = xo+1h, i =0,1,...,n,
kjer je g = 0in h = 2. Zlepek P : [0,2] — R je sestavljen iz polinomov p; € Ps,

= Pi, i:O,l...,n—l,

[, 1]

za katere velja

PP @) = fP ), pP (i) = fP i), k=0,1,2.
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Po formuli za napako interpolacijskega polinoma velja za © € [z;, 2;41]:

|f(z) = P(x)] = }(37 — 1) (2 — @) [0, i, T, Tigr, Tig, Tiga, 2] f}
(6)
< ‘(CL’—SL’Z)3( — it 1 ‘ ||f ||00[02] < (4) Hf g' 02 _
h24-6! 3
= — ==  =0,1,...,n.
T
Sledi, da je

3 _
|f = Plloo,jo,2) < §h6 <10°¢

/8
h<{ 3 10-6 = 0.117759

oziroma za n > 16.9838. Po oceni moramo torej interval [0, 2] razdeliti na n > 17
delov.

Za Vvse

2. Za xg = 0,21 = 1,29 = 2 je zlepek sestavljen iz dveh polinomskih delov py in py,
ki jih bomo zapisali v Newtonovi obliki. Potrebujemo sledece vrednosti:

f0) =24, f(1) =12, [(2) =8,

, L 24 , L , - ) B _§
fi(z) = o f(0)=-24, fi(1)=-6, f(2)= 7
Fla) = —2 oy =48, ') =6, f"(2) =2

T (I+a)¥ 9

[zracunajmo najprej py. Izracunamo tabelo deljenih diferenc

z|[0 0 0 0 0

0124 0 0 0 0 O
0124 =24 0 0 0 O
0124 =24 24 0 0 O
1112 =12 12 —-12 0 O
1112 -6 6 -6 6 0
1112 -6 3 -3 3 -3

Diagonalni elementi nam dajo koeficiente polinoma v Newtonovi obliki v bazi iz
prestavljenih potenc

{l,z, 2?23 2 — 1), 2% (x — 1)2} .
In sicer je

po(®) = 24 — 241 + 242 — 122° + 62° (v — 1) — 3% (2 — 1)%
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[zracunajmo Se p;. Tabela deljenih diferenc je enaka

z[0 0 0 0 O

1112 0 0 0 0 O
1112 -6 0 0 0 O
1112 -6 3 0 0 O
218 -4 2 -1 0 0
28 <34 -1 1o
28 -4 § -1 4

Diagonalni elementi nam dajo koeficiente polinoma v Newtonovi obliki v bazi iz
prestavljenih potenc

{1,(z=1),(z—1)* (z -1 (2 — 1)*(z — 2), (z — 1)*(z — 2)*}.

In sicer je

po(z) =12—6(x—1)+3(x—1)* - (2 —1)* + %(g;— 1) (x—2) — %(:1:— 1) (x —2)%



Poglavje 2
Numericno odvajanje

Naloga 2.1.
1. Preko interpolacijskih polinomov izpeljite formuli za aproksimacijo odvodov oblike

f(@1) = Avf (o) + Bif (1) + C1f(22) + Ra(f),
f(x1) = Asf (o) + Baf (z1) + Cof (x2) + Ra(f),

kjer so tocke x; = xog + th ekvidistantne z razmikom h.

2. 7 dobljenimi formulams izmcunajte priblizek za prvi in drugi odvod funkcije f(z) =

e?® v tockiz = 0 za h = 1—0 in h = WIO' Primerjajte dobljene vrednosti s tocno

vrednostjo odvodov.

Resitev:

1. Zapisemo interpolacijski polinom na tockah xg, x1, zo v Lagrangeevi obliki

2

ple) = 3 fl@)biala),

kjer so
(v —z) (= 1)
foale) = (wo — @1) (w0 — @2)
(@ —wo)(r —x9)
balo) = (71 — x0) (21 — T2)’
loa() = (x — x0)(x — 271)

(w2 — @o) (22 — 21)
7 odvajanjem Lagrangeevih baznih polinomov dobimo

1 1
on By = 4@,1,2(1'1) =0, C;= €/2,2(1'1) =57

2 1
ﬁ’ Cg = 6/2/’2(351) = —.

Ay = “%,2(1'1) = -

Ay = (G o(z1) = By =l 5(21) = —

1
ﬁa

45
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Napaki dobimo iz napake interpolacijskega polinoma. Ce oznaéimo
w(x) = (r — x0)(x — 21) (T — T2),
je napaka R;(f) enaka

3) 2
Ral)) = @@l ar,an,ali) |, = a5 = Lo,

kjer je & € (xg,x2). Podobno je

Ry(f) = (w(@)[wo, x1, 22,21 )" |,_, =

h2

@
= 10),

= w"(z1)[wo, 1, T2, ] f + 20" (1) [0, 21, T2, x, 2| f + 0 = —

kjer je & € (xg, z2). Rezultat je torej

— f(x 2
f(x2)2hf( 0) _ %f(g)(fl),

flxo) = 2f (1) + f(wo) h2 4
s - 5fV(&).

f(w1) =
f”(xl) —

2. Tocni vrednosti odvoda sta enaki f'(0) = 2, f”(0) = 4. Za h = 55 dobimo po
formuli

£/(0) ~2.01336, f"(0) ~ 4.01335.

Razliki med to¢nima in izracunanima vrednostima sta —0.01336 ter —0.0133511.

Za h = ﬁ lzracunamo

£/(0) ~2.00013,  f"(0) ~ 4.00013,

napaki pa sta —0.000133336 ter —0.000133335. Numericni rezultati potrjujejo, da
sta napaki res reda O(h?).

Naloga 2.2. Preko interpolacijskih polinomov izrazite formulo za aproksimacijo odvoda
f'(xg) z vrednostmi f(xq), f(x1), f(x2), kjer so tocke xz; ekvidistantne.

Resitev:

Ekvidistantne tocke lahko zapisemo kot x; = xg + ih, kjer je h razmik med tockami.
Interpolacijski polinom lahko zapisemo v Lagrangeevi ali Newtonovi obliki. Lagrangeeva
oblika interpolacijskega polinoma za funkcijo f se v nasem primeru glasi

(x — o) (x — 21)
(x2 — mo) (w2 — 1)

(LU — .CL’(])(LU — ZL’Q)

(LU — 1’1)(25 — 1’2)
) (z1 — x0) (71 — T29)

(zo — 1) (w0 — T2)

p(x) = f(xo

+ f(x1)

+ f(2)

in se zaradi ekvidistantnih tock poenostavi v

(SL’ — xl)(x — ZL’Q)

(x — z0)(x — 22) (x — z0)(x — 27)
252 — f(z1) + f(2) :

p(l‘) = f(l'o) h2 2h2
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Izracunamo odvod

2:17—250—252 225'—{170—5(71

P(x) = f(xo) Y — f(x1) 52 + f(x2) N
ter njegovo vrednost v tocki x = xy. Dobimo
, 3 2 1
P (o) = —ﬁf(l“o) + Ef(l"l) - %f(l“z)-

Od tod sledi, da je

') = = f(a0) + 7 f(00) = o (@) + RS,

Napako Rf dobimo iz Newtonove formule za napako interpolacijskega polinoma, ki je v
nasem primeru enaka

f(z) =p(x) + (x — x0)(x — 1) (x — x2)[T0, 1, T2, | .

In sicer je
Rf = ((z — x0)(x — x1)(x — 22)[20, 71, T2, 2] f)’ ‘x:xo -
= ((x — z0) (2 — 1) (7 — 33)) ‘m:wo (o, 1, Ta, x| f =
oo fPE) LY
= 2h? = h? 3

kjer je £ € (xg, x2).

Naloga 2.3. Izpeljite formulo za numeri¢no odvajange oblike

f'(ws) = Af(wo) + Bf(21) + Cf(x2) + Df(ws) + Ef(za) + Ff™(9),

pri cemer so x; = xg + ih ekvidistantne tocke s korakom h. Za funkcijo f(x) = Hix na
intervalu [0, 1] dolocite optimalen korak h, cée velja |f(x;) — f(x)] <5-107, kjer z f

oznacimo numericno izracunane vrednosti funkcije f.

Resitev:
Nalogo lahko resimo preko interpolacijskega polinoma na tockah z;, « = 0,1,...,4. V
Lagrangeevi obliki se ta glasi

p(w) = 3 F@i)bin(a).

Neznani koeficienti so enaki

A= g;m(l’o), B = g;,n(zl)’ C= E;,n(lé)’ D= f;m(l’g), E = E;,n(x4)
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Porac¢unamo in dobimo

1 2 2 1
12h° 3h’ ¢=0 ’

Napaka je enaka

4 ! il ’ ) A
Rf = (H@_xi)[%vxlvx%x&x%x]f) = (H(m—xﬂ) / 5!(5) - %f@)(@'

i=0 =0

Drug nacin kako doloc¢iti neznane koeficiente v formuli je z uporabo metode ne-
doloc¢enih koeficientov. In sicer doloc¢imo koeficiente A, B, C, D, FE tako, da bo formula
tocna za polinome ¢im visjih stopenj. To pomeni, da mora biti napaka enaka ni¢ za
polinome ¢im visjih stopenj. Formula bo to¢na za vse polinome dolocene stopnje, ¢e bo
tocna za vse bazne polinome do te stopnje. Kot bazo prostora polinomov ni nujno da
vzamemo standardno bazo. V danem primeru je za lazje racunanje boljse vzeti bazo iz
prestavljenih potenc, in sicer

{1,0 — 29, (z — 20)%, (v — 22)%, (x — 20)*, ... }.

V iskani formuli nato za f izbiramo bazne funkcije in predpostavimo, da napake ni.
Dobimo sledece enacbe:

flz)=1: 0=A+B+C+D+E,
flz)=x—29: 1=-2hRhA—hB+hD +2hE,
fla) = (x—x2)%: 0=4h*A+ h’B+ h®D + 4h*E,
f@)=(x—2)%: 0=—-8hA—h*B+h*D + 8h’E,
flx) = (x —x)*: 0=16""A+ h'B +h'D + 16h*E.

Potrebujemo vsaj toliko enacb kolikor je neznank. Ce bi slucajno dobili odvisne enacbe,
bi dodali Se naslednjo enacbo, itd. V tem primeru imamo pet neodvisnih enacb za pet
neznank, resimo sistem in dobimo

1 2 2 1
A=— B=—— = D=_-—- FE=__"_
12h° 3h’ ¢=0, 3n’ 12h°
od koder sledi
1 2 2 1

f(we) = mf(xo) - 3—hf(561) + 3—hf($3) - ﬁf(m) + Ffm(E),

[zracunati moramo Se koeficienta F'in m. Koeficient m je enak stopnji baznega polinoma,
pri katerem dobljena formula ni ve¢ toéna. Ce za f izberemo f(z) = (z—x3)° in vstavimo
izracunane koeficiente dobimo

0 —32h° + 8h® + 8h° — 32h%) + F f™) ().

= 17 (



49

Ker je prvi del na desni strani enacbe razlicen od ni¢, je m = 5 in Ff™(¢) = 5IF. Iz
. . . . 4 .
enacbe nato izracunamo F' in dobimo F = g‘—o. Celotna formula se tako glasi

1 2

2
— ﬁf(a:o) — —f(x) + ﬁf(xi%)

f(w2) 30

1 h?
- mf(%) + %f(s)(f)-

Pri aproksimaciji odvodov imamo dve vrsti napake: napako metode in napako arit-
. 4 . . .
metike. Napaka metode Rf = & f®)(£) gre ocitno proti ni¢, ko gre h — 0. Ker pa v
formuli delimo s h, napaka aritmetike narasca z manjsanjem h-ja. Optimalen korak h je
tisti, pri katerem je vsota obeh napak minimalna. Ocenimo obe napaki:

W) h %) h i
D= < — 2190 = 4nt,
Dl = 35 [F7€)] < 55 max 12O =55

18e¢

1
|D,| S—(e+8e+8e+e):m, e=5-107°

12h
Ocena za skupno napako je tako D(h) = 4h* + %. Optimalni A je resitev enache

D'(h) =0, in sicer je h = {/ e =0.05422.

Naloga 2.4. Izpeljite formulo za numerié¢no odvajange oblike

f"(w2) = Af(x0) + Bf (1) + Cf (w2) + Df (w3) + Ef(24) + Ff(€),

pri éemer so x; = xo + ih ekvidistantne tocke s korakom h. Ocenite celotno napako in
dolocite optimalni korak h, ¢e za izracunane funkcijske vrednosti velja | f(z;) — f(x;)| <
5-107C ter je || f™™]|s < 100.

Resitev:

Resimo nalogo z uporabo metode nedolocenih koeficientov. Za bazo prostora polinomov
vzemimo prestavljene potence {1,z — xo, (¥ — 22)?, (x — 22)3, (x — x2)*, ... }. Ce v iskani
formuli za f izbiramo bazne funkcije in predpostavimo, da napake ni, dobimo sledece
enacbe:

flz)=1: 0=A+B+C+D+E,
flx)=x—29: 0= —2hA—hB+ hD +2hE,
f(x)= (v —x2)*: 2=4R*A+ h*B + h’D + 4h*E,
fx)=(r—a2)*: 0=—-8h*A—h*B+h*D +8h’E,
)= (z—m)": 0=16""A+ h'B+h'D + 16L"E.

Iz teh petih enach sledi

1 16 —30 16 1

—— B=—— (C=—— D=—\' E=-——".
1202’ o O 1212’ 1212
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Pri tako dolocenih koeficientih je formula toéna vsaj za vse polinome stopnje < 4. Ce
zapisemo $e enacbo za f(x) = (x — x5)°, pri cemer seveda upostevamo izracunane koefi-
ciente, dobimo enacbo

0= (32h° — 16h° + 16R° — 32h°) + R(z — z2)°.

12h2

Ker pa je prvi del desne strani enak levi strani enacbe sledi, da je formula to¢na tudi za
polinome stopnje 5. Nadaljujemo z f(z) = (z — 24)5. Vstavimo in dobimo

1

0= Tonz

(—64R° + 16h° + 16h° — 64R°) + R(x — x)°. (2.1)

Y tem primeru prvi del desne strani ni enak levi strani enacbe, zato je R(z — x5)% # 0.
Ce predpostavimo, da je Rf = Ff©)(¢), sledi iz (2.1) enacba

0=— 96h5 + 6! F,

12h2

od koder dobimo F' = g—g. Celotna formula je tako enaka

[ (xg) = (=f(x0) + 16f(21) — 30f(w2) + 16f(x3) — f(x4)) + g—gf(ﬁ)(f)-

12h2

Ocena napake metode in napake apritmetike je za dan primer enaka

10

(6) _ _h4
Dy < 150 =
64¢
D, <——, e=5-10"°
o= qoper =0
od koder dobimo oceno za skupno napako D(h) = %h‘l 16;52, ki pa je minimalna pri

= v/2.4e = 0.2221.



Poglavje 3

Numericna integracija

Naloga 3.1.

jus

4
Izracunagjte priblizek za integral I = / sin(z)dx z uporabo osnovnega trapeznega pravila

0
ter osnovnega Simpsonovega pravila. Primerjajte dobljen rezultat s tocnim.

Resitev:
Po osnovnem trapeznem pravilu

| rwn = 5500 + @)+ RO

dobimo

T v v
1~Z (sino + sin —) — T 027768,
8 4 8v2

Po osnovnem Simpsonovem pravilu

[ e = 5 ($ ) + 45 + F(o2) + BU)
dobimo - - - -
I~ (smo +dsin < + sin Z) = 55 = 0:292933.

Toc¢na vrednost integrala je [ = 1 — 12 = 0.292893, napaki sta torej velikosti 0.015213
ter 0.000039419.

Sl

Naloga 3.2.

jus

2
Lzracunagte priblizek za integral I = / sin(x)dx z uporabo sestavljenega trapeznega pra-

vila ter sestavljenega Simpsonovega pravila. 'V obeh pravilih uporabite m = 2,4,6,8
osnovnth pravil. Primerjajte dobljene rezultate s tocnim integralom.

o1
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Resitev:
Tocna vrednost integrala je I = 1. Z uporabo sestavljenega trapeznega pravila za m =
2,4,6,8 dobimo vrednosti

0.9480594490, 0.9871158010, 0.9942818883, 0.9967851719,
s sestavljenim Simpsonovim pravilom pa
1.000134585, 1.000008296, 1.000001634, 1.000000517.

Absolutne vrednosti razlik med to¢nim in izracunanim integralom so v prvem primeru
enake
0.0519405510, 0.0128841990, 0.0057181117, 0.0032148281,

v drugem pa

0.000134585, 8.296-107% 1.634-107%, 5.17-107".

Naloga 3.3.

Izpeljite zaprto Newton-Cotesovo integracijsko pravilo oblike

/% flx)dz = Af (o) + Bf(a1) + Cf(xz) + Df(a3) + Ef™(8),

kjer so tocke x; = xo + 1h ekvidistantne s korakom h. Uporabite:
1. Lagrangeevo interpolacijsko formulo;
2. metodo nedolocenih koeficientov.

Zapisite tudi sestavljeno pravilo za aproksimacijo integrala f; f(z)dz. Ocenite napako
sestavljenega pravila.

Resitev:

1. S pomocjo Lagrangeeve interpolacijske formule

flx) = Z f(xi)lis(x) + w(x)xo, 21, 2, 23, 7| f,

=0

kjer je w(z) = H?ZO(x — x;), dobimo, da so koeficienti enaki

x3 x3
A:/ f()g,(l’)dl’, B :/ €173(l’)dl’,

xs3 xr3
C= / gzg(l’)dl’, D= g&g(l’)dl’.
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Integrale enostavno izracunamo z uvedbo nove spremenljivke x = xg 4+ th. Na
primer,

[ @ wm)@—w)(w—ay) PR -DE-2)(t-3),
A_/xo ( /0 —oh? hat =

Ty — xl)(fb’o - $2)($0 - $3)

h 3 3h
=—— 2 —6t2+ 11t —6) dt = —.
o6 =
Podobno dobimo oh 3h
8’ 8

Napaka je oblike
R(f) - / W(x)[l'o,l'l,l’g,l’g,x]fdl'.

o

. Pri metodi nedolo¢enih koeficientov doloc¢imo neznane koeficiente tako, da bo fo-
mula to¢na za polinome ¢im visjih stopenj. Za bazo prostora polinomov vzemimo
prestavljene potence {1,z — x, (x —20)?, (x — x0)%, (x —20)%, ... }. Ce v iskani for-
muli za f izberemo bazne funkcije in predpostavimo, da napake ni, dobimo sledece
enachbe:

f(x)=1: 3h=A+B+C+ D,

2
flx)=2—x: (32) = hB + 2hC + 3hD,
3
f(z) = (z —x0)*: (3;’) = h2B +4h*C + 912D,
4
f(z) = (z — ) : (32’) = h:B + 8h3C + 27Th3D.

Iz teh stirih enacb sledi

3h 9h
A=B—, B=0C=—.
8 8
Pri tako dolocenih koeficientih je formula tocna vsaj za vse polinome stopnje < 3.
Ce zapigemo $e enacbo za f(z) = (z—x¢)*, pri emer seveda upostevamo izracunane
koeficiente, dobimo enacbo

(3h)° _ 3h
5 8

(3n* + 3 16h" + 81h") + R(z — x)".
Ker je prvi del desne strani razlicen od leve strani, vzamemo m = 4 in velja
Efm(¢) =41E.

[z enacbe nato izracunamo E = —%h? Celotna formula se tako glasi

[ e =32 (an) +350) + 34 wz) + S (2) - 5eh°1OE).
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Za racunanje integrala na poljubnem intervalu [a, b] uporabimo sestavljeno pravilo. Naj
bo le to zgrajeno iz m-osnovnih pravil V tem primeru razdelimo interval [a,b] na 3n
ekvidistantnih delov s korakom h = ,tojex; =x9+1h,1=0,1,...,3n. Na vsakem
od podintervalov nato uporabimo osnovno pravilo in dobimo

[ st 8 [ -

T3i

||
3
|‘ﬁM
(S ] >—A

=

(f(xs:) + 3f(w3i1) + 3f (w3i42) + f(T3i43)) Z 8Oh5f(4 (&),

=0

pri cemer je &; € (x3;, x3;.3). Napaka R(f) sestavljenega pravila je tako enaka

= __hszf(4 52

1z ocene

[y

n—

" S TR S n e TP

Il
o

%

za dovolj gladko funkcijo f dobimo

n—1
S FIE&) =nfD©), € (ab)
=0

Sledi
3 3

R(f) = ~shPnf () = b L {0 () = — b (o - a) /D (6)

Vidimo, da smo na racun sestavljenega pravﬂa izgubili en red natancnosti.

Naloga 3.4. Izpeljite integracijsko pravilo
/ | f(@)dze = h(Af(xo) + Bf (21)) + h* (Cf'(xo) + Df' (1)) + EfT(€),

kjer je x1 = xg + h. Iz izpeljanega pravila sestavite sestavljeno pravilo za racunanje
integrala f; f(z)dz. Ocenite napako sestavljenega pravila. Na koliko delov moramo vsaj
razdeliti interval [0, 1] pri ra¢unangu integrala

/1 dx
o 1+a’

da bo napaka manjsa od 107°.

Resitev:
Izpeljimo pravilo z uporabo metode nedolocenih koeficientov. Za bazo prostora polino-
mov vzemimo prestavljene potence {1,z — xg, (x — z¢)?, (x — x0)3, (x — x0)*,... }. Ce v
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iskani formuli za f izberemo bazne polinome in predpostavimo, da napake ni, dobimo
sledece enacbe:

f(zx)=1: h=hA+hB,

h2
flx)=2—x: ?:ththzC—l—hQD,
h3
f(z) = (z —x0)?: 5= h®B + 2h*CD,
h4
f(z) = (z —x0)*: i h*B + 3h*D.
Iz teh stirih enach sledi
1 1 1
A=B=— =—, D=-——.
2’ ¢ 12’ 12

Pri tako dolocenih koeficientih je formula toéna vsaj za vse polinome stopnje < 3. Ce

zapiSemo §e enacbo za f(x) = (z — x)?, pri cemer seveda upostevamo izracunane koefi-
ciente, dobimo enacbo

RS R 1

— = — — =h° + R(z — x5)".
Ker je prvi del desne strani razlicen od leve strani, vzamemo m = 4 in Ef(™(¢) = 4!E.

Iz enacbe nato izracunamo E in dobimo E = %h‘r’. Celotna formula se tako glasi

2

[ e =5 () + $@0)) + 35 (o) = ) + 236 1O€).

Poglejmo si sedaj sestavljeno pravilo. Naj bo

b_
h=""0" 4i—wo+ih, i=01,.. . n
n

Tedaj je

/ab f(z)dx = é_

[asry

ST

Tit1

fx)de =

s
Il
&

i
L

™

g
NS NS

(f(zi) + f(zi1)) + Z
h2

i
L

(f (i) + f2is1)) + = (f'(a) = f1(0)) + R(f) =

~
Il
o

o

(f(a) +2f(x1) + -+ 2f (@n-1) + (D)) + = (f'(a) = ['(0)) + R(f).

Napaka je velikosti
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kjer so & € (x;,7,41). Ce predpostavimo, da je f dovolj gladka, dobimo iz

—1
() FaE) < (4)
n min ;) < n max T),
z€la,b] f ; 6 z€[a,b) f ( )

n—1
da je Z fBE) = nfD(€), pri cemer je € € (a,b). Od tod sledi

1 1

R(F) = =5sh"nf D) = —

— s b= ) fIE).

1
Za dolocitev koraka h pri racunanju integrala / 1 moramo oceniti napako R(f).
0

+x

Ker je fW(z) = je [[f@W]| = 4!. Sledi, da mora biti

(R

1 1
—=h'(b—a)|fY < ——h'l < 107°
7aglt (0= AIf ()l o < m5ph74! < 10

Wt <3-107"
h < 0.1316,

oziroma n > 7.5983. Interval moramo torej razdeliti na vsaj 8 delov.

1
Naloga 3.5. Integral e~ dx racunamo preko sestavljenega trapeznega pravila. Oce-

0
nite na koliko delov moramo razdeliti interval, da bo napaka manjsa od 1076,
Resitev:

Sestavljeno trapezno pravilo je oblike

/ flz f(:co> +2f(@1) + 2f (22) 4+ 4 2f (201) + f(2n)) — %(b —a)f"(¢),

kjer so

xi:x0+ih, ’iIO,l,...,n, h =

n

Izbrati moramo tak korak h, da bo napaka R(f) manjsa od 107¢,

h2
—<b—a>f"<£>} b— )|y < 10°5

12 12(

Izracunamo
2 2
f(z) = =27 +4a%e™™ .

Kandidati za ekstrem so nic¢le odvoda

FO(z) = (=27 + 42?e™") = dze™" (3 — 227) = 0,
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ki so enake

3 3
x =0, x—\/;, x——\/;

ter krajisca intervala. Ker :i:\/g ¢ [0,1] in ker je f3(0) = 2, fO(1) = 27!, je

| f"||0,j0,1] = 2. Sledi, da mora biti h < V6 -10~6 = 2.4495 - 103 oziroma n > 408.248.
Interval moramo torej razdeliti na vsaj n = 409 delov. V tem primeru dobimo, da
je I ~ 0.7468237663, tocna vrednost integrala je I = 0.7468241328, razlika pa je
3.67-1077 < 1076,

Naloga 3.6. Izpeljite odprto Newton-Cotesovo pravilo z eno tocko. Zapisite sestavljeno
pravilo in dolocite napako pri racunanju integrala C* funkcije.

Resitev:
Pravilo bo oblike

x2
| e = af() + R,
)
kjer so x; = xo + ih, i = 0, 1, 2, ekvidistantne tocke. Ce integriramo formulo

f(x) = f(@1) + (x — 1) [z, 2] f
dobimo, da je A = 2h. Napaka je enaka
R = [ (o= ), ol
zo
Deljena diferenca [z, z|f =: g(z) je funkcija spremenljivke x. Zato lahko zapisemo
9(@) = g(x1) + (z — @1)[w1, 2]g = [w1, 1] f + (& — 21) [y, ([, 2] f) =
= [xb Il]f + (z — Il)[il, x1; :L']f,
od koder sledi

R(f) = /xl(x — o) ([, 2l f + (2 — o), 31, 2] ) da

zo

Ker pa je w(x) = z — x; ortogonalna na 1 glede na skalarni produkt

= | " f@)gle)de,

to je (w,1) =0, je
/ (x — x1) |21, 21 fdo = [zl,xl]f/ (x — x1)dx = 0.
Dobimo torej, da je

f"(6)
2

R(f) = /xl(:z —x1)*[x1, 21, 2] fd2 =

zo

| @—mpae= gt

o
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pri ¢emer smo upostevali, da (z — z1)? ne spremeni predznaka na intervalu integracije.

Zapisimo Se sestavljeno pravilo. Naj bo

=l s tih i=0.1.... .om.
2n
Tedaj je
b n—1 Toiio n—1
/ flz)dz = Z/ fl@)dz =20 " f(zaia1) + R(f),
a i=0 v T2 i=0
kjer je
1, 1 1
R(f)=5h* Y f"(&) = Sh*nf"(€) = Zh*f"(€)
=0

za & € (T, Tai42) ter £ € (a,b).

Naloga 3.7. Integral I = fog sinxzdx racunamo s sestavljenim Simpsonovim pravilom s

korakom h = g m %

1. Izracunajte oba priblizka za vrednost integrala.

2. Ocenite napako za oba priblizka in jo primerjajte z dejansko vrednostjo napake.
3. Ocenite obe napaki z uporabo Richardsonove ekstrapolacije.

4. Iz izracunanih vrednosti ekstrapolirajte tocnejso vrednost integrala.

Resitev:
Z uporabo sestavljenega Simpsonovega pravila dobimo

T (. . . 3T .o
I, = 21 (smO + 4sm§ + QSan + 4sm§ + sin 5) = 1.000134585,

s ) LT LT . 3T LT
@(sm0+4sm1—6+281n§+4sm1—6+2smz+

I

w|>

Y . 3m I LT
+4 sin 16 + 281:(1? + 4 sin 16 ~+ sin 5) = 1.000008296.

Napaki sta enaki

I — | = 1.3458 - 107, ‘I ~ 1| =8.2955- 107"

Ocenimo napako priblizka z uporabo formule

4

Ruf = 15506 ) V(©)
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Ker je [| fW]|oc = 1, velja

™4 1 7 \4 1 7
< (TY =T _90753. 104, ‘ ‘<<_) T 1997.1070.
|Rhf|_<8> 180 2 075310 R f| < \16) 1302 o710

Ocenimo sedaj napako priblizka z uporabo Richardsonove ekstrapolacije. Velja
Sf=Ff+Rnf = F%f—l—R%f
in

h* h*
_ e D).
Predpostavimo, da je f4 (&) ~ f@(u). Tedaj je Ry f ~ 1615 f in
R%f: Sf—F%f :Fhf—i—Rhf—F%f ~ Fhf—F%f—|—16R%f

od koder sledi

Fnf = Fnf
V nasem primeru imamo
I, — 1
Ryf ~ 2 1 —84193-107%, R,f ~ 1.3471-107%,

kar kaze, da te ocene lepo sledijo dejanski oceni napake. Ker je
SfNFhf—i—lGR%f, SfZF%f—FR%f

pa velja tudi

16F%f — B f
b 15
Ekstrapolirana vrednost je tako enaka
161, — 1
I3 = # = 0.9999998762, |I3 — I| =1.2377-107".

Naloga 3.8. Kako bi izracunali dvojni integral

= / / f(, y)ddy
(a,b] x[e,d]

z uporabo sestavljenega trapeznega pravila. Kaksna je napaka?

Resitev:
Z uporabo Fubinijevega izreka dvojni integral prevedemo na dvakratnega. Razdelimo
interval [a, b] na n delov, interval [¢, d] pa na m delov. Naj velja

b—a . .
h = , ro=a,r; =x9+th, i=0,1,...,n,

d—c . .
k= . Yo=c¢yi =y +ik, J=0/1,...,m.

3
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Tedaj je

Tn Ym
= / dx f(x,y)dzdy =
o Yo

= /“’U" (g (f(x,yo) +2 Z_ flz,y;) + f(x,ym)) + Ryf) dr —

J=1

kh

n—1
~ 292 (f Zo, Yo +2z_;f i, Yo) + f(2n,y0) + Rof

m— n—1
22 (f(xo,yj) +2  flwiy) + fln,y) +ij> +

=1
n—1

F@o,ym) + 2 F(@iYm) + [ (@0, ym) + Rmf> + / R, fdz,
i=1 Zo
kjer so napake enake

kz Tn 82
R, f = _E(d —c) /wo a—?ﬂf(f’%ﬂ)dil?,
h? 0?

Rf__ﬁ(b_ )ang(é-j?yj)’ j:O,l,...,m.

Integracijsko pravilo je torej oblike
hk‘ n n
=7 Z Z ;i f (i, y;) + RS,
i=0 j=0

pri cCemer so
a;; =ao;f3,1=0,1,...,n, j=0,1,....,m

za
(i)t =1(1,2,2,...,2,1), (ﬁl);%:o =(1,2,2,...,2,1).

Napaka je enaka

R:——d— / B f(z, p)dx—

kh? — o”
—ﬂ(b— )( 5/ (€0, 90) +2Za 5 (& y) + @f@m,ym)) =

12 o2 kh? »F o
=-—pld-db-azs f(§ plde — (b= a)2me (&, 1) =
k2 h? * -
:_E(d_c)(b_a)a—?ﬂf(gnu) (b—a)(d—c)wf(g,u):

2 2

= ——(d—c)(b—a) (/ﬁ% (€, u)+h2%f(§,ﬂ))-
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A(=h,0), B(h,0), C=(0,v3h).

Dolocite neznane koeficiente a, b, c v izrazu

/ [ Hapdedy = af () +b1(B) + cP(C) + R,

tako da bo formula to¢na za polinome ¢im visjih stopeny.

Resitev:

Neznane koeficiente dolo¢imo z metodo nedoloc¢enih koeficientov. Za bazo izberemo
]‘7 x? y? x2? xy? y27 ot

Dobimo enacbe

flz,y)=1: // dedy =V3h2 =a+b+c,
D

flz,y) = // xdxdy = 0 = —ah + bh,
D

flr,y)=y: // ydxdy = h* = V/3he,

iz katerih sledi

a=b=c= h?.

3
Pravilo je enako

//D f(z,y)dxdy = ?}ﬂ (f(_h,o) +bf(h,0) + cF(0, \/gh)> L RY

Predpostavimo, da je napaka oblike

0? 0? 0?
f(ﬁl,/il) + 028 f(§2,/~b2) 8x8fy (€3, 113).

Rf—01

Neznane ¢y, ¢o, c3 dobimo iz enach
fz,y) =2*: //D v drdy = ?h‘l = §2h4 + 2¢4,
fz,y) =y*: //D yidady = ?h‘l = V3h* 4 2¢,,
flz,y) =2y : //[)xydxdy:O:O+03,

Napaka je torej enaka

0? 0?
Rf =~ L3 (8—£<gl,ul> ; a—y‘é(&,m)) |
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Naloga 3.10. Dolocite utezi oy, oy ter vozla xg, x1 v Gaussovi integracijski formuli

1
f(x)dr = agf(wo) + ar f(z1) + Rf.
-1

Dolocite tudi napako Rf.

Resitev:
Neznana vozla x( in z; doloc¢imo tako, da bo w1 ter wlx glede na skalarni produkt

)= [ 1@

kjer je w(z) = (x — x9)(z — x1). Iz zgornjih dveh pogojev sledita enacbi

/_l (z — o) (z — z1)dz = 0, /_1 (@ — 20) (@ — a)d = 0.

1 1

Prva enacha se poenostavi v

1 1
2
/ (x —20) (2 — 21)dx = / (2 = (w0 + z1)z + woz1 ) dr = 3t 220171 = 0,

1 -1

iz druge pa dobimo

1 1
/ z(x — o) (x — z1)de = / (2 = (zo + 21)2” + zow17) do = —g(:)so + 1) = 0.

1 1
Resitev teh dveh ena¢b nam da neznana vozla

V3 V3

To = ——(, rK = —.

3 3
Utezi lahko dolo¢imo z uporabo interpolacijskega polinoma lahko pa tudi z metodo
nedolocenih koeficientov. Za bazo izberemo polinome {1, z,2?, ...} in dobimo enacbe

flz)=1: /_ldx:2:ozo+a1

1

foymss [ ate -0y 5,

1z teh dveh enach sledi

d —0———
1xx a0+3

0402061:1

/_1 f(x)dx = f <—§> +f (?) + Rf.

Napako dobimo po formuli za napako Gaussovega pravila:

1 (4) 1
Rf = /_1wz(:c)[xo,xo,xl,:cl,x]fdx: / 4!(5) /_1w2(aj) = 135f (5)

Dobljeno pravilo se imenuje Gauss-Legendrovo integracijsko pravilo na dveh tockah.

in pravilo je enako
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Naloga 3.11. Dolocite utezi o, «q, ao ter vozle xg, x1, xo v Gaussovi integracijski
formuli

1
/_1 f@)ﬁdﬂ? = aof(z0) + cr f(w1) + anf(z2) + Rf.
Dolocite tudi napako Rf.

Resitev:
Neznane vozle xg, x; in x5 dolo¢imo tako, da bo wll, wlz ter wlz? glede na skalarni

produkt
1

V1—a22

(f. ) = / fag(a) d,

kjer je
w(z) = (xr — x0)(x — x1)(x — x9).
Iz zgornjih treh pogojev dobimo enache

/_ (x — zo)(x — 1) (x — 22) ! dr =0,

1 1—1’2

! 1
/_ z(x — zo)(z — 1) (x — x2) : dxr =0,

1 —

v 1 B
/_x(x—xo)(x—xl)(x—xg) : dx = 0.

1 — 22
Poglejmo si najprej, kako izracunamo integrale oblike

1 n
x
——dx, n=0,1,2,...
/_1 vV 1 — 1’2
Ce je n lih je vrednost integrala enaka 0, za sode n = 2k, pa integral pretvorimo na Beta

funkcijo z uporabo nove spremenljivke u = 2%

1 x2k 1 l’2k
/ d:)::2/ T g =
_1\/1—5(32 0 \/1—213'2
! uk 1 ! k— 1 1
:2/ —du:/ u2(1 —u)2du =

—_

—f
N
—+
@
c
=]
=
=3
@
Q.
©)
=N
=
]
N
=
i)
@)
(%8
-+
@
<
o
=,
@D
=
=
V2)
+
=
I
V)
=
V2)
~—
el
@D
L]
=
—

[
—_
|
s
(Y]
3 N

—
>
—_
8
| (S
1
[N}
oW
)
I
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D
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S pomocjo teh integralov se prva enacba poenostavi v

1 1
/_1(:5 — )& = 1) = 22) o =
! 2 1 _
— /_1 (—LE‘ (LUO —+ T + LUQ) — Iol’lxg) ﬁdl‘ =

™
= —(LL’O + 1+ 1’2)5 — LoL1 X2 = O,

iz druge dobimo

! 1
/_1 x(x — x)(z — x1)(x — @)de =

1
1
= / (1’4 + LL’2(SL’OLL’1 + T2 + SL’1£L’2)) ——dx =
-1 1-— 1'2
3m

T
= ? -+ (SL’(]LL’l -+ ToT2 -+ 1’11’2)5 = O,

ter iz tretje

L 1
/_lat (z—zo)(z—zl)(z—zg)ﬁd:z

1
1
_ 4 o 2 _
_/_1( 1 (zo + 21 + T2) — ToT1T277) 7mda:_

3 T
= —(SL’Q + T+ l’g)@ — LL’0£L’15L’2§ =0.

Dobili smo nelinearen sistem enach

(xo + o1 + T2) + 2x0x122m = 0,
3+ 4(1’01’1 + T2 + 1’11’2) = 0,

s
3(xo + 21 + x2) + 4x0x1x2§ =0,

za katerega pa se da enostavno izracunati resitev. In sicer je

Utezi dolo¢imo z metodo nedoloéenih koeficientov. Za bazo izberemo polinome 1, z, 22
in dobimo enacbe

f

P

=T =00y + Q1+ Qo

-
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Resitev se glasi

OKOIOKIIOQ:

!

Pravilo je enako

IR — ——f( ﬁ)+ IO+ gf<§>+Rf.

Napako dobimo po formuli za napako Gaussovega pravila:

1
Rf = _1wz(z)[ato,xo,zl,xl,xg,zg,z]fﬁdx:
_ f(ﬁ)(f) ' 1 T f(6)(f) _ T )
6l /_1&(:5)\/71_9:2@_3—2 o = 0100 ©)

Dobljeno pravilo se imenuje Gauss-Cebisevo integracijsko pravilo na treh tockah.

Naloga 3.12. Dolocite utezi o, «q, ao ter vozle xg, x1, xo v Gaussovi integracijski
formuli

/°° fl@)e ldz = ap f(zo) + ar f(x1) + aaf(22) + Rf.

Dolocite tudi napako Rf.

Resitev:
Neznane vozle xg, x; in x5 dolo¢imo tako, da bo wll, wlx ter wlz? glede na skalarni
produkt
()= [ falgta)e s
kjer je

w(x) = (z — x0)(x — 21) (T — 22).

Iz teh treh pogojev dobimo enacbe

/w (2 — 20) (& — 21)(& — )~ dz = 0,

— 00

/w (@ — ) (x — 1) ( — 22)eldz = 0,

—00

/w (2 — 20)(x — 71) (& — )~ d = 0,

ki se poenostavijo v
2(1’0 + T -+ LL’Q) + ToX1To — 0,

12 + (ZL’QZEl + ToTo + 1’1113'2) = O,
12(1’0 + 1+ LL’Q) + Tor1x9 = 0.
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Resitev dobljenega nelinearnega sistema se glasi
Ty = —2\/3, Tr1 = 0, To = 2\/3

Neznane utezi dolo¢imo z metodo nedoloc¢enih koeficientov. Za bazo izberemo polinome
1,z,2%, ... in dobimo enacbe

flz)=1: / e lde =2 = ag + ay + oy

[e.9]

flz)=xa: / ze ldr = 0 = —2v/3a0 + 2v/3as,

[e.9]

flz) =a*: / w?elldr = 4 = 1200 + 120,

oo

katerih resitev je enaka

Pravilo je tako
/_Z fla)e 1 ldz = %f (—2\/5) + 16—Of (0) + éf (2\/5) + RYf.

Napako dobimo po formuli za napako Gaussovega pravila:

(6) 0
rp =L [ agerias = 2100

Naloga 3.13. Dolocite koeficiente cq, co, c3 v formuli

a+2h
/+ (x — a)’ f(x)dx = c1f(a) + caf (a + h) + csf(a+ 2h) + Rf

za racunanje zlimitiranega integrala za vse B > —1. Dolocite tudi napako Rf za dovolj
gladko funkcijo f.

Resitev:

Neznane koeficiente lahko dolo¢imo z metodo nedolocenih koeficientov. Za bazo izberemo

polinome
1, z—a, (v—a) (z—a)...

in dobimo enacbe

a+2h B+1
flz)=1: /a (x—a)ﬁdx:@ﬁhj_l =1+ ¢+ c3,
a+2h (2h)6+2
flz)=x—a: / (x —a)’de = = coh + 2c3h,
a B+2
a+2h (2h)ﬁ+3
f(z) = (z—a)*: / (z — a)’"dx = 53 " coh? + desh?.
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1z teh treh enach izracunamo

B (Qh)BJrl
“CErEaes
Cco =4 (2h)6+1
P (B+2)(B+3)

@O g

ST B+2)F+3)

Pri tako dolocenih koeficientih je formula tocna vsaj za vse polinome stopnje < 2. Ce
zapiSemo Se enacbo za f(x) = (z — a)?, pri ¢emer seveda upostevamo izracunane koefi-
ciente, dobimo enacbo

(2n)7** (2h)°*! RN (2n)°+!
f+4 (B+2)(B+3) (B+2)(B+3)

od koder izracunamo

(1+B)h* +3IC,

B 25+2ﬁ
3(B4+2)(B+3)(8+4)

C = B+

Celotna formula se tako glasi

/ " 0 fla)de =

_ (2h)P+1 - ) ) - )

= GG aE T (A~ A@ 4B+ Df(a+h)+(8+1)f(a+2h)
25+2ﬁ B+4 £(3)

D GRS CE AN

Naloga 3.14. Izracunajte zlimitirani integral

2h mdw

o VT

na dva nacina.
1. S substitucijo odstranite singularnost in uporabite Simpsonovo pravilo.

2. Izpeljite formulo

:h L\/?dx =1 f(0) 4+ caf(h) + csf(2h) + Rf.

Oba nacina preizkusite za primer, ko je f(x) = e™® in h = 0.1. Kako bi izracunali

1

: f(z)

integral / —Ldx?
0 Vv
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Resitev:

1. Ce uvedemo novo spremenljivko = = > se integral poenostavi v

2hm B V2h )
i \/de_2/0 f(t?) dt.

Ta integral izracunamo s Simpsonovim pravilom in dobimo

V2h
| rwya- V2R 40) + 4102 + F(20) + .

kjer je napaka

5
j— <@) Ty i2—5/2h5/2d—4f ) |,_, =0 (r*?).

2 _
2 dtt ( Ht:f__9o dt t=¢

V primeru f(z) = e=* dobimo priblizek
2 0 —01 , 02
—=dr ~ === (7" +4e™™" +¢7%%) = 0.838324.

2. Uporabimo lahko nalogo 3.13 in dobimo pravilo

02hL\/?dx _
- Vl—zz (12f(0) + 16f(R) + 2f(2h)) — %\/ﬁhmﬂ?’) (€)= 0 (W),

V primeru f(z) = e=* dobimo priblizek

0.2 =z /02
e .
——dr ~ —= (127 + 167 %! + 2¢792) = (.838223.
/0 T~ T (1267 + 167" 4 2¢7°%)

Tocna vrednost integrala je 0.838212. Vidimo, da dobimo v drugem primeru tocnejsi

priblizek.
Pri racunanju integrala .
/ Mal:.z:
o VT
bi interval integracije razdelili na dva dela: [0, 2h] ter [2h, 1]. Na prvem delu bi uporabili
izpeljano pravilo, drugi integral pa bi izracunali s sestavljenim Simpsonovim pravilom
oziroma s katerimkoli drugim pravilom, ki bi imel napako reda vsaj O (h7/?).

Naloga 3.15. Kako bi numericno izracunali naslednje integrale:
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~

1
./x_l/gsinxdz
0

o

Resitev:

1. Ce uvedemo novo spremenljivko = = 3 dobimo

1 1
/ 2~ Y3 sin pdr = 3/ tsin t3dt.
0 0

Ta integral ni vec¢ singularen in ga lahko izra¢unamo s katerimkoli integracijskim
pravilom. Temu pravimo odpravljiva singularnost.

2. Poskusimo eliminirati singularnost:

1 1 1 1
COS T cosr —1+1 cosxr — 1 1
/0 ) dx—/o —in d{E—/O —iz dx+/0 de—

1
_1
:/ COST = L 4 2.
0

2172
Prvi integral nima vec¢ singularnosti, saj je

cosx — 1

im =0,

=0  pl/2

drugi integral pa se je dal analiti¢no izracunati. Ponavadi si pri eliminaciji singu-
larnosti pomagamo z razvojem v Taylorjevo vrsto.

3. V integral uvedemo novo spremenljivko ¢ = 1/z in dobimo

o 1 ! sin(t)
2732 gin Zdx = / dt.
/1 x 0o Vit

Dobljen integral izracunamo z uporabo naloge 3.14.
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4. Integral razbijemo na dva dela in v drugem uporabimo novo spremeljivko ¢ = 1/x:

>~ 1 LS| >~ 1
/ dr = / dz + / dr =
o 1-+at o 1+t L 1+t
1 142 1 2
1 t 1+
/0 1+t :L'—l—/o 1+t /0 1121
Dobljen integral ni ve¢ zlimitiran in ga lahko izracunamo s katerimkoli integracij-
skim pravilom.

5. Integral razbijemo na dva dela in v drugem uporabimo novo spremeljivko ¢t = 1/x:

o0 1 1 1 o0 1
/0 7(1+I2)3dzdz—/o 7(1+:)32)3d$+/1 7(1+x2)3d:17—
1 1 1 t4 1 1_'_:1:4
_/0 (1+x2)3d‘”+/0 (1+t2)3dt_/0 052y

Dobljen integral ni ve¢ zlimitiran in ga lahko izracunamo s katerimkoli integracij-
skim pravilom.



Poglavje 4

Numericno resevanje navadnih
diferencialnih enacb

Naloga 4.1. Zacetni problem
y =" +y% y(0)=1,

resujemo z eksplicitno Fulerjevo metodo. S korakom h = 0.1 dolocite numericna priblizka
y1 ~y(0.1) ter y, ~ y(0.2).

Resitev:
Po eksplicitni Eulerjevi metodi racunamo priblizke za resitev diferencialne enacbe

y/ = f(.T, y)7 y(l’o) = Yo

po formuli
Yn+1 :yn+hf(xmyn)v n:0,1,...

Za dan primer dobimo

Ty = 0, Yo = 1
xy :017 y1:y0+h(x(2)+yg) :117
2y =02, yo=y+h(z]+y]) =1222

Graf numeri¢ne in to¢ne resitve na intevalu [0, 1] za korak A = 0.1 in h = 0.01 je prikazan
na sliki 4.1.

Naloga 4.2. S pomocjo Taylorjevega polinoma stopnje 4 izracunajte numericni priblizek
za resitev y(0.1) diferencialne enacbe

y' =2 +y* y(0)=1.

71
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551

451

35r

25

151

L L L L L L L L L L L L
0.1 0.2 0.3 0.4 05 0.6 0.7 0.8 0.1 0.2 0.3 0.4 05 0.6 0.7 0.8

Slika 4.1: Numericna resitev pri koraku h = 0.1 (levo) ter A = 0.01 (desno) ter tocna
resitev (érn graf) diferencialne enacbe y' = 2% + 4%, y(0) = 1.

Resitev:
Ce poznamo vrednost y(z,), potem dobimo priblizek za y(x,+1) = y(z, + h) tako, da
razvijemo funkcijo y v Taylorjevo vrsto okrog tocke z,,,

h2 h3 h4
y(zn +h) = y(zn) + hy/(l'n) + ay//(fn) + ?y@) (2n) + Ey(‘l)(l’n) +o

in razvoj odrezemo pri neki izbrani potenci m. Odvode neznane funkcije y v tocki x,
izracunamo z odvajanjem funkcije f. In sicer je

dk—l

= [ wy@) = [P y(@), k=1,

y*) (z)
oziroma
y = f,
=L f =t ff
y — dl’ - Jx yJo

V' = T = Lt 2 4 B S ST,

Taylorjeva metoda reda m se tako glasi
/ h? / h™ (m—1)
Yn+1 = Yn + I f (xmyn)"‘gf (xnuyn)"‘"""ﬁf (xnayn)-
Za dano diferencialno enacbo velja
y' ="+
y" =2z +2yy,
y/// — 2 _'_ 2y/2 _'_ 2:y:y//7

y(4) _ 6y/y// + 2yy///
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in v tocki x = 0 dobimo

Nov priblizek je tako enak

0.1)4
+ g4 (O

28 = 1.11145.
6 24 ; )

(0.1)2_  (0.1)
-2

Ceprav lahko dobimo preko razvoja v Taylorjevo vrsto metode poljubnega reda, se le
te v praksi ne uporabljajo, saj so racunsko prezahtevne - zahtevajo preve¢ izracunov
vrednosti funkcije f ter njenih odvodov.

Naloga 4.3. Izpeljite trapezno formulo

h
Ynt1 = Yn + 5 (f(xna yn) + f(xn-l-lv yn—l—l))

za resevanje zacetnega problema

y/ = f(l’, y)7 y(l’o) = Yo.

Resitev:
Diferencialno enacbo integriramo in za aproksimacijo integrala na desni strani uporabimo
trapezno pravilo:

/ = [ F (o, y(@)da

() = y(ea) = 5 (F (s y(a)) + f i y(eann))) = 1576, 9(6))

Napako zanemarimo in to¢ne vrednosti nadomestimo s pribliznimi y,, ~ y(z,). Dobimo
iskano metodo, ki je implicitna in ima red lokalne napake enak 3.

Naloga 4.4. Diferencialno enacbo

y' =" —y* y(0)=0,
resujemo s trapezno formulo iz naloge 4.3. S korakom h = 0.1 dolocite numeriéni pri-
blizek y, ~ y(0.1).

Resitev:
Po trapezni metodi dobimo

h
y1:y0+§(933—y§+58f—yf), ro = 0,71 = 20 + h,

kar nam da kvadratno enacbo

h h
§y%+y1—y0—§(:c3+xf—y§)=0
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za neznan ;. Dobimo dve resitvi

-1+ \/1 + 2hyo + h2(23 + 23 — y2)
Y1 = 5
h

vprasanje je, katero izbrati. Ce izberemo predznak —, potem je }lLir% Y1 = —00, Ce izbe-
%

remo predznak +, pa dobimo }lLir% y1 = yo. Nov priblizek je tako enak
%

” = —1+ /14 2hyo + h2(z2 + 22 — 12)
1 — .
h

Za yp =0 in h = 0.1 dobimo
Y1 = 4.999875 - 1074,

Naloga 4.5. Diferencialno enacbo
y = =50y + 100, y(0) = o,

resujemo z eksplicitno Eulerjevo metodo yni1 = Yn + hf(xn, yn). Izpeljite splosno for-
mulo za numericne priblizke y, ter dolocite vrednosti h, pri katerih numericni pribliZek
konvergira k tocni resitvi, ko gre x — oco. Komentirajte obnasanje numericne resitve
glede na razlicne vrednosti h.

Resitev:
Ker je enacha linearna, lahko izpeljemo splosno formulo za priblizke y,,. In sicer velja
Yn = Yn—1 + h(—=50z,_1 + 100) = y,_1(1 — 50h) + 100h =
= (Yn—2(1 — 50h) 4+ 100h) (1 — 50h) + 100h =
= Yn_o(1 — 50h)? + 100k ((1 — 50h) + 1) =
= yn—3(1 — 50h)* + 100A ((1 — 50h)* + (1 — 50R) + 1) = ...
= yo(1 — 50h)™ + 100 ((1 — 50R)" " + -+ + (1 — 50h) + 1) =
1 — 50h)™
50h

= 50(1 — 50h)" + 100n 2=
= (o — 2)(1 = 50h)" + 2.
Toc¢na resitev je enaka
y(x) = (yo — 2)e™ +2
in zanjo velja, da je

lim y(z) = 2.

T—00

Numeri¢na resitev gre proti ni¢, ko gre n — oo, ¢e velja pogoj |1 — 50h| < 1. Ta pogoj

je izpolnjen za
he (0 ! U L
" 50 50720/ °

Za h € (%, %) numericna resitev konvergira proti toc¢ni, vendar oscilira. Na sliki 4.2

lahko vidimo primere numeri¢ne resitve za h = 0.1,0.3,0.35, 0.45.



75

h=0.01 h=0.03

0.2 0.3 0.4 05

h=0.035

!
@

<
e
-
—

0.1 0.2 0.3 0.4 05

Slika 4.2: Numeric¢na resitev diferencialne enacbe 3y’ = —50y + 100, yo = 3 z eksplicitno
Eulerjevo metodo s koraki h = 0.1,0.3,0.35, 0.45.

Naloga 4.6. Diferencialno enacbo
y' = —50y + 100, y(0) = o,

resujemo z implicitno Eulerjevo metodo yni1 = Yn + hf(Tni1, Yni1). Izpeljite splosno
formulo za numericne priblizke vy, ter dolocite vrednosti h, pri katerih numericni priblizek
konvergira k tocni resitvi, ko gre x — o0.

Resitev:
Priblizek za tocno vrednost v tocki z,, dobimo tako, da resimo enacbo

Yn = Yn—1 + h(—50y, + 100).
Ker je diferencialna enacba linearna, neznanka ¥, tudi nastopa linearno. Dobimo

Y1 + 100R
In = T 50n
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Nadaljujemo in dobimo

gt £ 100k y, 5 + 100h + 100A(1 + 50h)
1+50n (14 50h)2 B

_ Yn—s + 100 + 100h(1 4 50R) + +100A(1 + 50h)*

B (14 50h)3 T

9o+ 100h (1 + (14 50h) + - - -+ (1 +50h)""1)

B (14 50h)"

Yn =

2.

= (Yo — Q)W

Za to¢no resitev
y(z) = (yo — 2)e ™ 42
velja, da je

lim y(z) = 2.

T—00

Numeric¢na resitev gre proti ni¢, ko gre n — oo, Ce velja pogoj |1_—150h‘ < 1, kar pa je res
za vsak h > 0. Pravimo, da je metoda A-stabilna.

Naloga 4.7. Diferencialno enacbo

y =ay, y(0)=uyo#0,

resujemo z eksplicitno Eulerjevo metodo y, 1 = Yn+hf(Tn, yn). Izpeljite splosno formulo
za numericne priblizke vy, ter obravnavajte obnasanje numericne resitve, ko gre n — oo
glede na razlicne vrednosti a in h.

Resitev:
Ker je enacba linearna, lahko izpeljemo splosno formulo za priblizke y,,. In sicer velja

Yn = Yn—1 + ahyp_1 = (1 + ah)y,—1 = (1 + ah)*yp_o = - - = (1 + ah)"yo.
Toc¢na resitev v tocki x,, je enaka
y(xn> =Y (eah)" .

Ce je a > 0, potem tocna resitev raste, ko gre & — oo, prav tako pa tudi numeriéna za
vsak h > 0. Ker velja 1 < 1+ ah < e, raste numeri¢na resitev pocasneje od tocne. Za
a = 0, sta obe resitvi enaki y = y, = yo. Za a < 0, pa numericna resitev sledi toc¢ni, ce
je izpolnjen pogoj |1 + ah| < 1 oziroma za 0 < h < —2/a.

Naloga 4.8. Dolocite red lokalne napake eksplicitne Eulerjeve metode.
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Resitev:

Lokalna napaka je razlika med numeri¢nim priblizkom ¥,,,1 ter toéno vrednostjo resitve
v tocki z,41 ob predpostavki, da se obe resitvi ujemata na vseh prejsnjih korakih. Ce
razvijemo tocno resitev v Taylorjevo vrsto okrog x,, in upostevamo

y =
y//:fm+fyfu (41)
y” = foz + 2fxyf + fyyf2 + fy(f:c + fyf)>
dobimo
2
Y(rni1) =y(x, +h) =y(z,) + hy'(x,) + h—y”(xn) +0 (h?’) = (4.2)

2
= y(@n) + hf (20, y(zn)) + % (fo (@n, y(@n)) + fy (@n, y(20)) f (20, y(2a))) + O (B?).

Pri lokalni napaki predpostavimo, da je y(x,) = y,. Razlika je tako enaka

Yn+1 — y(In+1) = Yn + hf($n> yn) - y(In+1) = Un + hf(l’n, yn)“‘
2
- (yn + hf (T, yn) + % (fo (Tn, Yn) + fy @nsyn) [ (@0, yn)) + O (h3)) =

- _% (f:c (xna yn) + fy (x"’y") f (I"’yn)) +0 (h?’)

Lokalna napaka je torej reda 2.

Naloga 4.9. Dolocite red lokalne napake implicitne Fulerjeve metode.

Resitev:
Lokalna napaka je enaka
Tut1(h) = Yns1 — Y(Tni1),

ob predpostavki, da velja vy, = y(x,_x) za vse k > 0. Razvijmo najprej v Taylorjevo
vrsto okrog tocke (z,,y,) prirastek f(2,11,Yn11). Z upoStevanjem razvoja

fla+Az,y+ Ay) = [, y) + folz,y) A + [y (2, y) Ay+ (4.3)
b 3 feee )AL + fuy(m,y) ey + 3 f (. 9) A7 + O (B + Ay)?)

dobimo

[ (@ni1, Yns1) = [ (@0 + oy + WS (Tns1, Ynar)) =

=f (xna yn) +hf, (In, yn) + hfy (:L’n, yn) f (xn+17 yn+1) +0 (hz) =

=f (xnu yn) +hf, (xnvyn) + hfy (:L’n, yn) (f (:Cn, yn) + 0O (h>> + 0O (h2) =
=f (xnu yn) +hf, (xnvyn) + hfy (:L’n, yn) f (:Cn, yﬂ) +0 (hz) :
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Od tod sledi, da je razvoj numericne resitve enak

Yni1 = Yn + NS (xnv yﬂ) + h2fm (xm yn) + h2fy (xm yﬂ) f (xm yn) +0O (h3) :
Primerjamo z razvojem tocne resitve, pri ¢emer upostevamo formule (4.1), in dobimo
1
Tat1(R) = Ynt1 — Y(Tny1) = §h2 (fw (Tny Yn) + [y (Tns Yn) [ (T, Yn) + O (hg) )

Lokalna napaka je torej reda 2.

Naloga 4.10. Resujemo diferencialno enacbo

Yy =—2zy, y(0)=1

Z Runge-Kutta metodo

0] 0
11 1
31z O
11-1 2 0
141
6 6 6

s korakom h = 0.1 dolocite numericni priblizek y, ~ y(0.1).

Resitev:
Iz o = 0 in yy = 1 izracunamo koeficiente

1
kv = hf (o, 90) = E(—Qﬂfoyo) =0,

h 1

1
k‘g = hf <[L’0 -+ 5, Yo + 5]{31) = E(—Q) ([L’() + 005) (y() + 0) = —0.01,

1
B = hf (20 + hoyo — by 4 2ka) = 75(=2) (w0 +0.1) (3o — 0 — 0.02) = 0.0196,

od koder dobimo ) A )

Naloga 4.11. Z Runge-Kutta metodo

0] O

33 0

11-1 2 0
14 1
6 6 6
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resujemo zacetni problem
y =Xy, y(0) = yo,

pri cemer je A < 0. Zapisite splosno formulo za numericne priblizke y, pri izbranem
koraku h. Kako velik je lahko korak h, da se bo numericna resitev obnasala kot tocna,
ko gre x — oo. Dolocite inteval absolutne stabilnosti za X = —4 ter A = —100.

Resitev:
Najprej izracunamo koeficiente

ki = hf (Tn, yn) = hAYn,
1 1 1 1
ky =hf (a:n + —h, Y, + —k:l) = h\ (yn + —k:l) = hA\y, (1 + —hA) ,
2 2 2 2
ks = hf (xn + hyn — k1 + 2ka) = hA (Y, — k1 + 2ko) = Ry, (14 hX + h*A?)

in nato

1 4 1 1 1
il = Un + =k —k —ks=vy, 1+ hA “hENZ 4+ RN .
Yn+1 y+61+62+63 y(—l— +2 +6

Od tod sledi, da je

1 1 "

Toc¢na resitev je enaka
y(w) = yoe™

in zanjo velja, da za A < 0 pada proti ni¢, ko gre + — oo. Za numeri¢no resitev bo to
res, ¢e bo izpolnjen pogoj

1 1
‘1 + hA + §h2)\2 + ghg)\g < 1.

Uporabimo sledece rezultate, ki jih lahko preverimo npr. v Mathematici:

1
1—x—|—§x2 <1 za 0<z<2, (4.4)
1
1—x+§x2—6$3 <1 za 0<az< 251275, (4.5)
1 x+1x2 1x3+1x4 <1 za 0<ax< 278529 (4.6)
2 6 24 ‘ ‘ '

Iz (4.5) sledi, da mora za korak h veljati

2.51275
helO :
(0557)
Dobljen interval imenujemo interval absolutne stabilnosti. Za A = —4 je enak (0, 0.6281),
za A = —100 pa (0,0.0251275).
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Naloga 4.12. Dolocite red lokalne napake izboljsane Fulerjeve metode oziroma 2-stopenjske
Runge-Kutta metode

o= O
o= O

e}
—_

Resitev:
Lokalna napaka je enaka
Tut1(h) = Yns1 — Y(Tni1),

ob predpostavki, da velja y,_x = y(z,_x) za vse k > 0. Razvijmo najprej v Taylor-
jevo vrsto okrog (z,,y,) koeficiete k;. Zaradi ve¢je preglednosti izpuséajmo argumente.
Dobimo

klzhf,
h 1
_hf(._|_§7 §]g)_
h 1 h? h 1
<f+2 +2k:1fy+ — fax + klfxy+ k;zfyy+(9(h3)):
h
2

<f+ ] h? h2 h? )

h
+ g fof + g faee T ff G L+ O (F)
Od tod dobimo razvoj numeri¢nega priblizka ,,1:

h? h?
Ynt1 = Yn + h’f(xm yn) + ?fx(l’n, yn) + ?fy(l’n, yn)f(xmyn)_'_
h? h? h? ) A
+ gfmm(xmyvﬁ + mey(xm yn>f(xm yn) + gfyy(xm yn>f (xmyn> + O (h ) .

ODb predpostavki, da je y, = y(x,), je razvoj tocne resitve y(z,,1) enak

2
Y1) = U+ ) = B ) + o (4 ) )+
3
+ % (fm + fayf + fyyf2 + fy(fa+ fyf)) (@n, yn) + O (h4) ’

pri ¢emer smo upostevali (4.1). Lokalna napaka je tako enaka

Tn+1(h) = —éh3 <if:vx + %fmyf + ifyyf2 + fy(fw + fyf)) (xVL’yn) + O (h'4) :

Lokalna napaka je reda 3, metoda pa reda 2.
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