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Zbirka vaj, ki je pred vami, je namenjena Studentov druge stopnje matematike in
finan¢ne matematike za pomoc¢ pri ucenju in razumevanju problemov iz numeric¢ne apro-
ksimacije in interpolacije. Na zacetku vsakega poglavja je na kratko povzeta teorija,
naloge pa so vse opremljene z resitvami.



Poglavje 1

Teorija aproksimacije

Bernsteinovi bazni polinomi stopnje n so definirani kot

bn,i(x) == <n)xl(1 )" i=0,1,...,n.

1

Linearno kombinacijo Bernsteinovih baznih polinomov
Z aibn,i
i=0
imenujemo Bernsteinov polinom stopnje n.
Bernsteinov operator
- i
By :C([0.1]) = Bu, f(2) = Buf(@) =D f () buil),
i=0

je linearen operator, ki funkciji f priredi Bernsteinov polinom B, f stopnje n.

Naloga 1.1. Zapisite in narisite vse Bernsteinove bazne polinome stopnjen = 0,1,2,3,4.
Kaksne so njihove vrednosti pri x = 0,17

Resitev:
Konstanten Bernsteinov polinom je en sam in je enak byo(x) = 1. Linearna Bernsteinova
bazna polinoma sta podana z

bl’()(w) = (1 — .13), bl’l(‘f) =,

pri n = 2, 3,4 pa imamo
n=2: bao(z) = (1 —2)2, boy(x) =22(1 — ), bya(x) = 2%
n=23: bso(r) = (1 —2), bsi(z) =32(1 — )2
(

n=4: b470
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Za nekonstantne Bernsteinove bazne polinome velja
bni(0) =b,:(1) =0, i=1,2,...,n—1,
ter
bno(0) =1, b,,(0)=0, buo(l)=0, b,,(l)=1L1.

Grafi Bernsteinovih baznih polinomov stopenj < 4 so prikazani na sliki 1.1.

Slika 1.1: Grafi Bernsteinovih baznih polinomov stopenj < 4.

Naloga 1.2. Dolocite, kje na intervalu [0,1] je dosezen maksimum izraza

(n) r'(1 — x)”’i, n>1,
i

koliksen je in kam gre, ko gre n — o0.

Resitev:
Ta izraz predstavlja Bernsteinov bazni polinom. Ce je ¢ = 0 ali ¢ = n, je maksimalna

W, (x) = (”) 21— 1)L — ),

1

to je v tocki x = % Vrednost polinoma je v tej tocki enaka

()= Q)



Z uporabo Stirlingove formule n! ~ v/27nn"e™"™ dobimo, da je za velike n
"\ n ' n —iilel

i b 1 7 1
1M Op; | — | = 77— ~~ .
n—oo A\ M ilet /21

in v limiti velja

Naloga 1.3. Dokazite, da Bernsteinovi bazni polinomi zadoscajo rekurzivni zvezi
bn,z(l') - (]- - x)bn—l,i + xbn—l,i—l-
Dokazite tudi, da tvorijo particijo enote.

Resitev:
Prva trditev sledi direktno iz definicije Bernsteinovih baznih polinomov in lastnosti bi-
nomskega simbola:

n—1

EA , 4 4
(1 —2)by—1;+2by1,-1 = (1 —2) (n ; )xl(l — l’)nflﬂ + CB( . 1)$Zl(1 —x)" =
i

- Ei!;inll)!i)! i —(ZL)!_(i)i @')!) (1 - =
- :” 2(1 — 2)" = byi(2).

Da tvorijo polinomi particijo enote dobimo iz

En: (n) Z(l-2)""=(r+(1-2)" =1

(4
=0

Naloga 1.4. Izpeljite formulo za k-ti odvod Bernsteinovega polinoma

Buf(e) = 31 () i)

Resitev:
Odvod Bernsteinovega baznega polinoma lahko zapisemo rekurzivno kot

b, () =1 (bp_1i-1(x) = bu_1(2)) .
Od tod sledi
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pri ¢emer smo upostevali, da je (”:11) = (";1) = 0. Ce definiramo operator A, imenovan

prema diferenca, ki deluje na zaporedju (g;); kot
Agi = g1 — gi, AFgi=A (Ak_lgi) = Agi — AF g,

potem je

B f(z) =n n;j Af (%) b i(x).

7 istim sklepanjem vidimo, da velja

| n—k .
B ) = s A () bt
T =0

kar se preprosto dokaze z indukcijo.

Naloga 1.5. Pokazite, da za Bernsteinov operator
- i
B,:C([0,1]) = Py, fr — | bni(z),
(0.1) £ s () b

velja
Bupo(x) =1, Bppi(x) =2z, Bppa(z)= nT—le + %,
kjer so pi(z) == a', i =0,1,2.
Resitev:
Bernsteinov operator ohranja konstante, saj velja

Bupolz) = i (") 2l —2)" = (z+ (1 —2))" = L.

- 1
=0

Ohranjanje linearnih funkcij sledi iz

i (n\ , — " (n—1\ ,_ 1 (i
B”pl(x):ZﬁQ)xl(l_x)n - <z‘—1>x Ly =
=0

i=0 =
= l’Bn—u‘po(!E) =2
Pri kvadraticnih polinomih dobimo skorajSnje ohranjanje, saj velja
2

B = 3 5 (D)ot = S (17 e -

1=0 =
n—1
-1 1 —1 .
_ n 7+ <TL ' > z(l x)nflfz —
n Z n—1 1
i=—1
n—1 n—1
n—1 1 1
= E bn— 7 - E bn— I
n o (l n—1 i+ 1 — ! >




Naloga 1.6. Izracunajte B,x> ter dokaZite, da je

lim n (B,z® — 2°) = 32°(1 — z).

n—oo

Kaj lahko iz tega sklepate o hitrosti padanja napake aproksimacije?

Resitev:
Najprej poenostavimo izraz B,x3, pri ¢emer si pomagamo z nalogo 1.7:

1=0 =0
n—1 n—1
i+1)?(n—1\ , i . .
a3 ! n? ) ( i )JC (I—2)" ' = n? D (@ 42+ Dby i) =
1=0 =0
(n—12 & 2 (n—1) <= i
= —1.a 2 -
R T
n—1
X
- ﬁan_“(m) =
=0
(n—1)*

n
(n—1)2 n—2 , ( 1) 2 T
— 2 —

n? v n—1 +n—1 + n? +n2
—1 -2 1
:(n )(2" >3+3”2 2+£2_
n n n

od koder sledi
lim n (B,z® — 2°) = 32°(1 — z).

n—oo

Sklepamo lahko, da napaka pada kot O (%)

Naloga 1.7. Numeriéno preverite obnasanje norme razlike ||f — B, fl|le 2a funkcije

fl(x) - \/57 fg(.T) - 33'\/5, f3($> = xQ\/E'
Kaj lahko sklepate iz rezultatov?

Resitev:

Iz dokaza Weierstrassovega izreka (glej [4], str. 18) vemo, da za poljubno zvezno funk-
cijo f zaporedje Bernsteinovih polinomov B, f konvergira proti f v neskon¢ni normi.
Vprasanje pa je, kako hitro konvregira. Predpostavimo, da se vodilni ¢len napake
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A
1 0.2500000000 0

2 0.1844862627 | 0.438414701
3 | 0.1530507046 | 0.460719630
4 | 0.1336583404 | 0.470944966
5 | 0.1201654999 | 0.476898777
6 | 0.1100800173 | 0.48081219
7 | 0.1021724915 | 0.48358562
8 1 0.09575685320 | 0.48565568
9 10.09041599314 | 0.48726060
10 | 0.08587975866 | 0.48854169

Tabela 1.1: Tabela napak aproksimacije funkcije f; ter ocena reda aproksimacije.

”fZ_an2”OO o

0.1481481481 0

0.07676692312 | 0.948483863
0.05123675526 | 0.997167697
0.03820402729 | 1.020279824
0.03034769802 | 1.031713748
0.02512143254 | 1.03662618
0.02140795477 | 1.03767818
0.01864089304 | 1.03649674
0.01650317863 | 1.03414478
0.01480394535 | 1.03130934

© 00 3O ULk Wi~ B

—
S

Tabela 1.2: Tabela napak aproksimacije funkcije fo ter ocena reda aproksimacije.

|f — Bnf|| obnasa kot C'n=®, kjer je C konstanta, eksponent « pa lahko numeri¢no
ocenimo iz napak

en=|lf = Buflloo~Cn™® em=|f—Bnflloa~Cm™*

pri dveh razliénih stopnjah n in m. In sicer je

Iz tabel 1.1, 1.2 ter 1.3 sklepamo, da velja

=Bl =0 (=) M- Buil=0(5). I Busil=0(5).

Grafi Bernsteinovih polinomov stopenj n = 1,2, ..., 10 skupaj s funkcijo, ki jo aproksi-
mirajo, so prikazani na sliki 1.2.
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w [ 1fs-Bulle | o

1 0.3257301140 0

2 | 0.1663312329 | 0.969618007
3 | 0.1124615677 | 0.965236289
4 | 0.08502176846 | 0.972268510
5 1 0.06835390061 | 0.977884829
6 | 0.05715043611 | 0.98184555
7 10.04910197335 | 0.98467160
8 10.04304027580 | 0.98675598
9 1 0.03831057179 | 0.98834641
10 | 0.03451732820 | 0.98959671

Tabela 1.3: Tabela napak aproksimacije funkcije f3 ter ocena reda aproksimacije.

Naloga 1.8. Izracunagte Bernsteinov polinom Byf(x) za funkcijo f(x) = sin(mx) na
intervalu [0, 1]. Primerjajte to aproksimacijo s Taylorjevim razvojem Tyf(x) okrog tocke
xr = % do clenov stopnje 4.

Resitev:
Bernsteinov polinom stopnje 4 za dano funkcijo f je enak

sa= o) (-
:2ﬂ1—@<Vﬂ1—xf+3ﬂ1_@+w@ﬁ>‘

Taylorjev aproksimacijski polinom stopnje n se izrac¢una kot

Zzlf a)(@ - a)’,

kjer je a tocka okrog katere razvijamo. V nasem primeru dobimo

1 1\?> 1 1\*
T4f(l') =1- 571'2 <£L'— 5) +ﬂﬂ-4 (LC— 5) .

V tabeli 1.4 je prikazana razlika med obema polinomoma v tockah (1 ) . Vidimo, da

l

TaylorJev polinom zelo dobro aproksimira funkcuo v okohCl tocke x = NaJVGCJa napaka

T = % Iz shke 1.3, kjer sta obe aproksimacijski funkciji prlkazanl, vidimo, da se graf

Taylorjevega polinoma skoraj prekriva s funkcijo f

Naloga 1.9. Naj bo funkcija f na intervalu [0,1] Lipschitzova, to je

[f(z) = f(y)l < Cle —yl.
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Slika 1.2: Grafi Bernsteinovih polinomov stopenj < 10 za funkcije f; (levo zgoraj), fo
(desno zgoraj) ter f3 (spodaj).

Pokazite, da za vsak x € [0, 1] velja neenakost

C
- By < 7=
@) = B.f (@) < 5 7=
kjer je B, f Bernsteinov polinom stopnje n.

Resitev:
Ker velja B,1 =1 je

0= 8us@) = 3 (10 = (£ ) bt

=0

@ | [Buf(2) = f(@)] | |Baf(2) - f(2)]
0 0 0.019969
i 0.051679 0.005318
z 0.126452 0.958118 - 10~
= 0.199915 0.84857 - 10~
& 0.252469 0.133291-10°°
3 0.271447 0

Tabela 1.4: Primerjava med Bernsteinovim in Taylorjevim aproksimacijskim polinomom
stopnje 4 ter funkcijo f(z) = sin(mx).
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Slika 1.3: Bernsteinov aproksimacijski polinom By (levo) ter Taylorjev aproksimacijski
polinom T} (desno) za funkcijo f(x) = sin(7x).

7 upostevanjem Cauchy-Schwartzove neenakosti ter pozitivnosti Bernsteinovih baznih
polinomov dobimo

1@ - Bus@) <3 (10 -1 (1)) e gbmxx)s

=0

n AN n . )
< ZCQ (:1: — i) byi(x) =C Z <:c2 P Z—2> bni(x) =
n non
i=0

1=0

= C\/22 — 22B,x + B,a2.

Upostevamo, da velja

in dobimo

z(l —x) C
n = 2\/n’

Naloga 1.10. PokaZite, da je Bernsteinov operator, ki polinomu priredi Bernsteinov
polinom, monoton. To je: ce je f > g, potem je B,f > B,g.

[f(z) = Bnf(z)| < C

Resitev:
Bernsteinov operator
B, :C([0,1]) = P,, [+ B.f,

je linearen in pozitiven. Torej je B,f > 0za f > 0. Ce je f > g, potem je
f-9>20 = Bn(f_g):an_BngZO = B.f > Bug,

kar dokazuje monotonost.
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Modul zveznosti w(f, h) funkcije f je na splosnem intervalu [a, b] definiran kot

w(g,h) = ‘xS_u‘ghlg(w) —g(y)l-

z,y€la,b]

Naloga 1.11. Naj bo f € C([a,b]). DokaZite naslednje ocene in lastnosti za modul
zveznosti za funkcijo f na intervalu [a,b].

1. Ce je f Lipschitzova s konstanto C, potem velja w(f,h) < hC.
2. Ce je f odvedljiva, potem je w(f,h) < h||f'].

3. Za modul zveznosti velja w(f,h) = max |f(z) — f(y)]|.

lz—y|<h
4. Velja: limw(f, h) = 0.
h—0

Resitev:
Vse lastnosti sledijo direktno iz definicije modula zveznosti.
Naloga 1.12. Naj bo f poljubna funkcija. Dokazite naslednje ocene in lastnosti za modul
2veznosti.

1. Modul zveznosti je monoton: za h < k velja w(f,h) < w(f, k).

2. Modul zveznosti je subaditiven:
W(f k4 ) < wlf, k) +w(f.h).

3. Iz pogoja w(f, h) = o(h) sledi, da je f konstanta.

Resitev:

1. Trditev ocitno sledi iz lastnosti supremuma.

2. Ce je |x —y| < h+ k, potem obstaja tak z, da je |z — 2| < h ter |z —y| < k. Od
tod sledi

sup [f(x) = f(y)] < sup (If(2) = F() + [f(2) = FW)]) < w(f, k) +w(f, h).

|z —y|<h+k lz—z|<h
|z—y|<k
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3. Pogoj w(f,h) = o(h) pomeni, da je Illirr(l) = 0. Ker velja
—

0 < tim HEHED = @] w(f )
h—0 h h—0  h

[f(x+h) - f(2)|
h

w(f,h)
h

=0,

limita }lLiI%
o
f odvedljiva in odvod je za vsak x na intervalu [a, b] enak ni¢. Torej mora biti f

konstantna funkcija.

obstaja in je enaka ni¢. Iz tega sledi, da je funkcija

Naloga 1.13. Dokazite, da za zvezno odvedljivo funkcijo f odvodi njenih Bernsteinovih
polinomov enakomerno konvergirajo k odvodu f', ko gre n — oo.

Resitev:
Dokazati moramo, da velja

I(Bof) = Flloooy = 0.

Za odvod Bernsteinovega polinoma vemo (gleJ nalogo 1.7), da je enak

-1 (0 (2) s (e

7 upostevanjem Leibnitzovega pravila dobimo

n—1 , Z Z+1
:;f (fi)bnfl,i(aj), &‘E |:E7 - 1

Ker je f’ zvezna funkcija, velja

IBuf" = fll ooy = 0 (1.1)
za vsak n (glej [4]). Dalje je
1(Bnf) = Fllacjon) = 1(Baf) = Bacaf' + Buif = [l o) <
<N (Baf) = Ba-if'llsojory T 1Bu1f" = Fllao o -

Ker velja (1.1) moramo dokazati le Se, da gre prvi sumand proti ni¢ z narascajocim n.
To sledi iz
-1

2; bu-1,i(2) — ilf/ (n Z_ 1) bn-1,i(2)
e

<

| /\

o
~{r2).

kjer je w ( I modul zveznosti za funkcijo f’ na intervalu [0, 1] Ker je f’ zvezna funkcija
oc¢itno velja, da gre modul zveznosti w ( 1, 711) proti ni¢, ce gre ; proti nic. S tem je trditev
dokazana.

bn—l,i(I
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Naloga 1.14. Naj bo f € £'([0,1]). Ce v definiciji Bernsteinovega polinoma za funkcijo
f nadomestimo f (%) s povprecjem funkcije f na bliZnjem intervalu, to je z
1+1
n+1
frii= o+ 1) [T )t

i

n+1

dobimo t.1. Kantorovicev polinom

=" fuibni(x)
i=0

Dokazite, da velja

/
Bn+l

F= ana
kjer je F(x fo

Resitev:
Odvod B;, | F' je enak

B, Flz) = (n+1)zn:AF (n+1)bm(x).

Ker je

(i) = () - () = [ oo [T = [

trditev sledi.

Naloga 1.15. Naj bo x = (2;), a < xg < 21 < -+ < x, < b, zaporedje vozlov in naj
bo

Sie ={f: flyr.,y € P2} NC([a,)

prostor zveznih odsekoma linearnih funkcij. Baza tega prostora so funkcije (H;)?,, defi-
nirane kot

(4,24 +1

;—;?:17 T € [Ty, 7;)
0, sicer
2 S T—Tp—1
H[)(ZL’) — ;117;0, JI'E [$07I1) 7 Hn(x) _ xn—:znn,y xr e [mn_l,mn) '
0, sicer 0, sicer

Operator I g je definiran kot

Lz :C(la,b]) = S1a, Lgf(z)= Z () Hy ().
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1. PokaZite, da je operator I g monoton.

2. Najbox =(0,%1,1,1) in f(x) = sin(rz). Izracunajte I, z f.

Resitev:

1. Naj bo f > g. Dokazati moramo, da je tedaj I, g f > I, £g. Ker so funkcije H;
povsod nenegativne velja

La(f—9) = (f(z:) = g(x:))Hy(z) > min (fl@i) = g(@2)) Z Hi(x)

1=0,1,...,
i=0
Lahko je preveriti, da je
> Hi(x)=1.
i=0
Od tod sledi, da je I z(f — g) > 0 in iz linearnosti dobimo I, z f > I, zg.

2. 'V tem primeru dobimo, da je

hat@) = S @) + Hofe),

kjer sta
dr,  xel0,}) dr—1, z€[}3)
Hy(z) =q2—4z, z€[} 3], Hy(z) =q2—2z, z€[51].
0, sicer 0, sicer

Naloga 1.16. Bernsteinovi polinomi nastopanjo v definiciji zelo znanih krivulj, t.1.
Bézierovih krivulj. Bézierova krivulja B, : [0,1] — R? je definirana kot

Bult) = 3 bibni (1),

kjer so b; € R%, i = 0,1,...,n, kontrolne tocke, ki dolocajo obliko krivulje. Vredno-
sti Bézierovih krivulj racunamo z rekurzivnim algoritmom imenovanim de Casteljauov
algoritem, ki pravi

b(t):=b;, i=0,1,...,n,
bi(t) = (1— )b, "(t) + b1 (1), r=1,2,...,n, i=0,1,...,n—r

Dokazite, da velja
bI(t) = biysbr(t) (1.2)
§=0

ter da je bi(t) enak vrednosti Bézierove krivulje pri parametru t:

by (1) = B()-
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Resitev:
Trditev dokazimo z indukcijo glede na r. Pri r = 0 imamo

0
b)(t) = Z bi1;bo; = biboo(t) = b;
=0

in trditev velja. Predpostavimo, da trditev velja za » — 1 in dokazimo, da velja tudi za
r. Iz lastnosti binomskega simbola sledi naslednja zveza

bnﬂ(t) == (1 - t)bn,1’1<t) + tbnflﬂ;l(t).
Z upostevanjem te zveze in indukcijske predpostavke pa dobimo

r—1

r—1
D (1) = (L= )5~ (1) + 801 (8) = (L =)D bigsbyr (1) + 1D birysbrry(t) =
7=0 J=0
r—1 r
= (=)D birjbra () +1 > biyjbr1;a(t) =
=0 j=1

= Z bivj (1 —1)br1(t) +thr—1j-1(t)) = Z biyjbr;(t).
=0 =0

Zadnji sklep sledi iz (1.2) pri r = n.

Naloga 1.17. Zapisite Bézierovo krivuljo s kontrolnimi tockams
bo == (0, O), b1 == (O, 2), b2 = (8, 2), b3 - (4, O)
ter izracunajte njeno vrednost pri parametru t = % ter prit = %.

Resitev:
Krivulja se glasi

Bs(t) = (42° + 24(1 — 2)2”,62%(1 — z) + 62(1 — 2)?)..

Vrednosti krivulje izracunamo z de Casteljauovim algoritmom, ki ga predstavimo v tri-
kotni shemi. Pri ¢ = 3 dobimo

(0,0)

(0,2) (0,1)

(8,2) (4,2) (2,3/2)

(4,0) (6,1) (53) (%.3)

Zadnji element je tocka na Bézierovi krivulji Bs (%) = (%, %) pri parametru t = %
Podobno iz de Casteljauove sheme pri ¢ = %, ki je enaka
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Slika 1.4: Vmesne tocke de Casteljauovega algoritma za t = 1 (levo) ter ¢t = 3 (desno)
skupaj z Bézierovo krivuljo.

preberemo vrednost B (%) = (%, %). Graficna interpretacija de Casteljauovega algo-

ritma je za oba primera skupaj s krivuljo prikazana na sliki 1.4

Naloga 1.18. Dokazite naslednje lastnosti Bézierovih krivuly:

1. Afina invarianca;
2. Za parametre t € [0, 1] lezijo tocke B, (t) v konveksni lupini kontrolnega poligona;
3. Krivulja interpolira prvo in zadnjo kontrolno tocko;

4. Velja formula
> bibn(t) =Y bujba;(1—1);
=0 =0

Resitev:

1. Afina invarianca pomeni, da podata naslednja dva postopka isti rezultat:

(a) Izracunaj tocko B, (t) na Bézierovi krivulji in jo nato preslikaj z afino presli-
kavo;

(b) Uporabi afino preslikavo na kontrolnih toc¢kah in nato izracunaj tocko z de
Casteljauovim algoritmom.

Preslikava ® : R? — R? je afina, ¢e ohranja afine oz. baricentriéne kombinacije.

To pomeni, da za vsak
n n
T = E 0T, E o = 1,
J=0 Jj=0
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velja
z) = a;P(x).
5=0
Vsako afino preslikavo se da predstaviti v obliki
d(x)=Az +c, AcR™  ccR?
Bézirove krivulje so afino invariantne, saj velja

O(B,(t) = A (i bian(t)) tec= ZAb Dni(1) + chm

= n(Ab +c)b Zcp

=0

2. Tocka B, (t) lezi za vsak t € [0, 1] v konveksni lupini kontrolnega poligona, saj velja

S bui(t) =1, bu(t) 20, teo1].
=0

To pomeni, da je B, (t) konveksna kombinacija kontrolnih tock.

3. Krivulja interpolira prvo in zadnjo kontrolno tocko, saj je

benz bobno( ):bo,
- Zbibm(l) = bnbnn(1) = by
1=0

4. Dokaz je trivialen.

Naloga 1.19. Izpeljite formulo za k-ti odvod Bézierove krivulje. Kako bi vrednosti od-
vodov izracunali s pomocjo trikotne de Casteljauove sheme?

Resitev:
Pomagamo si z nalogo 1.7. Dobimo, da je

dk TL‘ n—k i
—_— t) = ——— A bib,, 1 (t

kjer je A prema diferenca, definirana rekurzivno kot

A%; =b;, Ab; =biy—b, Ab =A (A
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Vrednosti odvodov lahko izracunamo tako, da uporabimo de Casteljauov algoritem na
kontrolnih tockah Ab;, i = 0,1,...,n— 1. Odvod pa se da izra¢unati tudi iz koeficientov
prvotne de Casteljauove sheme direktno. Poglejmo najprej, kako je s prvim odvodom.
Iz formule (1.2) izpeljane v nalogi 1.16 dobimo

n—1

dtB (t) = Z(biJrl —b;)by_14(t) =

=0

n (67 () — By (1)) = nAB ().

To pomeni, da prvi odvod Bézierove krivulje pri parametru ¢ izracunamo tako, da
izracunamo premo diferenco predzadnjega stolpca de Casteljauove sheme in jo pomnozimo
z n. Za visje odvode moramo uporabiti formulo

k
Afb; =Y (—1)F (f) biij,

J=0

ki se jo enostavno dokaze z indukcijo. Z upostevanjem te formule in formule (1.2) dobimo

dk n k
ZBa(t) = I Z ( ) bivibnti(t) =
n! b Ak «—
= o Y ]<j) ;bi+jbn_k’i(t> )

:
:(ni!k)!, (_1)k_j<l{':)b?_k(t): ﬁ!k)!Akbg_k(”

<
I
<)

Izpeljava pove, da dobimo k-ti odvod Bézierove krivulje pri vrednosti parametra ¢ tako,
da izracunamo k-to premo diferenco (n — k)-tega stolpca de Casteljauove sheme in to

: - n!
diferenco pomnozimo z (=1

Naloga 1.20. Izracunajte pruvi, drugi in tretji odvod Bézierove krivulje s kontrolnimi
tockami

bo=(0,0), b =(0,2), by=(82), by=(40)

; _ 1 _ 3
pri parametru t = 5 lert = 4.

Resitev:
V primeru ¢t = % je de Casteljauova shema enaka (glej nalogo 1.17)

(0,0)

(0,2) (0,1

(8,2) (4,2) (2,3/2)

(4,0) (6,1) (5%) (%.3)
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Prema diferenca predzadnjega stolpca se glasi

1
2 (3) = (5:3) - .32 - o)
2 2
d 1
8 (3) - 0o
Drugi odvod je enak
d2

—Bs <1> = 6A%b, (%) =6((6,1) —2(4,2) + (0,1)) = (—12, —12).

od koder sledi

dt?
Tretji odvod je konstanta, in sicer
d3
@B 5(t) = 6A3b; (1) = 6 ((4,0) — 3(8,2) + 3(0,2) — (0,0)) = (—120,0).

Iz de Casteljauove sheme pri parametru t = %, ki je enaka

(0,0)

(0,2) (0,3)

(8’2) (672) (37%5) ’
4.0 (5.3) (55 (%)

dobimo
—83 (3> - 3Ab2< ) - <9,—3>,
4
3 _ 21.2
dt2 (Z) = 6A%b; (

V splosnem je odvod enak

B~ w
N———
Il
—~
=~
[\
|
—_
[\
~—

—83 _3ZAbeZ ),

kjer so

Abg - (O, 2), Abl - (8, 0)7 AbQ - (—4, —2)

Ce bi izra¢unali vrednost odvoda z de Casteljauovo shemo na kontrolnih tockah (Abi)?zo,
bi pri t = % dobili
(0,2)
(8,0)  (4,1) ,
(_4’ _2) (27 _1) (37 0)

od koder sledi ze izracunan rezultat
1
EB;; < ) =3(3,0) = (9,0).

Podobno za t = % ter za visje odvode.
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Naloga 1.21. Naj bodo by, by, by, by kontrolne tocke Bézierove krivulje definirane na
intervalu [a, b] ter bs, by, bs, bg kontrolne tocke Bézierove krivulje definirane na intervalu
[b,c]. Kaksna zveza mora veljati med kontrolnimi tockami, da bosta krivulji C* zvezni?

Resitev:
Krivulji sta enaki

3
X,<u) = Zbibg’i (Z:Z) y u &€ [a,b],
=0

3
uw—>b
Xi(u) = biysbs; <C - b) . u€[bd.
=0

Pri u = ¢ sta krivulji o¢itno zvezni. Ker sta odvoda pri v = b enaka

d 3 2 U—a 3
—X_ = — Ab;by, | —— = —A
du (u)‘“:b b—a; bib (b—a) ’“:b b—a b2,

d 3 o u—"b 3
@X'F(u)‘u:b = c—b ;Abiwbz,z‘ (m) |u:b = mﬁb&

sta krivulji pri u = b zvezno odvedljivi, ce velja

3 3
5o (0 —b2) = —— (bs — bs).

To pomeni, da morajo biti tocke by, b3 ter by kolinearne in v ustreznem razmerju. Ce
zahtevamo samo kolinearnost tock, pravimo, da sta krivulji G* zvezni oz. geometrijsko
zvezni reda 1.

Naloga 1.22. Naj bo B,,(t) = >\ b;b, ;(t) Bézierova krivulja stopnje n. Na to krivuljo
lahko gledamo tudi kot na krivuljo stopnje n + 1. Dolocite njene kontrolne tocke?

Resitev:
Krivuljo B,,(t) lahko zapisemo kot
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Dolo¢imo nove kontrolne tocke bgj,i =0,1,....,n+1. Iz

Bo(t) = (1t + 1)Ba(t) =
SO SO IR (TS
= Zn:bl- (T;)ti(l— )y Z+Zb( )t’“ ¢) (D=6 =
:anﬂ bt Zb i+1 i) =

n+1 .
n+1—1 )
> (M b b b0

1=0

dobimo

bgl): 1-— ‘ bi—*-Lbi_l, @:0,1,,71—1—1
n+1 n+1



Poglavje 2

Optimalni aproksimacijski problemi

Splosni optimalni aproksimacijski problem je slede¢. Dan je normiran vektorski prostor
X ter podprostor (podmnozica) S C X. Za vsak f € X i3¢emo element najboljse
aproksimacije v .9, to je is¢emo tak f* € S, da velja

I = 0l = g 1 = ]

Zanima nas obstoj, enolicnost in konstrukcija elementov najboljSe aproksimacije za
razlicne vektorske prostore, norme ter razlicne podprostore.

Velja sledece: ¢e je X normiran vektorski prostor in S C X konc¢no dimenzionalen pod-
prostor, potem za vsak f € X obstaja element najboljse aproksimacije f* € S.
Pri nalogah bomo potrebovali naslednje definicije:

Definicija 2.1. Naj bo X vektorski prostor. MnozZica K C X je konveksna, ce za vsak
x,y € K in za vsak X € (0,1) velja, da je

A+ (1 =Ny € K.

Mnozica K C X je strogo konveksna, ¢e za vsak x,y € K in za vsak A € (0,1) velja, da

je
Ar 4+ (1 — Ny € intK.

Definicija 2.2. Normiran vektorski prostor X je enakomerno konveksen, ce za vsak

€ > 0 obstaja 6 > 0, da za poljuben par elementov x,y € X, takih da ||z|| = |ly|| = 1,
velja
1
“§(x+y) >1-0 = |f—ygl<e

25
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Definicija 2.3. Normiran vektorski prostor X je strogo normiran, ce za vsak par vek-
torjev x,y € X, y # 0, iz pogoja

2+ yll = [lzll + [l

sledi, da je © = Ay za nek neniceln skalar X.

Naloga 2.1. Poiscite zglede prostorov in podmnoZic teh prostorov, pri katerih element
nagboljse aproksimacje obstaja in je/ni enolicen ter zgled, kjer element najboljse aproksi-
macije ne obstaja.

Resitev:

Ce za prostor izberemo X = R? opremljen z evklidsko normo, za podmnozico S pa izbe-
remo zaprto enotsko kroglo S = {(m, y) € X /a2 4+y? < 1}, potem element najboljse

aproksimacije vedno obstaja in je dolocen enolicno. Ce za S izberemo odprto enot-
sko kroglo S = {(x, y) € X /22 +y? < 1}, potem element najboljse aproksimacije ne

obstaja za noben (z,y) € X \ S. Ce izberemo

S:{(x,y)EX:\/x2+y2§1}\{a:>0,y>0},

potem element najboljse aproksimacije vedno obstaja, a ni enolicen za (z,x) € X \ S,
x> 0.

Naloga 2.2. Naj bo V' normiran vektorski prostor inT" C V' podprostor. Elementev € V
aproksimiramo z elementi iz podprostora T. Zaporedje (uy)ren, ux € T, imenujemo
minimizirajoce zaporedje za v € V', ce velja:

lim ||v — u|| = inf|jv — ¢]|.
k—o0 teT
Naj bo (ug)gen minimizirajoce zaporedje za nek izbran v € V., u* € T pa stekalisée tega

zaporedja. DokaZite, da je tedaj u* element najboljse aproksimacije za v z elementi iz
podprostora T'.

Resitev:
Trditev bomo dokazali s protislovjem. Recimo, da u* ni element najboljse aproksimacije
za v. Torej obstaj tak € > 0, da je

l|lv —u*|| > inf||v — ]| + €.
teT

Ker je u* stekaliS¢e minimizirajocega zaporedja, obstaja podzaporedje (uy;);en, ki kon-
vergira k u*. Za vsak § > 0 torej obstaja tak jg, da je za vse j > jp

|ug, —u*|| < 6.
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Izberimo sedaj 6 = 5. Ker je podzaporedje minimizirajocega zaporedja tudi minimizi-
rajoce, bi moralo veljati
Jim [lo — g, || = inf[lv —¢]. (2.1)
Ker pa je
o= gl = o — " + 0" = | = o — ' = " — g, | >

> (ianv —t|| + 6) — 0 = infljv — t|| + -
teT teT 2

za vse J > jo, enakost (2.1) ne more biti izpolnjena. Iz protislovja sklepamo, da u* je
element najboljse aproksimacije.

Naloga 2.3.

1. Naj bo T C 'V kompaktna podmnoZica. PokaZite, da za vsak v € V' obstaja element
najboljse aproksimacije v € T.

2. Naj bo T C V' kompaktna strogo konveksna podmnoZica normiranega prostora V.
Pokazite, da za vsak v € V obstaja natanko en element najboljse aproksimacije
veT.

Resitev:

1. Za vsak v € V lahko najdemo minimizirajoce zaporedje (vy)reny v 1. Na primer,
za vsak k € N po definiciji infimuma obstaja tak vy, € T, da je |[v — vy =
}nﬂv —t|| + 5. Ker je T kompaktna, ima to zaporedje stekalisce v* € T. Po
€

nalogi 2.2 je v* element najboljse aproksimacije za v.
2. Podmnozica T' C V je strogo konveksna, ¢e Vu,v € T in VYA € (0, 1) velja
Au+ (1= Ao € intT.

Recimo, da obstajata dva elementa t,,t, € T najboljSe aproksimacije za v € V.
Torej velja
lv =1l = [lv =t = inf[lv — 7]
€T

Zaradi stoge konveksnosti za vsak A € (0,1) velja
t3 := At1 + (1 — >\)t2 € intT"
Dalje velja

[ = 5]l = [[Aty 4+ (1 = Mtaf| = [[Mv = 12) + (1 = M) (v = L) || <
< Ao =t + (1 = Nljo — 2| = inf[lv — 2],
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od koder sledi, da je tudi t3 element najboljSe aproksimacije za v. Ker pa je
t3 € intT', obstaja tak § € (0,1), da t3 := t3+ 6(v — t3) 8e vedno lezi v podmnozici
T. Ker pa je

lo = Esll = llv = ts + (v — ta)]| = (1 = O)Jv = ta]| < infflv ¢,

pridemo v protislovje, kar pomeni, da mora biti element najboljse aproksimacije
enolicen.

Naloga 2.4. Dokazite, da prostor R™ z {* normo ni enakomerno konveksen.

Resitev:
Pois¢imo protiprimer. Ce izberemo

z=(1,0,0,...,00" € R", y=(0,1,0,...,0)" € R,
velja

rT+y
2

el = lyll = 1. H:1,|m—yu=z
Naj bo e = 1. Ker je

Tty =1>1-9¢

za vsak 0 > 0, toda ||z — y|| = 2 > ¢, prostor ni enakomerno konveksen.

Naloga 2.5. DokazZite, da je prostor X s skalarnim produktom enakomerno konveksen.

Resitev:
Za dokaz uporabimo paralelogramsko enakost

lz + 1 + llo — ylI* = 2[l2]* + 2]ly|*,

ki velja v prostoru, kjer je norma definirana s skalarnim produktom. Izberimo poljubna
normirana x,y € X ter poljuben € > 0. Poiskati moramo tak § > 0, da bo iz pogoja
|£52]] > 1 — § sledilo ||z — y|| < €. Iz paralelogramske enakosti

o = ylI2 = 2l2]]2 + 2[ly|]2 - 1+ y* = 4 — 4

r+vy 2
2

dobimo, da mora biti
4—4(1 -6 =80 — 4% < €,

2

kar velja za vse 0 <6 <1 —4/1— .

Naloga 2.6. Naj bo X = R"™ opremljen z neskoncéno normo.



29

1. Ali je prostor strogo normiran?

2. Pokazite, da za z = (1,3,2)T ne obstaja enolicen element najboljse aproksimacije
iz podprostora S = Lin{(1,0,0)%, (0,1,0)T}.

Resitev:
Vektorski prostor X je strogo normiran, ¢e za vsak x,y € X iz pogoja

[z +yll = llzll + llyll (2.2)

sledi, da obstajata « in 3, ki nista oba hkrati enaka ni¢, tako da velja ax = Sy oziroma
obstaja tak A, da je x = \y.

1. Odgovor je negativen. Pois¢imo protiprimer. Ce izberemo
z=(110)", y=(1,00),
potem je

[#]loo = lyllec =1, NIz +Ylloo = 2,

in pogoj (2.2) velja. Ker pa sta vektorja £ in y linearno neodvisna, ne more
obstajati tak A, da bi veljalo x = \y.

2. Podprostor S je kon¢no dimenzionalen, zato element najboljse aproksimacije vedno
obstaja. Vsak s € S lahko zapisemo kot s = (a, 3,0)7. Istemo torej tak s* =
(a*, B*,0)T, da bo veljalo

o* _ . _ _ . . . T _
I~ 5%l = minlle — sll = min|(1 3 3,2)7]
= miﬁn max {|1 —al,|3 = 5],2} = 2.

Ocitno pa je minimum dosezen za vse a € [—1,3] ter § € [1,5], kar dokazuje, da
element najboljse aproksimacije ni enolic¢en.

Naloga 2.7. DokazZite, da je prostor X strogo normiran natanko takrat, ko je zaprta
enotska krogla strogo konveksna.

Resitev:
(=) Predpostavimo najprej, da je prostor strogo normiran in dokazimo, da je zaprta
enotska krogla B strogo konveksna. Izberimo poljubna x,y € B ter poljuben A € (0,1).
Ker je

1Az + (1 = Ayll < Allll + (1 = Myll < 1,

moramo pokazati le, da |[Az + (1 — N)y|| # 1. Enacaj bi lahko veljal le v primeru, ko
l|z|| = ||yl = 1 in tedaj bi moralo veljati tudi

Az + (1= Nyl = [[Az] + [[(1 = Ayl
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Z, upostevanjem stroge normiranosti dobimo, da mora obstajati tak «, da velja
Az = a(l — Ny.
Ce to zadnjo relacijo normiramo, dobimo
A=|al(l1=X) oziroma 1= (la|+1)(1—N).
Po drugi strani je

Az + (1 =Nyl =1
Ja(l =Ny + (1 =Nyl =1
la+1[(1 = )\) = 1.

Sledi, da mora biti |a| + 1 = |a + 1| oziroma, da mora biti & > 0. To implicira, da
morata biti x in y enaka. Dokazali smo torej, da je

Az +(1—=Ny| <1
za poljubna x,y € B, x # vy, kar dokazuje strogo konveksnost zaprte enotske krogle.

(<=) Dokazimo sedaj, da iz stroge konveksnosti zaprte enotske krogle B sledi, da je
prostor X strogo normiran. Izberimo poljubna x,y € X, za katera velja

Iz +yll = [lzll + llyll-

Ce definiramo
7=-"_¢B, y= Y_e B,
||| [yl

potem dobimo

[z +yll = llzl] + llyll
)z +llyligl = [l + [y

I
Tl + Tl Tl + T
A7+ (1= N)g = 1,

[l

EEE Ker pa je B strogo konveksna, mora veljati & = ¢ oziroma

kjer smo definirali A =

kar dokazuje strogo normiranost.
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Naloga 2.8. Naj bo X prostor konvergentnih zaporediy z limito 0 in naj bo opremljen z
neskoncno normo:

X = {:I) = (21,2, ...), lim x, = O} ,
n—oo

llz|| = max |z,].
neN

Naj bo
A={zeX:> 27"z, =0}
n=1

zaprt podprostor v X. PokaZite, da za vsak £ € X \ A velja, da ne obstaja element
najboljse aproksimacije za x iz A.

Resitev:
Podprostor A je zaprt, saj je A = f~1({0}) praslika zaprte mnozice zvezne preslikave

fiX =R, fl@)=) 2"z,
n=1
Izberimo poljuben £ € X \ A. Ker z & A je

iQ‘"azn =a#0.
n=1

Definirajmo zaporedje

za katerega velja

Dalje definirajmo

ki lezi v podprostoru A, saj je

i 2 m(") = i 2™ (:cn — 1 _Oéz_Tg,(f)) = 0.
n=1 n=1

Za element najboljSe aproksimacije velja

i —al < li ~ @ = lim — @) = jal,
inf llz —all < lim & —m®| = lim === [|¢"[| = |al
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Izberimo sedaj poljuben @ € A in pokazimo, da pa je ||z — al| > |a|. Ker je z —a € X,
za vsak § > 0 obstaja tak N, da za vsak n > N velja, da je |z, — a,| < . Od tod sledi

la] = iQ"wn—iQ”an 22 n— Qpn) i 27"z, —ap)| <
n=N+1
< ||1;—a,||22 "4 Z 27",
n=N+1
Ce izberemo § = |%\ in upostevamo i 27" =1 dobimo
n=1
N 00
lal (Zzu > 2n> <Hx—a|\22 () Z 2"
n=1 n=N+1 n=N+1
N
H)SEREt Sl "<||w—a||22 "
n=1 n= N+1

> 2 < a2
n=1 n=1

o < [lz —all.

Ker je bil @ € A poljuben, smo dokazali, da element najboljse aproksimacije v A ne more
obstajati.

Naloga 2.9. Naj bo S linearen podprostor v prostoru C (|a,b]) in P : C(|a,b]) — S
aproksimacijski operator, za katerega velja:

1. Pg=g zavse g € S,

2. P(g+h) = Pg+ Ph ter P(A\g) = APg za vse g,h € C([a,b]), A € R,

3. ||P|| = sup % = sup ||Pyg| < oc.
9€C([a;b]) 9€C([asb])
lgl=1

Pokazite, da za vsak g € C ([a,b]) velja
lg = Pyl < (L +[|P[)dist(g, ), dist(g,.5) = inf]ls — g]],

cemur pravimo aproksimacija optimalnega reda.
Resitev:
Izberimo poljuben s € S. Z upostevanjem nastetih lastnosti dobimo
lg—Pgll=llg—s+s—Pgll=lg—s+Ps—Pg| <
<llg = sl +1Ps = Pgll = llg — sl + [P(s = g)|| <
< llg = sl +1P[llls = gll = @+ PIDlls = gll.

Ker velja ta ocena za vsak s € S, velja tudi za infimum in trditev je dokazana.
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Enakomerna aproksimacija

Naj bo vektorski prostor X = C ([a,b]) prostor zveznih funkcij na intervalu [a, b]
opremljen z neskon¢no normo

1 lloo o) = masx [ f ()]

z€[a,b]

Za podprostor izberemo S = P,, prostor polinomov stopnje < n. Ker je S kon¢no di-
menzionalen, obstaja za vsako zvezno funkcijo f element najboljSe aproksimacije p* iz
podprostora S, ki ga imenujemo polinom najboljSe enakomerne aproksimacije.
Izkaze se, da je tudi enolicen. Skonstruiramo ga s prvim ali drugim Remesovim po-
stopkom. Oba postopka sta iterativna in ju ponavljamo, dokler ne dosezemo predpisane
natancnosti.

Naj bo mnozica £ C [a,b] in f € C([a,b]). Minimaks za funkcijo f na mnozici E in
podprostoru P, definiramo kot

M,(E; f) := fé%»n |f = Plloo.s = ,frézi?n max |f(z) = p(x)].

Razliki r := f — p, kjer je p aproksimacijski polinom, pravimo residual.

Izrek 3.1. Naj bo f € C([a,b]). Polinom p € P, je polinom najboljse enakomerne
aproksimacije za f iz prostora P, natanko tedaj, ko residual r = f — p alternirajoce
doseze svojo normo v vsaj n + 2 tockah x; € [a,b], o < x1 < -+ < Xy < Tpa1. 20 f.

Prvi Remesov postopek.
Izberemo zacetno mnozico n + 2 tock

Ey={x;:a<zo<a1 < -+ <apy <b}.

Na k-tem koraku naredimo sledece. Najprej pois¢emo polinom pj; € [P, najboljse enako-
merne aproksimacije za funkcijo f na mnozici Ej. To je polinom, ki zados¢a pogojem

f(z;) —pp(x;) = (—1)im, neklk, 1=01,...,n+1

33
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Nato poiscemo tocko y € [a, b], pri kateri je dosezen ekstrem residuala
(W) = o) = 1f = Pilloo fayy -

Ce je
*
[f(y) = pi(y)| —m <e,
potem postopek kon¢amo, saj smo izracunali polinom na zahtevano natancénost €. V
nasprotnem primeru naredimo zamenjavo tock v mnozici Ej. In sicer zamenjamo eno

tocko iz Fj z izracunanim y, tako da ohranimo alternacijo residuala. Novo mnozico
proglasimo za Fj,; in nadaljujemo postopek.

Drugi Remesov postopek.

Razlika med prvim in drugim Remesovim postopkom je le v konstrukciji nove mnozice
tock Eji1, saj pri drugem Remesovem postopku zamenjamo vse tocke. In sicer med
vsakima dvema zaporednima nic¢lama residuala izracunamo tocko, pri kateri je dosezen
lokalni ekstrem. Te tocke nato sestavljajo novo mnozico Ej1.

Naloga 3.1. Poiscite premico p(x) = kx + n najboljse enakomerne aproksimacije za
funkcijo f(x) = €® na intervalu [0,1]. Uporabite prvi Remesov postopek.

Resitev:
Najprej izberimo zacetno mnozico Ey, ki vsebuje tri tocke iz intervala [0,1]. Te tocke
lahko izberemo kar ekvidistantno:
1
E() — {0, 5, ]_} .

Zaénimo s prvim korakom. I$¢emo polinom p§(z) = kox +no € Py najboljse enakomerne
aproksimacije za funkcijo f na mnozici Ey. Dolocen je z resitvijo sistema linearnih enach

1—n0:m0

1
\/E—Eko—noz—mo

e — ko —ng = mo,
ki je enaka

3

e
4

[

= 0.10521.

1
4

Tocko y, kjer je dosezen ekstrem residuala ro = f — pj;, dobimo z odvajanjem. In sicer
sledi iz enacbe

(e —pj(x)) =" —(e—1) =0,
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dajey =1In(e —1), saj je |p5(0)] = |p§(1)| = mo < In(e — 1). Iz Ey nato dolo¢imo novo
mMnozico

E,={0,In(e—1),1},

pri cemer smo x; zamenjali z y, saj smo tako ohranili alternacijo residuala.
Nadaljujemo z drugim korakom. ReSimo linearen sistem

1—n1:m1
e—1—Fkln(e—1)—ny =-—my

e—ki—ni=my,

in dobimo pj(z) = k1x + ny, kjer sta
1
ki =e—1=1.71828, ny = 5(6 +1In(e — 1) —eln(e — 1)) = 0.894067.

V tem primeru vidimo, da je ekstrem residuala r; = f — p] dosezen kar v vseh treh
tockah iz mnozice E;. Ker residual r; alternirajoce doseze svojo normo v treh tockah
je pi = p* kar polinom najboljSe enakomerne aproksimacije za f iz prostora linearnih
funkcij. Na sliki 3.1 sta prikazana oba koraka Remesovega postopka. Na levi strani so
grafi funkcije in polinomov, na desni pa so prikazani grafi residualov, tocke mnozice Ej
ter na novo izracunana tocka.

Naloga 3.2. Iscemo polinom p € Py najboljse enakomerne aproksimacije za funkcijo
f(z) = sinx na intervalu [0, 7]. Naredite nekaj korakov prvega Remesovega postopka.

Resitev:
Najprej izberemo zacetno mnozico Ey, ki vsebuje Stiri tocke iz intervala [0, 7]. Naj bodo

kar ekvidistantne: )
T 27
Eo = {O, g, ?,ﬂ'} .

Dobimo sledece rezultate.

1. korak:
pi(x) = —0.394862° + 1.24049z,
Ey ={0.,1.0472,2.73266, 3.14159}, m =0
2. korak:
pi(z) = —0.38389922 + 1.19458x + 0.0180304,
E, ={0.,1.62032,2.73266, 3.14159}, m = 0.0180304
3. korak:

pi(x) = —0.3952432% + 1.22558 + 0.0253175,
Es = {0.371796, 1.62032, 2.73266, 3.14159}, m = 0.0253175
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1. korak:

2. korak:

4. korak:

5. korak:

6. korak:

POGLAVJE 3. ENAKOMERNA APROKSIMACIJA

Slika 3.1: Prikaz korakov Remesovega postopka.

pi(z) = —0.4048882> + 1.27152 — 0.0259707,
E, = {0.468154, 1.62032, 2.73266, 3.14159}, m = 0.0275111

pi(z) = —0.4053972% + 1.273932 — 0.0286771,
Es = {0.,0.468154,1.62032,2.73266}, m = 0.0276268

pi(x) = —0.4049872* + 1.27261x — 0.0278896,
Es = {0.,0.468154,1.62032,2.67233}, m = 0.0278896
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7. korak:

pi(r) = —0.4051912% + 1.27294x — 0.0279447,
E; ={0.,0.468154,1.5708,2.67233}, m = 0.0279447

8. korak:

pi(r) = —0.4052852% + 1.27324x — 0.0280036,
Es = {0.,0.471973,1.5708, 2.67233}, m = 0.0280036

Po osmem koraku je razlika med ekstremom residuala ter minimaksom m enaka 2.6-1076.
Na sliki 3.2 so prikazani grafi residualov, na sliki 3.3 pa polinom po osmem koraku iteracij
skupaj s funkcijo f.
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1. korak: 2. korak:

3. korak: 4. korak:

5. korak: 6. korak:
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7. korak: 8. korak:

Slika 3.2: Grafi residualov.

Slika 3.3: Primerjava funkcije (rde¢ graf) ter polinoma (moder graf) dobljenega po osmih
korakih Remesovega postopka.
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Naloga 3.3. Naj bo f € C([a,b]) konveksna funkcija. Aproksimiramo jo s premico po
metodi najboljse enakomerne aproksimacije. Uporabimo prvi Remesov postopek, ki ga
zacnemo v tockah a, ‘%b, b. Dokazite, da se algoritem ustavi po dveh korakih. Ali to velja
tudi za drugi Remesov postopek?

Resitev:
Zacetna mnozica tock je enaka

b
EO = {a,i,b} i
2

Za¢nimo s prvim korakom. Is¢emo polinom pj(z) = kox +ny € P; najboljse enakomerne
aproksimacije za funkcijo f na mnozici Ey. Dolocen je z resitvijo sistema linearnih enacb

fla) —aky—ng=m

f(a+b) —a+bk‘0—n0:—m

2 2
f(b) — bk’o — Ngo = 1m,

ki je enaka

o= 200 (5 (1) 4 ) - GO0 - )

m = 1-11 (—Zf (a;b) +f(a)+f(b)).

Pois¢imo tocko, kjer je dosezen ekstrem residuala ro = f — pj. Odvajamo in dobimo
enacbo

i fla) — f(b
(f (@) = p5(2)) = f'(x) — % = 0.
Oznacimo resitev te enacbe s ¢. Ce je slucajno ¢ = W, potem residual alternirajoce

doseze svojo normo v treh tockah in smo koncali. Sicer pa iz konveksnosti funkcije sledi,

da je
sign (ro(c)) = sign (7’0 (“ ; b))

in nova mnozica tock je enaka

Ey ={a,c,b}.
Nadaljujemo z drugim korakom. ReSimo linearen sistem
fla) —akg —ng=m

c) —cky—mng=—m

I
f(b) — bko — Ny = m,
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in dobimo pi(z) = k1x + ny, kjer sta

fla)—f) _ fl@)(=(b+¢)) +(a+c)f(b) + (a—b)f(c)
a—b 2(a —b) '

ky =

Z odvajanjem residuala r; = f — pj spet dobimo isto enacbo

. fla) — f(b)
(f) = pi(@)) = () - =2 o,
ki ima resitev v tocki c¢. To pomeni, da residual r; alternirajoce doseze svojo normo v
vseh treh tockah iz mnozice E; in je zato p] = p* kar polinom najboljSe enakomerne
aproksimacije za f iz prostora linearnih funkcij.

Z podobnim sklepanjem ugotovimo, da velja trditev tudi za drugi Remesov postopek.

Naloga 3.4. Naj bo f(x) = sin(3z). Na intervalu [0, 2] poiscite polinom najboljse ena-
komerne aproksimacije iz prostora Py.

Resitev:

Polinom najboljse enakomerne aproksimacije iz prostora P, ima to lastnost, da alter-
nirajoce doseze svojo normo v Sestih tockah. Ker funkcija sin(3x) alternirajoce doseze
ckstremne vrednosti 1 v tockah T, T 5T Im 3m IlT 4o holinom najbolj$e enakomerne

aproksimacije iz prostora P, kar nicelna funkcija p* = 0.

Naloga 3.5. Na intervalu [—1,1] poiscite parabolo, ki najboljse aproksimira funkcijo

f(x) = |z|. Za resevanje uporabite drugi Remesov postopek z zacetnimi tockami Ey =
2 112

{_37 33 3}'

Resitev:

1. korak: Naj bo pi(x) = ag + a1z + asx?. Resimo sistem enach

+2a1 4a2+2
0" 3 9 '3 ’
+a1 CL2+1
—a — — =+ =-—=-m
T3 9 "3 ’
ay a9 1
"3 9 "3 ’
2&1 40,2 2
—Qp — (5 — o T 5 = —m,
3 9 3
in dobimo 5
ag 9 a1 =0, axa=1, m=0

Polinom najboljse enakomerne aproksimacije na mnozici Fy je tako enak

2
* 2 =
py(r) =" + 3.
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Nicle residuala ry = f — pf so v tockah

2 1 1 2
2n=—=, 23=—=, 23=—, Z4=—.
1 3 2 3 3= 3 173
Definirajmo Se zp = —1 in poiséimo ekstreme residuala na intervalih [z, z;44], @ =
0,1,2,3. Ekstremi so dosezeni v tockah
1 1
ro = —1, T1= "5 xy = 0, Ty=1g, T4= 5
in sestavljajo novo mnozico F; = {—1, —%, 0, %}
2. korak: Resimo sistem enacb
—a0+a1—a2+1:m,
ay (05} 1 .
Gty Ty Ty
—Qp =M,
aq a9 1
—yg— ———+=-=-m
T2 42
in dobimo
1 0 ] 1
ag=—, ay= as = m=—-.
0 87 1 ) 2 ) ]

Polinom najboljse enakomerne aproksimacije na mnozici F; je zato enak

1
* 2 -

in ima ekstreme tocno v tockah iz mnozice F,. Ker v teh tockah residul alternira, je
p} = p* kar polinom najboljSe enakomerne aproksimacije.

Naloga 3.6. Funkcijo f(x) = 2% na intervalu [—1,1] aproksimirajte po metodi najboljse
enakomerne aproksimacije s polinomi iz prostora P3. Uporabite drugi Remesov postopek.

Resitev:
1. korak: Izberimo zac¢etno mnozico tock

1 1
By=1{-1,-2,0,-,1
0 { ) 27072a }

in naj bo pi(x) = ap + a17 + asz? + azx®. Resimo sistem enach

—ap+ay —az+az+1=m,

+CL1 a2+a3+1

—ag+—— =4+ =4+ —=-—m

0T 4 T8 64 ’
—Qg = MM,

aq (05} as + 1
-y — — — —/ — — -— = —m
2 4 8 64 ’
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in dobimo 15 15
Qo 128 ) a1 07 ¢5) ) as ) m 128
Polinom najboljse enakomerne aproksimacije na mnozici Fjy je enak
15
* _ 2 Y
po(e) =" = o8-

Poisc¢emo ekstremne tocke, ki lezijo med nic¢lami residula, in dolo¢imo novo mnozico

1 1
By =< —1,—/= %1 :
1 { 7\/;707 37}

2. korak: ReSimo sistem enacb

—ap+a;—ax+as+1=m,

ay as as L
—ao—F%—%—i—m‘l—ﬁ——m,
—Qpg =M,
ai a9 as 1

in dobimo
1 1

agg=——""—=, a1 =0, ax=1, a3=0, m=—=.
0 33 1 2 3 33
Polinom najboljse enakomerne aproksimacije na mnozici F; je enak
1
* 2
r)=2"——F=,
pi(x) 373

in ima ekstreme tocno v tockah iz mnozice F;. Ker v teh tockah residual alternira, je
p; = p* kar polinom najboljse enakomerne aproksimacije.

Posplositev polinomske enakomerne aproksimacije:
Funkcije

F o= (fo, fr,o 0 fn)

zadostajo Haarovemu pogoju na intervalu [a,b] C R, ¢e so zvezne in je posploSena
Vandermondova determinanta

fo(wo) fl(ﬂiog oo ful®o)

Vr(zo, 21, ..., 2,) = det _ . ) (: 2 # 0,

folwn) Fiza) - falza)
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za paroma razlicne tocke x; iz intervala [a, b]. Funkcijo

p= Z o fi
i=0

imenujemo posplogen polinom, F = (fo, fi,..., fs) pa imenujemo CebiSev sistem
funkcij.

Ce je F Cebisev sistem funkcij, potem lahko element najboljse aproksimacije iz podpro-
stora Lin{F} poiscemo z Remesovim postopkom.

Naloga 3.7. Funkcijo f(x) = x na intervalu [0,2] aproksimiramo z elementi iz pod-
prostora S = Lin {e®, e**} po metodi najboljse enakomerne aproksimacije. PokaZite, da
lahko uporabimo prvi Remesov postopek in naredite en korak tega algoritma.

Resitev:
Pokazati moramo, da je {e*, e**} CebiSev sistem funkcij. To je res, saj za xg # z; velja

ero €2$0 To . T1( ,T1 0
Vr(xo, x1) = det o g2m ) = €€ (et —e™) £ 0.

Remesov postopek:
1. korak: Izberimo zacetno mnozico Ey = {0,1,2} in naj bo g(z) = ae® + be**. Iscemo
go, ki bo najboljse aproksimiral f na mnozici Ey. Iz reSitve linearnega sistema
—a—b=m,
—ea —e*b+1=—m,

—e?a—e*b+2=m,

ki je enaka
3—¢? 3—e¢ —2+e+e€?
_ h— = — = —0.25991
R (e—1)e(l+e€2)’ " (I1+e€)(1+¢€?) ’
dobimo, da je
. 3—¢* 3—e "
o(z) = ?

T e—e" +(6—1)€(1—|—62)6

Za izracun stacionarnih tock residuala 1y = f — g§ moramo resiti kvadratno enacbo

2B—¢) o (3-¢)

1— _
(6—1)6(1+62)6 e—ed

e =0

v spremenljivki e”. Le ena od resitev kvadratne enacbe je pozitivna in doloca tocko
xr = 1.2021, v kateri je dosezen ekstrem residuala ||f — gg|ls 0,27 = 0.281688. Ker je
razlika med ekstremom in vrednostjo m precej velika, nadaljujemo postopek z novo
mnozico tock £y = {0,1.2021, 2}.



45

Naloga 3.8. Dokazite, da je mnozica funkcij F = {fo, f1,---, fn}, ki so zvezne na
kompaktni mnozici X Cebisev sistem funkcij (zados¢a Haarovemu pogoju) natanko takrat,
ko ima vsak netrivialen posplosen polinom Y ;. a;f; kvecjemu n razlicnih nicel v X.

Resitev:
(=) Recimo, da ima netrivialen posplosen polinom f = Z?:o a;f; vsaj (n+ 1) paroma
razlicnih nicel xg, zq, ..., x,. Torej je

f(l'l> :Zajfj(mi) :O, i:O,l,...,n,
7=0

kar pomeni, da ima matrika Az (o, z1,...,2n) = (fj(2:)); ,_y netrivialen vektor v jedru.
Od tod pa sledi, da je det (Ax(xq, 1, ..., 2,)) = V(xo, 21, ..., 2,) = 0, kar je protislovje
s predpostavko, da je F Cebigev sistem funkcij.
(«<=) Predpostavimo sedaj, da ima netrivialen posplosen polinom kve¢jemu n paroma
razlicnih nicel. Izberimo poljubne paroma razlicne tocke xg,x1,...,x, in si poglejmo
reSitve sistema

Ar(zo, 21, .-, 20) (a5))_y = 0.

Te enacbe dejansko dolocajo nicle funkcije f = Z;L:O a;fj:

flx))=0, i=0,1,...,n.

Iz predpostavke sledi, da morajo biti a; = 0 za vse j = 0,1,...,n. To pa pomeni, da je
matrika Ax(xg,z1,...,x,) nesingularna.
Naloga 3.9. Dokazite, da so funkcije {e®* e®* ... e**} 0 < ap < ag < -+ < Qp,

Cebisev sistem funkcij na poljubnem intervalu [a, b].

Resitev:

Po nalogi 3.8 je dovolj dokazati, da ima vsak netrivialen posplosen polinom " | «;
kvec¢jemu n — 1 razliénih nicel na intervalu [a, b]. Dokazimo to z indukcijo. Zan =1 je to
oCitno res, saj je a1e™® #£ 0 za vsak © € R ter a # 0. Predpostavimo, da trditev velja za
n —1in naj bo p(x) = Y1, a;e®®. Ce bi imel p vsaj n razlicnih nicel, bi enako veljalo
tudi za e~“®p(x). Po Rollejevem izreku bi imel tako q(z) = (e~®p(x)) vsaj n — 1
razliénih nic¢el. Ker je ¢ linearna kombinacija funkcij oblike e(®=®)* = 2.3 ... n,
ki tvorijo Cebisev sistem po indukeijski predpostavki, bi moral biti ¢ = 0, to pa bi
impliciralo, da je tudi p = 0. S tem je dokaz koncan.

et

Naloga 3.10. Dana sta trigonometri¢na polinoma

n

flz) = Z(ak cos(kx) + by sin(kx)),

g(x) = Z(ck cos(kx) + dj sin(kx)),

k=0

kjer so ag,bg, cr,di, € R. Ce velja f(z;) = g(x;) za 2n + 1 razlicnih tocék na intervalu
[0,27), potem je f = g.
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Resitev:
Poglejmo si razliko

n

flz) —g(x) = Z((ak — ¢) cos(kx) + (b — dy,) sin(kz)) =

k=0

n eik:c + e—ik’x eik’z o e—ik:z
= Z <<ak — k) <—2 ) + (b, — dy) (—% )) =
k=0
e NC ok —Ck e —dp\ e | (9 —C bk —dk\ ek .
=e Z(( 5 + 5 )e + 5 % e —.r(e).

k=0

S substitucijo y = € dobimo, da je

e ar —cr by —dp\ ar — ¢, by —dp\ ,_
rly) =y Z(( > T )y+k+( 2 2 )y k)

k=0

polinom stopnje 2n. Ce je torej f(x;) = g(;) za 2n+1 razliénih tock na intervalu [0, 27),
potem morajo biti vsi koeficienti v polinomu r(y) enaki ni¢, od koder sledi

ap = Ck, bk = dk

Naloga 3.11. Dokazite, da ima izmed vseh polinomov p stopnje < n, takih da je
7I1n<%c§1|p(x)| <1, Cebisev polinom T, najvecji vodilni koeficient 2"~
Resitev:
Uporabili bomo izrek, da ima izmed vseh polinomov stopnje < n z vodilnim koeficientom
enakim 1, polinom 2!7"T}, najmanjso neskon¢no normo na intervalu [—1, 1] (za dokaz glej
[4]). Vzemimo poljuben polinom p(x) = a,z" + a, 12" + -+ + a1 + ay, za katerega
velja [[p||oo,(~1,1) < 1. Polinom ¢ := ip ima vodilni koeficient enak 1 in za njegovo normo
velja

M = max |q(x)] > 2"

—i<z<1
Ker je
= = <
_max [p(z)] = max |as|lq(z)] = |an|M <1,
sledi da je
1
. < < 271—1'
anl < 5 <

Za Cebisev polinom T, velja | T lloo,[=1,1] = 1, njegov vodilni koeficient pa je ravno enak
gn-1,



Poglavje 4

Aproksimacija po metodi
najmanjsSih kvadratov

Naj bo X vektorski prostor s skalarnim produktov, norma |- || = 1/ (-, ) pa naj bo in-
ducirana iz skalarnega produkta. Dalje naj bo S C X kon¢nodimenzionalen podprostor.
Za poljuben f € X iscemo tak f* € S, za katerega velja

I = 7 = min [/ = 5.
Element f* imenujemo element najboljse aproksimacije po metodi najmanjsih kvadratov.

Velja, da je f* € S element najboljSe aproksimacije po metodi najmanjsih kvadratov
za f € X natanko tedaj, ko je f — f* L S. Iz tega pogoja pa sledi tudi konstrukcija.

Naj bo {¢1, ¥, ..., s} baza podprostora S. Ker je razlika f — f* pravokotna na S,
mora biti pravokotna na vsak bazni element:

f—f" Ly, i=12...n.
Element f* iSs¢emo z nastavkom

f1=Y" a5
j=1

Pogoje pravokotnosti zapisemo kot

<f_zaj90j780z>:07 i:172a"'7n7
=1

n
=1

Ga = d, G = (<(pj7 Spi>):'fj:1 s d= (<f7 901>)ZL:1 :

Ta sistem imenujemo normalni sistem, matriko G pa Gramova matrika.

kar nam da linearen sistem za neznane koeficiente a = («;) In sicer

47



48 POGLAVJE 4. APROKSIMACIJA PO METODI NAJMANJSIH KVADRATOV

Naloga 4.1. Naj bodo (x1,11), (x2,Y2), -, (Tm, Ym) dane tocke v ravnini.

1. Poiscite premico y = kx + n, ki po metodi naymangsih kvadratov najboljse aproksi-
mara te tocke.

2. Uporabite rezultate na primeru tock (1,2),(2,3),(3,5), (4,8).

Resitev:

1. Is¢emo premico p(z) = kx + n, pri kateri je dosezen minimum izraza
m
Iil}inn Zl(lmz:z +n -y
P

Nalogo lahko resimo na dva nacina.

1. na¢in: Definiramo funkcijo g(k,n) := >/* (kz; + n — y;)* in poiséemo njen
minimum. Parcialno odvajamo in dobimo sistem dveh linearnih enacb
99

=1

dg “
5 (k) = 2;%% +n—y) =0,

ki se v matri¢ni obliki glasi

(En m)6)-Ge) @

Po Cramerjevem pravilu preprosto izracunamo resitev

I — MY Tl — Dy Ti ) e Yi
= =17
m Z:zl x7 — (Z:’il ;)
m — Z:il a3 121 Yi — 221 T Z:il TiYi
— i 7

m ZZL x? - (Z?; ;)

ki doloc¢a premico p.

2. nacin: Preko Gramove matrike.
Podprostor P; napenjata funkciji ¢o(z) = 1 in ¢1(x) = z. Aproksimirajmo
funkcijo f, za katero velja

f(.%'z):yl, i:1,2,...,m,

po metodi najmanjsih kvadratov v podprostoru IP; glede na diskretni skalarni
produkt

m

(f,9) = Z f(zi)g(@;).

=1
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Premica p(x) = kx + n najboljse aproksimacije po metodi najmanjsih kva-
dratov je dolocena z resitvijo Gramovega sistema

(s @) 6)= ()

ki pa je enak sistemu (4.1).

2.
Slika 4.1: Premica, ki aproksimira tocke po metodi najmanjsih kvadratov.

Pri danih podatkih dobimo linearen sistem
30 10\ (kY (55
10 4 n) \18)’

1
— o — =
p(z) =2 5

ki dolo¢a premico

Resitev je prikazana na sliki 4.1.

Naloga 4.2. Dan je interval I = [—1,1] in funkcija f(x) = e*. Poiscite polinom p* € Py
nagboljse aproksimacije po zvezni metodi najmangsih kvadratov.

Resitev:
Podprostor P; napenjata funkciji ¢o(z) = 1 in ¢1(z) = z. Premica

p(x) = agpo(r) + arpi (),

ki aproksimira funkcijo f po metodi najmanjsih kvadratov v podprostoru P; glede na
skalarni produkt

(f.g) = / fa)gla)ds,
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je dolocena z resitvijo Gramovega sistema

(e o) (o) = ()

Skalarni produkti, ki nastopajo v matricnem sistemu, so enaki

in resitev se glasi

Naloga 4.3. Za funkcijo f(x) = sin*z na intervalu [0, %} poiscite element najgboljse
aproksimacije po metodi naymanjsih kvadratov iz podprostora

S = Lin{1,sinz, cosz}.

Resitev:
Element
p(r) = ap + aysinz + ay cos T,

ki aproksimira funkcijo f po metodi najmanjsih kvadratov v podprostoru S glede na
skalarni produkt

(f.g) = / * f(o)g(x)da,

je dolocen z resitvijo normalnega sistema

(1,1) (1,sinz) (1,cosx) ap (1, f)
(sinxz,1) (sinz,sinz) (sinx,cosz) a; | = | (sinz, f)
(cosx,1) (cosz,sinz) (cosz,cosr) an (cosz, f)

Integrale, ki nastopajo v skalarnih produktih, enostavno izracunamo z uporabo Beta
funkcije

us

2 1 1T(p)T
/ sin??™! x cos® ! xdx = §B(p, q) = (p)I'(q)
0

2T(p+q)
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Normalni sistem je tako enak

T 3

; 1 } Qo 16

s — =2

1 I Bl Bl
s

Lg 4/ \@ 5

n ima resitev
—704 + 907 + 4572 —320 + 427 + 1972 320 — 387 — 2172
= ) a1 = y g — .
120 (=16 + 27 + 72) 30 (32 — 207 + 73) 30 (32 — 207 + 73)

&%)

Funkcija in aproksimant sta prikazana na sliki 4.2.

Slika 4.2: Funkcija (rde¢ graf) in aproksimant po metodi najmanjsih kvadratov (moder
graf).

Naloga 4.4. Tocke
(1,0),(2,2),(1,2),(3,2),(1,1),(2,1),(2,0),(3,0),(3,1)
aproksimirajte z elementi iz podprostora Lin{1,e*} po metodi najmanjsih kvadratov.

Resitev:
[s¢emo
p(z) = aopo(z) + aopr(z),  ¢olz) =1, ¢i(z) =¢",
ki aproksimira podatke po metodi najmanjsih kvadratov glede na diskretni skalarni pro-
dukt. Definirajmo vektorja

z:=(1,2,1,3,1,2,2,3,3)", 3:=(0,2,2,2,1,1,0,0,1)"
ter vektorja

" 300(13) = (17 L,1,1,1,1,1,1, 1)T7

o _ 2 3 2 2 3 T
cpl.—gol(m)—(e,e,e,e,e,e,e,e,e)

)
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ki dolocata vrednosti baznih funkcij v . Tedaj velja
(¢0, o) = @5 Py =9,
<9007 901> = (p(j; . (pl = 3(6 _|_ 62 + 63)7
lorpn) = @] oy =3¢ + ' + ),
<f7<)00> :yT‘(p():g’
(fro0) :yT'<P1 :3(€+62+€3>7

kjer smo z f oznacili funkcijo, za katero velja f(x) = y. Gramov sistem je tako enak

9 3e+er+e*)\ [an) 9
3le+e+¢*) 3e+et+e%) ) \ar)  \Ble+e*+¢?)
in ima resitev
Qo = ]_, = 07
od koder sledi, da je iskana funkcija enaka p(z) = 1.
Naloga 4.5. Tocke (—1,0),(—1,1),(0,1),(1,2),(1,3) aproksimirajte s polinomi iz pro-
stora Py po metodi najmanysih kvadratov.

Resitev:
Definirajmo vektorja

T = (_17_1707]-7]->T7 Y= (0,171,2,3)T
in naj bo diskretni skalarni produkt enak

(f.9) = f(@)" - g(z) = Z Fz)g(z).

Dalje naj vektorji

wo = (1,1,1,1,1)",

¢, = (-1,-1,0,1,1)",

©, = (1,1,0,1,1)"
oznacujejo vrednosti baznih funkcij 1,2, 2? komponentah vektorja z. Oznacimo s f
funkcijo, za katero velja f(z;) = vy;, ¢ = 1,2,...,5. I8emo parabolo p(z) = ay +

o127+ apx?, ki aproksimira f po metodi najmanjsih kvadratov glede na definiran skalarni
produkt. Gramov sistem je enak

5 0 4 (&%) 7

04 0 o]l =14

4 0 4 (6] 6
n ima resitev ]
Oé():]_7 (1/1:1, 0[225,

od koder sledi, da je iskana parabola (glej sliko 4.3) enaka p(z) = 14 2 + 32,



Slika 4.3: Parabola, ki aproksimira tocke po metodi najmanjsih kvadratov.
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Naloga 4.6. Tocke (—1,0),(—1,1),(0,1),(1,2),(1,3) aproksimirajte s polinomi iz pro-
stora P3 po metodi najmanysih kvadratov.

Resitev:
Definirajmo vektorja

z = (-1,

_17 07 17 1)T7

in naj bo diskretni skalarni produkt enak

(fig) =

Vektorji

flz)"
i=1
0, = (1,1,1,1,1D)7,
¢, = (—1,-1,0,1,1)"
0, :(1,1,0,1,1)
@, = (—1,-1,0,1,1)"

y:=(0,1,1,2,3)"

naj oznacujejo vrednosti baznih funkcij 1, z, 22, 2% v komponentah vektorja z, f pa naj
bo funkcija, za katero velja f(z;)
Z?:o a;x*, ki aproksimira f po metodi najmanjsih kvadratov glede na definiran skalarni
produkt. Normalni sistem je enak

Y

O = O

= O = O

O = O

:y“’l:

= o O

1,2,...

,b. Istemo torej polinom p(x)

NS SN
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Ocitno je matrika singularna in nimamo enoli¢ne resitve. V tem primeru so resitev vsi
polinomi oblike

1
pa) =1+ (1= Qr+ oo+ ¢, (ER
Problem ni v nasprotju s teorijo. Enoli¢ne resitve ne dobimo, saj so vektorji ¢,, i =
0,1, 2,3, linearno odvisni.
Naloga 4.7. Dokazite, da so funkcije f1, fa,..., fn linearno odvisne natanko takrat, ko
je det G =0, kjer je G = ({fi, f;)); ,—; Gramova matrika.

Resitev:
(=) Naj bodo funkcije fi, fa, ..., fn linearno odvisne. Tedaj obstaja tak & = (a, o, . .. ,an)T,
ki ni identi¢no enak nic, da je

Z Oéjfj = 0.

j=1

Na tej enacbi uporabimo skalarni produkt (f;,-) in dobimo enacbe
Soapfufiy =0, i=12...n,
j=1

ki predstavljajo linearni sistem
Ga =0.

Matrika GG ima nenicelen vektor v jedru, zato je det G = 0.

(<=) Predpostavimo sedaj, da je det G = 0. Tedaj obstaja nenicelen vektor a =
(o1, g, . .. ,Oén)T v jedru matrike GG. To pomeni, da velja

S fif)=0, i=12...n
j=1

Pomnozimo vsako od enacb z «;, sestejmo enacbe in dobimo

ZZO@O&]’ (fi f3) = <Z aifi7zajfj> = Zaifz’

i=1 j=1

2
= 0.

Od tod sledi, da mora biti Z a; f; = 0. To pa pomeni, da so funkcije linearno odvisne.

i=1

Naloga 4.8. Na intervalu [a,b] je skalarni produkt definiran kot

b
(f,9) = / f(t)g(t)dt.

Naj bo f* € P, polinom stopnje n, ki je aproksimacija po metodi najmangsih kvadratov
za funkcijo f € C(la,b]), f # 0. Dokazite, da ima f — f* vsaj n+ 1 nicel na intervalu
[a, b].
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Resitev:
Ker je f* polinom najboljse aproksimacije po metodi najmanjsih kvadratov za funkcijo
f, mora veljati

f—f LP,.
To pomeni, da je za vsak polinom p € P, skalarni produkt
Recimo, da bi imela razlika f — f* le n nicel na [a, b]. Oznacimo te nicle z 1, xq, . .., ;.

Naj bo p(z) = (z — x¢)(z — x1) - - - (x — x,) € P, polinom, ki ima enake nicle kot f — f*.
Tedaj je produkt p(f — f*) na celotnem intervalu [a, b] bodisi pozitiven bodisi negativen
in zato

(=1 = [ (50 = 5 @)t £ 0

Sledi, da mora imeti f — f* vsaj n + 1 nicel na [a, b].

Naloga 4.9. Izpeljite algoritem za izracun ortogonalnih polinomov.

Resitev:

Konstrukcija gre induktivno. Recimo, da smo Ze izracunali druzino ortogonalnih poli-
nomov {pg,p1,...,Pn-1}, Kjer je p; € P;. Naj bo p, € P, polinom z enakim vodilnim
koeficientom, kot ga ima polinom p,_;. Tedaj je

n—1
Pn — TPp—1 = E Q5 nPj-
Jj=0

Ce uporabimo na tej enacbi skalarne produkte (p;,-), i=n—1,n—2,...,1,0, dobimo
~ {@pn—1,Pn1)
Apin = == 13 >
[Pl
_ <'Tpn—2apn—1>
Opgp = =5,
||pn—2”

a,=0, 1=0,1,...,n—3,

kar nam da triclensko rekurzivno formulo. Ker je

n—2

Pn-1 — TPn—2 = E Qi n—1Pi,
=0

dobimo po mnozenju s (p,_1,-) enakost (zp,_a, Pu_1) = ||Pa_1]|’. Od tod sledi, da je

_||pn—1||2
1pa-2’

TPn—15 Pn—
o= (T + an)pn1+ Bupna, Q= _W’ B =
n—1

Ta izpeljava nam da slede¢ algoritem.
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Algoritem za izracun prvih n ortogonalnih polinomov:

1

SR A

po=1
'T )
o = _< Po 1720>
[[Poll
Bi=0

p1= (T + a1)po
for:=2,3,...,n

o = — <5Epi—1,pi2—1>
lpis |
2
Di—
5y il
Ipi—|

pi = (x + o;)pi—1 + Bipi—2

. end

5

Naloga 4.10. Skalarni produkt je definiran kot (f,g) = > f(i)g(i).

i=1
1. Poiscite prve tri ortogonalne polinome.

2. S parabolo aproksimirajte funkcijo f(x) = sin(%F) po metodi najmanjsih kvadratov.

Resitev:

1. Uporabimo algoritem za izracun ortogonalnih polinomov preko triclenske rekur-
zivne formule. Definirajmo vektor = (1,2, 3,4, 5)T in naj bo prvi polinom enak

po(z) =1, p,=(1,1,1,1,1)".
Izracunamo

(xpo,po) 1 7

2 T
Poll” = (Po,Po) =Py "Pop=95 q=—"—>"=—=
H 0” <0 0> 0 " Po 1 ”p0||2 5

in dobimo drugi ortogonalni polinom
pi(x) = (x +a)p(z) =2 -3, p, =(-2,-1,0,1,2)".
Dalje je

<xp07p1>

lpil® = pf -pr =10, ap= -0 = =3, By = )
Y 2 IpolP

od koder sledi

p2(z) = (z + ag)pi(x) + Bopo(z) = (x —3)* =2, p,=(2,—1,-2,—1,2)".
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I =p;

[zracunamo Se ||ps P, - Py = 14. Prvi trije ortogonalni polinomi so tako

pox) =1, p(x)=2-3, pz)=2>—62+7,
ortonormirani polinomi pa so enaki
1 1

ﬁo(:v)Zﬁ, pi(r) = —=(x=3), pa(z) =

22— 6x+7).
T ( )

-
W

Prikazani so na sliki 4.4 (levo).

Slika 4.4: Prvi trije ortogonalni polinomi glede na diskretni skalarni produkt (levo) ter
funkcija in aproksimacijska parabola po metodi najmanjsih kvadratov (desno).

2. Pri racunanju polinoma po metodi najmanjsih kvadratov izrazimo polinome v or-
togonalni bazi

p(z) = aopo(z) + aipi(z) + aspa(z).

Pripadajoca Gramova matrika je diagonalna matrika G = diag(5,10,14). Desna
stran linearnega sistema, ki doloca iskano parabolo, sestoji iz skalarnih produktov

<f7p0> :fT'p0:17
<f7p1> :fT'pl :07
<f7p2> :fT'p2:6>

pri cemer je f = f(z) = (1,0,—1,0,1)7. Od tod takoj sledi, da je resitev

1 3 3 18 16
Funkcija skupaj s tockami, ki jih aproksimiramo, ter parabola po metodi naj-

manjsih kvadratov sta prikazani na sliki 4.4 (desno).
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Naloga 4.11. Skalarni produkt je definiran kot

(f9)=f(D)g(1) +2f(2)g(2) +2(3)g(3) + 2f(4)g(4) + f(5)g(5).
1. Powscite prve tri ortogonalne polinome.

2. S parabolo aproksimirajte funkcijo f(x) = 2 cos*(ZE) po metodi najmanjsih kvadra-
tov.

Resitev:

1. Uporabimo algoritem za izracun ortogonalnih polinomov preko tric¢lenske rekur-
zivne formule. Definirajmo vektor £ = (1,2, 3,4, 5)T ter diagonalno matriko D =
diag(1,2,2,2,1). Prvi polinom je enak

po(l‘) = 17 pO: (17171a171)T'
Izra¢unamo

Tpo, P 1
wp0.20) L ipgyr = 3

2 T
- = (Dp,)T - py =8 _ _ \TPo,Po)

in dobimo drugi ortogonalni polinom
m(z) = (x+a)po(z) =2 -3, p =(-2,-1,0,1,2)".
Dalje je

2 T (xp1,p1) (xpo, p1) 3
ml*=Dp) P =12, aa=-—"F—5==-3, f=—7T—1P" =7,
2" = (D))" 21 e PN E = e 2

od koder sledi
2 3 1 T
pQ('T) = ((L’ + a2>p1(x) +52p0<x> = (I - 3) - 57 Dy = 5(57 _17 _37 _175) .

Izracunamo $e ||po||> = (Dp,)? - p, = 18. Prvi trije ortogonalni polinomi so tako

15

po(z) =1, pi(z)=2-3, poz)=2"—6z+ 5

ortonormirani polinomi pa so enaki

_ 1 1 _ 1/, 15
Pl0) = e Pl = o= 3). le) = e (o004 )

2. Pri racunanju polinoma po metodi najmanjsih kvadratov izrazimo polinome v or-
togonalni bazi

p(z) = aopo(z) + aipi(z) + aspa(z).
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Pripadajo¢a Gramova matrika je diagonalna matrika G = diag(8,12,18). Desna
stran linearnega sistema, ki doloca iskano parabolo, sestoji iz skalarnih produktov

(fspo) = (Df)T Py =8,
(fp1) = (Df)T P =4,
(fip2) = (Df)T Py =0,
pri cemer je f = f(z) = (1,0,1,2,1)". Od tod sledi, da je resitev
p(x) = po(z) + %pl(x) = %x

Naloga 4.12. Dane so tocke (—1,12),(0,7),(1,6),(2,9). Aproksimirajte jih s parabolo
po diskretni metodi nagmangsih kvadratov. Nalogo resite preko ortogonalnih polinomov.

Resitev:
V ozadju problema je diskretni skalarni produkt

(f,9) = Z f(xi)g(;).

Definirajmo
T = (951')?:1 = <_170a 17 2)7 f = (fl)zl:l = (127 776a9)7

s f pa oznacimo funkcijo, ki gre skozi dane tocke. Uporabimo algoritem za izracun
ortogonalnih polinomov. Prvi tak polinom je enak

pO(fE) = 17 Dy = (1717]-’1)T'
Izracunamo

<93p0, Do) L

2 T
Poll” = (Po;Po) =Py "Po =4, a1 =~ =% ‘py=—5
|| 0|| < 0 0> 0 0 1 ||p0||2 4 0 2
in dobimo drugi ortogonalni polinom
1 1
pl('x) = (‘T + al)pO(x) =T — 57 P = 5(_37 _17 173)T'
Dalje je
(zp1,p1) 1 {(zpo, 1) )
leHQZPT.p :57 g = ——— 8 = —— 52:——:__7
o ]2 2 1ol 4

od koder sledi

po(z) = (z + ag)p1(x) + Papo(z) = (x — 1) — Z =% —z—1,

Dy = (]-7 _]-7 _17 1>T
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|> = pI' - p, = 4. Prvi trije ortogonalni polinomi so tako
1

po(x) =1, pi(x)=a— > po(z) =2 — 2 — 1,

Izracunamo Se ||ps

ortonormirani polinomi pa so enaki

]30(37)=%, ﬁ1(f€)=%<x—%), pa(z) = ;(:c —z—1).

Polinom najboljse aproksimacije po metodi najmanjsih kvadratov izrazimo v ortogonalni
bazi

p(x) = aopo(x) + cupi(x) + aapa(w),
kjer so koeficienti reSitev normalnega sistema. Gramova matrika je diagonalna matrika
G = diag(4,5,4). Desna stran linearnega sistema, ki doloca iskano parabolo, sestoji iz
skalarnih produktov

(f.po) = f* - py = 34,
<f7 p1> = f = 57
<fa p2> = f =
Od tod sledi, da je resitev
17
p(x) = 5190(93) —pi(x) + 2pa(x) = 202 — 3z + 7.

Naloga 4.13. Skalarni produkt naj bo definiran kot

mm:/ﬁ@ww

S pomocjo triclenske rekurzivne formule izracunajte prve tri ortogonalne polinome glede
na dan skalarni produkt. Aproksimirajte funkcijo f(x) = €® s parabolo po metodi naj-
mangsih kvadratov.

Resitev:
7 uporabo algoritma dobimo

1
m@=L|%Wj/M=Z

1
1 /1
a1:—§/1xdx:0,
1

mw=%|mwa/ﬁM—

1

2

3

3 ! 2
O./Q:——/ ZL‘SdZL‘:O, By = —3°

1

1 ! 1\? 8
_ 2 = 2: 2 - -
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Gramova matrika je tako enaka G = diag(?, %, i). Desna stran normalnega sistema

1
1
dlz/ e'der =e— —,
-1 €
1

2

dy = / exdr = —,

-1 €

1 2
ng/ e’ <x2—1> d:(::—Q(6 )
-1 3 3e

in parabola po metodi najmanjsih kvadratov je enaka

e — 1 3 15 (e — 7)
p(x) = 7% po(w) + gpl(m) + 4—6292(55) =
15 (e? — 7) 2 +3_$C+62—1 5T
N 4e e 2e 4e

Funkcija ter aproksimacijska parabola sta prikazani na sliki 4.5.

Slika 4.5: Parabola (rdec¢ graf), ki aproksimira funkcijo e* (moder graf) po metodi naj-
manjsih kvadratov.

Naloga 4.14. Skalarni produkt naj bo definiran kot

(fr9) = /1f(t)g(t)dt.

Po Gram-Schmidtovem postopku ortogonalizirajte potence xt, i = 0,1,2, na intervalu
[—1,1].

Resitev:
Naj bo {v1,v2,v3} = {1, 2, 2%}. Modificiran Gram-Schmidtov postopek je sledec.
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1. korak:
1
il = [ do=2,
—1
vi(z) V2
xr)= = 5
M == 3
''V2
ol (@) = vs(2) — (fr,00) fi(2) =7 — / R
—1
L'V2 1
U§1)<x>:’l}3($)—<f1,'l}3> f1<x):x2_/ 7x2d$:$2—§_
—1
2. korak:
1
(1) 2_/ 0, 2
v = rodr = =,
2 » 3
(1)
folz) = 2 () _ @x,
H”(l)‘ 2
2
(@) = ofP(@) = (o, of") fol) =
1 ''V6 1 1
— 2 _ - _ vy 2 _ - _ 2 =
=x 3 /_lzx(x B)dac €T 3
3. korak:
1
<3)‘2 _ 2 1 _ 8
H”?’ /_1 (‘” 3) o= 15
2)
vy () 1 /5,
= =4 /= ~1
f3(x) H“?EQ)H 5\ 5 (32 — 1)

Prvi trije ortonormirani polinomi so tako enaki

fi(z) = g, falz) = ?m, fa(x) = %\/g(?)f — 1) .

Ortogonalni polinomi glede na dan skalarni produkt so t.i. Legendrovi polinomi. Izracunali
smo prve tri, splosna formula pa se glasi

/2 1(—=1)" d” n

Naloga 4.15. Funkcijo f aproksimiramo v podprostoru, ki ga razpenjajo funkcije fi, fo, ..., fn.
Dokazite, da je funkcija
f= Z o fi
i=1

konveksna funkcija v spremenljivki a = (o).

g(a) = ‘




Resitev:
Funkcija g je konveksna, ¢e za vsak A € [0,1] ter za poljubna a, B velja

gAa+(1=X)B) <Agla)+(1—-Ng(B).

V naSem primeru je

n

gQa+(1=NB) =|f- Z(Aai + (1= N)B) f;

=1

<A +(L=N)|f =D Bifi| =
i=1

f— Z o fi
i=1

=Ag(@)+(1-N)g(B),

kar dokazuje konveksnost.

= ()‘_'_(1_)‘))f_)‘zaifi+(1_)‘)2ﬁifi =

63






Poglavje 5

Interpolacija

Splosni interpolacijski problem je slede¢. Naj bo S = Lin{sj,ss,...,s,} € X
podprostor v X in naj bodo A1, Ao, ..., A, linearni funkcionali, ki sestavljajo podpro-
stor A = Lin{A;, Ay, ..., Ay} € X* dualnega prostora k X. Za dan vektor vrednosti
r = (r;)l, € R" i¢emo element v € S, da velja

)\i’U:TZ', Z:LQ,...,?’L.

Kadar tak v obstaja in je dolocen enoli¢no, pravimo, da je interpolacijski problem ko-
rekten. To bo res, kadar sta izpolnjena dva od naslednjih pogojev:

1. linearna neodvisnost funkcij sq, s, ..., Sy,

2. linearna neodvisnost funkcionalov Ai, Aa, ..., A,

n

3. neizrojenost kolokacijske matrike (A;s;)7;_;.

Prva dva pogoja sta izpolnjena natanko takrat, ko je izpolnjen tudi tretji.
Zelo pogosto za funkcionale izberemo

)\’Lf:f(xl)7 i:Oa1727-"7n-

Polinomska interpolacija

Izberemo tocke a = x¢y < 1 < --- < x,, = b in prostor P,. Naj bodo vrednosti r; enake
vrednostim neke funkcije f € C ([a,b]) v tockah z;. Is¢emo interpolacijski polinom p, za
katerega velja

p(z;) = f(z;), 1=0,1,... n.
Lahko ga zapisemo v Lagrangeevi ali Newtonovi obliki.
Lagrangeeva oblika interpolacijskega polinoma:

Ce so tocke x; med sabo paroma razlicne, govorimo o Lagrangeevi polinomski interpo-
laciji. Lagrangeev interpolacijski problem je korekten, saj je kolokacijska matrika kar

65
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Vandermondova matrika in njena determinanta

V(zo, x1,...,2,) = det (a:g)ﬁjzo = H (z; — x;)

0<i<j<n

je razlicna od nic¢ za paroma razlicne tocke z;. Interpolacijski polinom lahko zapisemo v
zakljuceni obliki

p(z) = Z f(@i)lin(z),

kjer so
Sr—u
— — b :
Km(x)—” , 1=0,1,...,n,
oLy — Xy
J=0
J#i

Lagrangeevi bazni polinomi, ki sestavljajo bazo za prostor P,.

Deljene diference in Newtonova oblika interpolacijskega polinoma:

Naj bodo z;, z;41, ..., ;1 dane tocke, ki so vse med seboj razlicne. Tedaj je k-ta deljena
diferenca [x;, x4 1, . . ., x;4k] [ enaka vodilnemu koeficientu interpolacijskega polinoma, ki
se s funkcijo f ujema v nastetih tockah.

Ce velja @; = T;41 = - -+ = T4y, potem je k-ta deljena diferenca enaka %f(’“) (x;), kar je

vodilni koeficient Taylorjevega polinoma razvitega okrog tocke x;.
Pravimo, da se dve funkciji z; ujemata v dani tocki m-kratno, ¢e se ujemata v vrednosti
in v prvih (m — 1)-odvodih.

Deljene diference ra¢unamo s pomocjo rekurzivne formule:

[T, Tig1, - Tign) f =
1 k _ _ _
yf( )(xi)7 Ti = Tjy1 =+ = Titk
[$i7$i+l7~-~,-T5717ws+1:~~7xi+k]f_[wi:$i+l7-~,zr711mr+17-~7zi+k]f’ , 7é ,
Tr—Ts

7 uporabo deljenih diferenc lahko zapisemo interpolacijski polinom v Newtonovi obliki:

n

p(x) = Z(:L‘ —xo)(x —x1) ... (x —xiq) [T0, 21, ..., 2] -

1=0

Napaka interpolacije se za f € C""1([a,b]) izracuna po formuli

f(z) —p(x) =w(zx) [roxy, ... 20, 2] f, w(x):= H(ZE — ;).

Naloga 5.1. Naj bodo x;, i = 0,1,...,n, paroma razlicne tocke. DokaZite, da velja
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n
T —x;
kjer so ; ,(x) = H . Lagrangeevi bazni polinomi.
=0 T; — l’j
J#i

Resitev:
Trditev lahko dokazemo na dva nacina.

1. Za Lagrangeeve bazne polinome ocitno velja

1, 1=y
gi’n(ﬂfj) = 61’,]’ = {0 i .
, sicer
Ker je
() :ZZ o)1= 2 [
X x]
=0 =0 j=0
J#i
polinom stopnje n, ki ima n + 1 nicel xg, z1,...,x,, je r = 0 in trditev sledi.

2. Naj bo f(z) = 1. Interpolacijski polinom stopnje < n, ki se s f ujema v tockah
T, X1, .., Ty, je enak

_ Z F@)lin(x) = Z&,n(x)

Ker pa je funkcija f Ze sama polinom stopnje < n, iz enoli¢nosti sledi, da je f = p,
kar dokazuje trditev.

Naloga 5.2. Za funkcijo f(z) = cos (f) poiscite Lagrangeev interpolacijski polinom, ki
se s f uwjema v tockah (x;)3_, = (—1,0,2,5).

Resitev:
Ker so tocke x; paroma razliéne, lahko interpolacijski polinom p zapisemo v Lagrangeevi
obliki. Ker interpoliramo stiri podatke, je p € P3. Lagrangeevi bazni polinomi so enaki

los(a) = —15(2— )5~ )z, iae) = 152~ )6 — 2)(z + 1),
lys(z) = 1—18(5 —z)x(r+1), Ll33(x)= 910 (x —2)z(x +1).

Interpolacijski polinom

. @2-29)0b-2)z (z-2)(+lz 1 A — ) (x
pla) = - 22200 DD (2= )5~ 2+ 1),

skupaj s funkcijo f in interpolacijskimi tockami je prikazan na sliki 5.1.
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Slika 5.1: Interpolacijski polinom (rde¢ graf) za funkcijo f (moder graf).

Naloga 5.3. Dolocite polinom, ki interpolira tocke
(172)7 (2,0), (47_1)a (6a 3)7 (77 5)

Resitev:
Is¢emo interpolacijski polinom p € P,. Lagrangeevi bazni polinomi se porac¢unajo v

1 1

loa(z) = %(2 —z)(4—2)(6 —xz)(7T—2x), la(x)= E(Zl —2)(6 —z)(7T—x)(z — 1),

lyu(z) = %(6 —2)(7T—2)(xr —2)(x — 1), Lly4(x)= %(7 —z)(x —4)(x —2)(z —1)
laa() = — (2 — 6)(x — 4)(z — 2)(z — 1).

~ 90

Interpolacijski polinom je enak

%(6 )= 2) (@ — 1)(T— )4+

(x —4)(z —2)(x — 1)(T—x) + %S(m —6)(x —4)(z —2)(z — 1)

p(e) =3 (2 = 2)(4 = 2)(6 — 2)(7 — 2) -
3
"0

in je prikazan na sliki 5.2.

Naloga 5.4. Dana je mnoZica paroma razlicnih tock
A=A{xp,z1,...,2,}
in njena podmnoZica B = {wy,wy, w3} C A. Naj bo f funkcija in p; interpolacijski

polinom za f na mnozici (A — B)U{w;}. S pomocjo polinomov p; poiscite polinom p, ki
bo interpolacijski za f na vsej mnoZici A.
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Slika 5.2: Interpolacijski polinom na danih tockah.

Resitev:
Polinomi p; so stopnje n — 2 in zanje velja

Polinom p stopnje n, za katerega velja
plar) = flz), zw€A, k=0,1,...,n,

je enak
p(x) = bi(x)pi(x) + lo(w)p2(7) + l3(7)p3(),

kjer so ¢; Lagrangeevi bazni polinomi na tockah wq, ws, ws:

(= wo)(z — ws) ) - (x —wy)(z — ws)

hiz) = (w1 — wy)(wy — ws)’ blo) = (wa — wy) (w2 — ws)
B (x —wp)(z — wy)

l3(x) = (ws — wy) (w3 — wa)

Naloga 5.5. Naj bo
®(a,r,y) = ag + a1x + axy + azx® + aygzy + asy’.

Poiscite mnoZico Sestih razlicnih tock (x;,y;) € R?, za katere interpolacijski problem
b(a,x;,y;) = 2z, 1 =1,2,...,6, ni korekten. Pri tem so z; € R poljubne vrednosti.

Resitev:
Problem je korekten, kadar interpolacijski polinom obstaja in je enolicen. V eni dimenziji
je interpolacijski problem korekten natanko takrat, kadar so interpolacijske tocke (z;)I,
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paroma razli¢ne, saj je v tem primeru Vandermondova matrika V' (zg, x1,...,x,) glede
na standardno bazo neizrojena.

V visjih dimenzijah je korektnost problema odvisna od izbire interpolacijskih tock.
V nasem primeru je interpolacijski polinom dolocen (teoreti¢no) z resitvijo linearnega
sistema V (a;)7_, = (2;))_y, pri Cemer je matrika enaka

1=

1 20 Yo 23 Zoyo U3
1z oy 2wy o3
v |1 v 13w v
1 w3 ys 3 w3ys U3
1 x4 ys 23 zays Y3
1 x5 ys 22 5ys VP

Ta matrika je singularna, ¢e za interpolacijske tocke izberemo na primer

{(L,y;), i=0,1,...,5}

ali
{(ZEi,Ii), 220,1,75}

Mnozica tock, pri kateri je interpolacijski problem korekten (matrika je nesingularna) se
imenuje unisolventna mnozica. Mera mnozic tock, ki niso unisolventne, je nic.

Naloga 5.6. Hermitova interpolacija: Naj bo f € C! funkcija in naj bodo xo < 11 <
-+ <z, dane tocke. Poiscite take bazne polinome A;, B; € Po, 11, da bo

Hopiy = Z f(xi) A + Z f'(z:) B
=0 =0

interpolacijski polinom, ki se z dano funkcijo ujema dvakratno, to je
Pont1(xi) = f(x:), Dhpar (i) = fl(z), i=0,1,...,n.
Pomagajte si z Lagrangeevimi baznimi polinomi.
Resitev:
Iz interpolacijskih pogojev in zapisa interpolacijskega polinoma sledi, da morajo bazni
polinomi zadoscati naslednjim pogojem:
Ai(x;) = by, Ai(z;) =0,
Bi(z;) =0,  Bj(z;) = 0y,
S pomocjo Lagrangeevih baznih polinomov, za katere velja
Uin(xj)=10i5, 4,j=0,1,...,n,
jih lahko zapisemo kot
Ai(x) = (1 — 20 (w)(x — a:l)) E?n(x)

i =0,1,...,n.
Bi(z) = (x — z:)2, (), ' !
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Naloga 5.7. Dana je funkcija f(x) = 1_%.

1. Preko deljenih diferenc poiscite interpolacijski polinom stopnje 5, ki interpolira
funkcijo f v tockah x =0 in x = 1 trikratno, to je v vrednosti, prvem in v drugem
odvodu. Izracunajte njegovo vrednost v tocki x = %

2. Cim bolje ocenite napako

;g[gf;]\f (z) — p(z)|.

Resitev:

1. Interpolacijski polinom p mora zadoscati naslednjim pogojem:
p(0) = f(0) =4, p/(0)=f(0)=-4, p"0)=r"(0)=8,
p)=f1)=2 pO)=r(1)=-1 p"1)=r1)=1

Ker interpoliramo Se odvode, ga bomo zapisali v Newtonovi obliki. Izracunamo
tabelo deljenih diferenc

T

04

014 —4
014 —4 4
112 =2 2 =2
112 -1 1 -1 1
e

pri ¢emer uporabljamo rekurzivno formulo za deljene diference. Diagonalni ele-
menti nam dajo koeficiente polinoma v Newtonovi obliki v bazi iz prestavljenih

potenc
{1,2,2*,2°,2°(x — 1), 2%(x — 1)*} .
In sicer je
1
p(z) =4 —dr+42* - 223 + 23 (x — 1) — 5903(33 —1)%4

Vrednost polinoma pri t = % dobimo s Hornerjevim algoritmom, prilagojenim za
bazo iz prestavljenih potenc. Iz sheme

-1 -2 4 -4 4
r=1 L5 _2 48 8
2 4 8 16 32 64
_1 5 20 43 85 171

2 4 8 16 32 64

preberemo vrednost polinoma

1y _ 171
P\2 )~ 61"
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2. Pri oceni napake uporabimo izrek, da za poljubno f € C™+Y(I), kjer I vsebuje vse
interpolacijske tocke, velja

f(x) =pu(z) +w(x) [T, 21, .. s 0, 2] f, w(x) = (z —x0) (T —210) -+ - (T — ),

pri ¢emer je p, interpolacijski polinom, ki se s funkcijo f ujema v tockah xg, x1, ..., x,.
V naSem primeru je

f(z) = p(z) = 2*(z = 1)°[0,0,0,1,1, 1, 2] .
Za deljeno diferenco velja

FO©)

[070’07 171717l’]f: 6! Y

kjer je &€ € [0, 1] poljubna tocka. Ker je

ey A-nl(=1)"
F©) = (R

padajoca funkcija, je
||f(6)||oo7[0,1] =4-6! = 2880.
Dalje je

1 1
2%z~ 1| = fa(a — D" <

£ 64
za vse x € [0, 1]. Ocena za napako interpolacijskega polinoma je tako enaka
1 2880 1
— < /0 =
max (@) = p(@)l < &= = 7

Naloga 5.8. Poiscite Hermitov interpolacijski polinom, za katerega velja

1
p(0)=-2, p(0)=35 p)=2 p1)=
Izracunajte njegovo vrednost v tocki x = 2.

Resitev:
Interpolacijski polinom zapisemo v Newtonovi obliki. Izracunamo tabelo deljenih dife-
renc:

;0 0 0 O 0 0
0/—-2 0 0 0 0 0
0j-2 1 0 0 0 0
1] 2 4 % 0 0 0
1 15 9
TR I
8 B )
3|4 1 _1 _17 _ 8 497
3 3 48 144 132
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Diagonalni elementi nam dajo koeficiente polinoma v Newtonovi obliki v bazi iz presta-

vljenih potenc
{1,2,2°,2°(x — 1),2°(z = 1)*,2°(x — 1)*(z — 3) } .

In sicer je
1 7 29 23 497
p@) = =2+ Jet oo’ — (@ — 1) + Tat(e —1)° = oa?(e —1)°(x = 3)
(glej sliko 5.3). Vrednost polinoma pri t = 2 dobimo s Hornerjevim algoritmom, prila-

gojenim za bazo iz prestavljenih potenc. Iz sheme

_497 23 _29 7 1 9
432 8 4 2 2
_ 497 1739 1393 119 227
T =2 0 432 432 432 216 108
_ 497 1739 1393 119 227 11
432 432 432 432 216 108

preberemo

1\ 1
P\2 )~ 108

Slika 5.3: Hermitov interpolacijski polinom.

Naloga 5.9. Poiscite interpolacijski polinom p, za katerega velja
p(0)=-2, p(1)=2, p(3)=4, p4)=-10.

Razvigte ta polinom v Taylorjev polinom okrog tocke x = 2.
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Resitev:
Izracunamo tabelo deljenih diferenc:

-2

2 4

4 1 -1
-10 =14 -5 -1

B~ w = o8

in iz diagonalnih elementov dobimo interpolacijski polinom
p(r) =244 —z(x—1) —z(z —1)(x — 3)

zapisan v bazi

{Lz,z(x —1),z(z — 1)(z — 3)}.

Vrednost polinoma pri £ = 2 dobimo s Hornerjevim algoritmom, prilagojenim za bazo
iz prestavljenih potenc. Iz sheme

-1 -1 4 -2
x =2 1 0 8
-1 0 4 6
preberemo vrednost polinoma
p(2) =6.

Koeficienti v spodnji tabeli dolo¢ajo polinom p v novi bazi
{].,ZL‘ — 2, (l’ - 2)1’77 (ZE - 2)[)3(1‘ - 1)}a

n sicer

p(z) =6+4(x —2)+0(x — 2)x — 1(z — 2)z(x — 1).

Ce postopek ponovimo in izra¢unamo

-1 0 4 6
T =2 -1 -2 0
-1 -1 2 6

dobimo, da je p enak
p(z) =6+2(x—2)— (v —2)* — x(z — 2)°.

Ce postopek izvedemo Se enkrat

-1 -1 2 6
T =2 -2 0 0
-1 -3 2 6

dobimo polinom p v Taylorjevi obliki:

p(z) =6+2(x —2) —3(z — 2)* — (z — 2)°.
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Na drug nacin bi lahko Taylorjev polinom izracunali iz razsirjene tabele deljenih diferenc,
ki jo dopolnjujemo navzgor v smeri od desne proti levi:

2|1 6

21 6 2

216 2 =3

0] -2 4 -1 -1
1 4 0 -1
3 -1 -1
4 -1

Naloga 5.10. S pomocjo deljenih diferenc zapisite enacbo polinoma ¢im niZje stopngje,
za katerega velja

Resitev:
Izra¢unamo tabelo deljenih diferenc

i
0] 1
0] 1 2
o1 2 3
1]-1 -2 —4 -4
1|-1 3 5 9 2
7
2|4 5 2 -3 -2 D
in dobimo
11 29 79
p(x):1+2x+§x2—?x3+?x3(§v—1) §x3($_1)2

Naloga 5.11. Poiscite splosno formulo za deljeno diferenco

[ ] T
Lo, L1y, Tp ,
07 14+

kjer so x; # xj, © # j, paroma razlicne tocke.

Resitev:
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[zracunajmo najprej deljene diference za n = 1,2, 3:

r2 _ _T1
[z0, 11]f = ez e : )
To — X1 (1 +l’1)(1 +I’2)

€z T 1 o 1
(o, x1, 22| f = (71, 2] (H_x) — [x0, 1] (H_x) _ Ote)(tes)  (dwo)(te) _
0y L1, L2 To — X To — X0

—1
T Atz +a)(l+as)

(20, 21, 22, 23] f = (w1, 22, 23] (73;) — [wo, 21, 22] (785)
) ) 9 — _

T3 — Zo
-1 -1
_ (tzy)(+az)(1+es) (o) (I4a1)(1+a2) _
I3 — o
1

Od tod sklepamo, da je
x (—1)n*t

(20,21, s (1—1—3:) T Otz tz1) (Lt

Dokazimo to formulo z indukcijo. Za n = 1 formula velja. Deljena diferenca na n + 2
tockah pa je enaka

[T1, %9, ..., Tpi1] (HLE) — [xo, 21, .., 2] (HLI)
[x0,$1,$2,...,$n+1]f: =
Tn+1 — To
(=pn+! (=t
LP. (1+a1)(1+@2)(14@nt1)  (A+xo)(A+@1)(14+xn)
Tp+1 — To
(-1

T At z0) I+ 21) (L4 Tns)

kar dokazuje formulo.

Naloga 5.12. Naj bodo x;, + = 0,1, ..., n, paroma razlicne tocke. DokaZite, da velja

[xo,xh...,mn]fzz%’
i=0 i

n

kjer je w(z) = H(z — ;).

=0
Resitev:
Deljena diferenca je po definiciji vodilni koeficient interpolacijskega polinoma

focz sz_x]

i




7

ki se z funkcijo f ujema v tockah xg,x1,...,x,. Vodilni koeficient je enak
En f(xi) |"| —
- " T; — ZL’j
=0 7=0
J#i
Ker je
[ [z —2)) = /(=)
J=0
J#i

trditev drzi.

Naloga 5.13. Naj bo f poljubna funkcija in naj bo
w(z) = (r —xo)(x —x1) -+ (T — xy),

kjer so xg,x1,...,x, paroma razlicne tocke. DokaZite, da velja

i zi f(xi) o [0, T2, Tal f — 20 [20, 71, ...,:z:n_l]f'

— w'(x;) B (xn — x0)

Namaig: Uporabite Leibnitzovo pravilo.

Resitev:
Leibnitzovo pravilo za racunanje deljene diference produkta dveh funkcij se glasi

n

[0, 1, ..., x,|(gh) = Z[azo, Ty Ti|G[Tiy Tigas o .o T
i=0

V naSem primeru vzamemo ¢(z) = x ter h(x) = f(x). Dobimo

[0, 1, ..., ) (xf) = ([wo]) ([0, X1, - - ., 20 f) + ([0, 1]2) ([21, 22, - - -, 0] f)+
([0, w1, wa)) ([T, 23, . .y TR f) + -+ ([T, T1s - -, B0 @) ([20] f) =
([zolx)([xo, z1, - s @al f) + ([xo, walz)([x1, 224 - @R ),

kjer smo upostevali, da je [xg, 21, ..., x;Jx =0 za i > 2. Ker je

[zo]x = xo, [T, 1] =1

ter
[l’o,xl,...,l’n]f = [xl’xz"“7xn]f_ [xoaxlw"axn—l]f,
Tp — X
dobimo, da je
[IO T X ](ZL’f) _In [:Ulsz’“"x"]f — o [1'0,.’131,...,$n,1]f
s L1y .oy Ty = ‘

(xn — x0)
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Po nalogi 5.12 je leva stran enaka

S tem je naloga dokazana.

Naloga 5.14. Naj bo f € C'([a,b]) in naj bo v okolici tocke x1 € [a,b] dvakrat zvezno
odvedljiva. Dokazite, da je

d
oz, 2]f) € C(la, b]).

Resitev:
Ker je

f/<£L‘1), r =7,

f(z1)—f(z)
[xhl']f: { z1—x I‘%‘rl?

je [x1, 2] f zvezna funkcija spremenljivke z. Iz

d (f(xl) - f(x)) _ @) —a) + (f(e) = f=@))

dx T —T (x1 —x)?

sledi, da je funkcija - ([21, 2] f) zvezna povsod razen morda v tocki z1. Ce naj bo zvezna
tudi v x1, potem mora veljati

—f@)o =)+ (f) = f@) T )

y
v (21 — 7)

kjer je izraz na desni strani enacbe po definiciji enak odvodu v tocki x;. Pokazimo, da
gre razlika leve in desne strani, ki se poenostavi v

o @00 (F@) & (@0) + 24 1) = 2f(0)

21 (x — 3;'1)2 ’

proti ni¢, ko gre x — x1. Ker je f v okolici tocke x; dvakrat zvezno odvedljiva, je

fla) = fa) + fla)e— o) + 3 7@ ) €efwm)
fl@) = fl(@) + (&)@ —21), & €z, m]

Upostevamo ta dva razvoja in dobimo

tim =)@+ ) +27@) = 27@) _ g ey - prie)) —o.

Tr—xT1 (J,’ — ]jl)2 Tr—T1

Sledi, da je “([21,2]f) zvezna na celem intervalu [a, b].
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Naloga 5.15. Funkcijo f(x) = sin(x) interpoliramo v tockah 0, 12 % Ocenite napako
na intervalu [O, %] pri Lagrangeovi in Hermitovi interpolaciji.
Resitev:
Ker so interpolacijske tocke ekvidistantne, lahko pisemo
xg=0, x1= 17T2—a:0—|—h x2:%:x0—|—2h,
kjer je h = {5. Razlika med funkcijo in Lagrangeevim interpolacijskim polinomom je

enaka
|f(z) = p(z)| = |(z — zo)(z — 21)(x — 22)[20, 21, T2, ] f| =
= |(z — w0)(z — 2)(z — )] 5 |FD(E)

zanek £ € [0, Z]. Izratunajmo najprej ekstrem funkcije w(z) = (z —zo)(z — 1) (z — z2).
Iz

W'(z) = 32° — 6hx + 2h* = 0

()
b))

(3) _ _
17 oz = o @lloc o) = 1

6

dobimo dve stacionarni tocki

HwHOO’[O’%] = max{ w

Doloéimo Se

Od tod sledi
2\/§ w1 B \/g 3

If = Plocfoz) € =5 1355 = 37198 = 115107
Pri Hermitovi interpolaciji se napaka izraza kot
|f(z) —p(x)| = ’@ - xo)Q(x - 971>2(95 - $2)2[$07$0,$1,$1,$2,$2af]f| =
= [(z — 20)*(x — 21)*(x — 72) | |f &)l
Ker je
17Ol o) = 502l foz] = 5

dobimo z uporabo zgornjih ocen

203 T 1 =S
. ——————11 1073. = 3.312- 1078,
If =Pl [6]—< 9 123> 612 9720126 51077 =3.312- 107
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Naloga 5.16. Gladko funkcijo f interpoliramo s polinomom p v tockah xg, 1, ..., xn, ki
so paroma razlicne in niso nujno urejene po velikosti. Naj bo h := — max 1|xi+1 — ;]

1=0,1,...,n—

i [ = | minx; , maxx; | najmangsi interval, ki vsebuje vse tocke. Izpeljite oceno
i=0,1,...,n—1 i=0,1,...n—1

£ oo ; g

— <
1 =l < oS
Resitev:
Po formuli za napako velja
”f _pHOO,I = ’(x - xO)(x - xl) ce (:L‘ - xn)[x()axla ces 7xn]f’ <
f(n+1) 6
< |z —zo)(x —21) ... ( — )] ﬁ

Izberimo poljuben x € I in ocenimo |(x — xo)(z — 1) ... (x — x,)|. O¢itno obstaja tak
indeks j, da je z; <z < x4, ali pa xj41 < 2 < x;. Brez skode za sploSnost privzemimo,
da velja prva moznost. Tedaj je

i — T || — x| B2
o o < j Jj+1 j+1 J| < -
[(z = z)(z — zj31)| < 5 5 <3
Dalje je
v —zja| <o —aj + 2 — | <o — x| + |z — 2] <20,
|2 —zjo| o — 2y @i — 30| <o — x|+ |vjo1 — z5-0| < 3D,
|lv — 20| < (j+ 1)h.
Podobno je

|z — @jpo| < |2 — @y + @ — yao| o — 2|+ 2550 — 3542 < 25,

|z — s <|v—2jp0+ Tjro — 23| < |v— Tjp0| + |Tj10 — zj43] < 3R,

|z — x| < (0 = 5)h.

Skupaj velja

(z —xo)(x — 1) ... (r —2,)] £ max {hzz~hj(j+1)!'h”j1(n—j)!}:

§=0,1,...n—1
hn+1
= n!,

4

od koder sledi

hn-l—ln! ‘ H{(n+1)‘)"oo _ (hn-l—l )||f(n+1)|| Ve eI
4 n+1)! 4(n+1 o '

[f(z) —p(z)] <
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EKVIDISTANTNE TOCKE. Ce so interpolacijske tocke ekvidistantne s korakom h,
x0=0, x;=x9+1th, 1=0,1,...,n,
in je x = x¢ + th, potem lahko interpolacijski polinom zapiSemo kot
th) = A 5.1
plaot ) =3 (;)8% 6.1

kjer je A prema koncna diferenca, definirana rekurzivno kot

Afy=fo, A'fo=Afr= foy1— fo,
A fr=AN""fr = AT > 1,

in fo = f(x). Obliko (5.1) imenujemo prva Newtonova oblika interpolacijskega polinoma

za ekvidistantne tocke. Ce so tocke indeksirane v obratnem vrstnem redu,
1'0:(), l',i:l'o—ih, izO,l,...,n,

potem je
oo oh) = (-0 () (52)
i=0

kjer je V obratna konc¢na diferenca, definirana rekurzivno kot

Vfe=fo, V=Vfi=fo— fo,
V' fo = Vrflfg — Vrflfgfl, r > 1.

Obliko (5.2) imenujemo druga Newtonova oblika interpolacijskega polinoma za ekvidis-
tantne tocke.

Naloga 5.17. Podane so naslednje vrednosti gladke funkcije f:

X 0 02 04 06 08 1
flz): =1 3 2 4 6 1

S pomocjo interpolacijskega polinoma izracunagte priblizek za vrednost funkcije f v tocki
x = 0.5.

Resitev:
Upostevajmo, da so tocke ekvidistantne s korakom h = 0.2:

$0:0, Ii:$0+ih, 220,1,,5
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Naj bo x = th. Interpolacijski polinom je enak
° [t
p(th) = 2; () A fy.

Preme diference izra¢unamo s shemo

x; | AD AT AT A3 AT AP
0 |-1

02| 3 4

04| 2 -1 -5

064 2 3 8

086 2 0 -3 —11
111 -5 -7 -7 -4 7

Diagonalni elementi so vrednosti, ki jih potrebujemo. Interpolacijski polinom je tako
enak

M- D=1 | HE-D(E-2)(t-3)

24

—11

tt—1
mmp>4+u—5(2)+8

Ht —1)(t — 2)(t — 3)(t — 4)

+7 5

Ker nas zanima priblizek za vrednost funkcije pri x = 0.5, moramo izracunati vrednost
polinoma za t = 2.5. 7 uporabo algoritma za racunanje vrednosti interpolacijskega
polinoma dobimo

675

f(0.5) ~p(2.5) = %G

Naloga 5.18. Naj bodo x; = xo +1th, it = 0,1,...,n, ekvidistantne tocke. Dokazite, da
velja:
A" f(z)

1 [zo, 1, .., 7] f = o

2. V" f(x0) = A" f(2_yp),

n

n .
3. V" f(z) =) ( ) (1) f(zo—;).
— \J
J
Resitev:
Vse tri trditve lahko dokazemo z indukcijo.

1. Za n =1 formula velja, saj je

(20, 71]f = f(x1) = f(0) _ f(x1) = f(zo) _ Af(xo).
’ 1= Zo h 1'h
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Ce predpostavimo, da formula velja za n, potem velja tudi za n + 1, saj je

[T1, 22, ..o, Ty T [ — [0, 21, ..o 2 f
[0, X1, .oy Ty Tpya]f = PR =
e 1 (Anf(xl) _ Anf($0)> _
(n+1)h nlhn nlhn
B An+1f(.1130)
~(n 4 DIt

2. Za n =1 dobimo
V(o) = f(mo) — f(x—1) = Af(z1).

7 uporabo indukcije pa sledi

V' f(wg) = VP f(x0) = VP f () A" () — A" f(z ) =
= An+1f(l‘_(n+1)).

3. Prin=1]je
V) = flon) = fle) = 3 () (-1 )

7 indukcijo dobimo
V' f(xg) = VO fwe) = V' f(200) =

LL: i (n> (1) f(zoy) — "0 (n> (1) f(we1-y) =

=0 \J =0
_ i} (Z‘) (1) f(ze_j) — HZT (j " 1) (=17 fwey) =
S () ) -

Naloga 5.19. Naj bo
() = Zdz(aj —zo)(x—x1) - (x —xi1), dii=[x0,21,. .., %),
i=0

interpolacijski polinom v Newtonovi obliki. Zapisite algoritem za izracun koeficientov
tega polinoma v standardni bazi.
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Resitev:
Is¢emo koeficiente ¢;, i =0,1,...,n, da bo

() = o+ 12 + com® + -+ cpa™.
Polinom lahko napisemo kot

po(z) =do+ (x —20) (dy + (. — 1) (do + (x — 22) (... (dp1 + (x — Tp1)dp) .. .)))
Definirajmo
p(x) =dp1+ (x — 2p_1)dy, =t c10 + 117,
pi(x) ==dpi + (T — 2p_y)pic1 = Cio+Cinx+ -+ cmmi, i=2,3,...,n.
Poglejmo si povezavo med koeficienti ¢; ; ter ¢;—1 ;. 1z
pi(x) =dp_i + (x — zp—;) (Ci71,0 +c 1+ + Cz‘f1,z‘f1$i71) =

= (dp—i — Tp—iCi—10) + (Ci10 — Tp—iCi—11) + xQ(Ci—l,l — TpiCi12) + -+

i—1 i
+ 27 (Cim1im2 — TpiCim1im1) F X Cim1 1
sledijo zveze

Ci,o = dyp—i — Tn—iCi—1,0,
Cij = Ci—1j-1— Tn_iCi1j, J=1,2,...,0—1,

Cii = Ci—1,i—1,

zai=2,3,...,n.

Algoritem je sledec:

1. c1o=dp-1 — x1d,
2. ¢11 = zd,

3. for 1=2,3,....n

4. Cio = dp—i — Tn—iCi—1,0

D. for 7=1,2,...,i—1

6. Cij = Ci—1j-1 — Tn—iCi—15
7. end

8. Cii = Ci—1,i—1

9. end

10. for ¢ =0,1,...,n

11. C; = Cpi

12. end

Algoritem z manjso prostorsko zahtevnostjo pa se glasi:

1. Co = dn—l - xn—ldn
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2. ¢ = xd,

3. for i1 =23,....,n

4. C; = Ci_1

5 for j=i—1,i—2,...,1

6. Cj = Cj_1 — Tp_iC;j

7. end

8 co = dp_i — Tp_iCo

9. end

Naloga 5.20. Naj bodo xg,x1,...,xT, paroma razlicne tocke in yo,y1, ..., Y, vrednosti,

ki gih Zelimo interpolirati. Zapisite algoritem za izracun deljenih diferenc
d; = [xo,x1,...,2]f, i=0,1,...,n.

Resitev:
Ce oznacimo elemente v tabeli deljenih diferenc kot

T
7o | doo
21 | dio dip
T | day d2,1 d2,2

Tn dng dnl dnn

)

potem velja
djic1—dj11

l’j — SC]',Z‘

Od tod sledi algoritem za rac¢unanje deljenih diferenc.

1. for 1 =0,1,...,n

3. end

4. for i =1,2,...,n

5. for.j:ijz.—i—l,-..’n
6 di = Gim1=dioni
. 7t Tj—Tj—i

7. end

8. end

Ker potrebujemo le diagonalne elemente, lahko algoritem poenostavimo tako, da vse
elemente shranjujemo v en sam vektor velikosti n + 1. Glavni trik je v tem, da pri drugi
for zanki ra¢unamo v obratnem vrstnem redu.
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Algoritem za racunanje deljenih diferenc
1. for 1=0,1,...,n

2. dip = Yi
3. end
4. for 1=1,2,....n
5. for j=n,n—-1,...,i
6 d. = %4
‘ T m—a
7. end
8. end
Naloga 5.21. Funkcijo f(x) = 1+1w2 na intervalu |a,b] = [—5,5] interpoliramo s poli-

nomi stopnje n. NariSite grafe interpolacijskih polinomov stopenj n = 3,4,9, 10,15, 20,
v primeru, ko so

h—
1. interpolacijske tocke ekvidistantne: x; = a + 1 a) 1=0,1,...,n;
< b b— 2k+1
2. interpolacijske tocke Cebiseve: x; = ot + ? cos M ,1=0,1,...,n.
2 2 2n + 2

Resitev:

Grafi so prikazani na sliki 5.4. Rdec¢ graf predstavlja interpolacijski polinom pri ekvi-
distantnih tockah, zelen graf pa pri Cebisevih. Vidimo, da z naraséajoéim n v prvem
primeru razlika med funkcijo f in interpolacijskim polinomom raste, v drugem pa pada
proti ni¢. Primer je znan pod imenom Rungejev primer.



n=3J3:
n=9
n=15:
n=20:

Slika 5.4: Rungejev primer.
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Poglavje 6

Odsekoma polinomske funkcije in
zlepki

Naloga 6.1. Dano je zaporedje sticnih tock £ = (0,1,2,3,4,5). ZapiSite odsekoma
linearno interpolacijsko funkcijo I, f za f(z) = sin (3z).

Resitev:
Zax; <z <wxqjeLif(x) = f(a;) + [, xi51]f- V nasem primeru dobimo

T r € [l,2)

- %) (=1 + 5, x€[23)
I f(x) = \/Li—l (x—2)+1, z€(3,4)-
\%—%, x € [4,5)

\—%1, x € [5,6]

Resitev je prikazana na sliki 6.1.

Slika 6.1: Interpolacija z odsekoma linearno funkcijo.
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Naloga 6.2. DokazZite, da interpolacija z odsekoma linearnimi funkcijami ohranja mo-
notonost:

f naraséajoca (padajoca) = I f naraséajoca (padajoca)
Resitev:

Naj bodo (z;)ly, a = g < 21 < -+ < 1 < &, = b sticne tocke. Recimo, da je f
monotono narascajoca, to je

r<y = f(z) < fy).

Predpostavimo najprej, da je x; < x <y < z;41 za poljuben ¢ = 0,1,...,n. Tedaj je
ocitno

f(@iy1) — f(x) < fla) + (y — xi)ﬂmiﬂ) — f(z;)

Tit1 — X4 Tit1 — T4

Lif(z) = f(z:) + (x — 23) =L f(y).

Naj bo sedaj z; <2 < x4 < z; <y < xj41. Z uporabo zgornje neenakosti dobimo

Lif(z) S Tif(wipr) = [(@in1) < flxg) = Lo f () < Tif(y),
kar dokazuje trditev.
Naloga 6.3. Naj bo x = ()", a =29 < 1 < -+ < x,, = b, zaporedje sticnih tock in
I, f € S1x odsekoma linearna funkcija, ki interpolira dano funkcijo f. Izpeljite naslednje

ocene:

L fec(at) = |f—Tll < tmax(Az)?|f],

2 fecat) — I -7l <w(f maxda),

3.\ f = Tl < 2dist(f, S1z)-

Resitev:

1. Izberimo poljuben x € [a,b]. Tedaj obstaja tak indeks i, da je x € [z;, x;11]. Po
Newtonovi formuli za napako interpolacijskega polinoma velja naslednja ocena:

f2©)

|f(z) = Tif(2)] = [(x — zi)(x — Tig1)[Ti; Tigr, 2] f| = [( — 25) (0 — 2441) 5

N2 £@
ATl
- 2 2 78

<

max(Az;)*[| f2.
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2. Izberimo poljuben z € [a,b] in naj bo indeks i tak, da je x € [x;, x;11]. Tedaj je

0) = T (@) = |) = ) — (o = LI
_ TN Sk A TN ek 2 2
= |f(2) f(xz)—xﬂrl o f(IZH)SBiH el
_ B N _ ‘ T
= |(f(z) f(%))—xiﬂ o (f(z) f(:ltz+1))wi+1 I
< 1f(e) = F)| TH = ()~ fla)] T <
§W(f,Axi)M +w(f,Azi+1)u <
Tig1 — T Lit1 — L

<w (f, mZaan:i)

3. Izberimo poljuben s € S, . Potem velja

If =Lfll=If —s+s=Tfll <If = sl +[ZTis =L fll <
< |If = sl +1Zall fls = fII = (T4 [ Zal]) [Is = fII -

[zracunati moramo Se ||Z;|. 1z

Tig1 — X r—x;
Z1f ()| = | f(z )$¢+1 o + flz +1)9€i+1 _wi <
Tip1 — Tr —
< )| = 4 | fig) | —— - < £l
Tit+1 Z; Tit+1 —
sledi, da je ||Z,]| = sup! | H | < 1. Ce izberemo f = 1, dobimo ||Z;]| = 1 in ocena
F#0

sledi.

E} interpoliramo z odsekoma linearno

Naloga 6.4. Funkcijo f(x) = sinz na intervalu [0, %
funkcijo p. Na koliko delov moramo razdeliti interval (ekvidistantno), da bo napaka

lf —pll <5-1075. Kaj pa, ée interpoliramo z odsekoma kubicnim Hermitovim zlepkom.

Resitev:
Najboa =20 =0,b=um, = F, z = (v5){-y, v; = ih, i = 0,1,2,...,n. Napaka

interpolacije na intervalu [z;, z;,1] je enaka

0) = pla)] = (o = ) = el 211 < 1o = ) — )] Lt <
< h_HSinHOO,[a,b] _ \/_th.
! 2 16

Napaka bo na [a, b] manjsa od predpisane vrednosti, ¢e bo

V2

hr<5.1076.
16—
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To bo res za vse h < 7.5-1073. Ker je nh = 7, mora biti n > 104.42. Interval moramo
torej razdeliti na vsaj 105 delov.

V primeru interpolacije s kubi¢nim Hermitovim zlepkom S, S =p; € P3, ki

) [©i,2i41]
zadoSca pogojem

pi(xi) = f(zi), pi(zi) = floip), pi(z) = f(@), pilwin) = f(2ia)
zavse 1 =0,1,...,n— 1, imamo oceno

|f(x) — pi(w)] = ’(I - 952)2@ - xi+1)2[xia Ti, $i+17$i+17$]f| <
S |(ZL’—I‘1)2( — T 1 | Hf HOO flb] S
< It [[8in [ oo,[a _ £h4,
16 4! 768

pri ¢emer je x € [x;,x;41]. Napaka bo na celem intervalu [a,b] manjsa od predpisane
vrednosti, ¢e bo
\/_

—4#<5106
768

To je res za vse h < 0.228. Ker je nh = 7, mora biti n > 3.44. Interval je torej dovol]
razdeliti le na 4 dele.

2
Naloga 6.5. Skalarni produkt naj bo definiran kot (f,g) :/ f(z)g(x)dx. Poiscite

0
odsekoma linearno funkcijo s sticnimi tockami 0, 1,2, ki po metodi najmanjsih kvadratov
nagholjse aproksimira funkcijo f(x) = 32* — 2z — 2.

Resitev:
Prostor odsekoma linearnih funkcij s sticnimi tockami

2
T = (xi)i:07 Ty = 07 Ty = 17 Ty = 27

je 3-dimenzionalen. Baza je enaka

] € [0.1) x, z €[0,1)
—x, x
Hy(z) = { L T, Hi(r)=42—-z, z€[l,2),
0, sicer 0 i
, sicer

0, sicer

Hmw:{x‘L rel,2)

[scemo odsekoma linearno funkcijo £ f = agHy + a1 Hy + asHs, za katero velja

If = Lafllz = min [If =sll2, [~ llz= V().
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Neznane koeficiente o; dobimo z resitvijo Gramovega sistem

(Ho, Ho) (Ho, H1) (Ho, Ha)\ [ao (f, Ho)
(Ho, Hy) (Hy,Hy) (Hy, Ho) | | aa | = | (f, Hy)
(Ho, Hy) (Hi, Hy) (Hy, H3)) \a2 (f, Ha)

[zracunamo skalarne produkte, ki nastopajo v matricnem sistemu:

2 A 1
(Ho, Ho) = / Ho(x)Ho(x)do = =2 = .,
0 3 3
2
<HO;H1> = / Ho(l,’)Hl(x)dx — % — é)
0

(Hy, Hy) = /0 Hy(xz)Hy(x)dx = 0,

? Ao+ Azy 2
<H1,H1> = / H1<1')H1(l‘)dl’ = M = -,
0 3 3
? Ary 1
(Hy, Ho) :/ Hi(x)Hy(x)dx = i -
0 6 6
? Azy 1
(Hao ) = | Hala)Ha(o)ds = S = ¢,
0 3 3
? 13
(o) = [ f)Ho(o)ds =~ 15,
0
? 1
() = [ f) s = -3,
0
2 19
() = [ (@) Ha(a)de = 33
0
Resitev Gramovega sistema se glasi
_ _5 . _3 !
G ="5 M="5 ®@=
in iskana funkcija je enaka
5 3 11
Lif(x) = _§H0($) - §H1(x) + ?HQ(@.

Na sliki 6.2 so prikazane bazne funkcije (levo) ter odsekoma linearna funkcija £; f skupaj
s funkcijo, ki jo aproksimira.

2
Naloga 6.6. Skalarni produkt naj bo definiran kot (f,g) :/ f(x)g(x)dx. Poiscite
0

odsekoma linearno funkcijo s sticnimi tockami £ = (—1,0,1,2,4,5), ki po metodi naj-
manjsih kvadratov nagboljse aproksimira funkcijo f(x) =10 — %xz.
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Slika 6.2: Na levi sliki je prikazana baza prostora odsekoma linearnih funkcij, na desni
pa L1 f (rdec¢ graf) skupaj s funkcijo f (moder graf).

Resitev:

Dimenzija prostora odsekoma linearnih funkcij je v tem primeru enaka 6. Bazne funkcije
so prikazane na sliki 6.3 (levo). Odsekoma linearna funkcija £, f = Z?:o a; H;, ki apro-
ksimira f po metodi najmanjsih kvadratov, je dolocena z resitvijo Gramovega sistema

Llg0 0 0\ [a 39
% % % 0 00 ay %
0 7 % £ 00 as | _ 2
0051 3 0][as &
37
000 1 1 % a i
0000 3% 1) \ay 1
In sicer,
18271 19267 18187 15787
c - H, 0 ot H
1f(2) = Tg0g Fo(@) + Tgog T1(@) + Jgag- Ha(@) + g0 Hs(7)+
4363 4805
To0g 14(®) = 190 5(%):

Slika 6.3: Na levi sliki je prikazana baza prostora odsekoma linearnih funkcij na desni
pa L1 f (rde¢ graf) skupaj s funkcijo f (moder graf).

Naloga 6.7. Paraboli¢éni zlepki. Naj bo funkcija f definirana na intervalu [a,b).
Razdelimo interval [a,b] na n delov s tockami ¢ = (x;)!y, a = xg < 21 < -+ <z, = b.
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Funkcijo [ interpoliramo s parabolicnim zlepkom S : [a,b] — R, S

:Pie]P)27

[zi,%i41]
1=0,1,...,n—1, ki zados¢a pogojem

Pi(r;) = f(x:), Pi(vi) = f(xiq), B (M) = Vi,

pri cemer so v; € R poljubne vrednosti. Zapisite zlepek in dolocite parametre v; tako,
da bo dobljen zlepek zvezno odvedljiv na celem intervalu [a,b]. Posebej zapisite rezultat v
primeru ekvidistantnih tock.

Resitev:
Zlepek zapisemo lokalno. Za x € [x;, z,41] je S(x) = P;(x), parabola P; pa je po formuli
za Newtonov interpolacijski polinom enaka

P@) = 1) + (o — 2 T

Ti 4+ ziyr\ 20/ (z:) + f(wip1) — 2v:)
+ (z — ;) (I— 5 + ) (sz); )

+

Parametre v; dolo¢imo iz enacb
Pz‘l(xi—i-l) :Pi/+1($i+1)a z':O,l,...,n—Q.

Izraé¢unamo oba odvoda

J(xi) +3f (i1 — 4vy)

Pl(zi1) =
i (l’ +1) AZL‘Z )
4vip1 = 3f (xig1 — f(@iq1))
Pl(Ti) = Aric,

in dobimo

4 4 f(z:) 1 1 f(@it2)

Lty = 3f(x; =
AZL’H_lv + + AIZ'U AIZ * f<x +1) (Al‘z + Axi+1> * A$i+1

zai=0,1,...,n — 2. Imamo n — 1 enach za n neznank (v;)!—;. Zato si lahko v, ali

v, izberemo poljubno. V primeru ekvidistantnih sti¢nih tock x; = zy + ¢h se sistem
poenostavi v

dvi + vy = f(2) +6f(Tig1) + f(Tig2), 1=0,1,...,n—2.

Naloga 6.8. Naj bo f(x) = ﬁ in x = (—2,-1,0,1,2) delitev intervala [—2,2].
Izracunagte polni pravi interpolacijski kubicni zlepek za funkcijo f nad zaporedjem sticnih
tock x.
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Resitev:
[s€emo kubicni zlepek

S:[-2,2] - R, S

:P’iEIP)37 i:Oa172737

[©3,@i41]
ki zadosca pogojem
Pi(z;) = f(zi), Pl(w:) = si, Piwip1) = f(xina),  P/(xig1) = sipa,

kjer so odvodi s; doloceni tako, da je zlepek C? ([~2,2]). Izracunamo jih kot reSitev
sistema linearnih enacb

1 1 1 1 [ﬂ% $i+1]f [%‘—1, xz]f .
A Si— 2 i i+l = 3 ) = 17 27 3?
Axi,ls 1+ (Axll + Al}) s +A$ZS 1 ( Al‘l + AJJz‘,l !
pri Gemer sta so = f'(z0) = 2 in s, = f/(z,) = —s. Zadnja dva pogoja implicirata

polni kubicni zlepek. Sistem je v matri¢ni obliki enak

4 1 0\ [s1 =
1 41 sy | = 0
01 4 S3 —%
in ima resitev
14 14
51:%, , 89 =0, 83:—%-

S pomocjo Newtonove interpolacijske formule dobimo

Py(z) = %(w +1)(z +2)* + %(x +2)% + 4(”@2—;2) + %
P(e) =~ pafe + 17 - Sy 2O L
Py(z) = %(m —1)2? - %2 +1,

Bya) = (e = 2)(x — 17+ poa 1P~ 2D

Zlepek je prikazan na sliki 6.4.

Naloga 6.9. Naj bo f(x) = sin (%) inx = (0,1,2,3,4) delitev intervala [0, 4]. Izracunajte

polni pravi interpolacijski kubicni zlepek za funkcijo f nad zaporedjem sticnih tock x.

Resitev:
Is¢emo kubicni zlepek

S:[0,4 R, S =P eP;, i=0,1,23,

[#:,2441]

ki zadosca pogojem

Pi(z;) = f(x:), Pi(z:) =si, Pi(iy1) = f(ziy1), P(ziz1) = Sis1,
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Slika 6.4: Polni pravi kubicni zlepek (rdec¢ graf) za funkcijo f (moder graf).

pri cemer so odvodi s; doloCeni z resitvijo sistema linearnih enach

1 1 1 1 [T, v f | [win, Tl f .
N Oi— 2 7 % =3 ) = 17 27 37
A(L’i_ls 1+ (Al’i_l + AZL’Z> s +A Z'S 1 < AI‘Z + Al‘i_l ‘
kar implicira, da je zlepek C? ([0, 4]). Pri tem izberemo
T T
SO:f/(xO):§7 84=f/(33n)=§>

kar nam da polni kubi¢ni zlepek. Sistem je v matri¢ni obliki enak

4 1 0 S1 —%
14 1) [sy]=1{-6
01 4 S3 %
in ima resitev 5 ! 5
— T — T
S1 — 7 s ,ngﬁ(’ff—24), S3 — 7 .

Polinome, ki sestavljajo zlepek, izracunamo s pomoc¢jo Newtonove interpolacijske formule
in dobimo

Po(x) = %(w —o) -1+ (1- )2+

Pu(x) = (g _ %) (x—2)(z— 1) + %(w S 10) (@ —1)2 4+ %(3 - 1)+ 1,
Py(x) = (g _ %) (x—3)(z —2) + (g - %) (x =22+ 1—14(7r — ) —2),
Py(z) = %(57? —99)(z — 4)(z — 3)% + ;(4 + o)z —3) + ;(3 @ —3)—1.
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Slika 6.5: Polni pravi kubicni zlepek (rdec¢ graf) za funkcijo f (moder graf).

Zlepek je prikazan na sliki 6.5.
Naloga 6.10. Naj bo f(z) = cos (%) inz = (0,2, 6,8) delitev intervala [0, 8]. Izracunajte
polni pravi interpolacijski kubicni zlepek za funkcijo f nad zaporedjem sticnih tock x.

Resitev:
[s€emo kubicni zlepek

S:[0,8 =R, S

:Pie]P37 Z.:071727

[xi 7931'-{—1]

ki zadosca pogojem
Py(z;) = f(z:), Pl(zi) =si, Piwip1) = f(@iy1),  P/(zig1) = siqa,

kjer so odvodi s; doloceni tako, da je zlepek C? ([0, 8]). Izracunamo jih kot resitev sistema
linearnih enacb

1 1 1 1 (i, i1 f | [y, vl f .
N 9i— 2 A i N =3 ) = 17 27
A(L’i_ls 1+ <AIZ'_1 + AZEZ> Si AZEiS 1 ( AZEZ * Axi—l ’

pri cemer izberemo sy = f'(z9) = 0 in s3 = f'(z,) = 0, kar implicira polni kubi¢ni
zlepek. Sistem je v matri¢ni obliki enak

(D)=

i e (9N

n ima resitev
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S pomocjo Newtonove interpolacijske formule dobimo

1 x?

Py(x) = 1—0(1,' —2)z? — vy +1,
Pi(e) = o — 2y - 222,
Py(r) = ~ 350~ )@ — 6 — oo(o — 0 + 2229,

zlepek pa je prikazan na sliki 6.6.

Slika 6.6: Polni pravi kubi¢ni zlepek (rdec¢ graf) za funkcijo f (moder graf).

Naloga 6.11. Naj bo f(xr) = cos (%) in z = (0,2,4,6,8) delitev intervala [0, 8].
Izracunagte polni pravi interpolacijski kubicni zlepek za funkcijo f nad zaporedjem sticnih
tock x.

Resitev:
[s¢emo kubicni zlepek

S:[0,8 =R, S

=P eP;, i1=0,1,23,

[@4,@41]
ki zadosca pogojem
Pi(z;) = f(x:), Pi(z:) =si, Pi(iy1) = f(ziy1), P(Tig1) = Sis1,

kjer so odvodi s; doloceni z resitvijo sistema linearnih enach

1 1 1 (@i, win]f | [wio1, @l f :
i 2 —_— i - 5¢ — 3 9 = 17 27
Si-1 ¥ (Al’zl + AQ?Z> Si T A ,L'S 1 ( Aa:z * A;Ul',l !

1
Az
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kar nam da zlepek, ki je C%([0,8]). Da dobimo polni kubi¢ni zlepek izberemo prvi in
zadnji odvod kot s = f'(z9) =0 in s, = f'(z,) = 0. Sistem je v matri¢ni obliki enak

1 3
3 () (o
AW 5
2 3 2
in ima resitev
3 3
S1= 7 s9 =0, 3= 7

Polinome, ki sestavljajo zlepek, izracunamo s pomocjo Newtonove interpolacijske formule
in dobimo

2

Po(x) = 1—16@: 2 - T4,

Pie) = oo — )@~ 27 + (o -2 - 2022
Py(z) = —%(:c —6)(z—4)° + ~(z—4)° -1,

Py(z) = —1—16(95 — 8)(z — 6)* — é(x —6)%+ w.

Zlepek je prikazan na sliki 6.7

Slika 6.7: Polni pravi kubicni zlepek (rde¢ graf) za funkcijo f (moder graf).
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