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Poglavje 1

Uvod v numeri¢cno racunanje

Naloga 1.1. V formatu P(2,6,—10,10) zapisite stevilo x = 7.712). Poiscite prvo
vecje in prvo manjse predstavljivo stevilo od Stevila x ter izracunajte relativni napaki
za oba primera. Izracunajte osnovno zaokrozZitveno napako ter najvecéje in najmanjse
predstavijivo stevilo v danem formatu.
Resitev:
Pretvorimo najprej celi del:

7:2=3 ost. 1

3:2=1 ost. 1

1:2=0 ost. 1

Dobimo 7(19) = 111(2). Za decimalni del izracunamo

0.712+2=0.424+1
0.424 %2 =10.848+0
0.848 * 2 =0.696 + 1
0.696 * 2 =10.392 4+ 1
03922 =0.784 +0
0.784 %2 = 0.568 4+ 1
0.568 * 2 =0.136 + 1

in od tod sledi 0.712(19) = 0.1011011 .. .(2). Skupaj je
7.712(10) = 111.1011011 .. .oy = 0.1111011011 . . (2 - 2°.

Prvo manjse predstavljivo Stevilo dobimo tako, da odrezemo decimalke od Seste naprej.
Dobimo z; = 0.111101(3) - 2° = 7.625. Prvo vecje predstavljivo stevilo pa je enako
xo = 0.111110) - 23 = 7.75. Relativni napaki sta

|z — 25
|z

| — a1

= 0.0112811, = 0.00492739

|z]
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in predstavljivo stevilo v tem formatu je fl(z) = 7.75. Osnovna zaokrozitvena napaka je
enaka u = 279 = 0.015625.

Najvecje predstavljivo stevilo je enako 0.111111 - 219 = 1008, najmanjse (normalizi-
rano) pa 0.100000 - 27 = 0.000488281.

Naloga 1.2. V formatu P(2,7,—10,10) zapisite stevilo x = 13.7. Izracunajte relativno
napako
|z — fl(x)]

||

in jo primerjajte z osnovno zaokrozZitveno napako u v danem formatu.

Resitev:
Najprej pretvorimo celi del

13:2=6 ost. 1
6:2=3 ost. 0O
3:2=1 ost. 1

2=0 ost. 1

in dobimo 1319y = 1101(y). Za decimalni del dobimo

0.7«2=04+1
04%2=08+0
0.8x2=06+1
06«2=02+1

02%2=04+0
04%2=08+0

in od tod sledi 0.7(19) = 0.101100 . . .(5y. Skupaj je
13.7(19) = 1101.101100.. . .2y = 0.1101101100.. . .(9) - 2.
Ker mora biti mantisa dolga 7, zaokrozimo in dobimo
fi(z) = 0.1101110() - 2* = 13 + (27" 4+ 272) = 13.75.
Sledi
|z — ()]

= 0.00364964.
| z]

Osnovna zaokrozitvena napaka pa je u = 277 = 0.0078125.



Naloga 1.3. V formatu P(3,7,—10,10) zapisite Stevilo x = 25.13. Izracunagte relativno
napako

|z — fi(z)]
|z
in jo primerjajte z osnovno zaokrozZitveno napako u v danem formatu.
Resitev:
Najprej pretvorimo celi del:
25:3=8 ost. 1
8:3=2 ost. 2
2:3=0 ost. 2.

Od tod sledi 25(19y = 211(3). Za decimalni del dobimo

0.13x3=0.39+0
0393 =017+1
0.17%*3=051+0
0.51%3=0.53+1
0533 =059+1
0593 =0.77T+1

in od tod 0.13(19) = 0.010111 .. .3). Skupaj je
25.13(10) = 211.010111 . . (3 = 0.211010111 . . (5, - 3°.

Ker mora biti mantisa dolga 7, zaokrozimo na najblizje predstavljivo stevilo in dobimo
10
fi(x) = 0.21101015) - 37 = 25 + (37 + 37") = 25 = 2512345679,
Sledi q
w — 0.000261728,
x

osnovna zaokrozitvena napaka pa je u = %3_6 = 0.000685871.

Naloga 1.4. V formatu P(2,9,—10,10) zapisite stevilo x = 13.30). Poiscite prvo vecje
m prvo manjse predstaviljivo Stevilo od Stevila x ter izracunajte relativni napaki za oba
primera.

Resitev:
Pretvorimo celi del

13:2=6 ost. 1

12 = ost. 0
3:2=1 ost. 1
1:2= ost. 1
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in dobimo 13(19) = 1101(3). Za decimalni del dobimo

03%x2=0.6+0
06«2=02+1
02%x2=04+0
04%2=08+0
08+%x2=06+1
06x2=02+1
02%x2=04+0

in od tod 0.3(19) = 0.0100110. . .(9). Skupaj je
13.3(10) = 1101.0100110. . .2y = 0.11010100110.. . .9y - 2.
Ker mora biti mantisa dolga 9, zaokrozimo na najblizje predstavljivo stevilo in dobimo
fl(x) = 0.110101010) - 2* = 13.3125.
Sledi
|z — fi(x)]

||

osnovna zaokroZitvena napaka pa je u = 27? = 0.00195313.

= 0.00093985,

Naloga 1.5. Zapisite stevilo 0.1 v formatu IEEE, enojna natancnost.

Resitev:
V tem formatu je osnova dvojiska, mantisa pa je dolzine 24. Pretvorimo decimalni del

01%x2=02+0
02%x2=04+0
04%2=08+0
0.8x2=06+1
06%x2=02+1
02%2=04+0
04%2=0.8+0

in dobimo 0.1(;py = 0.0001100...2) = 0.1100...¢) - 273, Predstavljivo §tevilo je tako
enako

-3 Lo
f1(0.1) = 0.110011001100110011001101 3y - 27° = 0.1 + 4—02 ,

relativna napaka pa je
0.1-801)] 1 ., 1
L e R B
10.1] 1 1"



V IEEE formatu (enojna natancnost) se stevilo zapise kot
0.1 =(—1)°(1+40.10011001100110011001101) - 2*23~127,
Ker je 123(19) = 1111011y je oblika zapisa stevila 0.1 v racunalniku enaka

0/01111011|10011001100110011001101

Naloga 1.6. Katera stevila predstavljajo zapisi

0/10000111]0101000 . ..

1/01010001/1100100 . . .

1]11111111[0000000 . . .

S| D] D) ©

0/00000000/0000010. . .

v enojni IEEE natancnosti.

Resitev:
Prvo stevilo predstavlja
(=1)°(1 4 0.0101000 . . . 0(g)) 2000 @ 127 = 336,
drugo
(=1)" (1 +0.1100100 . . . 0(g)) 2100 @ ~127 = 3 2710,
tretje je enako —oo, ¢etrto stevilo pa je denormalizirano in je enako

(—1)°0.0000010. .. 02210 = 270 . 27120 = 27132,

Naloga 1.7. Katera stevila predstavljajo zapisi

1/01000010010|110010. ..
0/10000000101]010010. ..
0/11111111111]010010. . .

S| D] D) ©

0/00000000000{000000. . .

v dvojni IEEE natancénosti.

Resitev:
Prvo stevilo predstavlja

(_1)1(1 4 0.110010. . . 0(2))21000010010(2)—1023 _ _?)_’;2—4937

drugo
41

(—1)°(1 + 0.010010. . . 0g) ) 2" 000000010 ) ~1025 — ~33

26 =82,

tretje je enako NaN, cetrto Stevilo pa je enako 0.
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Naloga 1.8. V formatu P(10,5,—100,100) izracunajte vrednost polinoma
p(z) = 5.55552% — 3.2111z + 9.8765
za x = 12.345 po Hornerjevem algoritmu. Izracunajte relativno napako

P(z) — p()]

|p(2)]

ter jo primerjajte z osnovno zaokrozitveno napako v dani aritmetiki.

Resitev:
S Hornerjevim algoritmom izra¢unamo vrednost polinoma p(z) = asx? + ayx + ag s
slede¢imi elementarnimi operacijami:

P1 = Qo2@,
vy = p1 +aq,
P2 = 17,

Vo = P2 +CLO.

Zadnja izracunana vrednost je vrednost polinoma v tocki x: v = p(z). V danem primeru
dobimo

(68.5826475) = 0.68583 - 102,
(65.3718999) = 0.65372 - 102,
(
(

DD DD
I
= ol e S

807.01734) = 0.80702 - 10%,
816.8965) = 0.81690 - 10°.

Izracunana vrednost je tako enaka
p(z) = 816.9,

tocna pa se glasi
p(z) = 816.8882538875.

Relativna napaka je velikosti 1.438-107° in je manjsa od osnovne zaokroZitvene napake,
ki je enaka v = 5-107°.

2

Naloga 1.9. Vrednost izraza z = 2% — y? rac¢unamo na dva nacina:

z =1 -y

=(z—y)(z+1).

Analiziragte zaokrozitvene napake pri obeh primerih. Ali sta izracuna (relativno) direktno
in (relativno) obratno stabilna?
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Resitev:
Poglejmo si najprej prvi primer izracuna. Eksaktni izracun je enak
v = LU2,
2

Vg =Y,
Z =V — Vg,

dejanski pa

i)\l - 12(]- + ’}/1)7
/1)\2 = y2(1 + 72>7
,/Z\: (@\1 — @\2)(1 -+ ’}/3),

pri ¢emer za napake velja |v1], |3, [v3] < u, kjer je u osnovna zaokrozitvena napaka.
[zracunana vrednost je torej enaka

Z=(@1+m) -1+ )L +73) =221+ 1) (L +73) — ¥ (L +72) (1 + 73).
Ce upostevamo, da je
(L+y)L+y) =140, (I+%)14+9)=1+06, [0] |6 <2u,

dobimo
2: 1’2(1 + 51) — y2(1 + 52),

relativna napaka pa je enaka

Ker je lahko zadnji izraz zelo velik, ¢e je 2% — y? majhno, ta nacin izracuna v splosnem
ni direktno stabilen. Je pa obratno stabilen, saj je izracunana vrednost to¢na vrednost
malo spremenjenih podatkov:

Z=T -y, T=o/(+0), y=yV(1+0)

Eksaktni izracun v drugem primeru je enak

v =2 +Y,
Vg =T —Y,
Z = V1V9,

dejanski pa

z+y)(1+ ),
= (z —y)(1 +15),
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kjer so |4, |75, |76 < u. Izracunana vrednost je enaka

Z=(@+y) 1 +7)(@ —y)(1+75) 1 +7) = (2° —y*)(1 + ),

pri ¢emer je |93 < 3u. Ker je relativna napaka ocenjena z

je tak nacin izracuna relativno direktno stabilen.

Naloga 1.10. V formatu P(10,5,—10,10) izracunajte vrednost izraza z = x* — y* za
x =0.11113 in y = 0.11112 dva nacina:

z=a =y
s (o —y)a+1).
Dolocite relativne napake pri obeh izracunih.

Resitev:
V prvem primeru dobimo

f1(0.12349876...107") = 0.12350 - 10",
f1(0.12347654...107") = 0.12348 - 10",
f1(0.2-107°) =0.2-1077,

-

1
(%

z

relativna napaka pa je enaka

2 — 2]

= (0.100112.

2]
V drugem primeru pa dobimo
01 =/f1(0.1-107") =0.1-107",
0y = f1(0.22225) = 0.22225 - 10°,
z=f1(0.22225-107") = 0.22225 - 10~°,

in relativna napaka je enaka
e

= 0.

||
Vidimo, da je v prvem primeru relativnha napaka precej velika v primerjavi z osnovno
zaokrozitveno napako u = %10‘4, kar numeri¢no potrjuje, da prvi nacin izracuna ni
direktno stabilen.

Naloga 1.11. Kako bi numericno stabilno izracunali vrednosti funkcije

RV e
_iovme

/()

za maghne x? Utemeljite, zakaj pride do tezZav. S kalkulatorjem stabilno izracunajte
vrednosti f(z) za x = 10721078 ter dolocite limito lir%f(x).
T—r
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Resitev:

Pri majhnih = je v/4 — 22 ~ 2 in pride do odstevanja skoraj enakih Stevil, kar vodi do
tega, da se izgubi precej tocnih decimalk. Pri zelo majhnih z-sih dobimo v Stevcu kar 0
in zato je vrednost f-a 0. Izraz preoblikujemo v stabilno obliko z racionalizacijo:

f(x)_Q—\/m_ 2-Vi-22)2+Vi-2?)
N x? B 2(2 + V4 — 2?) B

1
TorVi 2

Iz stabilne oblike takoj dobimo limito

lim f(z) = %

z—0

S kalkulatorjem izracunamo
1 1
107°) = - 107%) = -
P07 =5 f00 =2

Ce bi racunali direktno, bi dobili

f(107%) =0, f(107%) =0.

Naloga 1.12. Kako bi numeri¢no stabilno izracunali vrednosti funkcije

3—vV9 — a2
22

fx) =

za maghne x? Utemeljite, zakaj pride do tezav. S kalkulatorjem stabilno in nestabilno
izracunajte vrednost f(x) za v = 1075. Kaksna je limita lirr(l)f(z) ?
Tr—r

Resitev:
Do problema pride zaradi odstevanja skoraj enakih stevil. Pri majhnih x je /9 — 22 ~ 3

in zato je 3 — 9 — a2 ~ 0.
Stabilen izraz dobimo z racionalizacijo:

f(x)_(s—M)(3+M)_ 9—-(9—a%) 1
B 22(3 49 — 2?) C22B3+vV9—22)  (3+vV9—a2)

Od tod tudi preberemo limito:

1
lim f(x) = = = 0.166666666.

z—0

S kalkulatorjem dobimo po nestabilni formuli f(107%) = 0, po stabilni pa f(107°) =
0.166666666.
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Naloga 1.13. Dokazite, da integral
1
I, = 7r/ ¥ sin (rx)dx
0

zadosca rekurzivni enacbi
2n(2n — 1)

2
Utemeljite, kako bi numericno stabilno izracunali clene I, za velike n. Na stabilen nacin
wzracunajte Iog.

In - 1 - [n—l-

Resitev:
Rekurzivno zvezo izpeljemo tako, da dvakrat izvedemo integracijo per partes. V prvem

koraku dobimo
19 1
+ _n/ 7*" 1 cos (m;)dx) =
0

1
I,=m <—— cos (mx)x™"
o

™

1 2n [
= <— e (mc)d:c) =

T ™ Jo

1
=1+ 2n/ 2" cos (mx)dx
0

S ponovno integracijo per partes izpeljemo

2n—1}1 o 2n—1

1
/ 2?2 sin (nz)dr =
0

1
1

/ 2?1 cos (mx)dr = = sin (nz)x

0 T 0 m

on—1 (!
S / r*" % sin (1x)dr =
™ 0
 2n—-11
N T or
Od tod sledi o9 .
I,=1— an—b
T

Prvi ¢len zaporedja je enak Iy = 2. Ker velja ocena

™

1 1
0< 7T/0 2" sin (7x)dr < 7r/0 rdr = ST

morajo ¢leni z naraséajoéim n padati proti 0. Ce ¢lene ra¢unamo numericéno od prvega
naprej, pa to ne drzi. Napaka, ki se pojavi pri ¢lenu I, se na vsakem koraku po-
mnozi s faktorjem %, 1= 2,3,.... Napaka tako slej kot prej prevlada nad tocnimi
vrednostmi (ki so majhne) in numeri¢no izracunani ¢leni za¢nejo po absolutni vrednosti
narascati. Stabilno lahko ¢lene izracunamo v obratnem vrstnem redu. Postavimo Iy = 0
za nek dovolj velik N in racunamo

721 —1,)

In— = 5 6. 1y
T on(2n—1)

n=N,N-—-1,...,1.
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Ceprav je ¢len Iy napacen, se napaka na vsakem koraku deli s faktorjem 1=

7I'2
2i(2i—1)°
N,N —1,... in zato prej ali slej izgine.

Ce izberemo I»s = 0, dobimo

Loy = 7:((; ; 1215)) = 4.02840996 - 1073,

Loy = Z ((18 [214)) = 4.357201056 - 102,
Iy = Z ((116 1213)) — 4.747150024 - 1073,
Iy = 14((14 [212)) = 5.191729338 - 1072,
Iy = ZZ((ZQ [211)) = 5.701721305 - 1073,

Ce bi izracunali integral 5y brez uporabe rekurzivne formule, bi dobili 5.701721304-1072.
7 rekurzivnim racunanjem v obratni smeri smo torej dobili natancen rezultat.






Poglavje 2

Resevanje nelinearnih enacb

Naloga 2.1. Is¢emo nicle funkcije f(x) = 2° — 10x + 1. Dokazite, da leZi ena nicla na
intervalu [0,0.2]. Izpeljite iteracijsko funkcijo g(x) =S54 ter dolocite zacetne priblizke

xg, za katere zaporedje iteracij x,.1 = g(x,.), r = 0,1,... zagotovo konvergira k resitvi.
Ocenite napako drugega priblizka, ce je xg = 0.

Resitev:
Ker je f zvezna funkcija in f(0) = 1 ter f(0.2) = —0.99968, ima f na [0,0.2] zagotovo

vsaj eno niclo. Iz

2 —10c+1=0

2’ +1=10z
o+ 1
0"
dobimo iteracijsko funkcijo g. Ker je
9@)| = |52 <1

za vse |x| < v/2, je interval, iz katerega lahko izbiramo zacetne priblizke enak
(-v2.v2).

Ce izberemo o = 0 dobimo

1
10’
Za oceno napake drugega priblizka uporabimo formulo

x1 = g(xg) = xy = g(x1) = 0.100001,

|z, — o] < 1_m|$r — x4,

pri ¢emer je a toéna resitev, m pa je stevilo, za katerega velja |¢'(x)] < m < 1, za vse
x € I, kjer je I interval, ki vsebuje a. Izberemo I = [0,0.2] ter izracunamo m = 8- 1074

Od tod sledi
20 — af < LO_A‘M) 100001 — 0.1 ~ 8- 1071
S TP T ‘ ’

19
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kar pomeni, da je ze pri drugem priblizku to¢nih deset decimalk.

Naloga 2.2. Dana je iteracija
Tpy1 = Ty (3—3axT+a2x$), r=20,1,2,...
kjer je a # 0.
1. Izracunagte fiksne tocke iteracije ter dolocite, katere so priviacne in katere odbojne.

2. 'V okolici privlacnih fiksnih tock dolocite red konvergence ter zacetne priblizke, za
katere zaporedje iteracij zagotovo konvergira.

3. Preizkusite za a =5 in xg = 0.1.

Resitev:

1. Fiksne tocke so resitve enacbe g(z) = z, kjer je g(z) = z (3 — 3ax + a*r?). Dobimo
tri resitve x = 0, x = % ter x = % [zracunamo odvod

d(z) = 3(ax — 1)%

JOER

je edina privla¢na fiksna tocka x =

1 1 1
/(=0 w ()0 (D) =sro
a a a

sledi, da je red konvergence v okolici fiksne tocke kubicen.

Ker je
9'(0)] =3 > 1,

Q=

2
a

@l*—‘

2. Iz

Zacetne priblizke dolo¢imo iz neenache
|9/ (2)] = [3(az — 1)*| <1

in dobimo pogoj
3—\/§<3a1’0<3—|—\/§.

3. Ce izberemo zo = 0 in a = 5 dobimo

= g(x¢) = 0.175,

— g(z1) = 0.199609 .

= g(x2) = 0. 1999999985 . y
= g(x3) =02

¢e racunamo v dvojni natancnosti. To pomeni, da zaporedje iteracij skonvergira
proti resitvi é ze v Stirih korakih, kar je za pricakovati, saj je konvergenca kubicna.
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Naloga 2.3. Dana je iteracija

2 1 1
l’r+1:§<$r+x——§), 7’:0,1,2,...

1. Izracunagte fiksne tocke iteracije ter dolocite, katere so priviacne in katere odbojne.
2. 'V okolici privlacnih fiksnih tock dolocite red konvergence.

Resitev:
Iteracijska funkcija je g(z) = 2 (x + L — 1). Fiksne tocke so resitve enacbe g(o) = a. Iz

12 1 1,
T S _9) —
g(a) — « 3a+3a 3 3a(a + « )
1
:—£(a+2)(a—1)

dobimo, da sta fiksni tocki & = —2 in @ = 1. Ker je ¢/(=2) = 1 in ¢/(1) = 0 sta obe
tocki privlacni fiksni tocki.

Ker je ¢'(—2) # 0, je v blizini & = —2 red konvergence linearen. V blizini v = 1 je red
konvergence kvadraticen, saj je ¢’(1) =0 in ¢”(1) = % # 0.

Naloga 2.4. Enacbo x> — A =0, A € R, resujemo z iteracijo oblike
s

—
Ly

Tyl = QX + r=0,1,...

Dolocite parametra o in 5, da bo red konvergence v okolici resitve enacbe vsaj kvadraticen.
Kaksen je tocéno red konvergence? Z dobljeno iteracijo izracunajte ~/12 na 4 decimalke
natancno, ce zacnete z rg = 2.

Resitev:
Resitev enacbe je ocitno x = v/A. Tteracijska funkcija ¢ je enaka
g(r) = ax + %
x

Da bo v/A fiksna tocka in da bo red konvergence v njeni okolici vsaj kvadrati¢en, mora
veljati

™
I
N

g(gA):a\g/ZﬂL

12
g'(\a/Z) =a—2 Sig = 0.
Enacbe se poenostavijo v
B B
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Resitev je enaka

Ker je

123 5 /i 3 /8 2
9" (@) =63 g (\/Z):6W:m¢o,

je red konvergence tocno kvadraticen.
Za A=12je x,11 = g(x,) = %xr + %. Z izbranim xy = 2 dobimo

= 2.33333333, 7o = 2.29024943,
x3 = 2.28942878, x4 = 2.28942849, ...

Tr =

[SSRN

tocna resitev pa je enaka v/12 = 2.28942849.

Naloga 2.5. Enacbo 2> —a =0, a € R, a # 0, resujemo z iteracijo

1’3

r+1 — T_, :O,l,...
i Ax?+ B :

Doloéite neznana koeficienta A in B tako, da bo red konvergence v okolici resitve /a
vsaj kvadraticen. KakSen je tocno red konvergence? Z iteracijo, ki jo dobite, izracunajte
V5 2 zacetnim ro = 2 na pet decimalnih mest natancno.

Resitev:

Iteracijska funkcija je enaka

1'3

9(z) = Ax2+ B
Da bo red konvergence v okolici \/a vsaj kvadraticen, mora veljati
9(Va) =+a, 4 (Va)=0.
[zracunamo

() = Az* + 3Ba? (a) = Aa® + 3Ba
I = TN = a1 B2

(Az? + B)?’
Zgornji enacbi se poenostavita v
Aa+B=a, Ad*+3aB=0

in resitev se glasi

Iteracija je torej oblike
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Ker je ¢" (Va) = % = 0, je konvergenca to¢no kvadratic¢na.

Za a = 5 dobimo z zacetnim zy = 2 sledece priblizke:

16
T = - T = 2.237639989, x5 = 2.236069633,

Ker je v/5 = 2.236067977, je zahtevana natanénost dosezena ze po treh korakih.

Naloga 2.6. Iscemo nicle funkcije

f(zr) =8 —a2%—¢€".

1. Preverite, da ima f wvsaj eno pozitivno in eno negativno nic¢lo. Izpeljite iteracij-
sko funkcijo g(x) = In(8 —2?) in dolocite, za katere zacetne priblizke iteracija
konvergira k resitvi enacbe.

2. Z zacetnim xg = % wzracunajte prve tri priblizke k resitu.

3. Zapisite Se tangentno metodo in izracunajte prvi priblizek, ce zacnete z oy = %

Resitev:
Funkcija f doseze naslednje vrednosti:

f(0) = 7, f(l) =7—e=428172, f(2)=4—¢" = —3.38906,
( 1) = = 6.63212, f(=2) =4 —e? = 3.86466,
—3) = —1 —e® = —1.04979.

Vidimo, da ima f zagotovo eno niclo na intervalu [—3, —2] ter eno na [1,2].
Ker je

§—a2?—e"=0
8§ — gt =¢"

In (8 — 2?) =,
g(z) = In (8 — 2?) iteracijska funkcija. Definicijsko obmocje te funkcije je interval
(\/ 8,8 ) Iteracija konvergira proti fiksni tocki za tiste x € (\/ 8,8 ) za katere je
—2x

8 — 12

)l =|
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Resimo to neenacbo:

0<x<VS: o201 < 8 — 12
2 4+2r—8<0
(x+4)(x—2)<0
(—4,2)0 [0.v8) = [0,2)
V8<x<0: —2r <8 —1?
22 =20 —8<0
(x—4)(x+2)<0

(—2,4) N (—x/é, 0) —(=2,0).

Iteracije z,41 = g(z,) konvergirajo proti fiksni tocki (ki lezi na intervalu [1,2]) za vse
xo € (—2,2). Druga fiksna tocka (ki lezi na intervalu [—3, —2]) je za to iteracijo odbojna.

Za rog = % dobimo

x1 = 1.749199855, x5 = 1.597426031,
x3 = 1.695290799, x4 = 1.634323503.
Tangentna metoda je oblike
8 — a2 —e?r

r
Tpp1 = Tp +

2x, + err
in velja
3
To=g, 1= 1.669522005, x5 = 1.658314166,
x3 = 1.658260722, x4 = 1.658260720.

Naloga 2.7. Resujemo enacbo p(x) = 0, kjer je p(x) = 3z% + 2z — 1.
1. Preverite, da ima enacba vsaj eno resitev na intervalu [0, 1].

2. Zapisite tangentno metodo. Z zacetnim priblizkom xq = 0 izracunajte prva dva
priblizka k resitvi.
3. Zapisite pridruzeno matriko C, polinoma p. Kaksna je povezava med matriko C,,

ter ni¢lami polinoma p?

Resitev:
Ker je
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funkcija p spremeni predznak na [0, 1]. Ker je zvezna, ima na tem intervalu vsaj eno niclo.

Tangentna metoda:

622 +1
xr+1:9I2+2, r=0,1,...
7 zacetnim xy = 0 dobimo
! T 0.411765 =0.402413
$1_2a $2_17_ ) T3 = U. )

Za primerjavo zapiSimo Se tocno resitev: 0.4023199380628143011.

Pridruzena matrika polinoma

0 1 0
c,=(0 0 1
i

Lastne vrednosti te matrike so natanko ni¢le polinoma.

Naloga 2.8. Dan je polinom
p(z) = 2% — 32% + 1.
1. Dolocite stevilo razlicnih nicel na intervalu (0, 1).
2. Dokazite, da ni nobene nicle na intervalu [3,00) U (—oo, —1].

3. S tangentno metodo in zacetnim priblizkom xq = 1 izracunajte eno od resitev na
tri decimalna mesta natancno.

4. K polinomu p zapisite pridruzeno matriko C,,.

Resitev:
Za dan polinom izracunamo Sturmovo zaporedje:

po(x) = 2% — 322 + 1,
p1(z) = 32° — 6,
o) = 22

9
ps(x) = 1
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Dalje izracunamo

(0100, pa(0), (0} = {1.0.-1. 5|
()1 (a1} = { 1,23, 5}
(3.1 (3).a(3). (3 = {1,955}
(Do (=D, i~V = {5,935},

od koder preberemo spremembe predznaka

Vidimo tudi, da p(—1), p(0),p(1), p(3) # 0. Stevilo razlicnih nicel na intervalu (0, 1) je
torej enako 0(0) —o(1) = 1. Ker je 0(—1) — 0(3) = 3 so na intervalu (—1, 3) tri razlicne
nicle. Ker pa je p polinom stopnje 3, so to vse njegove nicle.

Tangentna metoda se glasi

202 — 322 — 1
r+l — —— ) :0,1,...
et 3z, (x, — 2) :

Z zacetnim priblizkom xy = 1 dobimo
x1 = 0.6666666667, o = 0.6527777778, x3 = 0.6527036468.
Ker je relativna razlika

[7s =22l _ 4 000113575 < 1072,
|$3|

je x3 izracunan na zahtevano natancnost.

Pridruzena matrika k polinomu se glasi
0
C,=10

1
0
-1 0

w = O



Poglavje 3

Resevanje linearnih sistemov enacb

3.1. Vektorske in matricne norme

Naloga 3.1. Za vektor x = (5,—4,2, —1)T izracunagjte ||z||2, |2||1, |2 o0, |z ||5-

Resitev:

lzlle = V46, |zl =12, |zl =5, |lz]ls = V198.

Naloga 3.2. Za vektor x = (—1,5,—2,0,8)7 izracunagte ||x||2, |1, || oo || Z]|3-

Resitev:

lzlla = V94, flzlli =16, |lzllx =8, [z]ls = V646.

Naloga 3.3. Dana je matrika

1 -2 4
A=13 0 =2
0 1 -5

Lzracunagte || A1, [|Al|oo, || Al £-

Resitev:

[l =11, Al =7, [Alr = V6O,

27



28 POGLAVJE 3. RESEVANJE LINEARNIH SISTEMOV ENACB

Naloga 3.4. Dana je matrika

4 =2 4 0
1 2 -3 5
A= 1 -1 0 1
2 3 1 0

Lzracunagte ||All1, || Alloo, || Al -

Resitev:

IAllL =8, [ Al =11, [|A]lr = v92.

Naloga 3.5. Dokazite, da
Noo(A) = max[a; ;]
ZM]

nt matricna norma.

Resitev:
Pokazimo, da ne velja nujno submultiplikativnost, to je

No(AB) < Noo(A)Noo(B).

() -3

Ker je Noo(A) = 1, Noo(B) = 2 in Noo(AB) = 4, je Noo(AB) £ Noo(A)No(B).

Izberimo matriki

Naloga 3.6. Naj bo z € R" in A € R™*™ .

1. Izpeljite oceno
[2lloe < ll2ll2 < Vi [l oo

2. 8 pomocjo zgornje ocene dokaZite, da velja

1
=4l < J[Alle < V| Al

3. Izpeljite Se oceno

1
ﬁHAHl < Az < Vnll Al

Resitev:
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1. Ocena sledi iz

2]l = max|ai| < /]ar? + ol + -+ w2 = 2]l < | fomax o = V|2 .
1<i<n 1<i<n

2. Po definiciji je ||A]l2 = Igj(%(”m'f in [|Alle = Igrcl;?é(”m'l:". Z uporabo prejsnje ocene

za vektorske norme dobimo

Az VllAz|
[A]l2 = < max = Vnl[A]ls
w0 Jall, ~ 0 ol
in
Azl [Azfle 1
[All2 = > max = —=[|Alls-
w0 all, = vallele Vi
3. Ker je

[A[ly = max Z laigl,  [|Alle = max Z |ai g1,

1<j<n 1<i<n

velja ||All; = ||AT||. Dalje je ||A||? = 1I£12a<>;)\,-(AHA) = 1rgza<>;)\,-(AAH), zato velja

| Al = [|A" |5 oziroma || Ao = ||AT]|2, saj je matrika realna. Ce uporabimo oceno
iz prejsnje tocke za matriko AT dobimo

1
1AL < [[AT ]l = | All2 < Vall ATl = val| Al

1
—J|AT | = —

NZD

Naloga 3.7. Dokazite, da je
| Al|% = sled (AT A).

Pokazite tudi, da velja ocena

1
%HAHF < [|All2 < [|A]l £

Resitev:
Matrika A" A = (b;;)};—; ima elemente b; ; = Y/, @y a5 ;. Diagonalni elementi so torej
enaki b;; = >, Qi = Y p_y |aki|* in sled matrike A¥ A je

Jled(A" ) - zb“ =SS Jawl? = A
i=1 k=1

Ker je po drugi strani sled(A# A) =57 N\, (A# A), je ocitno

[A]l2 < [[Allp.
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Ker pa velja

Pl 1<i<n
je

1AIE < nflAll; = [Allr < | A]l2-

2
N4
Naloga 3.8. Dokazite, da velja ocena

Noo(A) < [ All2 < 1 Noo(A),

kjer je Noo(A) := max; ; |a; ;.

Resitev:
Po nalogi 3.7 vemo, da je ||All2 < ||Al|r. Od tod sledi

1Al < JJAlr = ) laisl? < /n? HZR;XMM 2= nﬂf;ﬂaz’,ﬂ =n Noo(4).
i, ’ ’

Da dokazemo levo neenakost uporabimo dejstvo, da je a; ; = el Ae;. Z uporabo Cauchy-
Schwartzove neenakosti in neenakosti ||Az||s < [|Al|2]|z]|2 dobimo

|ai;| = |ef Aej] < lejll2l|Aesllz = 1 - [[Aeslla < [[Allzl[es]]2 = [|A[2-
Cauchy—Schwartz

Naloga 3.9. Naj bo A,, € R™" matrika z elementi a; ;:

Qi = —27,, 1= 1,2,...71,,
Qiy1; = Qijpr=n—1, 1=12,...n—1,
;. k :0, |’L—]{Z| > 1.

LIzracunagte || Anll1, || Anll oo, [|[Anl| 7

Resitev:
Matrika A, je simetri¢na tridiagonalna matrika oblike




3.1. VEKTORSKE IN MATRICNE NORME 31

Najprej izracunamo

HA||1zmax{|—2\+|n—1\,2<m<a{l{\—2i|+|n—(i—1)|+\n—i|},1+\—QH\}=
=2n+1.

Ker je matrika simetricna, je ||AT||; = ||A]lc = 2n + 1. Pri izra¢unu Frobeniousove
norme uporabimo enakost

ZZQ _ n(n + 1)6(2n + 1). (3.1)

Dobimo

n n—1 n n—1 n
A2 = (202 +2) 2 =4 2 +2Y 2 =6 i —2m? =
i=1 i=1 i=1 i=1

i=1 =
=nn+1)2n+1) — 2n* = 2n> + n? +n,

|Al|lFr = V203 4+ n2 + n.

Naloga 3.10. Dana je matrika
An = (ai,j)@jzl c Rnxn’ Q45 = (—1)Z(Z +])

2,
Izracunajte norme || Ay, [|Anlly ter [|Asl 5

Resitev:
Matrika A, je oblike

-2 -3 —4 —(n+1)
3 4 5 n+2
A, = —4 =5 —6 —(n+3)
(—D"(n+1) (=D*(n+2) (=1)"(n+3) (—1)"2n
Sledi
|Aulloe = max {i+1+i+2+4i+3+--+itn}=
1
= max {ni+14+2+3+---+n}= max {m._l_n(n+ )}_
1=1,2,....,n i=1,2,....n 2
o, nn+l) 3P4
Ker je matrika absolutnih vrednosti |A| = (|ai,j|)zj:1 simetricna, je |[Allo = ||A|:.

Frobeniousova norma je enaka

|Agllp = V22 4+2-324+3-424+4-52+3-62+2- 72+ -82 = /440 = 20.976177.
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Naloga 3.11. Izracunagte || I||1, || 1|2, || {||oo, || L||F, kjer je I € R™™ identiteta.

Resitev:
Po definiciji operatorske norme je

I
an:nmxﬂﬁﬂ::L
x7#0 xT

zato je
1l = 1|2 = (1]l = 1.

Frobeniousova norma pa je enaka

11][F = Vn.

Naloga 3.12. 1. Dokazite, da za poljubno matriéno normo velja ||I|| > 1, kjer je
I € R™™ jqdentiteta.

1
2. Dokazite, da je ||[A7|| > —— za poljubno nesingularno matriko A.

— [14]]
3. Dokazite: ce je ||Al| < 1, potem je I + A nesingularna matrika in velja

1]

[+A)Y <
I+ 470 < A=

Resitev:

L Kerje I =12, je [[I[| = [[%[| < || L]| = []|* in zato ||1]| > 1.

2. Iz
1] = [JAATY| < JJAJ[J A7)

in 1< |7]] sledi 74 < A7

3. Recimo, da je I + A singularna matrika. Tedaj obstaja z # 0, da je (I + A)x =0
oziroma r = —Az. Na tej enakosti uporabimo vektorsko normo, ki je usklajena z
dano matri¢no normo in dobimo ||z|| = [|Az| < [|A||||z]. Od tod sledi ||A|| > 1,
kar je protislovje s predpostavko.

Oznacimo B = (I + A)~!. Tedaj je

B(I+A)=1
B+BA=1
B=1-BA

IBI] < (I =+ I BIIAll
1B = [lAf) < 1]
1]

1Bl < :
1—[|A]
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3.2. LU razcep

Naloga 3.13. Z LU razcepom brez pivotiranja resite sistem Ax =b za

2 3 4 ~11
A= -6 —11 13 |, b= 38
4 0 -8 ~16

Resitev:
Naredimo LU razcep brez pivotiranja:

2 3 —4 2 3 —4 2 3 —4
—6 —11 13 | =< [ 3 2 1 | emc [ 3 9
4 0 -8 2 —6 0 2 3 =3
Dobimo
1 00 2 3 —4
L=|1-310), U=[(0 -2 1
2 31 0 0 -3
Resimo spodnje trikotni sistem Ly = b,
1 00 Y1 —11 —11
-3 10 y | = | 38 — y= 5
2 31 Y3 —16 -9

Resimo Se zgornje trikotni sistem Ux = v,

2 3 -4\ [ 11 2
0 -2 1 | =1 5 — z=[-1
0 0 -3/ \u -9 3

Naloga 3.14. Podana je matrika A in vektor b:

2 -1 1 4 11
4 -3 7 14 33
A= 0 -3 18 19 |’ b= 33
6 -2 7 14 37

LIzracunagte LU razcep matrike A brez pivotiranja in redite sistem Ax = b. Izracunajte
Se determinanto matrike A.

Resitev:
Naredimo LU razcep brez pivotiranja:
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2 -1 1 4 2 -1 1 4 2 -1 1 4
4 -3 7 14 1@1( 2 -1 5 6 2.k.jk 2 -1 5 6
0 —3 18 19 0 —3 18 19 0 3 31
6 —2 7 14 3 1 4 2 3 -1 9 8
2 -1 1 4
3@1( 2 -1 5 6
0 3 31
3 -1 3 5
Dobimo
1 0 00 2 -1 1 4
2 1 00 0 -1 5 6
L= 0 3 1 0]’ U= 0 0 3 1}|°
3 -1 3 1 0 0 0 5
Resimo spodnje trikotni sistem Ly = D,
1 0 00 Y1 11 11
2 1 00 ya | | 33 . 111
0 3 10wl |33 Y= 1o
3 -1 31 Y4 37 15
Resimo e zgornje trikotni sistem Uz =y,
2 -1 1 4 1 11 1
0 -1 5 6 xo | [ 11 . |2
00 3 1]||as| "0 S
0O 0 0 5 T4 15 3

Determinanta matrike A je enaka

det A=det LdetU =1-detU =2-(—1)-3-5=—30.

Naloga 3.15. Podana je matrika A in vektor b:

3 5 10 3
6 11 2 1 7
A= -3 =5 1 7 | b= 4
9 17 5 0 9
LIzracunagte LU razcep matrike A brez pivotiranja in resite sistem Ax = b.
Resitev:
1 0 0 0 3 51 0 1
2 1 00 010 1 0
=1 o010 YSlooz2 7|0 "o
3 211 0 00 =9 1
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Naloga 3.16. Podana je matrika A in vektor b:

2 3 4 1 5 0 33
4 9 8 2 11 1 75
-2 6 -6 0 -1 6 —4
A= o 3 0 4 2 0} b= 22
-2 -6 -8 5 2 4 —15
0o 0 -4 2 7 7 15

LIzracunagte LU razcep matrike A brez pivotiranja in resite sistem Ax = b.

Resitev:
10 0000 23 4 15 0 1
2 1 00 00 03 0 01 1 2
-1 3 1 0 0 O 00 -211 3 3
L= 0 1 0100} U= 00 0 41 —1]" 7|3
-1 -1 2 1 10 00 0 05 0 2
0 0 2011 00 0 00 1 1
Naloga 3.17. Podana je matrika A in vektor b:
3 ) 1 0 1 12
-3 -4 -1 1 1 -9
A=| 3 7 3 9 8 |, b=| 23
-9 —-14 1 13 6 —25
15 29 7 11 21 7

LIzracunagte LU razcep matrike A brez pivotiranja in resite sistem Ax = b.

Resitev:

1 00 0O 351 0 1 1
-1 10 0 0 010 1 2 2
1 21001}, U=)002 7 3|, z=| -1
-3 1 2 10 000 -2 1 1
5 41 01 000 0 5 0

Naloga 3.18. Z LU razcepom z delnim pivotiranjem resite linearni sistem Ax = b za
podatke

2 1 =2 1 6
2 1 -4 2 9
A= 3 -2 3 -1’ b= -3
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Resitev:
Naredimo LU razcep z delnim pivotiranjem:
1.korak
0010 3 -2 3 -1 3 -2 3 -1
0100 2 1 —4 2 2 1 6 &
_ 3 3
P=1100 0 20 1 2 1| | E oy .
0001 -1 3 -1 1 -1 0
2 korak
0010 3 -2 3 -1 3 -2 3 —
0100 2 I -6 8 : I 6 8
— 3 3 3 3
P=1100 0 A : —li 1 o2 C
000 1 -3 £ 0 -5 1 6 -
3.korak
0010 3 -2 3 -1 3 -2 3 -1
0100 2 1T 6 8 2 I -6 8
— 3 3 3 3 3 3
P=10001 R N I e O N
2 2 1 1
1000 Z 1 2 -1 21 1 -1
Dobimo
0010 1 000 3 -2 3 -1
0100 2. 100 o I —6 8
= — 3 — 3 3
P=looo01)| * -5 1.1 0] U=lo 0 6 =2
2 1 1
1000 21 11 00 0 -%
in velja PA = LU. Resimo spodnje trikotni sistem Ly = Pb,
1 00 0\ [/ -3 -3
210 0 (v 9 11
3 — =
111 0] |y 4| T VT s
23 1 1
5 1 g 1) \m 6 —3
Resimo $Se zgornje trikotni sistem Uz =y,
3 =2 3 -1\ (= -3 1
o I -6 & T 11 —1
3 3 — =
00 6 —2f|x s = 7|1
00 0 -1/ \m ~1 1

Naloga 3.19. Z LU razcepom z delnim pivotiranjem resite linearen sistem Ax = b za

0 4 12 12 12
12 4 8 0 20
A= 01 9 18])" b= 9
6 6 8 8 14

LIzracunagte tudi determinanto matrike A.
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Resitev:
Naredimo LU razcep z delnim pivotiranjem:
1.korak
0100 12 4 8 0 12 4 8 0
p_|1 000 0 412 12| |0 4 12 12
“loo 10 0 1 9 18 0 1 9 18
0001 6 6 8 8 $ 4 4 8
2 korak
0100 12 4 8 0 12 4 8 0
p_ |1 000 0 412 12 |0 4 12 12
“loo 10 0 1 9 18 0 1 6 15
0001 3 4 4 8 1 -8 —4
3.korak
0100 12 4 8 0 12 4 8 0
p_ |1 000 0 4 12 12| [0 4 12 12
0001 11 -8 —4 11 -8 -
0010 0 3 6 15 0 3 —3 12
Dobimo
0100 10 0 0 12 4 8
1000 01 0 0 0 4 12
P‘0001’L_§110’U_00—8
0010 03 -3 1 00 0
in velja PA = LU. Resimo spodnje trikotni sistem Ly = Pb,
10 0 0\ [ 20 20
01 0 0fwy]| |12 12
Ly of|ws 14 Y= -8
01 -2 1/ \w 9 0
Resimo Se zgornje trikotni sistem Ux = v,
12 4 8 0 T 20 1
0 4 12 12| |2 | |12 I
0 0 —8 —4f |as] ~|-8 A
00 0 12/ \uy 0 0

Determinanta matrike A je enaka

\_/;/

0
12
—4
12

det A =det P det LdetU =1-1-(12-4-(—8)-12) = —4608.
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Naloga 3.20. Z LU razcepom z delnim pivotiranjem resite linearni sistem Ax = b za

podatke

4 —6 4 =2
0 4 -2 -4
A= 8 4 0 —4
4 0 13 2

Y

b:

Cimbolj ekonomicno izracunajte vrednost izraza b* A='b.

Naredimo LU razcep z delnim pivotiranjem:

Resitev:
1.korak
P =
2 korak
P =
3.korak
P pr—
Dobimo
0
1
P= 0
0

Resimo spodnje

4 =2
4
0 13

O = OO

O O = O

o O O

_— o O O

= = O 00
=

o O = O

o = O O

o O O

_— o O O

= Ol 00
g

O O = O
_ o O O
o O O
o = O O
O NI I—= 00

_o O O
OO =
O~ OO
=~
I
O NN = =
Bl = O
O~ OO

N[

trikotni sistem Ly = Pb,

1 0 00 Ui 16
% 1 0 0 y2| _ |4
5 Zl 1 0 Ys -3
0 —5 01 Y4 2
Resimo Se zgornje trikotni sistem Ux = v,

8 4 0 —4 T

0 -8 4 0 T2 |

0 0 12 4 r3 |

0 0 0 —4 T4

—4

—4

-2
2

_ o O O

Nl = O Co

= O~ 00

O I-NI—= 00

—4
2
16
-3

I

oo
o o

o

—_
[\
N

-1 0 -4
4 0 —4
-8 4 0
0 12 4
0 0 —4
16
~12
-8
—4
2

1
~1
1
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Ker je A7'b = x je
V'ATYD = e = (—4,2,16,-3)(2,1,-1,1)" = —25.

Naloga 3.21. Z LU razcepom z delnim pivotiranjem resite linearen sistem Ax = b za

0 2 -8 0 12 —32
83 9 0 3 39
A= 6 3 13 -3 13 |, b= -1
18 3 0 0 18 0
18 5 19 =3 10 35

Izracunajte tudi determinanto matrike A.

Resitev:

01000 10 0 00
10000 01 0 00
P=[oo0o100|, L=f41 1 00],
00010 10 -3 10
00001 11 1 01
183 9 0 3 2
0 2 -8 0 12 0
U=[0 0 18 -3 0|, z=| 1], detA=—4860.
0 0 0 —15 15 0
00 0 0 =5 —2

Naloga 3.22. Sestavite ucinkovit algoritem za reSevanje sistema linearnih enacb
U —I\ (z\ [a
B L y) \b)’
kjer je B nesingularna matrika redan z LU razcepom B = LU. Prestejte stevilo operaciy.

Resitev:
Bloéno pomnozimo in dobimo

Ur—y=a
LUz + Ly = b.

Iz prve enacbe izrazimo Ux = a + y in vstavimo v drugo enacbo ter dobimo
L(a+2y) =b.

S premimi substitucijami izra¢unamo z = a + 2y, od koder dobimo y = %(z —a). Nato
resimo zgornje trikotni sistem

Ur=w, w=y-+a,

in dobimo x. Povzemimo korake v algoritem:
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1: Resi sistem Lz =b = =z (n? operacij)

2: Izracunaj y = 1(z —a) (2n operacij)

3: Izracunaj w =y +a (n operacij)

4: Resisistem Uz =w =— = (n? + n operacij)

Za izracun resitve x,y torej potrebujemo 2n? + 4n operacij.

Naloga 3.23. Kako bi preko LU razcepa matrike A izracunali njen inverz? Izracunajte
wmverz matrike
2 3
A=14 8
0

w w =

-2
Resitev:

Za A7l =1 X = (X1, Xs,...,X,) velja AA™' =T = (e, €9,...,¢,). Inverz izracunamo
tako, da resimo n linearnih sistemov enacb, pri cemer so desne strani enotski vektorji
e;. Najprej izracunamo LU razcep matrike A z delnim pivotiranjem, nato pa izvedemo

n premih in n obratnih substitucij. Bolj natancno, j-ti stolpec inverza X; dobimo tako,
da resimo trikotna sistema

LY, = Pe; = Y,
UX]:Y; — Xj.

Za dan primer dobimo

010 100 4 8 3
P=|001), L=(0 10|, U=(0 -2 3
100 s 03 1 0 -2

[zracunajmo 1. stolpec inverza. Resimo LY; = Pey:

1 00 Y1,1 0 0
01 0 Y1 | = 0 — Y1=10
% % 1 Y31 1 1
Nato resimo UX; = Y;i:
4 8 3\ [z1a 0 2
O O —2 1’3,1 1 _%

Izracunajmo sedaj 2. stolpec inverza. Resimo LY; = Pes:

1 00 Y1,2 1 1
01 0 Yoo | = 0 — Y, = 0
33 1) \wse 0 -3
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Nato resimo UX5 = Y5:

4 8 3 T2 1 —%
0 -2 3 Too | = 0 — Xo=| 2
0 0 —2 x3,2 —% i
Da dobimo 3. stolpec inverza resimo LY3 = Pes:
1 00 Y1,3 0 0
010 Yoz | = 1 = Y3= 1
55 1) \wss 0 —3
Nato resimo UX3 = Ys:
4 8 3 T1,3 0 %
0 —2 3 Tos | = 1 — X3 = _é
0 0 -2 1’3’3 —% i
Inverz matrike A je tako enak
51 1
. 8§, J6 16
A7 =1~ § s
_1 1 1
2 1 4

Naloga 3.24. ReSevanje kompleksnega linearnega sistema Ax = b, kjer je A € C"*™ ter
b,x € C", prevedite na resevangje realnega linearnega sistema.

Resitev:
Oznac¢imo

A:Al—l—’iAQ, b:bl—l-’ibg, l’:l'l—l-'il'g,
kjer so Ay, Ay € R™™ ter by, by, x1, 290 € R™. 1z

(Al + ZAQ)(I’l + Zl’g) = bl + Zbg
(All'l — Agl’g) + i(Agl’l + All’g) = bl + Zbg

dobimo

All’l — AQZL’Q = bl
Agxy + Ajxo = by,

kar resujemo kot (2n) x (2n) realni linearni sistem

(2 )6
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Naloga 3.25. Dana je nesingularna matrika A ter njen inverz A=Y, Kako bi ucinkovito
izracunali inverz B~ razsirjene matrike

A wu
B=(ir o)

kjer sta u,v € R™ in o € R. Koliko operacij je potrebnih za izracun?

Resitev:
Oznac¢imo neznan inverz blo¢no z

B_lz(y(; ;)’ CeR™, gz yeR" [eR.

A u C =z
(b o) (G 5) =

AC +uy’ =1,_4,
Az + fu =0,
vIC 4+ ay” =0,
v apf=1.

dobimo

Prvo in drugo ena¢bo pomnozimo z A~'. oznaéimo z := A~y in izrazimo C ter x:
M

C=A"1—z7
r=—pz.
Vstavimo x v zadnjo enac¢bo in dobimo
1
f= a—vlz

Iz tretje enacbe dobimo po vstavljenem C da je

TA—l
yT = UT — _guTA
vz —

Ko enkrat izracunamo y in 3, imamo tudi C in z. Algoritem je torej sledec:

1: Izracunaj z = A 'u (2n* operacij)

2: Izratunaj 8 = —L— (2n + 2 operacij)

3: Izracunaj y’ = —pvT AL (2n? + n operacij)
4: Izracunaj x = —fz (n operacij)

T

5: Izracunaj C = A1 — zy (2n? operacij)
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Za izracun inverza B~! torej potrebujemo 6n? + 4n + 2 operacij.

Naloga 3.26. Zapisite algoritem za LU razcep brez pivotiranja za tridiagonalno matriko
A.

Resitev:
Naj bo
a; Cp
by ay ¢
b3 a3 3

bn—l (p—1 Cp-1
b an

Ce izvedemo LU razcep brez pivotiranja, potem sta matriki L in U oblike

1 u;y G
ly 1 Uz  Co
63 1 us C3

gn—l 1 Up—1 Cn—1
l, 1 Uy,

Njune elemente izracunamo na slede¢ nacin:

up = aq
fori=2:n
b;

Ui—1

Ei:

u; = a; — Liciq

end

Za izracun potrebujemo 2n — 2 operacij.

3.3. Simetricno pozitivno definitne matrike

Naloga 3.27. [zracunajte razcep Choleskega za matriko

b
Il

=N OO
B

O O U= O
Nej
[an)
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Resitev:
Razcep Choleskega je A = VVT za

2 0 000
3 4 000
V=10 1 200
1 -1 510
2 0 0 31

Naloga 3.28. [zracunajte razcep Choleskega za matriko

9 315 0 9
3 5 7 2 1
A= | 15 7 35 1 14
0 2 1 2 1
9 1 14 1 15

ter resite sistem Ar =b za b= (—3,—13,—-20, —4,8)7.

Resitev:
Faktor Choleskega je enak

30 000
1 2 000
V=15 1 300
0 1 010
3 -1 0 21

Resitev sistema dobimo z uporabo premih in obratnih substitucij. Najprej resimo
Vy = b in dobimo y = (—1,—6,-3,2,1)T, nato pa resimo VT2 = y in dobimo z =
(1,-2,-1,0,1)7.

Naloga 3.29. [zracunajte razcep Choleskega za matriko

121 3 1
251 8 2
A= 11 3 2 2
3 8 2 15 5
1 22 5 4

ter resite sistem Az =b za b= (—3,—7,—2,—-10,—1)".

Resitev:
Razcep Choleskega je A = VVT kjer je

1 0 000
2 1 000
V=] 1 -1 100
3 2 110
1 0 1 11
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Resitev sistema dobimo iz

Vy=b = y=(-3-10,1,1)"
Vie=y = z=(1,-2,-1,0,1)".

Naloga 3.30. Ali je matrika

1 2 3 4 1
2 8 12 16 2
A= 3 12 27 36 6
4 16 36 64 8
1 2 6 8 3
simetricno pozitivno definitna?
Resitev:
Da. Obstaja razcep Choleskega:
100 00
22000
A=VvVT v=|33300
4 4 4 40
10101
Naloga 3.31. Ali je matrika
123 45
2 2516
A= 3 5 4 11
4 1 1 2 3
56 1 3 2

simetricno pozitivno definitna?

Resitev:
Ne. Razcep Choleskega se ne izvede.

Naloga 3.32. Dana je matrika

4 6 2 —4
6 18 0 3
A=19 o 3 _4
4 3 -4 «

1. Dolocite vsa realna Stevila o, za katere je matrika A simetricno pozitivno definitna.
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2. Za o =23 in b= (6,15,2,1)T resite sistem Ax = b.

Resitev:

1. Matrika je simetri¢no pozitivno definitna natanko tedaj, ko obstaja razcep Chole-
skega. V nasem primeru je faktor Choleskega enak

2 0 0 0
3 3 0 0
V= 1 -1 1 0
-2 3 1 Va—14
Matrika bo torej simetri¢no pozitivno definitna za vse a > 14.
2. Zaa=23je
2 0 00
13 3 00 - T
V= 1 —11 0l A=VV".
-2 3 1 3

Linearen sistem Az = b resimo z uporabo razcepa Choleskega. Z uporabo premih
substitucij dobimo
Vy=b = y=(3,2,1,0)"

iz obratnih substitudij pa sledi

1 T
Vie=y = x:<——,1,1,0).



Poglavije 4

Resevanje nelinearnih sistemov
enacb

Naloga 4.1. Resujemo nelinearen sistem
.1'2 + y2 _ 4’
2’ —y? = 1.

(0)
Z Newtonovo metodo z zacetnim priblizkom <§(0)) = <g) izracunajte prva dva priblizka

k resitvi. Skicirajte obe implicitno podani krivulji, ki nastopata v sistemu. Koliko je vseh
realnih resitev?

Resitev:
Izra¢unamo

?+y*—4 2 2y
F([L’,y)— <l’2—y2—1 ) JF({L',y)— 20 _2y .
V prvem koraku resimo sistem

Ax©

2 Ee) - 6)

Resitev izracunamo z LU razcepom z delnim pivotiranjem in dobimo Az(® =
Ay©® = —2.0d tod dobimo nov priblizek

(1) 3 _13 23
X
()= (3)+ (%) = (&).

V drugem koraku reSimo sistem

23 11\ [Az® 23 11
FlZ=Z = - _F (= =
J (12’ 8) (Ay(1)> (12’ 8)’

47

ki se glasi

_13
12’



48 POGLAVJE 4. RESEVANJE NELINEARNIH SISTEMOV ENACB

in dobimo

AzM\ [ —0.3061594 @\ (2 N ArM\  (1.610507
Ay® ) =\ —0.14204545 ) © \y@ ) T (4O Ay® )~ \1.2329545 ) -

Postopek nadaljujemo. Resitev je prikazana na sliki 4.1. Iz slike tudi vidimo, da ima

Slika 4.1: Presecisce implicitno podane kroznice in hiperbole iz naloge 4.1.

sistem enacb §tiri realne resitve.

Naloga 4.2. ResSujemo nelinearen sistem

v+ 2% =2,
y* —2x = —1.

0)
Z Newtonovo metodo z zacetnim priblizkom 5(0)) = wzracunajte prvi priblizek k

1
resitvi. Skicirajte obe krivulji. Koliko je vseh realnih resitev?

Resitev:
Izracunamo

2?4+ 2y% — 2 2z 4y
F(x7y>:(y2_21.+1 ) JF(SL’,y): -9 2'3/ .

V prvem koraku resimo sistem

JF(1,1) @5) = —F(1,1),

@)

ki se glasi
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é Od tod dobimo nov priblizek

E)-0-()-0)

Pri nalogi dejansko racunamo presecisca elipse in parabole. Iz grafa 4.2 se vidi, da ima
sistem dve realni resitvi.

Resitev je enaka Az = Ay =

2

151

0.5

-15F

Slika 4.2: Presecisca implicitno podanih krivulj iz naloge 4.2.

Naloga 4.3. Z Newtonovo metodo resujemo sistem nelinearnih enacb

sin (wz) cos (my) = cos (mx)

1
sin (7x) sin (7y) = 3

Z zacetnim priblizkom (%, i)T wzracunajte nov priblizek k resitui.

Resitev:
[8¢emo resitev sistema F(z,y) = 0 za

Fla.y) = (sin () cos (my) — cos EW:):)) |

sin (7x) sin (7y) — 5

Pri Newtonovi metodi potrebujemo Se Jacobijevo matriko

_ (mcos(mx)cos (my) + wsin (mz) —msin (mx) sin (7y)
TE(@,y) = ( 7 cos (mx) sin (wy) 7sin (wx) cos (wy) ) ’

Iz zacetnega priblizka (x¢,yo)? = (%, i)T dobimo nov priblizek

(z1,11)" = (w0 + Ao, yo + Ayo)”
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z resitvijo linearnega sistema

JF (0, y0) (Ax(b Ayo) = —F(z0,%),
11 T o—Y2n 11 V2
! <2’4) (0 7%)’ (2’4) <\/§2—1>

1—2v2 -2
A%:T\/_a A?Jo:\/_
T

Resitev je enaka

od koder sledi nov priblizek

1 1-2V2 L, v2-2
o= L L2207, gy Y2

=0.1 .
5 o 1 o 0.156769

Naloga 4.4. Nastavite iteracijo za resevanje sistema nelinearnih enach
=1
20 + 9y — 42 =0
3% — 4y + 22 = 0.

Resitev:
Definiramo
?+y?+22 -1 2r 2y 2z
Flr,y,2)=| 222 +y*—4z |, JF(z,y,2)= |4z 2y —4
322 — 4y + 22 6x 4 2z

Izberemo zacetni priblizek (x(o),y(o),z(o))T. Priblizek na koraku r + 1, kjer je r > 0,
dobimo tako, da resimo linearen sistem

JF (20,4, 20) (Az®) Ay, Az = —F (2 y® 20
in izracunamo
(2D ), Z<r+1>)T = (2, y), Z(r))T + (A2, Ay, AZm)T
Postopek ponavljamo, dokler ne velja

(A2, Ay, AzO)|| < tol - || (2, 5, 2

Y

za izbrano toleranco ’tol’.

Naloga 4.5. Dane so tocke (z;,y;), i = 1,2,...,n. Kako bi izracunali funkcijo f(z) =
aeP® | ki se najbolj prilega tem tockam, v smislu, da je izraz

n

Z(yi — ae’i)?

i=1

mainimalen.
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Resitev:
Is¢emo minimum

min F(a, 8), Fl(a,p) = Z(y, — aePi)?,

a’ﬁ
1z

o) OF <«
= E 2(y; — aeP®) (—ePri , — = E 2(y; — el —axieﬁxi ,
(y )( ) 05 — (y )( )

da i=1

dobimo nelinearen sistem enacbh
file, B8) =3 e (i — aeP™) = 0,
i=1
fale, B) == mieli(y; — ae™) = 0,
i=1

ki doloca stacionarno tocko. Definiramo F' := (f, f2) in izra¢unamo Jacobijevo matriko

_ (e Y (wyeelt = 2am,e?5)
JF(Oé> 5) - <_ Z?:l :L’Z'eQBxi Z?:l(x?yieﬁxi _ 20&1’?6259“) .

Izberemo zacetni priblizek (v, By)7, nov priblizek pa dobimo kot

(a1, 81)" = (a0, Bo)" + (Ao, Afo)",

pri cemer je (Aag, ABy)T resitev linearnega sistema

JF(O((), B(])(AO&(], Aﬁo)T = —F(Oéo, B(])

Postopek nadaljujemo tako dolgo, dokler ni

(A, AG,)[| < tol - [[(ew, B )

za izbrano toleranco ’tol’.

Zacetni priblizek dolo¢imo tako, da problem lineariziramo. Na funkciji f uporabimo
logaritem in minimiziramo izraz

n

Gla.B) =Y Iy, — Ina - fa,)”

i=1

Minimum je dosezen pri resitvi linearnega sistema

< n D it "L'Z) (a) _ ( iy Iny; )
Z?:l i Z?:l x? B) Z?:l rilny; )’

ki nam da dober zacetni priblizek za nelinearen problem.






Poglavje 5

Resevanje predolocenih sistemov

Naloga 5.1. Podane so meritve funkcije f v stirih tockah
11 7 1 13
fey=t fO=1 =g f@)=-
V' blizini teh tock bi radi potegnili parabolo. Dolocite njene koeficiente po metodi naj-
mangsih kvadratov. Uporabite normalni sistem in ga resite preko razcepa Choleskega.

Resitev:
Naj bo iskana parabola enaka p(x) = a + bz 4+ ¢. Da dolo¢imo koeficiente a, b, ¢ moramo
resiti predolocen sistem

—_
—

1 -1 1 u 4
Lo oy}
1 1 1 . i
1 2 4 13
1
Pripadajo¢ normalni sistem je enak
4 2 6 a 8
2 6 8 bl=14],
6 8 18 c 16
B c

matrika B pa ima razcep Choleskega B = V'V,

2 0 0
V=1 +v5 0
3 VH 2

Resimo sistem Vy = ¢ (preme substitucije) in dobimo y = (4,0,2)T. 1z VT (a,b,¢)T =y
sledi resitev (a,b,c)T = (1,—1,1)T. Iskana parabola je tako enaka

p(r)=1—2+ 2%

23
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Naloga 5.2. V sledeci tabeli je zapisano stevilo ribicev, ki so na dolocen dan lovili ribe
in Stevilo ujetih rib:

dan | §t. ribicev | §t. ujetih rib
1 18 39
2 14 9
3 9 9
4 10 7
5 5 8
6 22 35
7 14 36
8 12 22

Poiscite linearno funkcijo, ki najbolje opisuje povezavo med stevilom ribicev, ki lovijo, in
stevilom ugetih rib.

Resitev:
[stemo premico y = kx + n, ki po metodi najmanjsih kvadratov aproksimira dane po-
datke. Pripadajo¢ predolocen sistem je enak Az = b za

118 39

1 14 9

19 9

110 7 n
A=l 5| T s | xZ(k:)

122 35

1 14 36

112 22

Resimo ga preko normalnega sistema A7 Ax = ATb,

8 104\ (n\ _ (165
104 1550 \k) = \2557)

Razcep Choleskega matrike B = AT A je enak

T (2V2 0
B=VV, V‘<26\/§ 3@)'

Preko premih in obratnih substitucij dobimo

T
165 2064/%
Vy=ATh = y=|—2
y v=\35 3

Vig=y = x=(—5089/792,206/99)" = (—6.42551,2.08081)" .

Iskana premica je tako enaka

y = —6.42551 + 2.08081x.
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Naloga 5.3. Podjetje meri prodajo izdelka v petih mestih, radi pa bi napovedali prodajo
v novem obmocju. Podatki so dani v sledeci tabeli:

obmogdje | prodaja (y;) | populacija (a;) | zasluzek na prebivalca (b;)
1 162 274 850
2 120 180 1120
3 223 375 740
4 131 205 970
3 67 86 1032

Napovejte prodajo izdelka v obmocju s populacijo 60 in povp. zasluzkom na prebivalca
1050 eur, ¢e med kolicinami velja zveza y; = x1 + a;xs + bixs.

Resitev:
V danem modelu moramo dolo¢iti neznanke xy, x5, x3. Le te izracunamo iz predolo¢enega
sistema y; = x1 + a;x0 + bjzg, i = 1,2,...,5, ki se v matri¢ni obliki glasi Ax = b,

1 274 850 162

1 180 1120 120

A=11 375 740 |, b=]223
1 205 970 131
1 86 1032 67

Izracunamo normalni sistem A7 Az = AT,

5 1120 4712 703
ATA = [ 1120 297522 999602 |, ATb= |182230],
4712 999602 4530424 633334

in razcep Choleskega ATA =VVT,

V5 0 0
v = | 2245 V46642 0

4712 2667121006
V5 27943\/23321 \/ 116605

Z uporabo premih in obratnih substitucij dobimo

T
703 2 2
Vy=ATh — y= 12379 28661492\/
Y Y <\/3 V 23321° 155499822452315

5766582731 742208033 28661492 T_
1333560503 1333560503" 1333560503 )

= (—4.3242,0.556561,0.0214925)" .

Vie=y = :17:(—

Napoved prodaje izdelka v novem obmocju je tako

21 + 60x2 + 105023 = 51.6366.
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Naloga 5.4. Naj bo A € R"™*" m > n, rang(A) = n. PokaZite, da ima sistem

(5906

resitev, ki ustreza resitvi predlocenega sistema Ax = b po metodi najmanjsih kvadratov.

Resitev:
Bloéno pomnozimo in dobimo

r+Ax =0, ATr=0.
Ce pomnozimo prvo enacbo z AT in upostevamo drugo enacho dobimo

ATr + AT Az = AT)
AT Az = AT,
kar pa je ravno normalni sistem, katerega resitev x je resitev predolocenega sistema po

metodi najmanjsih kvadratov.

Naloga 5.5. Naj bo A € R™*", m > n, rang(A) = n, b € R™ in naj bo D € R™™
nesingularna diagonalna matrika. Zapisite normalni sistem, ki doloca resitev uteZenega
problema najmanjsih kvadratov, to je

min || D(Az —b)][.

Resitev:
[séemo = € R™, pri katerem je dosezen minimum

min || DAz — Db||s.
TER™

Normalni sistem je oblike

(DAY (DA)x = (DA Db
ATD?* Az = AT D?.

Naloga 5.6. Naj bo A € R™*" m > n, rang(A) = n inb € R™. Dalje naj bo C' € R™*™
simetricno pozitivno definitna matrika, ki definira normo

|lz|lc := VaT Cuz.
Zapisite normalni sistem, ki doloca resitev problema

min [[Az —blc.
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Resitev:

[séemo = € R™, pri katerem je dosezen minimum
min ||Az — b|¢.
IEGR"

Ker je matrika C' s.p.d., jo lahko zapisemo kot C' = V'V kjer je V faktor Choleskega.
Po definiciji norme || - ||c je tedaj

|Az — b||Z = (Az — b)TC(Ax — b) = (Az — b)'VVT(Az —b) =
= (VT(Az = b)" (VT (Az — b)) = |[VT Az — V7| .
Torej je

min ||Az — b||c = min
z€Rn zcRn

kar pa je Cisto navaden problem najmanjsih kvadratov, katerega resitev dolo¢a normalni
sistem

VITAz —Vv70,,

(VEA)T(VIA)z = (VIA)TVTD
ATVVT Az = ATVVTh
ATCAx = ATOW.

Naloga 5.7. Po modificiranem Gram-Schmidtovem postopku ortogonalizirajte vektorje
v = (1,0,1,00", vy, =(2,1,0,2)", wy=(1,-1,1,-1)".

Resitev:
1.korak:
1
V210
i = H(170a ]-70)TH = \/57 q1 = 7 1]’
0
2
V2 1
T1,2 = Q?U2 = 7(1707 170)T 0 = \/57
2
1
V2 -1
ris=aivs = (1,0,1,0)7 | 7 =2,
—1
1
1
G2 = V2 —T12G1 = 1|
0
—1
q3 = V3 —T13¢1 = 0
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2.korak:
1
VT |1
rop = [|(LL =12 =VT, == | |
2
0
V7 ~1 3V7
I A _ i
2,3 = (4o 43 = 7 (1717 172) 0 7 9
—1
3
114
43 = g3 — T2,3¢2 = 71 =3
-1
3.korak:
3
1 V35 V35 | —4
== —4, -3 17| = = =X
73,3 7 H(37 , =3, ) H 7 a3 35 _3
-1
Ortonormirani vektorji so tako enaki
1 1 3
V2 (o VT V35 [ —4
0 2 —1

Naloga 5.8. Preko QR razcepa resite predolocen sistem Ax = b za

1 0 -1 4
1 0 =3 6
A= o 1 11 b= -1
0 -1 1 2

Resitev:
Izracunajmo najprej QR razcep matrike A z uporabo modificiranega Gram-Schmidtovega
postopka:



59

1.korak:
1
V2 [1
a1 = H(]w 17070)TH - \/57 q1 = 7 ol
0
0
2
ma=dlas =200 0 | =0,
’ 2 1
-1
-1
2 _
3= (J?a3 - §<17 17070) 13 = _2\/57
1
0
0
G2 = Q2 — 71241 = 1 )
-1
1
-1
q3 = az —ri3q1 = 1
1
2 korak:
0
V2 [ 0
22 = H(ana 1, _1)TH = \/57 a2 = 7 1 )
-1
2,3 ZQ2TQ3 =0,
1
-1
g3 = (43 —T23(02 = 1
1
3.korak:
1
1| -1
T
33 = H(L_]-)la]-) H :2a g3 = 5 1
1
Dobili smo, da je A = QR za
V2o 1
iy V2 0 -2V2
Q= (2) N 12 ., R={ 0 2 0
0 _2\/5 i 0 0 2
2

ol
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Resitev predolocenega sistema po metodi najmanjsih kvadratov dobimo z resitvijo zgor-

T
nje trikotnega sistema Rz = Q7b = <5f7 _3—\2/57 —%> , ki je enaka

/9 3 1\
T\ )

Naloga 5.9. Po modificiranem Gram-Schmidtovem postopku izracunajte QR razcep ma-

trike
2 5 41
2 5 4 3
A=12 1 2 0
21 20
00 31
Resitev:
1.korak:
1
1 1
rin=1/(2,2,2,2,0)7]| =4, a=35[1]
1
0
rMa=qay =6 Tiz=qlaz=6, Ti4=qa;=2,
2 1 0
2 1 2
Ge=ay—Tipoq1 = | 2|, 3=a3—1i3q1= | 1|, ga=a4 — 11401 = | —1
—2 —1 —1
0 3 1
2 korak:
1
1 1
22 = 1(2,2,-2,-2,0)| =4, ¢ = B} -1,
—1
0
Tos=qaqs =2, Tou=qsqs=2,
0 —1
0 1
B=q3—7123¢2= | 0|, qu=qs—7r2402=1] 0
0 0
3 1
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3.korak:
0
0
T3,3 - H(anaoaoa B)TH = 3a q3 = 0 )
0
1
-1
1
T3,4IQ§Q4:17 G4 = qa4 — 173443 = 0
0
0
4 .korak:
-1
" va |l
ria = [[(-11,0,0,0)]| = V2, @ =71 0
0
0
Dobili smo, da je A = QR za
11 g _V2
Lol 01
2 2 2
Q=3 -2 0 0 [, R=
R
2 2
0O 0 1 0

Naloga 5.10. Po modificiranem Gram-Schmidtovem postopku izracunajte QR razcep
matrike

2 7 3
1 8 -3
A= -2 2 6
-4 -8 4

S pomodjo izracunanega razcepa dolocite diagonalne elemente matrike
H = A(ATA)~1 AT,

Resitev:
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1.korak:
2
1 1
T
a1 = H(27 1, -2, _1) H =95, q= 51 -2/
—4
7
1 8
Tio = qiay = g(2= 1,-2,—4) 5 | =10,
—8
3
1 -3
3= q{a3 - 5(27 17 _27 _4> 6 = _57
4
7 2 3
e B 8 _ 9 1 |6
G2 = Q2 1,241 = 9 BN I I
-8 —4 0
3 2 5
B B | -3 " 1 -2
q3 = a3z — T'1,3q1 = 6 9 4
4 —4 0
2 korak:
1
112
T
o2 = H(376a670) H =9, q2:§ 9|
0
5
1 -2
Tro3 = ng3 = §(17 27 27 0) 4 - 37
0
5 1 4
—2 2 —4
q3 = q3 — 12302 = 4 19 = 9
0 0 0
3.korak:
2
1] -2
33 = H(47 _47270>TH :67 g3 = g 1
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Dobili smo, da je A = QR za

wro
—_

0 -5
9 3
0 6

SN
I
Wl

O W howo [N | =
=
I
O O Ot

O wl=

[SAFG [N

Dolo¢imo Se diagonalne elemente matrike H. Matrika H je enaka
H— A(ATA)—IAT —OR (RTQTQR)_l RTQT _
=QR(RTR)" R'Q" = QRR'R™"RTQ" = QQ" € R™.
Diagonalni element H;; izracunamo kot
Hi; = Q(i,)Q" (1,1) = Q(5,)(Q(7,2))" = lQG, )|

In sicer dobimo

Hia = [QUAIP = ¢ +5+ 5 = 500
Hoo = QRN = 55 +5+5 = 32
Hys = QB = 56 +5+ 5 = 390
Hia = QU )P = 5.

Naloga 5.11. Po modificiranem Gram-Schmidtovem postopku izracunajte QR razcep
matrike

1 2 1
1 2 -1
A= 1 -4 1
1 -4 3
Resitev:
Dobimo
o1 4 2 2 2
Q== , R=10 6 =2
b-b - 0 0 2
1 -1 1

Naloga 5.12. Poisc¢ite Givensovo rotacijo, ki unici 3. element v vektorju x = (4,2,3,1)T.

Resitev:
Izracunamo

r=[43)[=5 c=5 s=<
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Givensova rotacija je oblike

BEF
Riy= -2 0 ¢ o0
0 00 1

in

R{sz = (5,2,0,1)".
Naloga 5.13. Izracunajte Givensovo rotacijo R, ki v vektorju v = (3,2, —4,1,5)T unici
tretjo in peto komponento. Ekonomicéno izracunagte $e produkt Rz za z = (2,1, —1,1,4)T.
Resitev:
Najprej dolo¢imo rotacijo ng, ki v vektorju z unici tretjo komponento. Izracunamo

5 5
in dobimo
20 -200
01 0 00
Ris=120 2 00
00 0 10
00 0 01
Tedaj je

Risz=(5,2,0,1,5)" =121, Rigz=(2,1,1,1,4)" = z.

Sedaj izracunamo e rotacijo R s, ki v vektorju z; uni¢i peto komponento. Dobimo

Y20 0 0 %2
0 100 0
2 2
=5+ 52 = 52, c=§, s=§, Rfy=] 0 o010 of,
0 001 0
Y2 00 0 £

in velja
T T
R 2y = (5\/5,2,0,1,0) . RTz = (3\/5,1,1,1,\/5) .

Iskana rotacija R je enaka

3V2 ) 22 g 2

10 5 2

0 1 0 0 0

R=R{;Ris=| 2 0 2 0 0
0O 0 0 1 0

3v2 212 V2

—%6 0 5 05

Iz prejsnjih izracunov pa sledi

R — (5\/5,2,0,1,0)T, R:— (3\/5,1,1,1,\/§>T.



Naloga 5.14. S pomocjo Givensovih rotacij izracunajte QR razcep matrike

w
w%wl»—twh—t
)

ter resite predolocen sistem Ax =b za b = (2, 2, \/E)T

Resitev:
Izra¢unamo

_V2 V2
Ba=1% %0
0 0 1
Dalje je
1 —¥2 —2/2
R, A= {0 of =AY Ripp=1[ 0 | =00
3V2
1 32 V2

Givensovo rotacijo R, ki unici element na mestu (3,1) v matriki A" dobimo iz

P VETTE-VE =X, o V2

65

2
in se glasi
V2o 2
2 2
Ri;=1 0 1 0
_¥2 g N2
2 2
Tedaj je
V2 1 -1
RI;AD = 0 0] =A4%, RV =10 | =102,
0 2 3
Sedaj izracunamo Se Givensovo rotacijo Rag, ki uni¢i element na mestu (3,2) v matriki
A®)
1 0 0
r=2 c¢=0 s=1 — Réfg: 0o 0 1],
0 -1 0



66 POGLAVJE 5. RESEVANJE PREDOLOCENIH SISTEMOV

in dobimo
V2 1 N ~1
RIA® = 0 2| =R, RIP=|3 | =10
0 0 0

Razsirjen QR razcep je torej enak A = @E, kjer sta
- (V2
Q=RipRi3Ry3, R=1|0 2
0 O

Resitev predolocenega sistema Az = b po metodi najmanjsih kvadratov dobimo z resitvijo
zgornje trikotnega sistema Rz = QTb, kjer so

R:({F ;) Q=0(:1:2), Qsz(‘;).

Resitev je enaka = = (—%\/5, %) in

min || Az — b||z = Hb(s)(3)||2 =0.
z€R2

Naloga 5.15. S pomocjo Givensovih rotacij izracunajte QR razcep matrike

1 3 1

1 3 7
A= 1 -1 -4

1 -1 2

ter resite predolocen sistem Axr =b za b= (1,0,1, 1)T.

Resitev:
[zra¢unajmo razsirjen QR razcep z eliminacijo elementov matrike A z Givensovimi rota-
cijami.

1. korak: rotacija R{,, ki unici element A(2,1):

22
5 5 vz
7‘:\/57 C:i’ S:i’ R,{2: 2 2 0 0 y
> 2 ’ 0 0 10
0 0 01
V2 8V3 42 v
2
RY,A = (1) _01 3_\/f =AW, RLp= [T | =0
1 -1 2 1



2. korak: rotacija R{?), ki unici element A™M(3,1):

2 1
. 20 Lo
2 3
UV SR AL S I BN
3 3 ’ —1 2
73 3
0 0 0 1
5 4
V35 7 %
T A1) 0 0 3V2 2 T (1) ~7 (2)
R173A - 9 9 ::A y R1’3b - 1\/i b
0 -3 o83 v
1 -1 2 1
3. korak: rotacija R, ki unici element A®(4,1):
500 3
pg V31 | 0 1000
’ 2’ 27 b o 01 0 |’
e
-5 00 ¥
2 2 3 %
0 0 3v/2 L
RT,A® = 0 \/5 s \/5 = A BRI = | 2 | =
3 3 V6
g 4+ T
V3 V3 2V3
4. korak: rotacija R4, ki unici element A®)(3,2):
10 0 0
2 T 00 -1 0
71—4\/;7 C—O, 8—_17 R2’3— 0 1 0 O 9
00 0 1
2 2 3 3
2 2 _i
R A® = | C 4\/; 8\/; AW BT — | VB | =@
’ 0 0 3v2 ’ 3
0 -4 L L
VERRVE 2V3
5. korak: rotacija R}, ki unici element A®(4,2):
10 0 0
2 1 0 4/ 0 —=%
r=4, c=4/=, s=-—, RL = s V3 ,
3 3o 0 0 1 0
1 2
0 L 0 2
2 2 3 3
04 5 _1
T A4 — —- AG) T p(4) — 2 —-p®
0 0 3v2 0

67
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6. korak: rotacija R, ki unici element A®)(4, 3):

10 0 0
1 1 01 0 0
r=6, ¢c=-—, s=-— R, = 1 1 )
00 -7% &
2 23 :
0 4 5 ~ -1
Ry AP =1 00 o | =R RbP =] % =0
000 %
Razsirjen QR razcep je torej enak A = @ﬁ, kjer sta
2 2 3
~ =~ 0 4 5
Q = R1,2R1,3R1,4R2,3R2,4R3,47 R=
0 0 6
000

Resitev predolocenega sistema Az = b po metodi najmanjsih kvadratov dobimo z resitvijo
zgornje trikotnega sistema Rz = QTb, kjer so

2 2 3 3

R=[04 5|, Q=Q(,1:3), Q"b=|-1
0 06 —%
Resitev je enaka x = (%, —%, —%)T in

1
in || Az — bljy = [|'9 (4)|], = =.
min [|Az = bll; = (6™ (4)2 = 5

Naloga 5.16. S pomocjo Givensovih rotacij izracunajte QR razcep matrike

4 1 0
A=13 2 1
11 -1

ter redite linearni sistem Ax = b za b= (1,0,1)".

Resitev:
Izracunajmo QR razcep z eliminacijo elementov matrike A z Givensovimi rotacijami.

1. korak: rotacija R{,, ki unici element A(2,1):

4 5 4 39
5 5
7”:5, CIS, SIS, R,{2: —% % 0 y
0 01
3 4
T 02 g (1) T °3 (1)
1 1 -1 1
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2. korak: rotacija R{?), ki unici element A™M(3,1):

S0 L
3 1 26 26
r=v206, ¢=-—, s=-—, Rl = 0O 1 0 ’
V26 26" 1 s
V26 V26
/o L /2
T A 0 7 4E 2 T (1 \/%:? 2
R1,3A( ) — 0 1 : =A@, R1,3b( ) — —2 —.p®
3 144/ & %
0 7% —% 5v/26
3. korak: rotacija R, ki unici element A®)(3,2):
1 0 0
35 26 3 26 3
- PY:R) = or - YV RT - O 35 NG ,
"TVa T Vs N B VS
0 _3 [
35 35
/o L 2
26 3% i3 7=
R A = o fB o /2 | =R ORI =| —m | =09
6
8 R
0 0 —\/—3—5 35

Razcep QR je torej enak A = QR, kjer sta

Q= RioRi3Ry3, R= 0 o 2 %
3
0 0 ~ 7%

Resitev linearnega sistema Az = b je enaka resitvi zgornje trikotnega sistema Rz = Q7b,
kjer je

T
Qb=1"75 |

in je enaka r = (—, 0, —§)T.

Naloga 5.17. Poiscite Householderjevo zrcaljenje, ki unici vse komponente razen prve
v vektorju x = (—4,2, -2, 1)T. Lzraéunajte Pz ter Pa za a = (1,1,0,2)7.

Resitev:
Izracunamo

k=|zla=vV16+4+4+1=5 m==k(k+4) =45 w=(-9,2-21)7
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in dobimo Householderjevo zrcaljenje

[N}
|

=SS
o I

1 2 FE)
P=1-—wuw" = S S B
m "5 45 45 45
PR T R
5 a5 45 45
Dalje je
—4 -9 5
1 . 2 1| 2 0
Px—a?—aw(w x) = DN Bl I 45 = E
1 1 0
1 -9 0
1 1 1] 2 4
P = _ T = _ —5 = 9
a=a mw(w a) 0 o (=5) 2
2 1 ¥

Naloga 5.18. S pomocjo QR razcepa s Householderjevimi zrcaljenyi resite predolocen
sistem Ax = b za podatke

10 7 6
0 -5 —6
A=11-5 -1, b=10
0 5 6
10 =3 0

Kaksen je min||Axz — b||y?
zeR?

Resitev:
Najprej izracunamo Householderjevo zrcaljenje, s katerim eliminiramo elemente v prvem
stolpcu matrike A. Izracunamo

k=1/(10,0,-5,0,10)|| = 15, m = k(k + 10) = 375,
w = (25,0, -5,0,10)" = 5(5,0,—1,0,2)".
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S householderjevim zrcaljenjem P, = I5 — 3—%wa pomnozimo matriko A ter vektor b:
5 5
1 0 1 0
PA=A- —01 (5, 0, =1, 0, Q)A:A_B -1 [ (5, 2) =
0
2 2
25 10 —-15 -3
0 0 0 =5
=A—|-5 =2|=| 0 1 = Ay,
0 0 0 5
10 4 0o -7
5 4
0 —6
1
Pb=b——|—-1|(, 0, =1, 0, 2)b=| 2 | =b
15
0 6
2 —4

Nadaljujemo postopek na manjsi podmatriki A;(2 :5,2). Izracunamo

E=|(=51,5-7) =10, m=k(k+5)=150, w=(-151,5,-7)"

~ 1 0
in dobimo P, = I; — sisww” € R ter P, = (0 B ) Izra¢unamo e produkte
2
-5 —15 -5
~ 1 1 1 1
PyA((2:5,2) = s |10l s (=15, 1, 5, =7) 5| =
-7 -7 -7
-5 —15 10
1 1 1 0
=15 | 10 5 150 = o |
—7 -7 0
—6 —15 —6 9
~ 2 1 1 2 1
Ph2:5)=| o =5 5 |15 L5 =T 6| =1,
—4 —7 —4 3
Sledi, da je
—15 -3 4
N 0 10 N 9
PPA=R=| 0 0|, PRPb=Q"h=]|1
0 0 1
0 0 3
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Iskan x je resitev linearnega sistema
—-15 -3 (4
0 10/ \9)"
(13 97
"o \1010)

min|Az — b2 = | (@D)3 : 5)|| = |1, 1,3)7], = VIL.

ki se glasi

Iz razcepa dobimo Se

Naloga 5.19. Naj bo

1 2 1 0
1 2 -1 3
A= 1 -4 1\ b= 0
1 -4 3 3

S pomocjo Householderjevih zrcaljeny in QR razcepa resite predolocen sistem Ax = b.
Lzracunajte tudi mi{%HAf —b||2.
re

Resitev:
[zra¢unajmo najprej razsirjen QR razcep matrike A z eliminacijo elementov s Househol-

derjevimi zrcaljenji.

1. korak: Izracunamo

3
1 1 T
k:H(lelvl)H:Qv m:2(2+1>:67 w = 1 ) P =1— —ww
m
1
in dobimo
1 _02 g :3 - 2 2
PA=A— —wwTA) = = AN AW = —4 0o |,
6 0O —4 0 4 9
0 —4 2
—3 )
LT 2 ® T
9 2
2. korak: Izracunamo
8
~ 1 1 0
k:67 m:487 w = _4 ) P2:I3__wa7 P2:< ﬁ)
—4 m 0 P~
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in dobimo
(62 PO N
PAD = 0 =2 = P,AD = = R,
00 0 0 -2
0 0 0
0 -3
PoM) = | o — P = 01 _ o,
3 )

Razsirjen QR razcep matrike A je enak A = @é za @ = P, P,. Resitev predolocenega
sistema Ax = b po metodi najmanjsih kvadratov dobimo z resitvijo zgornje trikotnega
sistema Rz = QTb, kjer sta

—2 2 =2 N -3
R=| 0 -6 2 |, Q=Q(:1:3), Q=21:3)=[ 0
0 0 -2 0

In sicer je

3.\
= (570,0) ’ ?éﬁ%”Al“ - bH2 - Hb(z)(g’ : 4>H2 =3.

Naloga 5.20. S Householderjevimi zrcaljenji in QR razcepom resitev linearni sistem
Ax =b za

1 6 —2 —7
A=[2 1 —2|, b=|-1
2.2 6 6

Resitev:
[zracunajmo QR razcep matrike A z eliminacijo elementov s Householderjevimi zrcaljenji.

1. korak: Izrac¢unamo

4
1
E=(1,2,2)| =3, m=33+1)=12, w=| 2 |, p1:]3_awa
2
in dobimo
. —3 —4 -2 ) L
PA=A— —w(wTA) — 0 —4 -9 _. A(l), AW . ( e ) ’
m 0 -3 6
1 —1 _ 5
Pb=b——ww') = 2 | =, .= ( ) :
m 9
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2. korak: Izracunamo

-3 0 P
in dobimo
-3 —4 -2
13211“):((5) _62) — pPAY=| 0 5 -2 |=R,
0 0 6
-1
132%'(1):(%7) = P = -7 | =0,
6

Dobili smo, da je A = QR za Q = P, P,. Resitev linearnega sistema Az = b je enaka
resitvi zgornje trikotnega sistema Rz = Qb = b® in se glasi

1

r=1 —1

1

Naloga 5.21. Naj bo

1 4 1 —2
2 -4 -1 D
A= 2 2 5| b d
0 0 4 4

S pomocjo Householderjevih zrcaljenj in QR razcepa resite predolocen sistem Ax = b.
Lzracunajte tudi migHAz —b||2.
re

Resitev:
[zracunajmo QR razcep matrike A z eliminacijo elementov s Householderjevimi zrcaljenji.

1. korak: Izracunamo

4
2 1 T
k=3, m=12, w= 5 | P =1— —ww
m
0
in dobimo
-3 0 =3
PlA—A—aw(w A) = 0 0 3 =AY AW = 1)
0O 0 4
—6
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2. korak: Izracunamo

~ 1 1 0
k=5, m =40, w:(i), Py=1I, — —wuw?, sz( ~)€R4X4

m 0 }5
in dobimo
-3 0 -3
T _ 5 1 _ 0 -6 -3 _. B
}5/4 ( ) — }3/4 0 0 _5 fﬁ
0 0 0
—6
ﬁgg(l) = =5 — Pgb(l) = 3 =@,
0 -5
0

Razsirjen QR razcep je tako enak A = QVE, @ = P P,. Resitev predlocenega sistema
Ax = b sledi iz reSitve zgornje trikotnega sistema Rz = QTb,

-3 0 -3 —6
R=| 0 -6 =3 ], Qb= 3 |,
0 0 -5 -5
in se glasi
1
x=| —1 |, min|Az—b|;=0.
1 z€R3

Naloga 5.22. Dana sta vektorja
-1

) a =

O NN

1
3
2

1. Poiscite Householderjevo zrcaljenje P, ki unici vse komponente razen prve v vek-
torju x. Izracunajte se sliko Pa.

2. Poiscite Givensovo rotacijo RT 5, ki unic¢i tretjo komponento v x. Izracunajte RY ;a.

Resitev:
4
Householderjevo zrcaljenje je doloceno s k = 3, m =12 in w = ; in je enako
0
1 2 2
-z —% —% 0
| B B
P = I4 — —wa = % 31 23
m -3 3 3 0
0O 0 0 1
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Dalje je
-3 _g
0 1
Pz = , Pa= 3
0 3
0 2
Givensova rotacija je doloCena s ¢ = ? in s = 2—\5/5,
V5 2v5
0 20
R, = O\/_ 1 3_ 0
28 0 £ o
0 0 0 1
in velja
V5

T _
R173a =

cH- G



Poglavje 6

Aproksimacija in interpolacija

6.1. Aproksimacija po metodi najmanjSih kvadratov

Naloga 6.1. Naj bodo (x1,y1), (x2,Y2), - -, (Tm, Ym) dane tocke v ravnini.

1. Poiscite premico y = kx + n, ki po metodi najmangsih kvadratov najboljse aproksi-
mira te tocke.

2. Uporabite rezultate na primeru tock (1,2),(2,3),(3,5), (4,8).

Resitev:

1. Is¢emo premico p(z) = kx + n, pri kateri je dosezen minimum izraza
m
r%inn Zl(kxz +n— )2
1=

Nalogo lahko resimo na dva nacina.

1. na€in: Definiramo funkcijo g(k,n) := > (kx; + n — y;)? in poiStemo njen
minimum. Parcialno odvajamo in dobimo sistem dveh linearnih enacb

a m
a—i(l{;,n) =2 Z(l{;xz +n—y;)r; =0,
i=1

@(k:,n) = 22(/%Z +n—y;) =0,

on —

ki se v matri¢ni obliki glasi

Er =) C)-Cel) e

7
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Po Cramerjevem pravilu preprosto izracunamo resitev

I — m ZZZI TilYi — Z:il L ZZZI Yi
2 )
m Z:ll %2 - (eril ;)
2211 x? ?;1 Yi — Z:il L EZZI LilYi

2
mZZZl x? - (Z:ll ;) ’

m =

ki dolo¢a premico p.

2. nac¢in: Preko Gramove matrike.
Podprostor P; napenjata funkciji ¢o(z) = 1 in pi(x) = x. Aproksimirajmo
funkcijo f, za katero velja

f(xz):yla i:1727"'>ma

po metodi najmanjsih kvadratov v podprostoru IP; glede na diskretni skalarni
produkt

(f,9) = Z f(zi)g(x).

Premica p(x) = kx + n najboljse aproksimacije po metodi najmanjsih kva-
dratov je dolocena z resitvijo Gramovega sistema

(G o) (3) = ()

ki pa je enak sistemu (6.1).

2.

Slika 6.1: Premica, ki aproksimira tocke po metodi najmanjsih kvadratov.
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Pri danih podatkih dobimo linearen sistem
30 10\ (kY (55
10 4 n) \18)’

1
— o — =,
p(r) =2z 5

ki doloca premico

Resitev je prikazana na sliki 6.1.

Naloga 6.2. Dan je interval I = [—1, 1] in funkcija f(x) = e*. Poiscite polinom p* € Py
nagboljse aproksimacije po zvezni metodi najmangsih kvadratov.

Resitev:
Podprostor IP; napenjata funkciji ¢o(z) = 1 in ¢1(z) = z. Premica

p(x) = agpo(r) + arpr (),

ki aproksimira funkcijo f po metodi najmanjsih kvadratov v podprostoru P; glede na
skalarni produkt

(f,9) = » f(z)g(z)dx,

je dolocena z resitvijo Gramovega sistema

<<<P0>800> <800a<P1>) (Oéo) _ ((fa <Po>) .
{po. 1) (p1,1)) \u (f, 1)
Skalarni produkti, ki nastopajo v matri¢cnem sistemu, so enaki

1
<§007§00> = / dr = 27

1

in resitev se glasi
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Naloga 6.3. Za funkcijo f(x) = sin*z na intervalu [O, g} poiscite element najboljse
aproksimacije po metodi naymangsih kvadratov iz podprostora

S = Lin{l,sinz, cos z}.

Resitev:
Element
p(r) = g + agsinx + ay cos z,

ki aproksimira funkcijo f po metodi najmanjsih kvadratov v podprostoru S glede na
skalarni produkt

(f,g) = / * fo)g(a)da,

je dolocen z resitvijo normalnega sistema

(1,1) (1,sinz) (1, cosx) ap (1, )
(sinz,1) (sinz,sinz) (sinz,cosz) ay | = | (sinz, f)
(cosz,1) (cosz,sinz) (cosz,cos) an (cosz, f)

Integrale, ki nastopajo v skalarnih produktih, enostavno izracunamo z uporabo Beta
funkcije

™

2 1 1T(p)T
/2 sin? ™! x cos® ! wdr = §B(p, q) = Lp)(e)
0

2T(p+4q)
Normalni sistem je tako enak

T 3

b) 1 } (%)) 186

s — ©

1 1 2 Q1) = 15
T

L5 3/ \@ 5

in ima resitev
o 04+ 90T 4 45x° 320 + 427 + 197° 320 — 387 — 2172
= fg o — .
T 120(=16+2r+72) ' 30(32—20m+m3)" 7 30(32— 207 + 7?)

Funkcija in aproksimant sta prikazana na sliki 6.2.

Naloga 6.4. Tocke
(1,0),(2,2),(1,2),(3,2),(1,1),(2,1),(2,0),(3,0),(3,1)
aproksimiragte z elementi iz podprostora Lin{1,e"} po metodi najmanjsih kvadratov.

Resitev:
[scemo
p(x) = aopo(z) + aop1(z),  @o(z) =1, ¢i(z) = ¢,
ki aproksimira podatke po metodi najmanjsih kvadratov glede na diskretni skalarni pro-
dukt. Definirajmo vektorja

z:=(1,2,1,3,1,2,2,3,3)", y:=(0,2,221,1,0,0,1)"
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Slika 6.2: Funkcija (rde¢ graf) in aproksimant po metodi najmanjsih kvadratov (moder
graf).

ter vektorja

0o = po(z) = (1,1,1,1,1,1,1,1,1)",

T
v, = pi(x) = (6,62,6,63,6, 62,62,63,63) ,

ki dolocata vrednosti baznih funkcij v . Tedaj velja

g'¢0:97

o, 1) = @y -1 = 3(e + e+ €,
T, =3(+et + 6%,

Py =9,

i, =3(e+ e+ e,

fa(p0>:y
fa(p1>:y

54 5

kjer smo z f oznagcili funkcijo, za katero velja f(x) = y. Gramov sistem je tako enak

9 3le+er+e*)\ (an) 9
3le+e?+e3) 3 +et+e%)) \ar)  \3(e+e*+e?)
in ima resitev
ap=1, a;=0,

od koder sledi, da je iskana funkcija enaka p(z) = 1.
Naloga 6.5. Tocke (—1,0),(—1,1),(0,1),(1,2),(1,3) aproksimiragte s polinomi iz pro-
stora Py po metodi nagmangsih kvadratov.

Resitev:
Definirajmo vektorja

z:=(-1,-1,0,1,1)", y:=(0,1,1,2,3)"



82 POGLAVJE 6. APROKSIMACIJA IN INTERPOLACIJA

in naj bo diskretni skalarni produkt enak

(f.9) = f(z)" g(z) = Z Fzi)g(zs).

i=1
Dalje naj vektorji
(pO = (1? ]-7 1a ]-7 1)T>
(pl = (_17 _17 07 17 1)T7
0, = (1,1,0,1,1)"

oznacujejo vrednosti baznih funkcij 1,z,2? komponentah vektorja z. Oznacimo s f
funkcijo, za katero velja f(x;) = vy;, ¢ = 1,2,...,5. Is¢emo parabolo p(x) = ag +
a1 + apa?, ki aproksimira f po metodi najmanjsih kvadratov glede na definiran skalarni
produkt. Gramov sistem je enak

5 0 4 o 7

0 4 0 aq = 4

4 0 4 9 6
in ima resitev ]
ap=1, ag =1, 042257

od koder sledi, da je iskana parabola (glej sliko 6.3) enaka p(z) =1+ z + %xQ.

5L

| . . . . . . . . . . . . | . . . . |
-2 -1 1 2

Slika 6.3: Parabola, ki aproksimira tocke po metodi najmanjsih kvadratov.
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Naloga 6.6. Izracunajte parabolo, ki po zvezni metodi najmanjsih kvadratov najboljse
aproksimira funkcijo f(x) = Tx* na intervalu [—2,2] glede na skalarni produkt

(f,9) = /_2 f(x)g(x)dz.

Resitev:
Izracunamo skalarne produkte med baznimi funkcijami {1, x, 2?}:

2 2 2 16
<1,1>:/ dr = 4, <1,:c>:/ xdr =0, (1,:52):/ x%lx:?

2 -2 2

2 1 2 2 64
<x,x>:/ :L’zdx:;, (SL’,LL’2>:/ 2?dr =0, <x2,x2):/ SL’4d5L’:€.

2 2

Dobimo Gramovo matriko

16

4 0 1
G=[0 % ¢
16 64

3 0 %

[zracunamo Se desno stran normalnega sistema:

(1, f) 2, Tatda 18
d=| (z, f) | = f_22 T2bdx | = | O
(2%, f) 2, 728da 256

Izracunamo resitev sistema

4 0 ? (&%) 4;28 (7)) —%
0 % 0)(ar|=1]0 — |a| =] 0
200 %) \m 256 % 24

in dobimo polinom

48
p(z) = 5 + 2427

najboljse aproksimacije po metodi najmanjsih kvadratov.

Naloga 6.7. Skalarni produkt naj bo definiran kot

(f,9) = /_1 f(t)g(t)dt.

Po Gram-Schmidtovem postopku ortogonalizirajte potence x*, i = 0,1,2, na intervalu
—1,1].

Resitev:
Naj bo {v1,vs,v3} = {1, 2, 2%}. Modificiran Gram-Schmidtov postopek je sledec.



84 POGLAVJE 6. APROKSIMACIJA IN INTERPOLACIJA

1. korak:
1
o= [ o=z,
—1
vi(z) V2
xr) = = —,
M@ = = 3
''V2
ol (@) = vs(2) — (fr,00) fala) = 7 — / e =z,
-1
''V2 1
vél)(x) = Us(x) - <f1703> f1($) = 22 —/ szd:c =% = §
-1
2. korak:
2 1 2
[ - [ =2,
1 3
(1)
6
fg(l’) — Uy ([l?) _ iz’
Hv(l) 2
2
o) = v (@) = (forrl?) folr) =
1 L'V6
— 2 _ yv- 2 - _ 2 _ =
— 3 /_1 5 T (w 3) dr ==z 3
3. korak:
1
3) 2_/ 2 1) 8
v = r*— - |de = —,
H 3 . 3 45
(2)
vy () 1[5,
= — /2 (32— 1
fs() P 2 y B =)

Prvi trije ortonormirani polinomi so tako enaki

fi(x) = §> fo(x) = \/761', fs(x) = %\/g (3x2 -1).

Ortogonalni polinomi glede na dan skalarni produkt so t.i. Legendrovi polinomi. Izra¢unali
smo prve tri, splosna formula pa se glasi

[2n+1(=1)" d o

6.2. Interpolacija

Naloga 6.8. Za funkcijo f(x) = cos (’%) poiscite Lagrangeev interpolacijski polinom, ki
se s f wjema v tockah (z;)3_, = (—1,0,2,5).
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Resitev:
Ker so tocke x; paroma razliéne, lahko interpolacijski polinom p zapisemo v Lagrangeevi
obliki. Ker interpoliramo §tiri podatke, je p € P3. Lagrangeevi bazni polinomi so enaki

loslr) =~ (2= )5~ ), o) = 12— 2)(5 @) + 1),
L L9+ 1),

lys(x) = 1_8(5 —x)x(x+1), l33(x)= W

Interpolacijski polinom

- @2-29)b-2)z (@-2)(z+lz 1 (5 2\
pla) = -2 et (2= )5~ a)(a + 1),

skupaj s funkcijo f in interpolacijskimi tockami je prikazan na sliki 6.4.

-10r

Slika 6.4: Interpolacijski polinom (rde¢ graf) za funkcijo f (moder graf).

Naloga 6.9. Dolocite polinom, ki interpolira tocke
(1,2), (2,0, (4,-1), (6,3), (7.5).

Resitev:
[séemo interpolacijski polinom p € P,. Lagrangeevi bazni polinomi se porac¢unajo v

foa(2) = g5 (2~ 2)(A = 2)(6 ~ )T~ ), lra(e) = 5 (4~ )6~ 2)(T ~ ) — 1),
loa() = 3—16(6 ) (T—a) =D —1), Laa(r) = %(7 )@ — )@ — 2@ — 1)
1

U3.4(x) 6)(x —4)(x —2)(x—1).

= 55 -
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Slika 6.5: Interpolacijski polinom na danih tockah.

Interpolacijski polinom je enak

p(r) =g(2 ~ )4~ 2)(6 ~ 2)(T — ) — 3(6 — 2)(w ~ 2)(z ~ (T~ )+
+ 4—30(x -z =2)(xz—-1)(T—2)+ 11—8(36 —6)(z —4)(z —2)(x—1)

in je prikazan na sliki 6.5.

Naloga 6.10. Dana je funkcija f(z) = 1%.
1. Preko deljenih diferenc poiscite interpolacijski polinom stopnje 5, ki interpolira
funkcijo f v tockah x =0 in x = 1 trikratno, to je v vrednosti, prvem in v drugem

odvodu. Izracunagjte njegovo vrednost v tocki x = %

2. Cim bolje ocenite napako

max | f(x) — p(z)].

z€[0,1]

Resitev:

1. Interpolacijski polinom p mora zadoscati naslednjim pogojem:

(0) =

2 P’ "(0) =8,
P =f1)=-1, p'(1)= — 1.

f
f(1)

Ker interpoliramo Se odvode, ga bomo zapisali v Newtonovi obliki. Izracunamo



6.2. INTERPOLACIJA 87

tabelo deljenih diferenc

X

014

04 —4
014 —4 4
112 =2 2 =2
1{2 -1 1 -1 1
2 -1 b )

pri ¢emer uporabljamo rekurzivno formulo za deljene diference. Diagonalni ele-
menti nam dajo koeficiente polinoma v Newtonovi obliki v bazi iz prestavljenih
potenc

{l,z, 2?23 2w — 1), 2% (x — 1)2} .
In sicer je

1
plz) =4 —dr+42* — 223 + 23 (x — 1) — §x3(x — 1)

Vrednost polinoma pri ¢t = % dobimo s Hornerjevim algoritmom, prilagojenim za
bazo iz prestavljenih potenc. Iz sheme

-1 -2 4 -4 4
r=1 L5 21 4 8
2 4 8 16 32 64
_1o5 21 43 85 17

2 4 8 16 32 64

preberemo vrednost polinoma

1\ 171
P\2) " a1
2. Pri oceni napake uporabimo izrek, da za poljubno f € C"+Y(I), kjer I vsebuje vse
interpolacijske tocke, velja

f(z) =pu(z) + w(z) [0, 21, .. ., Tpy 2] f,  w(z) = (x —2o)(x — 1)+ -+ (T — ),

pri ¢emer je p,, interpolacijski polinom, ki se s funkcijo f ujema v tockah zg, x4, ..., z,.
V nasem primeru je

f(z) = plz) = 2*(z = 1)*(0,0,0,1,1, 1, 2.
Za deljeno diferenco velja

0,0,0,1,1,1,z]f = f(i;(g),
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kjer je € € [0, 1] poljubna tocka. Ker je
4-nl(=1)"
Mgy = ——+ 7

padajoca funkcija, je
||f(6) l|o0,0,1] = 4 - 6! = 2880.

Dalje je
1 1
3 3| 3 _
2 = 1P| = lae — P < 55 = o
za vse x € [0, 1]. Ocena za napako interpolacijskega polinoma je tako enaka
1 2880 1
— < - _

Naloga 6.11. Poiscite Hermaitov interpolacijski polinom, za katerega velja

p(0)==2, p(0)=5, p(1)=2 p1)=5 p@) =4 pP@B) =
Izracunajte njegovo vrednost v tocki x = 2.

Resitev:
Interpolacijski polinom zapisemo v Newtonovi obliki. Izracunamo tabelo deljenih dife-
renc:

| 0 0 0 0 0
0l-2 0 0 0 0 0
0]-2 4 0 0 0 0
12 4 1 0 0 0
1 15 29
A
8 B, B
314 1 1 _ 17 _ 83 _ 497
3 3 48 144 432

Diagonalni elementi nam dajo koeficiente polinoma v Newtonovi obliki v bazi iz presta-
vljenih potenc

{1,2,2% 2%(x — 1), 2*(x — 1), 2*(x — 1)*(x — 3) } .

In sicer je

1 7 29 23 497
p(r) = -2+ o + §x2 - ZI2($ -1+ §x2(aj —1)*— 139

(glej sliko 6.6). Vrednost polinoma pri ¢ = 2 dobimo s Hornerjevim algoritmom, prila-
gojenim za bazo iz prestavljenih potenc. Iz sheme

2*(x —1)*(x — 3)

_ 497 23 _29 7 L _9
132 8 4 2 2
=21 0 497 1739 1393 119 227
432 432 432 216 108
_ 497 1739 _ 1393 119 227 11
432 432 432 432 216 108
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1\ 11
P\2 )~ 108

preberemo

Slika 6.6: Hermitov interpolacijski polinom.

Naloga 6.12. Dolocite interpolacijski polinom p, za katerega velja
p(0)=1, p2)=-1, p'(2)=3, p"(2)=8, p@3) =4
Izracunajte njegovo vrednost v tocki x = 4.

Resitev:
[zracunamo tabelo deljenih diferenc

T

01

21-1 -1

21-1 3 2

21-1 3 4 1

3| 4 5 2 =2 -1

in dobimo

p(r) =12+ 2z(x — 2) + z(x — 2)* — z(x — 2)°.
Vrednost polinoma pri z = 4 dobimo s Hornerjevim algoritmom, prilagojenim za bazo
iz prestavljenih potenc. Iz sheme

-1 1 2 -1 1
r=4 -2 =2 0 -4
-1 -1 0 -1 -3
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preberemo vrednost polinoma

p(4)=-3.

Naloga 6.13. S pomocjo deljenih diferenc zapisite enacbo polinoma cim niZje stopnje,
za katerega velja

p(0> = 17 p/(()) = 27 p//(O) = 37 p(1> = _17 p/(1> = 37 p(2) =4

Resitev:
[zracunamo tabelo deljenih diferenc

Z;
0] 1
0] 1 2
o1 2 3
1|-1 —2 —4 -4
1j-1 3 5 9 =2
2|14 5 2 -3 -2 D
in dobimo
3 11 29 79
p(r) =1+2x+ 51'2 - 7x3 + ?x?’(aj —-1)— gat?’(x —1)%

™

Naloga 6.14. Funkcijo f(x) = sin(z) interpoliramo v tockah 0, 13’ %

Ocenite napako
na intervalu [0, %} pri Lagrangeovi in Hermitovi interpolaciji.

Resitev:

Ker so interpolacijske tocke ekvidistantne, lahko pisemo

™ ™
[L’():O, xlzﬁzx0+h, l’gzgzl’o—FQh,

kjer je h = {5. Razlika med funkcijo in Lagrangeevim interpolacijskim polinomom je

enaka
|f(2) = p(2)| = [(x — @) (x — 21)(z — w2) [0, 21, 22, 2] f| =
= |(e — o)z — )(z — )] 5 |FD(E)

zanek € € [0,%]. Izracunajmo najprej ekstrem funkcije w(z) = (2 —xo)(z — 1) (x — 22).
Iz

W'(z) = 32° — 6hx + 2h* =0

NN
rz=nh (1:|:?>.

dobimo dve stacionarni tocki
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Y

GO

17| o7 = I cos 2l fo.z) = L

Hw||oo7[0%] = max {

Doloé¢imo se

Od tod sledi
23 w1 V373

- A< e = —— =1.15-107",
If =Plocfoz) = =9 125 = 27 128
Pri Hermitovi interpolaciji se napaka izraza kot
|f(z) = p(x)| = ‘(I - 330)2@ - $1)2(33 - $2)2[x07$07$17$17$2,$27$]f‘ =

= |(z — 20)*(z — 21)*(z — )| é TG

Ker je
p— 3 p— 1
| = leinlopg) =3

1791,

(0.5
dobimo z uporabo zgornjih ocen
23 7r3> 11 1

- 1 < = =115-107% =3.312-10°%.
I/ p!loo,[%]_( o 195 | 515 = 97a0 o0 = 15710 3.312-10
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