KOMUTATIVNA ALGEBRA 2004/05 Zaklju ¢ne naloge

ReSitve nalog morate narediti samostojno. To potrdite s podpisano izjavo, ki j&ipeilo
reSitvam. Skrajni rok za oddajo nalog je 21. september 2005. Pri izdeléitevese lahko
posvetujete s predavateljema.

(1) (a) Naj bo kolobatz noetherski ina C R poljuben ideal. Poka, da obstajan € N z
lastnostjo(Nila)™ C a.
(b) Dokazi, da v vsakem noetherskem kolobarju obstafa N, da je produkt poljubnih
n nilpotentov enak.
(c) Pokai, da v kolobarjuR := C[X;, X5, X3,...]/(X1, X3, X3,...) totki (a) in (b)
ne veljata.

(2) Multiplikativni podmnaici S kolobarjaR pravimonasiteng Ce za poljubna;,y € R iz
xy € Ssledix € Siny € S.
(a) Dokai, da je multiplikativna podmnaca .S C R nastena natanko takrat, ko je
R\ S unija praidealov.
(b) Dokazi, da za vsako multiplikativno mrzico S obstaja najmasp nasiena multip-
likativna mnaica .S, ki vsebujeS. Kajje R\ S?
(c) Najboa C R poljuben ideal. P&i nastenje multiplikativne mnbicel + a.

(3) (a) Naj bo kolobarR artinski in f : R — R poljuben endomorfizem. Poka Ce je f
injektiven ali surjektiven, potem je avtomorfizem.
(b) Naj boM noetherski modul nad nekim kolobarjemfn M — M homomorfizem.
Pok&i, da obstaja € N z lastnostjdker " Nim f* = {0}.
(c) Dokazi, da taka (b) ne veljate modulM ni noetherski.

(4) Naj boR kolobar inm C R poljuben maksimalen ideal.
(a) Naj boa C Rideal inNila = m. Dokéa?i, da je kolobatR/a lokalen.
(b) Naj bostaa C b C m ideala in naj veljaNila = m. Pok&i, da je kanoréna
preslikavab/a — (bR.)/(aRy,) bijektivna.

(5) ZakolobarA z Rad A ozn&imo Jacobsonov radikakolobarjaA, torej
Rad A = ﬂ (Spec A)™™ .

Naj bostaA, B kolobarja inf : A — B surjektiven homomorfizem.

(a) Pokai, da veljaf(Rad A) C Rad B.

(b) Konstruiraj primer za katerega velja \Cto (a) stroga inkluzija.

(c) Ce imaA le kortno mnogo maksimalnih idealov, potem velja €kb(a) enakost.
(Nasvet: Kitajski izrek o ostankih.)
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(6) Kolobar R imenujemovon Neumannovo regularebe za vsakr € R obstajay € R z

lastnostjoryz = x. Naj bo R von Neumannovo regularen. Daka

(a) Zavsakr € R obstajay € R z lastnostjaryx = = in yxy = y.

(b) Vsak praideal kolobarj& je maksimalen.

(c) Vsak kolobar ulomkows ! R kolobarjaR, kjer je S C R multiplikativna mnaica,
je von Neumannovo regularen kolobar. Vsaka lokalizaBijaza maksimalen ideal
m je obseg.

(d) Kolobar je von Neumannovo regularen natanko takrat, ko je vsak glavni ideal idem-
potenten (ideah je idempotenterte veljaa? = a).

(e) Kolobar je von Neumannovo regularen natanko takrat, ko je vsatnkogeneriran
ideal direkten sumand (idealC A je direkten sumancde obstaja tak idedl C A,
da je A—modul A izomorfen notraniji direktni vsoti @ b).

(7) Naslednja naloga sestoji iz vrste korakov, ki ragm kako najti algoritem za izéan
globinedp (1, M). Ce ni drugée navedeno jé&2 komutativen noetherski kolobai/
koncno generiran modul nal in [ tak ideal vR, da veljal M # M.

(a) Pokai, da so naslednje trditve ekvivalentne:
() dp (I, M) =0,
(i) Ann (1, M) # 0,
(i) Hom g(R/1, M) # 0.
(b) Naj bo R kolobar polinomov v spremenljivkah nad komutativnim obsegom. Naj
bo N podmodul vR" dan z generatorji;, g2,...,9s In M = R"/N. Nadalje

naj bo 7 ideal v R generiran zfy, f, ..., f;. OpiSi algoritem, ki bo preveril ali
jedp (I, M) = 0. Pri tem uporabi zgornjo trditev in znanje iz teorije Groebnerjevih
baz.

(c) Najbor > 1innajbo0 — N — R" — M — 0 kratko eksaktno zaporedje. Daka

naslednji trditvi:
(i) Cejedp (I, R) =dp (I, M), potem jedp (I, N) = dp (I, M).
(iy Cejedp (I,R) > dp (I, M), potem jedp (I, N) = dp (I, M) + 1.

(d) Zad > 1 pokazi, da jedp (I, M) = d natanko tedaj, ko j&xt > (R/I, M) = 0 za
i=0,1,....,d—1inExt4(R/I, M) # 0.

(e) Naj boR spet kolobar polinomov v spremenljivkah,N podmodul vR" z gen-
eratorjigy, g2,...,9s, M = R"/N in [ ideal v R generiran zfy, fs, ..., fi. OpiSi
algoritem, ki bo izrgunaldp (1, M). Pri tem uporabi trditev iz prépje t@ke in
znanje iz teorije Groebnerjevih baz.

(f) 1zraCunajdp (I, M) za naslednja primera:

() I =(z,y,2)INM = (xy — z,yz — z,xz — y) C Qlx,y, z].
(i) I = (z,5y—3,52z—4)in M = ((x,y,2)) C Qlx,y, 2]>.

(8) Naj bo S regularen lokalen kolobarp njegov maksimalen ideal ifi € m. Ozn&imo
R = S5/(f). NajboM tak Cohen-Macaulayjev modul ndtl(ki je tudi modul nadS prek
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kanontnega kvocientnega homomorfizlia— R), za katerega veljdp M = Dim R.

Potem pokai naslednjéstiri trditve in resi dve nalogi:

(a) Projektivna dimenzijd/ kot modula nads je enakal.

(b) M ima prosto resolucij® — S™ —¢ S" — M — 0.

(c) Obstaja tak homomorfizeg : S™ — S™ modulov nadS, dajeg oy = f -id g» in
Vo ¢ = f id gn. Par(qb 1) imenujemo matiina faktorizacija zg.

(d) Naj quﬁ ozwomaw preslikavakR™ — R"™ inducirana sp, oziromasi. Potem je
verizni kompleks

eksakten.
(e) Preveri, daje
SRS R VR LORY LM 0
periodtna prosta resolucija zZ& s period2.

(f) Najbo S = Q[z, Yz In f(z,y) = 2* + y°. POECi periodEno prosto resolucijo za
S/{f) modulM = S/(z,y).

y —x 0
(9) Naj boS = Q[z, yl(zy), f(z,y) =2° +y°in¢ = ( 0 y -—=x ) . PoE&Ci tak v,
r 0 3

da bo(¢, 1)) matricna faktorizacija z¢.

(9) Ali je kateri od kolobarjeVZ,(a)[x, Y] (s+a.y) /(2* + y* + a) i Zs(a)[x, Y] @s4ay /(2° +

y® + a) regularen lokalen kolobar? Tu 39y in a spremenljivke.



