2. POSKUSNI KOLOKVI1J 1Z MATEMATIKE 3
RESITVE
1. NALOGA Resi zacetni problem

Y, = 5yy + dyyp — 5% + 6t + 25,
Yy = Y1 + 2y — 2+ 2t + 4,
n (O) = 07
Nasvet: Partikularno resitev poisci z nastavkom.

RESITEV  Poisc¢imo najprej splosno resitev homogenega sistema. Matrika

sistema je E) ;L], njeni lastni vrednosti sta 1 in 6 in homogeni del ima

1 4
yh:A{ Jetth{ }eﬁt.

splosno resitev

1

Partikularno resitev y, poistemo z nastavkom

w=[gles [y]er i)

Ko ga vstavimo v sistem enacb in poracunamo, dobimo sicer sistem 6 enacb
za 6 neznank, ki pa ga je trivialno resiti, saj se reSevanje prevede na resevanje
treh 2 x 2 “sistemckov”. Dobimo torej

Gl W)= =10

torej y, = [t:‘r’} Upostevaje zacetne pogoje doloc¢imo se A = B = 1, torej
1 4 t* =5
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2. NALOGA Poisci splosno (realno) resitev homogenega sistema LDE in
obravnavaj tip ter stabilnost kriticne tocke. Odgovore utemelji!

se resitev glasi

O

(a) ¥ = B _37} v,



RESITEV

(a) Lastni vrednosti matrike sistema sta konjugirano kompleksni, tj. A\ o =
2 +4v/13. Pripadajoca lastna vektorja sta

[1—i\/ﬁ] 1+z\/ﬁ]
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(Pri iskanju lastnih vektorjev 2 x 2 matrike upostevamo dejstvo, da sta
vrstici v matriki A — A sorazmerni, ena od resitev enacbe ax + by = 0
pa je kar (b, —a). V zgornjem primeru smo vzeli drugo vrstico.) Splosna
resitev se torej glasi
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Ker Zelimo realno resitev, nadomestimo par kompleksnih resitev (ki sta
konjugirani!) s parom f, ¥

5 [1—iV/13] T _ [ cos /13t + /13 sin /13t |

-2 N —2cos v/ 13t ’

(1 —iVI3] vy o | sin VI3t — VI3 cos VI3t
e =€

—2 —2sinv13t
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Splosna resitev je torej

cosvV 13t + v13sin+/13t

B 2t
—2cos+/13t the

Yy = Ae?

sin \/ﬁt — \/ﬁcos \/ﬁt
—2sin /13t '

Ker sta lastni vrednosti konjugirano kompleksni, je (0, 0) spiralna tocka.
Ker je realni del lastnih vrednosti pozitiven, je (0, 0) nestabilna kriti¢na
tocka. (Mozna je tudi utemeljitev s (p, ¢)-ravnino.)

(b) Lastni vrednosti sta A\; o = —2 4 1/61. Pripadajoca lastna vektorja sta

{—743@}’ {—7—3@1'



Splosna resitev se glasi

] e72VO 4 [ VoL

y=A s s el=%
~7+ /61 —7—461

Ker je v/61 > 2, sta lastni vrednosti razliénih predznakov, torej je (0, 0)
sedlo, ki je vedno nestabilno.

O
3. NALOGA Pokazi, da je funkcija y(z) = v/2z — 222 ekstremala funkcionala

1
F(y) =/ yvV'1—y2y?da
0

pri pogojih y(0) = 0,y(1) = 0.
RESITEV Zapisimo Euler-Lagrangeevo enac¢bo za nas funkcional:

/1_y2y/2_ﬂ+i L —
/1 — yzyxz dx /1 — y2y’2
Naloga zahteva, da preverimo, ¢e funkcija y = v/2x — 2x? zadosc¢a gornji DE
in robnim pogojem (o¢itno). To pa je le vaja v odvajanju in poenostavljanju
izrazov, ki jo prepuscam bralcu. [

4. NALOGA Poisci kriticne tocke funkcionala
1
Fly) = / zy(z) dx
0

pri pogojih y(0) = y(1) =0, fol y?dr = 1.
RESITEV Izoperimetri¢ni problem reSujemo z modificiranim funkcionalom

1
Gly) = [ (ay+ 2 do.

0

Euler-Lagrangeeva DE za G se glasi

d 1
r——02\)=0.9"= —x .. y=ar’+br+c

dz 2\
kjer smo pisali a = ﬁ Ker je y(0) = 0, sledi ¢ = 0. Ker je y(1) = 0, sledi
b = —a. Konstanto a dolo¢imo iz pogoja fol y?dr = 1.
,y — a(IB _ l.) - y/2 — a2(3$2 _ 1)2
! 4a® 5
:>/ a*(9z* — 62° + 1) dz = % = 1.'.a:j:§.
0

Ekstremali funkcionala sta torej funkeiji y = :i:\/Tg(x?’ — ). O



