Poglavje IV

Determinanta matrike

V tem poglavju bomo vpeljali pojem determinante matrike, spoznali bomo
njene lastnosti in nekaj metod za ra¢unanje determinant.

1 Definicija

Preden definiramo determinanto, se spomnimo, kaj je permutacija. Permutacija
je bijektivna preslikava o : {1,2,...,n} — {1,2,...,n}. Mnozico vseh per-

mutacij n elementov oznac¢imo s II,,. Signaturo permutacije o oznac¢imo s sgno.

Definicija signature in osnovne lastnosti permutacij, ki jih bomo uporabljali

pri obravnavi determinant, so opisane v dodatku A na koncu ucbenika.

Definicija 1.1 Naj bo

aip a2 ... Qin

a1 a2 ... Q2p
A=

Anl Anp2 ... QAapp

kvadratna matrika reda n. Potem je njena determinanta enaka
det A = Z SN0 A145(1)020(2) ** * Ano(n) -
O’EHn

Determinanta je tako preslikava det : R**"™ — R. Determinanto zapisemo tudi
s tabelo

ail a2 ... Qinp

a1 a9 ... Qa2n
det A =

an1 QQp2 ... Qpn
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Za zgled izpisimo vsoto iz definicije za n = 2, 3 in 4.

ail  aiz|
= (11022 — (12021

a21 a2

ailp a2 aig
a1 a2 a3 = 11022033 + @12023031 + A13a21032 —
aszy asz2 as3

—@12021033 — (11023032 — (13022031

ajl a2 a3 a4
21 Q22 Q23 @24
a3l a3z agz a4
a41 Q42 Q43 Q44
= 011022033044 + 011023034042 + 111024032043 + 012021034043 +
+a12023031044 + 012024033041 + Q13021032044 + 13022034041 +
+0130240310Q42 + 014022031043 + 414023032041 + 014021033042 —
—011022034043 — 011023032044 — (11024033042 — (12021033044 —
—012023034041 — 012024031043 — 413021034042 — (13022031044 —
—01302403204] — 014021032043 — 114022033041 — (14023031042

Ker je stevilo permutacij mnozice {1,2,...,n} enako n!, gotovo ne bo prak-
ti¢no ra¢unati determinanto s pomocjo definicije. O tem nas preprica ze zgled
prin =4.

Preden zac¢nemo s Studijem lastnosti determinante, opozorimo na to, da
smo determinanti za n = 2 in n = 3 Ze srecali v poglavju o vektorjih v
R? in R3. Determinanta matrike A € R3*3 je enaka meSanemu produktu
vektorjev, ki tvorijo stolpce matrike A. Absolutna vrednost |det A| je potem
enaka volumnu paralelepipeda, ki ga doloc¢ajo stolpci matrike A. Podobno je
za A € R?*? absolutna vrednost |det A| enaka ploscini paralelograma, ki ga
dolo¢ata stolpca matrike A v R2.

2 Razvoj determinante

Minor je poddeterminanta determinante

a1l a2 ... Qinp
a1 Qa2 ... Qa2n

an1 QQp2 ... Qpn
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ki jo dobimo tako, da izpustimo enako Stevilo vrstic in stolpcev. Ce v deter-
minanti izpustimo i-to vrstico in j-ti stolpec, potem dobljeni minor oznac¢imo
z m;;. Kofaktor k;; je predznacen minor:

kij = (_1)i+jmij zai,j=1,2,...,n.

2 3 1
Zgled 2.1 V determinanti |0 2 1 | poi§¢imo nekaj minorjev in kofaktorjev:
31 -1
2 1 2 3 31
mu =l =73 m23—’3 11=-7" 77131—’2 1’—1,
kii=mun=-3 , kpy=-mo3=7 , kan=mzu=1. [

S pomocjo kofaktorjev lahko zapiSemo rekurzivne formule za izracun de-
terminante. Teh tu ne bomo dokazali.

Izrek 2.2 (o razvoju determinante) Za determinanto

aj; aip ... Qin

asr a2 ... Q2p
det A =

an1 Qp2 ... Qpn

velja:

1.) det A = ajpki + aiokio + -+ + ainkin, i = 1,2,...,n, je razvoj determi-
nante po i-t1 vrstic.

2.) det A = ayjk1; + agjkaj + - -+ anjknj, j =1,2,...,n, je razvoj determi-
nante po j-tem stolpcu.

2 3 1
Zgled 2.3 Izracunajmo |0 2 1 | z razvojem po prvem stolpcu:
3 1 -1
2 3 1
2 1 1 1
02 1] = 2 —olP s Yooy —o—ay 431
3 1 1 1 -1 1 -1 2 1

= -3 i
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Ce je v kakem stolpcu ali vrstici veliko ni¢el, potem je izracun determinante
hitrejsi, ¢e jo razvijemo po takem stolpcu ali vrstici.

1 -1 0 2
. . ) -1 -1 0 0 .
Zgled 2.4 Izracunajmo determinanto 5 2.0 0l 7 razvojem po tret-
3 1 5 -1
jem stolpcu dobimo:
1 2 0 -1 1 9 1
-1 0 0 -1
=-5|-1 0 -—1].
2 0O 0 -2 5 0 -9
3 -1 5 1

7Z razvojem zadnje determinante po drugem stoplcu dobimo:

1 2 -1 1 1
—-5|—-1 0 -1 :10' 9 _2':10(2+2):40.
2 0 -2
Iskana vrednost determinante je tako enaka 40. O

3 Lastnosti determinante

1.) Determinanti matrike in njene transponiranke sta enaki:

det A = det (AT) .

Dokaz Velja:
detA = Z SEN 0 A14(1)024(2) " Ono(n) =
o€ll,
= Z SN0 As-1(1)105-1(2)2 """ Co—1(n)n =
o€ll,
— det(aT)
V zgornjem raéunu smo uporabili dejstvo, da je sgno = sgno . ]

2.) Ce eno vrstico v matriki pomnozimo s skalarjem «, se determinanta
pomnozi z a.
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Dokaz Velja:
ailr a2 ... Qip
Qa1 Qa2 ... Q| = E SgN O A15(1) ** " Qig(i) " * " Cno(n) =
. . o€cll,
QAn1 an2 c. QAnn
= adetA . |

3.) Ce en stolpec v matriki pomnozimo s skalarjem «, se determinanta pom-
nozi z a.

Dokaz Ker je det A = det (A") po 1.), lastnost 8.) sledi iz lastnosti
2.). |

4.) Ce matriko pomnozimo s skalarjem, potem velja

det(ad) = o det A.

Dokaz Uporabimo lastnost 2.) n-krat. |
5.) Velja:
ail a2 e A1n
a;—1,1 a;—1,2 e Ai—1n
a;1 +bin aip+bip ... i+ bin| =
Ai+1,1 @j41,2 cee Ait+1,n
QApl An2 . Apn
ail a2 ... Glp ail a2 ... Glp
ai—11 @i—12 .- Gi—1pn Ai—11 @i—12 --- Gi—1pn
=] a; ai2 ... Qi |+ | bi bio ... bin
ai+1,1 @Ai+12 .- Gi4ln ai+1,1 Ai+12 ... Gi4ln
an1 an?2 e Ann an1 an?2 e Ann
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Dokaz 7 uporabo razvoja determinante po i-ti vrstici dobimo:

a1l a2 G1n
@i—1,1 Gi—1,2 Ai—1n
a;1 +bi1  aip + bz Ain + bin
Ai+1,1 @i+1,2 Ai+1,n
anl an2 Ann
n n n
=D (aij +big) kij = > aigki + Y bijkij =
j:l j:l j:l
aill a1 . A1n aill a2 . QA1p,
Gi—1,1 Qi—12 Ai—1,n ai-11 Qj—1,2 Gi—1,n
= ;1 a;2 e Qin, + bil big ce bm . [ ]
Gi+1,1  Ai+1,2 Ait+1,n Gi+1,1  Qi+1,2 Git+1n
anl an2 s Gnn anl an2 cee Gnn

6.) Ce v matriki zamenjamo dve vrstici, se njena determinanta pomnozi z

(—1).

Dokaz Predpostavimo, da zamenjamo i-to in j-to vrstico, kjer je i < j.
Ce je 0 € I1,,, potem s & oznaimo permutacijo, za katero je

o(k),cek#i,j
g(k)y=14 o(i),cek=j
o(j),cek=1i

Iz lastnosti permutacij vemo, da je sgn & = —sgno. Z uporabo definicije
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determinante dobimo

detA = Z SUO Q1o (1) "~ Qig(i) " " jo(j) " " Ano(n) =
oell,
= Z SN Q15(1) * " Aja(5) " " Qig(i) """ Cno(n) =
oell,
= Z SO A15(1) " " Qig(i) " " jg(j) " Ang(n) =
o€ll,
= D —SENGais() i) Gja()  Ang(n) = —det A
oell,

Tu smo z A oznaéili matriko, ki jo iz A dobimo tako, da zamenjamo i-to
in j-to vrstico. |

7.) Ce sta dve vrstici v matriki A enaki, potem je njena determinanta enaka
0.

Dokaz Ce v matriki enaki vrstici zamenjamo, se matrika ne spremeni.
Iz lastnosti 6.) potem sledi, da je det A = — det A. Zato je det A = 0.1

8.) Ce v matriki pristejemo skalarni veckratnik ene vrstice drugi vrstici, se
determinanta ne spremeni.
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Dokaz Z uporabo lastnosti 2.), 5.) in 7.) dobimo

ajl a9 e A1n
a1+ aaip  aj2 +aa ... Gjn + QG| =
anl an2 s Qnn
ail a2 ... ay ai; a2z ... G1p
=|aj1 Gj2 ... Qjp|t+ Qa1 QG ... QGip| =
an1 Qp2 ... Qpn an1 an?2 e Ann,
aj; aip ... Qain ailr a2 ... Qin
=\|aj1 aj2 ... Qip|tala; Q2 ... Gpp|=
anl Aan2 Gnn Gn1 Aan2 Ann
aiy a2 ... Qip
a1 A2 ... QAa2n
= |
anl Qp2 oo AQpn
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9.) Velja
ailr ... Q1j-1 a1+ blj arj+1 ... Qin
as1 ... Qg;-1 a2 +baj a1 ... a2,
anl ... Qpj—1 Ganj+ bnj anj+1 -+ Qnpn
ailp ... aLj,l alj al’j+1 ... Q1p
azr ... a27j_1 agj ag7j+1 ... Q9n
= . . . +
anl1 ... QOnpj—1 GQnj GAQpnj+1 --- Gnpn
aip ... G15-1 blj atgj+1 ... Qin
azy ... 0/2’]'_1 bgj a27j+1 oo Q9n
+ . .
Gpl ... Qngj—1 bnj Gpj+1 .- Qpp

10.) Ce v matriki zamenjamo dva stolpca, se njena determinanta pomnozi z

(—1).
11.) Ce sta dva stolpca v matriki enaka, je njena determinanta enaka 0.

12)) Ce v matriki pristejemo skalarni veckratnik enega stolpca drugemu stolpcu,
se njena determinanta ne spremeni.

Lastnosti 9.), 10.), 11.) in 12.) sledijo iz lastnosti 5.), 6.), 7.) in 8.) z
uporabo lastnosti 1.).

4 Racunanje determinante

d 0 ... 0
3 0 do ... O
CejeD=1|. . . diagonalna matrika, potem je njena determi-
0 0 ... d,
nanta enaka produktu diagonalnih elementov: det D = [[;", d;. To sledi iz
definicije, saj za vsako neidenti¢no permutacijo o obstaja tak i € {1,2,...,n},
da je o(i) # i.
Se veg, za vsako neidenti¢no permutacijo o obstaja tak i, da je o(i) <i. To
dejstvo uporabimo za dokaz naslednje trditve:
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aip a2 @13 ... Qin
0 agy az23 ... Qag9n
Trditev 4.1 Ceje A= | 0 0 as3 ... asn| zgornje-trikotna matrika,
0 0 0 ... anm]

potem je det A =T, aii.

Ker je determinanto zgornje-trikotne matrike lahko izra¢unati, bomo to s
pridom uporabili. Izkaze se, da lahko s pomoc¢jo elementarnih transformacij
na vrsticah tipa I in III kvadratno matriko A preoblikujemo v zgornje trikotno
matriko 7. Pri tem se pri transformaciji tipa I determinanta ne spremeni, pri
transformaciji tipa III pa se determinanta pomnozi z (—1).

Zato je det A = (—1)*det T, kjer je s Stevilo transformacij tipa III, ki smo
jih uporabili v postopku preoblikovanja A v T'.

Zgled 4.2 Izracunajmo determinanto matrike

-1 -2
4 1
0 0
-1 4

[an}
SN =N

Najprej zamenjamo prvo in tretjo vrstico:

-1 2 0 O
0 4 4 1
0 2 -1 -2
2 0 -1 4

Pristejemo dvakratnik prve vrstice zadnji vrstici:

-1 2 0 O
0 4 4 1
0 2 -1 -2
0 4 -1 4

Pristejemo (—2)-kratnik tretje vrstice k zadnji vrstici:

-1 2 0 0
0 4 4 1
0 2 -1 -2
0 0 1 8
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Pristejemo z (—%) pomnozeno drugo vrstico k tretji vrstici:

-12 0 0
0 4 4 1
0 0 -3 -5
0 0 1 8
Zamenjamo zadnji dve vrstici:
-12 0 0
0 4 4 1
0 0 1 8
0 0 -3 -3

Nazadnje pristejemo trikratnik tretje vrstice k zadnji vrstici in dobimo:

-1 20 0
0 4 4 1
=10 01 s
0o 00 %

Ker smo uporabili dve transformaciji tipa III, je

det A =detT = —86 .

5 Determinanta produkta in prirejenka

Najprej si oglejmo pravilo, ki velja za determinanto produkta dveh matrik.

Izrek 5.1 Ce sta A, B € R™™, potem je

det AB =det Adet B .

Dokaz Oznacimo C = AB. Naj bodo c1,co, ..., c, stolpci matrike C,
ai,as,...,a, stolpci matrike A in

bi1 b2 ... by

bor b2 ... bop
B= . . .

bnl bn2 bnn
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Potem je ¢; = ZZ:I bi;ja;;. Z uporabo lastnosti 9.), 10.), 11.) in 1.) za
determinanto dobimo

detC = ‘cl co ... cn}:
= |Xhoibiian Yoh o bipaaiy oo Y0 bignai,| =

n n n
= E E E ‘billail bi22ai2 binnain|:

i1=14=1 in=1

n n n
= E E E billbi22...binn‘ai1 (07 P ain‘:

i1=114=1 in=1

= Z bo(1)1002)2 - - - Oo(min |Go(t)  Go@) - Qo] =
O'GHn
= Z sgn Ubg(l)lbg(g)z ce bo(n)n ‘al as ... an‘ =
O’GHn
— det Adet (BT) — det Adet B . n

Posledica 5.2 Ce je A obrnljiva, potem je

_ 1
det A

Dokaz Ker velja AA™! =T in det I = 1, sledi iz prejsnjega izreka enakost
(det A) (det (A_l)) =1.
Torej je det (A_l) = ﬁ. [ |

det (A_l)

Oglejmo si sedaj Se definicijo in uporabo prirejenke.

Definicija 5.3 Naj bo

a1l a2 ... Qin
A _ a1 a9 ... QA2n c Rnxn
anpl Ap2 ... Qpnp

S ki;j oznac¢imo (4, j)-ti kofaktor det A. Matriko

T
k;ll le PN kln

ka1 koo ... kop
Ba=| . ) )

knl k;n2 knn
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imenujemo prirejenka matrike A. %

Naslednji izrek nam poda kriterij za obstoj inverza dane matrike. To je za
nas najpomemnejsi rezultat v poglavju o determinanti.

Izrek 5.4 Matrika A € R™™™ je obrnljiva natanko tedaj, ko je det A # 0.
Tedaj je
1
~detA

By .

Dokaz Ce je A obrnljiva, je (det A) (det (A~!)) = det I = 1. Zato je
det A # 0.

Naj bo det A # 0. Izracunajmo produkt ABy: (i,7)-ti element matrike
ABy je enak Y ', a;kj. Po izreku o razvoju determinante je ta vsota enaka
det A, ¢e je i = j. Ce je i # j, potem je ta vsota razvoj determinante, ki ima
i-to in j-to vrstico enako in je zato enaka 0. Tako dobimo

detA O 0
0 detA ... 0
ABy =
0 0 ... detA
Ker je det A #0, je A+ (q55Ba) = 1. Zato je A™' = 1 Ba. |

Zgled 5.5 Ce je A = [Z Z] obrnljiva matrika v R?*2, potem je

det A = ad — bc # 0. Njena prirejenka je B4 = [_dc

1 d —b
A7l = :
ad — be {—c a }

} in njen inverz je
a

2
Konkretno, ¢e je A = [3 5

}potemjedetA:—l inA_lz[g :;] O

Zgled 5.6 Pois¢imo inverz matrike

s pomocjo prirejenke.
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[zracunamo determinanto det A = 7 in prirejenko

3 0 -1 [3 -2 1
By=|-27 3| =0 7 0
1 0 2 -1 3 2
3 -21
Zatoje A' =110 7 0], O
-1 3 2

Posledica 5.7 Produkt dveh obrnljivih matrik je obrnljiva matrika.

Dokaz Ce sta A in B obrnljivi matriki, potem je det A # 0 in det B # 0.
Zato je tudi det AB = det Adet B # 0 in produkt AB je obrnljiva matrika. Bl

6 Cramerjevo pravilo

Naj bo A € R™*"™ obrnljiva matrika in naj bo Ax = b sistem linearnih enacb.
Za j =1,2,...,n oznacimo z A;(b) matriko, ki jo dobimo iz A tako, da j-ti
stolpec zamenjamo z vektorjem b.

Izrek 6.1 (Cramerjevo pravilo) Ce je A obrnljiva matrika v R™*™, potem
je reditev sistema linearnih enacb Ax = b podana z

B det Aj (b)

P = =1,2,...,n.
117] detA ) J ) y v

Dokaz Ker je A obrnljiva, iz zveze Ax = b sledi x = A™'b = deiABAb' Naj
b1

b2
bob = | . |. Potem je j-ta komponenta produkta Bab enaka > | k;;b;. Po

bn

izreku o razvoju determinante je ta vsota enaka det A;(b). Zato je
det Aj (b) B
szm zaj=12,...,n. |

Zgled 6.2 Resimo sistem linearnih enacb

3r —2y =
—bdx+4y =
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s pomocjo Cramerjevega pravila. Velja:

det A = '_35 _42‘ =2.
Ker je b = [g],je
det A;(b) = 'g _42‘ =40 in
det As(b) — '_35 g‘ _54
Zato je reSitev enaka x = 20 in y = 27. g

Zgled 6.3 S pomocjo Cramerjevega pravila re§imo Se sistem linearnih enach

r—y+z =
—-y+22 = 0
r+3z = —1.
Velja:
1 -1 1
detA=0 -1 2|=-3—-2+1=—-4.
1 0 3
1
Vektor desne strani je b= | 0 |, zato je
-1
1 -1 1
detAz(b)=10 -1 2|=-34+2-1=-2,
-1 0 3
1 1 1
det Ay(b) =10 0 2|{=2+4+2=4 in
1 -1 3
1 -1 1
detA,(b)=10 -1 0|=14+1=2
1 0 -1

Tako dobimo resitev z = %, y=-—1 inz:—%. 0



