Poglavje VIII

Lastne vrednosti in lastni
vektorji

V tem poglavju bomo privzeli, da so skalarji v vektorskih prostorih, koefi-
cienti v matrikah itd., kompleksna Stevila. Algebrai¢ne operacije seStevanja,
mnozenja in mnozenja s skalarjem so definirane enako in imajo enake lastnosti,
kot smo jih opisali za vektorje, matrike, vektorske prostore in linearne pres-
likave nad realnimi Stevili. Razlog za tako spremenjen pogled je dejstvo, da
ima vsak polinom z realnimi ali kompleksnimi koeficienti ni¢lo v kompleksnih
Stevilih, kar nam pove osnovni izrek algebre. Nad realnimi Stevili obstajajo
polinomi brez realnih nicel, npr. z2 + 1.

1 Definicije
Naj bo dana matrika A € C**".

Definicija 1.1 Kompleksno $tevilo o imenujemo lastna vrednost za A, ¢e ob-
staja tak neniceln vektor v € C”, da je Av = av. Vektor v imenujemo lastni
vektor za A pri lastni vrednosti «. %

Po definiciji je @ € C lastna vrednost za A € C™"*™, ¢e obstaja tak neniceln
vektor v € C", da je Av = av, oziroma da velja (A — al)v = 0. Tako smo
pokazali naslednjo trditev:

Trditev 1.2 Kompleksno Stevilo o je lastna vrednost za A € C™*™ natanko
tedaj, ko je ker(A — al) # 0.

Definicija 1.3 Ce je o € C lastna vrednost za A, potem vektorski podprostor
ker(A — o) imenujemo lastni podprostor za A pri lastni vrednosti «. %
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132 POGLAVJE VIIL LASTNE VREDNOSTI IN LASTNI VEKTOR.JI

Trditev 1.4 MnoZica lastnih vektorjev pri lastni vrednosti o skupaj z vektor-
jem 0 je vektorski podprostor.

Dokaz Ta mnozica je ravno lastni podprostor ker(A —al). Vemo, da je jedro
linearne preslikave vektorski podprostor. |

Iz gornje trditve sledi, da je « lastna vrednost za A natanko tedaj, ko
matrika A — o ni obrnljiva, oziroma natanko tedaj, ko je

det(A —al) =0.

Definicija 1.5 Polinom
pa(A) = det(A — AI)
v spremenljivki A imenujemo karakteristiéni polinom matrike A. O
Iz pravkar povedanega sledi:

Izrek 1.6 Kompleksno Stevilo « je lastna vrednost matrike A natanko tedag,
ko je a nicla karakteristicnega polinoma pa(\).

Zgled 1.7 Poisc¢imo lastne vrednosti in pripadajoce lastne vektorje za matriko
2 -1
A= [_ S ] |
Karakteristi¢ni polinom za A je

2—-2 -1
O N B

Nicli pa(\) sta a3 = 0 in ag = 4. Pripadajoca lastna vektorja v in vy morata
reSiti enacbi
Avi=0 in (A—4I)vy=0.

Za re§itvi teh dveh enacb izberemo npr. vi = [ﬂ in vy = [_21} : .
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Zgled 1.8 Poiscimo Se lastne vrednosti in lastne vektorje za matriko
0 —1
B= .
Karakteristi¢ni polinom za B je

-1 -1
pB()\):‘ ) _)\‘:)\2+1.

Lastni vrednosti sta kompleksni §tevili ¢ in —¢. Lastni vektor vy, ki pripada
lastni vrednosti 7 zadoS¢a zvezi

- —1

(A—il)vy = [1 »

:| V] = 0.

1 . . . .
Izberemo v; = [ J . Podobno za lastni vektor vo, ki pripada lastni vrednosti
—i in zadoSca zvezi

v —1

1 i]v2_0’

izberemo vy = B] . O

Opomba 1.9 Izbira lastnih vektorjev, ki pripadajo dani lastni vrednosti, ni
enoli¢na, saj le-ti vedno tvorijo neniceln vektorski podprostor — lastni pod-
prostor. Le-ta je natanko dolo¢en ¢e poznamo njegovo bazo. Tako bomo v

zgledih (in nalogah) rekli, da so vy, va, ..., vy lastni vektorji pripadajoc¢i dani
lastni vrednosti «, ¢e je {vi,Vva,..., v} baza za lastni podprostor, ki pripada
a. O

Trditev 1.10 Ce sta matriki A in B podobni matriki, potem imata enaka
karakteristiéna polinoma.

Dokaz S P ozna¢imo obrnljivo matriko, za katero je B = PAP~!. Od tod z
uporabo lastnosti determinante sledi

pe(A) = det(B — AI) = det(PAP™' — XI) = det (P(A— X)P7') =
= det Pdet(A — X )det P~! = det Pdet P~ det(A — \I) =
= det(A—AI) =pa(N). [
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Definicija 1.11 Naj bo A € C™*" matrika reda n. Potem vsoto D . ; ai
vseh diagonalnih elementov matrike A imenujemo sled matrike A. Oznacimo
jo s slA. O

Zgled 1.12 Sled matrike {_24 _21] je 4. (]

Trditev 1.13 Naj bo A € C"*™. Potem je karakteristicni polinom pa(\)
stopnje n. Njegov vodilni koeficient je enak (—1)", koeficient pri \"~1 je
(—=1)"1sl A in njegov konstantni ¢len je enak det A.

Dokaz Velja
ajlp — A aio e A1n
asy agsg — AL a9,
pA()\) - . . . -
anl an2 et Qpp — A

= (a11 — A)(a22 — A) -+ (apn, — A) + ¢leni stopnje najvec n —2 v A =
= (=1)" A"+ (=1)" (a1 +aga+- - -+an, ) A" 1+ Cleni stopnje najveé n — 2 v A

Pri tem smo upostevali, da ¢leni v razvoju determinante, ki so razli¢ni od
produkta vseh diagonalnih elementov, vsebujejo vsaj dva elementa, ki nista
diagonalna.
Konstantni ¢len polinoma dobimo tako, da vstavimo vrednost A = 0.
Potem je
pa(0) = det(A—0I) =det A. |

Zgled 1.14 Ceje A = [an au} € C?*2 potem je
a1 G2

pA()\) =2 sl A\ +det A = A2 — ((111 + (122))\ + (011a22 - a12a21) .

Npr. za A = B 0

]jepA(A):A2—3A+2. O
Definicija 1.15 Naj bo « lastna vrednost za A. Veckratnost a kot nicle
karakteristicnega polinoma p4(A) imenujemo algebraicna veckratnost lastne
vrednosti @. Oznacimo jo z a(«). Dimenzijo lastnega podprostora ker(A —al)
imenujemo geometricna veckratnost lastne vrednosti oe. Oznacimo jo z g(«).Q
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Zgled 1.16 Poiscimo algebrai¢ne in geometricne veckratnosti lastnih vred-
nosti matrike

3 2 4
A=12 0 2
4 2 3
Karakteristi¢ni polinom za A je
3-X 2 4
pad) = | 2 =X 2 |=0B-N} (=N +16+16—-8(3—\)+ 16\ =
4 2 3-2)

= —N+6)\2+15\+8.

Opazimo (na primer s pomoc¢jo Hornerjevega algoritma), da je ena ni¢la p4(«)
enaka a; = —1. Potem je

paAN) = A+ D (=N +7A+8) = —(A+1)2(A—8).
Lastni vrednosti sta @y = —1 in ay = 8. Njuni algebrai¢ni veckratnosti sta
a(—1) =21in a(8) = 1.

Geometricni veckratnosti poiscemo tako, da izracunamo rang matrik (A—a;1),
7 =1,2. Potem je

glaj) =3 —r(A—o4I).

Za o1 = —1 imamo

A+T=

IS
DN =N
IR

Ker sta poljubni dve vrstici v A + I linearno odvisni, je rang r(A + I) = 1.
Potem je g(—1) =3 —-1=2.
Za as = 8 dobimo
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7 uporabo elementarnih transformacij izra¢unamo:

-5 2 4 2 -8 2 1 -4 1
2 -8 2| ~ur|-5 2 4|~y |5 2 4|~y
4 2 =5 4 2 =5 4 2 =5
(1 -4 1 1 -4 1 1 -4 1 1 -4 1
~r |0 =18 9 | ~r |0 =18 9| ~7 [0 =18 9| ~;p [0 1 1| ~g
4 2 -5 0 18 -9 0 0 0 0 0 0
[1 0 -1
~r 001 3
0 0 0
Zato je r(A —8I) =2in g(8) = 1. O

Izrek 1.17 Vsota vseh algebraicnih veékratnosti lastnih vrednosti za A je ena-
ka n.

Dokaz Ker je karakteristi¢ni polinom stopnje n, izrek sledi iz osnovnega izreka
algebre (glej dodatek C). |

Trditev 1.18 Ce je A zgornje-trikotna matrika, potem so lastne vrednosti za
A ravno vsi diagonalni elementi te matrike.

Dokaz Vemo, da je determinanta zgornje-trikotne matrike enaka produktu
njenih diagonalnih elementov. Zato je v naSem primeru

pa(A) = (a11 — A)(ag2 — A) -+~ (ann — A). |

Zgled 1.19 Poisc¢imo Se algebrai¢ne in geometri¢ne veckratnosti lastnih vred-
nosti matrike

1 21
A=10 1 0
0 01

Hitro izra¢unamo, da je p4(\) = (1 —\)3. Zato je a = 1 edina lastna vrednost
matrike A. Njena algebrai¢na veckratnost je a(l) = 3. Ker je

A=

S O O
S O N
S O =

jer(A—I)=1ing(l) =2. O
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Pojme lastna vrednost, lastni vektor, karakteristicni polinom defiiramo
tudi za linearne preslikave. Kompleksno Stevilo o imenujemo lastna vrednost
za linearno preslikavo A : V' — V| e obstaja tak neniceln vektor v € V, da
je Av = av. Vektor v imenujemo lastni vektor za A pri lastni vrednosti o.
Geometric¢na veckratnost lastne vrednosti « je enaka dimenziji jedra ker(A —
al).

Naj bo % baza za V in A4 matrika, ki pripada A glede na bazo 4. Potem
je karakteristi¢ni polinom za A definiran kot karakteristi¢ni polinom pa, (A).
Oznacimo ga s pa(A). Ta definicija je dobra, saj nam trditev 1.10 pove, da
imata podobni matriki enak karakteristi¢ni polinom. Algebrai¢na veckratnost
lastne vrednosti « je stopnja nicle a v karakteristi¢cnem polinomu.

Definicija 1.20 Mnozico vseh lastnih vrednosti matrike A € C™*"™ imenu-
jemo spekter matrike A. Oznacimo ga s o(A).

Mnozico vseh lastnih vrednosti linearne preslikave A : V' — V imenujemo
spekter linearne preslikave A. Oznacimo ga pravtako s o(A). %

2 Diagonalizacija

Trditev 2.1 Naj bodo ai,ae,...,a razlicne lastne vrednosti matrike A in
Vi, Vo, ..., Vi pripadajoci lastni vektorji. Potem so vektorji vi,va,..., Vg
linearno neodvisni.

Dokaz Vemo, da je Av; = a;vj, j = 1,2,...,k. Linearno neodvisnost vek-
torjev vi,Vva,...,VvE bomo dokazali z indukcijo na k.

Za k =1 trditev velja, saj je vi # 0.

Privzemimo, da trditev velja za k — 1. Naj bo Z?Zl Bjv; = 0 za neke
skalarje (3;. Potem je

k k k
0 = A Zﬁjvj = ZﬁjAVj = Zﬁjajvj (VIIIl)
j=1 j=1 Jj=1

k
in 0 = Y Bjogv;. (VIIL.2)
j=1

Ko odstejemo izraz (VIII.2) od izraza (VIII.1), dobimo

k—1

0= Zﬂj(aj - Ckk)Vj .

j=1
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Ker so po indukcijski predpostavki vektorji vi, ve, ..., vi_1 linearno neodvisni,
mora biti Bj(aj —ag) =0zavse j =1,2,...,k — 1. Ker so lastne vrednosti
ai,. .., oy razlicne, je aj — ag # 0. Zato je 1 = o = - = Br—1 = 0. Ker je
v # 0, je tudi By = 0. Zato so vektorji vi,va,..., vy linearno neodvisni. H

Posledica 2.2 Ce ima matrika A € C"™ n razliénih lastnih vrednosti, potem
imamo v C" bazo A iz lastnih vektorjev za A. V tej bazi pripada A diagonalna
matrika.

Dokaz Prvi del sledi iz prejinjega izreka. Ce je % = {v1,va,...,v,} baza iz
lastnih vektorjev, potem je

Avi=oajv; , j=12,...,n.

Zato ima A v bazi £ matriko

a; 0 O 0
0 ay O 0
Ag=10 0 a3 0 ]
(0 0 0 ... oy
1 -1 4
Zgled 2.3 Pokazimo, da ima matrika A = |3 2 —1| same razli¢ne lastne
2 1 -1

vrednosti. Zato zanjo obstaja baza iz lastnih vektorjev. Karakteristicni poli-
nom za A je

1-x -1 4
paN) =] 3 2-x -1 |=
2 1 —1-2A

=(1-NC2=AN(-1=-XN4+2+12-82-N)+(1-N)+3(-1-)) =
=N +2)224+5\—6.
Opazimo, da je a1 = 1 nicla p4(A). Potem je
pAN) = A=D(=X2+14+6)=-A-1)(A=3)(A+2).

Spekter A je zato o(A) = {1,3,—2}. Algebrai¢ne veckratnosti vseh lastnih
vrednosti so enake 1. Lastne vektorje pois¢emo tako, da resimo sisteme lin-
earnih enacb (A —I)v; =0, (A —3I)va =0 in (A + 2I)vs = 0. Podrobnosti
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bomo izpustili. Povejmo le, da so mozne resitve

-1 1 -1
vi=| 4 , Vo= |2 mn vy=1]1
1 1 1

V bazi £ = {vi, vy, vs} ima A matriko

10 0
Az=10 3 0 |. g
0 0 -2

Definicija 2.4 Naj bo dana matrika A € C**™. Ce v C" obstaja taka baza
A, da A pripada diagonalna matrika glede na bazo %, potem recemo, da se
da A diagonalizirati.

Ekvivalentno lahko recemo, da se da A diagonalizirati natanko tedaj, ko
obstaja v C" kaka baza iz lastnih vektorjev.

Povedano Se drugace, matrika A se da diagonalizirati natanko tedaj, ko
obstaja taka obrnljiva matrika P, da je

D =P AP

diagonalna matrika. Pri tem je P prehodna matrika med bazo £ iz lastnih
vektorjev in standardno bazo . za C".

Postopku iskanja diagonalne matrike za linearno preslikavo ali matriko
reCemo diagonalizacija. %

Izrek 2.5 Matriko A se da diagonalizirati natanko tedaj, ko je a(a) = g(a)
za vse lastne vrednosti o € o(A).

Dokaz Denimo, da se A da diagonalizirati. Potem v neki bazi % pripada A
diagonalna matrika D € C"*™. Denimo, da je a = a(«) algebrai¢na veckrat-
nost lastne vrednosti a. Torej se a pojavi na diagonali matrike D natanko
a-krat. Potem je rang matrike D — af enak n — a. Zato je g(a) = a = a(w).
Dokaz obratne trditve smo za primer a(a) = g(a) = 1 za vse a € o(A)
ze naredili. Dokaz poljubne veckratnosti poteka podobno, le da je indukcijski
korak v posplositvi trditve 2.1 bolj tehni¢no zapleten in ga ne bomo podrobno
navedli. |
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Zgled 2.6 Poglejmo, ali se da matriko

A=

S O =
S =N
=

diagonalizirati. V zgledu 1.19 smo izracunali, da je
o(A)={1}in a(l) =3 ter g(1) =2.

Ker je a(1) # g(1), se A ne da diagonalizirati. O

3 Schurov izrek

Izrek 3.1 (Schurov izrek) Naj bo dana matrika A € C"*"™. Potem v C"
obstaja taka baza A, da je matrika Ag za A v bazi B zgornje-trikotna. Pri
tem lahko bazo A izberemo tako, da je vrstni red lastnih vrednosti na diagonali
matrike Ag poljuben.

Dokaz Izrek bomo dokazali z indukcijo na n.

Ce je n = 1, potem ni potrebno nicesar dokazati.

Denimo, da izrek velja za n — 1 in ga dokazimo za n. Izberimo lastno
vrednost a € o(A). To lahko izberemo poljubno. Naj bo vy pripadajoéi lastni
vektor. Ker je vi # 0, obstaja baza & = {vi,va,..., vy}, kjer je vy prvi
lastni vektor. V bazi #Z ima A blo¢no matriko

a u
= 3]
kjer je u € C*(=1) g ¢ c(»~DUx1 i B e C~Dx(=1) Py indukeijski

predpostavki obstaja taka baza za C"!, da ima B v bazi ¢ zgornje-trikotno
matriko C. Potem je B = Q~'C(Q. Naj bo

_ |10 nxn
P_[O Q]EC .

Potem je
4 [t 07fe u]1 0]
PrAsl = [0 Ql] {0 B] [0 Q} -

« u@ o u@
[0 Q—lBQ] - [0 C’]'
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Ker je C zgornje-trikotna matrika, je tudi P~'AzP zgornje-trikotna.

Iz dokaza zgoraj vidimo, da na vsakem koraku indukcije izberemo katero-
koli lastno vrednost, ki je Se nismo izbrali. Torej je vrstni red lastnih vrednosti
na diagonali dobljene zgornje-trikotne matrike lahko poljuben. |

Posledica 3.2 Vsaka matrika je podobna zgornje-trikotni matriki.

Zgled 3.3 Pois¢imo bazo za C3, v kateri matriki

1 2 1
A=11 -1 1
2 0 1

pripada zgornje-trikotna matrika. Karakteristi¢ni polinom za A je
1-A 2 1
pa(N) = 1 —1-A 1 |=
2 0 1-A
= 1-N3(-1-XN+4-201-N)+2(1+)) =
= —(1=XN21+N+40+N) =1+ NN -21-3) =
—(1+X)*\—3).

Lastni vrednosti sta @y = —1 in ap = 3. Njuni algebrai¢ni veckratnosti sta
a(l)=2ina(3) = 1.
Izberimo o« = a3 = —1. Pripadajoci lastni vektor v; resi enacbo (A +
I)vi = 0. Izberimo
2
V] = —1
-2

Za bazo %, vzemimo vektorje vi, e in es, kjer sta ey in e3 standardna bazna
vektorja. Matriko za A v bazi % oznac¢imo z A;. Potem je

A, = P lAP,
2 00 3 00
kjer je P= |—1 1 0| prehodna matrika. Njen inverz je P~! = % 10
-2 01 1 01
in tako je

3 001t 2 112 00 -1 1 é

Ai=|5 1 0/ |1 =1 1||-1 1 0/=]0 0 3

1 01 0 1] -2 0 1 0 2 2
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3

Postopek nadaljujemo na matriki B = [2 5] Njen karakteristi¢ni polinom

je pp(A) = A2 —2X\ — 3 = (A + 1)(\ — 3). Izberimo lastno vrednost as = 3.
Pripadajoci lastni vektor uy resi enacbo

(B—?)I)llg =0.

Velja

2171
1 o]fo 211 o 3 3
— 2 — 2
BQ_[—2 1] [2 2] [2 1}_{0 1}
2 0] o
V bazi $y = —11,11],10 pripada A zgornje-trikotna matrika
—2| 2] |1
1 0 0][-11 4]t 00 -1 2 1
Ap=10 1 0[]0 0 35[0 1 0f=|0 3 3 O
0 —2 1|0 2 2|0 2 1 0 0 —1

Izrek 3.4 Naj bo « lastna vrednost za A. Potem je
1 <g(a) <a(a).
Dokaz Ce je o lastna vrednost, je ker(A — o) # 0. Zato velja
g(a) = dim (ker(A — al)) > 1.

Po Schurovem izreku obstaja taka baza %, da ima A v bazi % zgornje-
trikotno matriko C, ki ima prvih a = a(«) diagonalnih elementov enakih a,
ostali diagonalni elementi pa so razli¢ni od . Blo¢no lahko zapiSsemo

_ Cr Gy nxn
C’_{O CS]EC ,

kjer je C; € C*® in je 0(Cy) = {a} ter a ¢ 0(C3). Vemo, da je

gla) =n—r(C — al).
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Ker je a ¢ 0(C3), je rang r(Cs — al) = n — a. Potem je
r(C—al)>r(Cs—al)=n—a

in

gla)=n—r(C—-al)<n—n+1=a=a(a). [ |

Zgled 3.5 Vzemimo spet matriko

1 2
A=11 -1 1
2 0 1

iz zgleda 3.3. Izracunali smo ze, da je 0(A) = {—1,3}, a(—1) =2 in a(3) = 1.
Potem je g(3) = 1. Za g(—1) imamo dve moznosti, g(—1) =1 ali g(—1) = 2.
Katera nastopi, ugotovimo s pomocjo izracuna ranga r(A + I):

2 21 1 0 1 1 0 1 1 0 1
A+T = |1 0 1|~ (2 2 1|~ |0 2 =1~y |0 1 =3

2 0 2 2 0 2 00 O 00 O
Ker jer(A+1)=2,jeg(-1)=1. O
4 Cayley-Hamiltonov izrek
Naj bo dana matrika A € C"*". Potem z A7, j = 2,3,... ozna¢imo potence
matrike A. Dogovorimo se, da je

A=T in Al=A.
Definicijo potence A lahko razsirimo $e na polinome: Ce je
p(A) = a A+ ap N+ N +ag

polinom stopnje k in so ax,ak_1,...,a1,ag kompleksna Stevila, potem defini-

ramo na ociten nacin

p(A) = apAF +ap AR 4 ag A agl.
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Zgled 4.1 Ceje A = E _0

S potenciranjem matrike A dobimo

s 3 -2 . 3 |4 =3
A_[Q J in A—[3 2}

} in je p(A\) = A3 — X\ — 2, potem poiscimo p(A).

sy =ar-a-ar=[g G- ]-[0 - D) o

Trditev 4.2 Ce sta p()\) in q()\) dva polinoma, potem matriki p(A) in q(A)
komutirata:

Dokaz Ce sta p()) in ¢(\) potenci, npr. p(A) = M in g(\) = ¥, potem je
p(A)g(A) = AT AR = AFHT = Ak AT = ¢(A)p(A). (VIIL3)

Naj bo sedaj p(A) = 77, a; N in p(A) = Y i_obeAF. Z uporabo dejstva
(VIIL.3) potem dobimo

p(A)g(A) = [ > a;4 (Z bkAk> =D ab Al AR =
j=0 k=0

§=0 k=0

= Er:i:ajbkAkAj = iibkajAkAj =

j=0 k=0 j=0 k=0
S T
— (Z bkAk> > a4 | = g(A)p(A). |
k=0 j=0
Naj bo A € C™*™ dana matrika in v € C" neniceln vektor. Potem obstaja
najmanjse tako Stevilo k£ > 1, da je mnozica vektorjev
V= {v,Av, A%, ... A1y
linearno neodvisna in je mnozica vektorjev

Yy = {v, Av, A%v, ... AF1ly Akv}
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linearno odvisna. Torej vektor A*v pripada vektorskemu prostoru

ZL(v,Av, ..., A*1v), ki ima bazo #;. Vektor A*v lahko enoli¢no razvijemo
po bazi #1:
Ay = agv + a1 Av + -+ a1 AP v,
Potem je
0 = Afv —ap 1A v —ap AP v — o — AV — apv =
(Ak —ap 1 AR —ap g AR g A — apl)v.

Polinom

Pav(A) = N = ap N o NP2 ) —ag

imenujemo minimalni polinom za vektor v glede na matriko A. 7 zgoraj
opisanim postopkom je pav(A) enolicno definiran. Ce bo jasno, za katero
matriko gre, potem bomo rekli, da je p4y(A) minimalni polinom za v. Iz
definicije sledi

pAN(A)V =0.

Zgled 4.3 Ce je v lastni vektor za A pri lastni vrednosti o, potem je Av = av,
oziroma (A — al)v = 0. Minimalni polinom za v je pav(A) = A — a. O

Zgled 4.4 Vzemimo spet matriko

1 2 1
A=11 -1 1
2 0 1
1
iz zgleda 3.3. Pois¢imo minimalna polinoma za vektorja v = | =2 in
0
2
w = | —1| glede na A. Pora¢unajmo:
0
-3 5
Av= |3 in A’v=|-4
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Z uporabo vrsti¢cnih elementarnih transformacij na matriki S, katere stolpci
so v, Av in A%v

1 -3 5
S=1-2 3 —4
0o 2 4

poiséemo njeno vrsticno kanoni¢no formo

1 0 -1
S1=10 1 =2
00 O
Ker je rang matrike S; enak 2, so vektorji v, Av in A%v linearno odvisni.
Ker sta pivota v S; v prvih dveh stolpcih, sta vektorja v in Av linearno
x
neodvisna. Element a = |y| v jedru ker .S, za katerega je z = 1, nam da

z
koeficiente minimalnega polinoma p4 v (). Resitev iskane enacbe Sa = 0 je

O
Il
[ -

Zato je v + 2Av + A?v = 0 in minimalni polinom

PavN) = A2 20 +1=(A+1)2.

Za vektor w izra¢unamo

0 10 16
Aw=|3| , A’w=|1]| in Aw=]|13
4 4 24

S T oznacimo matriko, katere stolpci so vektorji w, Aw, A?w in A3w:

2 0 10 16
T=|-1 3 1 13
0 4 4 24

Vrstitna kanoni¢na forma za T je

11 =

S O =
O = O
— o O
— ot W
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Ker je rang matrike T} enak 3, so vektorji w, Aw, A?w in A3w linearno odvisni
(jasno, saj je dimenzija C3 samo 3). Ker so pivoti v prvih treh stolpcih matrike
Ty, so vektorji w, Aw in A?w linearno neodvisni. Element

b=

+ N8

v jedru ker T, za katerega je t = 1, nam da koeficiente minimalnega polinoma
PA,w(A). Iskana resitev je

Torej je —3w — 5Aw — A?w + A3w = 0 in
Paw(N) =2 =A% — 5\ — 3.

V zgledu 3.3 smo pokazali, da je karakteristi¢ni polinom za A enak
pa(A) = =23+ 22 + 5\ + 3. Torej velja paw(A) = —pa(N). O

Trditev 4.5 Stopnja minimalnega polinoma pa~ () je enaka najvec n.

Dokaz Ceimamo v C" mnozico n+1 vektorjev {v, Av, ..., A"v}, je ta gotovo
linearno odvisna. Zato je najmanjsi k, za katerega je mnozica

{v, Av, ... ,Ak_lv}
linearno neodvisna, mnozica

{V,AV, .. .,Akv}

pa linearno odvisna, gotovo manjsi ali enak n. |
Dan je polinom p(A\) = A¥ —ap_1 A\¥~1 —...—a; A\ —ag. Njegov vodilni koeficient
jeenak 1 in k£ > 1. Potem matriko

[0 0 0 ... 0 0 ag ]

1 00 ... 00 a

01 0 ... 00 ao

Cp)=1|. . . .. | eck
0 00 ... 1 0 arpo
000 ... 01 apy
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imenujemo pridruZena matrika polinoma p. Pri tem se dogovorimo, da za
=1 velja

C()\ — ao) = [CL()] .

Trditev 4.6 Naj bo pav(\) minimalni polinom za v glede na A in naj bo k
njegova stopnja. Potem imamo v C" tako bazo

2 k—1
B =A{v,Av,A%*v,..., A" v uy,...,u},

da ima matrika za A glede na 9B blocno strukturo

_ C(pA,v) D
Ay = [ Al (VIIL4)
Dokaz Naj bo pav = N — aqp N1 — oo — a9\ — ag. Potem je mnozica
{v,Av,..., A¥=1y} linearno neodvisna in jo lahko dopolnimo do baze % =

{v,Av,..., A" v uj,uy,...,u} za C*. Ker je A(Alv) = ATty za j =
0,1,...,k — 1 in A(AFY) = AFv = qov + a1 AV + -+ + a1 A* v, ima
matrika za A glede na bazo 2 res blo¢no strukturo (VIII.4). [

Trditev 4.7 Naj bo p(\) dan polinom, katerega stopnja je enaka k in ima
vodilni koeficient enak 1. Karakteristicni polinom pridruzene matrike C(p) je
potem enak (—1)*p(\).

Dokaz Trditev dokazemo z indukcijo na k. Za k = 1 trditev ocitno drzi.
Predpostavimo, da trditev velja za k — 1. Determinanto

-2 0 0 ... 0 ao
1 - 0 ... 0 aiq
Po(p)(N) = 0 1 =X ... 0 as
0 0 0 ... 1 ap1—2A
razvijemo po prvi vrstici in dobimo:
1 =2 0 0
0 1 =X 0
kb1 0 O 1 ... 0
oV = (NpeX) + (0| | =

0 0 0 ... =X
0o 0 o0 ... 1

= (=A)pogA) + (=1)**aq, (VIIL5)
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kjer je
qN) =X g N e oy
polinom stopnje k — 1. Zanj po indukcijski predpostavki velja
pog(N) = (1) 1g(N).

Iz enakosti (VIIL.5) nato dobimo

Po V) = (=1 (Aa(A) = ao) = (=1)"p(N). u

Izrek 4.8 Minimalni polinom pa v (\) za vektor v deli karakteristicni polinom

pa(A).
Dokaz Iz trditve 4.6 sledi, da obstaja taka baza, v kateri A pripada matrika

[C (pOA,v) Z] '

Karakteristi¢ni polinom p(\) je potem enak produktu karakteristi¢nih poli-

nomov pe(p, ,)(A)pe(A). Po trditvi 4.7 je poep, ,)(A) = (=1)*pav(N), kjer je
k stopnja polinoma p4 v (A). Torej je

paAN) = o (NPEQ) = (1) Pay(Npe(V)

in zato pav(A) deli pa(N). [

Izrek 4.9 (Cayley-Hamiltonov izrek) Ce je pa()\) karakteristicni polinom
matrike A € C™, potem je

pa(4)=0.

Dokaz Ocitno je p4(A)0 = 0. Naj bo v € C” neniceln vektor in pa ()
njegov minimalni polinom. Po izreku 4.8 polinom p4 () deli polinom p4(\).
Torej je pa(X) = ¢(A)pav(A) za nek polinom ¢(A). Vstavimo A namesto A in
izra¢unajmo vrednost dobljenega izraza na vektorju v:

pa(A)v = q(A)pav(A)v =0.

Torej je pa(A)v =0 za vse v € C" in zato je pa(A) = 0. |
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Zgled 4.10 Za vajo pokazimo, da je p4(A) = 0 za matriko

1 2 1
A=11 -1 1
2 0 1

Karakteristi¢ni polinom za A smo poiskali v zgledu 3.3 in je enak
pa(\) = —=A3 4+ A2 + 5\ + 3. Z zaporednim mnozenjem dobimo

5 0 4 13 10 9
A2=12 3 1| imn A3=|7 1 6]. (VIIL6)
4 4 3 14 4 11
Enostaven rac¢un pokaze, da je —A% + A2 + 5A + 31 = 0. O

Ce je A obrnljiva matrika, potem nam Cayley-Hamiltonov izrek da novo
metodo za izrac¢un inverza matrike A.

Izrek 4.11 Naj bo pa(A\) = (=1)"(A\" + ap 1 A" "L+ -+ a1\ + ag) karakter-
isticni polinom za A. Ce je A obrnljiva, je

1
A7l = —a—(A”‘1 tan 1 A" 24 agA +aid).
0

Dokaz Ker je pa(A4) =0, je A" + ap1 A" 1+ +a1A+apl =0. Ker je A
obrnljiva, je ag = det A # 0. Torej je

—agl = A"+ an_lAn_l + -+ a2A2 +a1A =
= (A" a1 AP+t aA+aD)A.

Zadnjo enakost delimo z —ag in pomnozimo z A~!. Tako dobimo

1
A_l:—;<An_1+a,n_1An_2+"'+a2A+a1[>' [ ]
0

Zgled 4.12 Pois¢imo inverz matrike
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Njen karakteristi¢ni polinom je enak

pA(N) = =N+ A2 450 +3=(—1)(\* = A2 =5\ - 3).

Zato je A~! = %(A2 — A—5I). Uporabimo A2, ki smo ga izra¢unali v (VIIL6)
in dobimo
_% —-2 1
Al=|1 —z 0. O
% 4
3 3

Najbo A : V — V linearna preslikava. Potem kompozitum Ao A ozna¢imo
z A%, kompozitum A% o A z A3 itd. Preslikave A7, j = 2,3,... imenujemo
potence linearne preslikave A. Dogovorimo se, da je

A°=7 in Al=A.

Ce je Ay matrika za A glede na neko bazo % za V, potem je Aj% matrika za
A7 glede na to bazo, saj je produkt matrik matrika, ki pripada kompozitumu
linearnih preslikav. Naj bo dan polinom p()\) = ag\¥+a,_1 \F"1+- - 4a3 A\ +ap.
Polinom v A definiramo na oc¢iten nacin:

p(A)v = ar APV + a1 APV 4+ @ AV + aplv
zavse v €V in
p(A) = apA¥ +ap_ 1 A4 a A+ aol

Preslikava p(A) : V' — V je linearna, kar zlahka preverimo. Posledica Cayley-
Hamiltonovega izreka za matrike je Cayley-Hamiltonov izrek za linearno pres-
likavo, ki pove, da je pa(A4) = 0.

5 Minimalni polinom

Definicija 5.1 Naj bo dana matrika A € C" ™. Polinom ma(\) = M\ +
a1 N1+ -+ a N + ap imenujemo minimalni polinom za matriko A, Ge
velja:

- ma(A) =0,
- Ce za nek polinom ¢(\) velja g(A) = 0, potem m () deli g(A).

Naj bo A : V — V linearna preslikava. Polinom ma(\) = A\ 4-ap_1 M1 4
-« -4 a1 A+ ag imenujemo minimalni polinom za linearno preslikavo A, e velja:
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- ma(A) =0,
- ¢e za nek polinom ¢(\) velja ¢(A) = 0, potem m 4 () deli g(A). O

Opomba 5.2 Minimalni polinom je s pogojem, da je njegov vodilni koeficient
enak 1, natanko dolocen. O

Zgled 5.3 Ce je A = ol za nek skalar o, potem je ma(\) = X — a. d

Iz Cayley-Hamiltonovega izreka sledi naslednja trditev:
Trditev 5.4 Minimalni polinom deli karakteristicni polinom.

Trditev 5.5 Minimalni polinom pa () za neniceln vektor v deli minimalni
polinom m a(\).

Dokaz Minimalni polinom p4 () je polinom najmanjse stopnje, za katerega
je pav(A)v = 0. Ker je ma(A)v = 0, je stma(N) > stpav(A). Polinom
ma(A) delimo s pa () in dobimo

ma(A) = qA)pav(A) +r(A), (VIIL7)

kjer je str < stpav(A). Vizraz (VIIL.7) vstavimo A in izra¢unamo vrednost
izraza na vektorju v:

0=ma(A)v =q(A)pav(A)v+r(A)v=r(A)v.
Ker je str < stpav(A), mora biti r(\) = 0. [

Posledica 5.6 Ce je a lastna vrednost za A, potem A —a deli m(N). Karak-
teristicni in minimalni polinom imata iste nicle, lahko z razliénimi veckrat-
nostms.

Dokaz Naj bo v lastni vektor za A pri lastni vrednosti . Potem je pav(A) =
A — a. Po prejsnji trditvi potem A\ — a deli m4 (). Ker to velja za vse lastne

vrednosti, so nicle pav(A) in ma(A) iste. |
1 2 1
Zgled 5.7 Najbo A= |1 —1 1|. V zgledu 4.4 smo pokazali, da je mini-
2 0 1
2
malni polinom pa w(X) za vektor w = | —1| enak (—1)pa(A). Iz trditev 5.4
0

in 5.5 sledi, da je ma(X) = paw(A) = (—=1)pa(A). O
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5 —1
Zgled 5.8 Pois¢imo minimalni polinom za B = |1

1
1|. Karakteristi¢ni
0 4

3
0
polinom za B je enak

pB(N) = (A2 —8A+16)(4 — \) = (=1)(A — 4)3.

Minimalni polinom mp(A) deli pp(A) in A—4 deli mp(X). Zato je mp(X) eden
od polinomov A — 4, (A —4)? ali (A — 4)3. Z vstavljanjem vidimo, da

B—4I1#0 in (B—4I)*=0.

Zato je mp()\) = (A —4)%. O

6 Spektralni razcep

Trditev 6.1 Naj bo A € C™*" matrika in p(X) nek polinom deljiv z minimal-
nim polinomom ma, npr. karakteristicni polinom p = pa ali p = my. Ce je
p(A) = p1(N)p2(N), kjer sta p1 in pe tuja polinoma, potem je

Ct=ViaV,,

kjer je V; = kerp;(A), j = 1,2. Glede na razcep Vi & Vo ima A matriko oblike

ﬁl)l jj : (VIILS8)

Dokaz Ker sta p; in po tuja polinoma, obstajata taka polinoma ¢; in ¢o, da
je
L =p1(N)q1(A) +p2(N)gz(A) .- (VIILY)

Za vektor v € C" velja v = p1(A)q1(A)v + p2(A)g2(A)v. Oznacimo
vy = p1(A)q1(A)v in vi = pa(A)ga(A)v.
Potem je v = v 4+ va. Ker my deli p, je p(4) = 0. Tako dobimo
p1(A)vi = p1(A)p2(A)q2(A)v = g2(A)p(A)v =0

p2(A)va = pa(A)p1(A)q1(A)v = 1 (A)p(A)v = 0.
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Torej je v; € kerp;(A), j = 1,2. Tako smo pokazali, da je C" = V; + V5.
Denimo se, da je w € V3 N Va,. Zato je p1(A)w = pa(A)w = 0. Uporabimo
zvezo (VIIL.9) in dobimo

w = q1(A)p1(A)W + g2(A)p2(A)w = 0.

Vsota Vi 4+ V5 je direktna vsota.
Ker je Apj(A)v = pj(A)Av, j = 1,2, slika A vektorje iz V; spet v V; in
vektorje iz Vo v V. |

Izrek 6.2 (o spektralnem razcepu) Naj bo A € C™™" in naj bo pa(A\) =
(—1)"(A — a1)" (A — a)k2 - (X — a,.)F razcep na linearne faktorje, kjer so
a1, o, ..., ap vse razlicne lastne vrednosti za A. Ce je Vj = ker(A — osz)kJ',

7=12,....r, potem je
Ct=VieV,d - -dV, (VIIIL.10)

spektralni razcep za C" glede na A. Glede na razcep (VIII.10) ima A matriko
oblike

A 0 0
0 A 0
A= .
0 0 A,

Pri tem je 0(A;) ={oj}, 7 =1,2,...,r.
Dokaz Naj bo pa(\) = (A — a1)¥1pa(N). Po prejsnji trditvi je
C" =Vi @ kerpa(4), (VIIL.11)

kjer je Vi = ker(A — a1 1)*1. Glede na razcep (VIIL.11) ima A matriko oblike

A 0
a=v 4]

Karakteristicni polinom za A’ je enak pa(A\) = (—1)k2F+hr(X — ap)k2(\ —
az)ks .- (X — a,)¥. Sedaj prejsnjo trditev uporabimo za A’ in polinoma (A —

a2)*2 in p3()), za katera je

p2(A\) = (A — a2)*2p3()\)  in dobimo

C" =V © Va ® ker p3(A). (VIIL12)
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Glede na razcep (VIII.12) ima matrika za A obliko

A 0 0
A=|0 Ay O
0o 0 A"
Postopek nadaljujemo in po r korakih dobimo iskani spektralni razcep. |

V izreku o spektralnem razcepu bi namesto karakteristicnega polinoma p»
lahko vzeli tudi katerikoli drug polinom deljiv z minimalnim polinomomm 4.

1 2 1
Zgled 6.3 Vzemimo spet matriko A = |1 —1 1|. Njen karakteristi¢ni
2 0 1

polinom je pa(\) = (—=1)(A + 1)2(A — 3). Pois¢imo spektralni razcep za C3
glede na A. Poiskati moramo bazi za vektorska podprostora V; = ker(A + I)?
in

Vo = ker(A — 3I). Matrika

8 4 6
(A+1)?= 4 2 3
8 4 6
112 -1 0
ima vrsti¢no kanoni¢no formo {0 0 0. Tako je V1 =% 21,1-3
0 0 0 0 2
Matrika
-2 2 1
A-3I=]|1 -4 1
2 0 =2
10 3 2
ima vrsti¢no kanoni¢no formo |0 1 —% Tako je Vo =2 ¢ |1| 3. V bazi
00 O 2
-1 0 2
B = 2 1,1-3],|1 ima A matriko
0 2 2
-3 40
Ag=1|-1 1 0]. O
0 0 3
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7 Nekatere posebne vrste matrik in linearnih pres-
likav

Definicija 7.1 Matriko P € C™*" imenujemo projektor, ¢e je P? = P.
Linearno preslikavo P : V — V imenujemo projektor, ¢e je P2 = P. O

Zgled 7.2 1.) V R? ali R? za pravokotno projekcijo P na premico skozi
izhodisce velja P? = P. Zato je P projektor.

2.) Preslikavi 0 in I : V — V sta projektorja.

3.) Ceje P projektor, je tudi I — P projektor, saj je (I —P)* = I-2P+P? =
I—-P. [

Trditev 7.3 Ce je P projektor, P # 0,1, potem je minimalni polinom za P
enak mp(\) = A% — \.

Dokaz 1z definicije sledi P? — P = 0. Torej mp()\) deli A2 = \. Ce je mp(\) #
A2 — X\, mora biti mp(A\) = A ali mp(A\) = A — 1. V prvem primeru je P = 0,
v drugem pa P = 1. ]

Izrek 7.4 Naj bo P projektor. Potem je ker(I — P) = im P. Spektralni razcep
za C™ glede na P je
Ct'=kerP®imP.

Glede na ta razcep ima P matriko oblike [8 ?] .

Dokaz Najprej pokazimo, da je ker(I — P) = im P. Za u € ker(I — P) velja
u = Pu. Zatojeu € im P. Obratno, zau € im P veljau = Pv zanek v € C".
Potem je (I — P)u = u— Pu = Pv — P?>v = 0. Torej je u € ker(I — P).

Iz prejénje trditve sledi, da je v primeru, ko P # 0,1, mp(\) = A% — \.
Potem je spektralni razcep za P enak

C"=kerP @ ker(P—1I)=kerP®imP.

Glede na ta razcep ima P matriko

p:[g ﬂ
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11 1
Zgled 7.5 Pokazimo,daje P = |0 0 —1| projektor in pois¢imo spektralni
00 1

razcep glede na P. Zlahka preverimo, da je P2 = P. Ker je P # 0,1, je
mp(A) = A2 — X in o(P) = {0,1}. Ker je P zgornje-trikotna matrika, takoj
opazimo, da je g(0) =1 in g(1) = 2.

Izracunamo Se

1
Vi = kerP=2¢ -1 in
0
1 1
V2 = 1mP:$ 0 5 -1
0 1
Glede na razcep C* = V; @ V5 ima P matriko
000
0 1 0f. O
0 0 1

Projektor P je natanko dolocen, ¢e poznamo njegovo jedro in njegovo sliko.
Potem recemo, da P projicira na Vo = im P vzdolz Vi = ker P.

Zgled 7.6 Pois¢imo matriko v standardni bazi za projektor P : R? — R?,
ki projicira na Z{ [(1)] } vzdolz & { [ﬂ } (Seveda je tu definicija projek-
torja nad realnimi Stevili enaka kot nad kompleksnimi §tevili: P € R™*"™ je

projektor, ¢e je P2 = P.) V bazi & = { [(ﬂ , E] } ima P matriko

10
Pﬂ_{o 0]'

Prehodna matrika med standardno bazo . in bazo £ je

11
©=1l0 1]

Potem je

B o [roa)[roolfr -1 1 -1
Pr=QP3Q _[0 1}_0 0_[0 1]_{0 0} =
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Definicija 7.7 Matriko A € C™*" imenujemo involucija, ¢e je A? = 1I.
Linearno preslikavo A : V — V imenujemo involucija, ¢e je A> = 1. O

Zgled 7.8 1.) Za A= ﬁ (1)] velja A% = I, zato je A involucija.
2.) Za zrcaljenje A prek ravnine skozi 0 v R3 velja A2 = I, zato je A involu-
cija.
3.) Preslikavi I in —1I sta involuciji. O

Podobno kot smo pokazali za projektorje trditev 7.3 in izrek 7.4, pokazemo
tudi naslednje:

Izrek 7.9 Ce je A involucija, A # +I, potem je ma(\) = A2 — 1. Velja
ker(A—1I)=im(A+1I) in ker(A+ 1) =im(A —I). Spektralni razcep glede na
A je

C"=ker(A—1I)®ker(A+1).

Glede na ta razcep ima matrika za A obliko

[n o
A‘[o —[2]’

kjer je I; identicna matrika ustreznega reda.

Definicija 7.10 Najbo A € C"*™ dana matrika. Recemo, da je A nilpotentna
matrika, ali na kratko A je nilpotent, ¢e obstaja tako naravno Stevilo k, da je
A¥ = 0. Najmanjsi tak k imenujemo red nilpotentnosti matrike A.

Za linearne preslikave je definicija podobna. Ce je A : V — V linearna
preslikava, potem rec¢emo, da je A nilpotentna preslikava ali nilpotent, ¢e ob-
staja tako naravno stevilo k, da je A¥ = 0. Najmanjsi tak k& imenujemo red
nilpotentnosti za A. O

Izrek 7.11 Matrika (linearna preslikava) A je nilpotentna natanko tedaj, ko
je 0 edina lastna vrednost za A.

Dokaz Ce je A nilpotentna in k red nilpotentnosti za A, je ma(\) = AF. Ker

imata minimalni in karakteristi¢ni polinom iste nicle, je o(A) = {0}.
Obratno, ¢e je o(A) = {0}, je pa(\) = (=1)A\". Potem je po Cayley-

Hamiltonovem izreku A™ = 0. Torej je A nilpotentna. |

0 1
Zgled 7.12 Za A = {0 0
nilpotentnosti je 2. O

] velja A2 = 0. Zato je A nilpotent in njegov red
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Trditev 7.13 Naj bo A nilpotentna matrika in v € C" neniceln vektor. Po-
tem je pav(N) = A za nek | € N.

Dokaz Vemo, da minimalni polinom za vektor v deli m (). [
01 0
Zgled 7.14 Preverimo, daje A = |2 0 —2| nilpotent in pois¢imo p4 v (A)
01 0
1
zav = | 0 |. Kerje pa(A) = —A3, je A nilpotent. Z zaporednim mnozenjem
—1
z A izratunamo
0 4 0
Av = |4 , A’v=10 in A%v =10
0 4 0

Ker je pav(A) = A za nek [, je pav(A) = A3 V bazi Z = {v, Av, A%v} ima
A matriko

000
Az=11 0 0 O
010
1 -1 0
Zgled 7.15 Preverimo Se, daje A= |1 —1 0] nilpotent in poi§¢imo min-
0 0 O
1 0
imalni polinom za vektorjau= |0 inv = |0].
0 1

Ker je A2 = 0, je A nilpotent in ma()\) = A2, Z zaporednim mnozenjem z A
dobimo

1 0 0
Au= |1 , A%u= |0 in Av= |0
0 0 0

Zato je pau(A) = A% in pav(A) = A. V bazi # = {u, Au, v} ima A matriko

Ay = 0

S = O
o O O
o O O
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8 Funkcije matrik podobnih diagonalnim

Naj bo
_Oél 0 0 i
0 a ... O
A= . . . (VIIL.13)
0 0 ... an]

ok 0 0]
e 0 of 0
0 0 ok

Nato sledi, da za polinom p(A\) = axA\* + a1 \F~1 4+ -+ + a1\ + ag velja

p(aq) 0 0

0 o 0

p(A) = ‘ p(.z) . :
0 0 . plan)

Definicija 8.1 Naj bo f funkcija, ki je definirana na nekem obmodcju A v
C, ki vsebuje vse lastne vrednosti diagonalne matrike A iz (VIIL.13). Potem
definiramo

flar) 0 0

0 o 0

F(4) = f(.z) |
0 0 flan)

Ce pa se matrika A da diagonalizirati, torej je
A=PDPt,
kjer je D diagonalna matrika, potem definiramo
f(4) = PFD)P.

Pri tem je f definirana na obmoc¢ju A v C, za katerega velja o(A4) C A. O
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Zgled 8.2 Izracunajmo f;(A) za funkcije fi(x) = sinmz, fa(z) = cosmz in

fa(x) = e® ter matriko A = [3 2

4 _3]. Karakteristicni polinom za A je

pa(A) = A2 — 1. Spekter je 0(A) = {—1,1}. Lastna vektorja sta [_21] pri

ap =—1in [_11] pri a; = 1. Potem je

ST | |

-1 0. .
Za D = { 0 J izra¢unamo

ao =0t am =0 w o[ Y
Potem je
na=yo] - aw=y 0]



