Poglavje 11

Matrike

Matrika je pravokotna tabela realnih Stevil. Na primer:

1 0 -1 3
B _31 _11] 3 2 1], [(2) ﬂ 1 2], 2
0 -1 4 -7
Matrika je sestavljena iz vrstic in stolpcev. Vrstici matrike
1 -1 1
2 3 -1
. . . 1 -1 . 1
sta 1 —1 1 in 2 3 —1, stolpcite matrike pa so 9 g B _ -

Mnozico vseh matrik z m vrsticami in n stolpci oznac¢imo z R™*", Elementom
R™*" re¢emo matrike reda m X n. Mnozico vseh matrik z enim stolpcem
ena¢imo z mnozico vektorjev, to je R™*! = R™, mnozico R*! z R. Matrikam
iz mnozice R™*™ rec¢emo kvadratne matrike reda n. Kvadratna matrika ima
torej enako Stevilo stolpcev in vrstic. V kvadratni matriki poznamo tudi pojem
diagonale.

1 0 -1 1
Tako je na primer diagonala matrike [3 2 1 | enaka 2
0 -1 4 4

Matrike bomo oznacevali z velikimi tiskanimi ¢rkami: A, B,C,S,T, X, ...
Stevilom, ki nastopajo v matriki, recemo elementi matrike. Za vsak element
njegovo lego dolo¢imo tako, da povemo, v kateri vrstici in v katerem stolpcu
lezi. Elementu, ki lezi v i-ti vrstici in j-tem stolpcu, re¢emo (i, j)-ti element.
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Tako je na primer v matriki

1 0 -1
-3 2 =2
0 5 6

element na mestu (1, 1) enak 1, element na (2,3) pa enak —2.
Za matriko A € R"™*™ bomo uporabljali splosen zapis

a11 ai2 ... Qln

a1 aso e aon
A=

Aml Am2 ... Qmn

Pri tem smo (i, j)-ti element oznagcili z a;;. Podobno bomo v matriki B njen
(4, 7)-ti element oznacili z b;;, v matriki C's ¢;;, itd.

Dve matriki A in B iz R™*" sta enaki, ¢e velja a;; = b;j zai=1,2,...,m
inj=1,2,...,n.

1 Algebrai¢ne operacije na matrikah

1.1 Sestevanje matrik in mnozenje matrik s skalarjem

Naj bosta A in B dve matriki iz R™*™. Potem je njuna vsota enaka

ai1 +b11 arp+biz ... aip+bin
agr +ba1 @z +b ... agy+boy
A+B= ,
am1 + bml Am2 + bm2 e Qmp Tt bmn
Zgled 1.1
2 -1 3 " 1 -1 2| |3 =25 0
0O 2 5 3 2 —1| |3 4 4|

Za poljuben skalar @ € R in matriko A € R™*™ definiramo produkt
matrike s skalarjem takole:

aall aal12 ... aln
aany aago ... Qagp

Qb1 QG2 ... Qlmn
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Sl -3 :

Lastnosti sestevanja matrik:

Zgled 1.2

1.) asociativnost: (A+B)+C = A+ (B+C) za vse matrike A, B,C' € R™*".

0O 0 ... 0
00 ... 0

2.) enota za seStevanje: matrika 0 = |, | | e Rmxn,
00 ... 0

A+0=0+A=A zavse AecR™"

3.) inverz za seStevanje matrik: —A + A = 0 za vse A € R™*". Pri tem je
—A=(-1)-A

4.) komutativnost: A+ B = B+ A za vse A, B € R"™*"™.

Te lastnosti sledijo iz podobnih lastnosti za seStevanje realnih stevil in jih ne
bomo podrobno dokazovali. Bralec lahko za vajo sam poskusi dokazati katero
od lastnosti.

Za seStevanje matrik in mnozenje matrik s skalarji veljajo naslednje last-
nosti:

5.) distributivnost sestevanja matrik in mnozenja s skalarjem:

a(A+B)=aA+aB zavse A,BeR™"in aeR,

6.) distributivnost sestevanja skalarjev in mnozenja matrike s skalarjem:

(a+B)A=aA+ A zavse A€ R™" inq,( €R.

7.)
(af)A = a(BA) zavse A€ R"™" in a,f € R,

8.) mnozenje s skalarjem 1: 1- A = A za vse A € R™*"™,

Te lastnosti sledijo iz podobnih lastnosti za mnozenje in seStevanje realnih
Stevil.
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1.2 Mnozenje matrik

Naj bosta A € R™*" in B € R™*P dve matriki, za kateri je Stevilo stolpcev v
A enako stevilu vrstic v B. Potem zanju definiramo produkt

n

[ n n
> awbi Y awbke .o D awbiy
k=1 k=1

k=1
n n n
E askbr1 § aspbra ... § aokbrp
A-B= |5 k=1 k=1

n n n
> kb Y ampbrz o> amikbrp
k=1 k=1 k=1 )
(1, 7)-ti element produkta A - B je enak
n
Z Qikbrj = aitbij + aioba; + -+ + ainby;.

k=1

Produkt A-B je element mnozice R™*P. Opozorimo, da je (i, j)-ti element pro-
dukta AB enak skalarnemu produktu i-te vrstice matrike A z j-tim stolpcem
matrike B.

Zgled 1.3 Naredimo nekaj zgledov mnozenja matrik:

1.)
2 0 (8 10 0
-1 -2 [_41 _52 g} -2 -1 -6
3 1 (11 13 3
2.)
2 1] [2 4] _[5 7
-1 31 -1 1 -7
3)

4 5 0 3 —10
{—1 —2 3]‘_31 _2_[9 7]‘
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4.)
3 36
211 2]=|2 4
1 12
5.)

122 =1 0

Poslej bomo oznako - za produkt matrik izpuscali in pisali na kratko
A-B=AB.
Lastnosti mnozenja matrik:

1.) asociativnost: (AB)C = A(BC) za matrike A € R™*" B € R"*P in
C € RP*4,

2.) enota za mnozenje je matrika

1 00 0
1 ... 0
000 ... 1]

Velja A-I,=A in I, -A=A zavseAcR™"

Matriko I,, imenujemo identiéna matrika (reda n). Najveckrat bo ze iz
preostalega teksta jasno, za katero identi¢no matriko gre. Zato bomo
indeks n izpuscali in pisali I,, = I.

n

Dokaz Dokaz asociativnosti: (i, j)-ti element produkta AB je Zaikbkj in

k=1
(i,)-ti element produkta (AB)C' je enak
p n n
S (San)o-SSane o
=1 \k=1 I=1 k=1

P
Po drugi strani pa je (i,7)-ti element produkta BC' enak Z bicyy in (i, j)-ti
=1
element produkta A(BC') je enak

n p n p
Z ;L (Z bklclj> = Z Ak Z bklclj . (112)
k=1 =1 =1

k=1 =
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Opazimo, da sta vsoti (II.1) in (I.2) enaki, zato je (AB)C = A(BC).
Zlahka se prepricamo, da je

A-l,=1,-A=A . |

Navedimo 8Se tri lastnosti, ki povezujejo seStevanje in mnozenje matrik ter
mnozenje matrik s skalarjem:

4.) distributivnost:

(A+ B)C = AC+ BC zavse A,BeR"™" in C € R"?,

5.) 8e druga distributivnost:

A(B+C)=AB+ AC zavse A€ R™" in B,C € R"*P,

6.)
a(AB) = («A)B = A(aB) zavsea € R, A€ R™ " in B € R"*P.

Dokazi teh lastnosti so podobni kot dokaz asociativnosti in jih ne bomo po-
drobno navajali.

Mnozenje matrik ni komutativno. Ce je m # nin A € R™*™ in B € R™™,
potem je AB € R™ ™ in BA € R™*™. Torej sta reda kvadratnih matrik AB
in BA razli¢na in zato gotovo AB # BA. Tudi v primeru, ko je m = n,
komutativnost v sploSnem ne velja.

Zgled 1.4 Dani sta matriki

Potem je

Zato je BA # AB.
Ce je

je
-1 0 . -1 0
CD_[O _J in DC_[O _1]

in zato matriki C in D komutirata. O
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Na kratko obravnavajmo Se obstoj inverza za mnozenje. Inverz matrike
A je taka matrika B, da velja AB = BA = I. Zato je prvi pogoj za obsto]
inverza to, da je A kvadratna matrika. Oglejmo si nekaj zgledov, ki bodo
ponazorili razne moznosti. Natancneje pa bomo obstoj inverza obravnavali v
nadaljevanju knjige.

Zgled 1.5 1.) A = {0 0

0 O]: Ker je AB = 0, za vse B € R>*2, A nima
inverza.

2.) A:[(l) ﬂ =I.Kerjel - I=1jel '=1I

3.) Naj bo A = [(1) _01] Iscemo tako matriko X = [i ﬂ, da bo AX =
I = X A. Potem je

lr—z y—2z| |1 O
ax=["57 =0 )

Zato mora biti x — 2z =1, y — 2z = 0 in 0 = 1. Ta zadnja enakost ni
izpolnjena in zato enacba AX = I nima resitve X.

Tako smo opazili, da tudi nenicelna matrika nima vedno inverza za
mnozenje.

4.) Naj bo A = [(1) _22] Istemo tako matriko X = j 22/]7 da je AX =

XA = 1. Ker mora biti

AX — [a:—i—Zz y+2t} _ [1 0

—2; =2t | |0 1]

dobimo enacbe x +2z =1, y+ 2t =0, —2z = 0 in —2¢t = 1. Resitev je
z:O,t:—%,ajzlinyzl. Torej je

1 1

=l 2y

Ker je )
10

XA_[O 1

je X res inverz matrike A. Oznacimo X = A~L. 0
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1.3 Transponiranje matrik

Na matrikah imamo Se eno operacijo - transponiranje. Ce je

ailr a2 ... Qip
asy a9y e aon )
A = } ) | e R™*™ | potem matriko
| OGm1 Am2 ... (mn|
ailr a1 ... Gl
AT a2 a2 ... Qm2 J—
| A1m  A2m ... Omn |

imenujemo transponiranka matrike A. Matriko AT dobimo iz A tako, da
zamenjamo istolezne stolpce in vrstice, oziroma tako, da matriko “prezrcalimo
preko diagonale”.

2 —1 2 0 3
Zgled 1.6 Najbo A= |0 —1|. Potem je AT = . O
5 0 -1 -1 0

Lastnosti transponiranja matrik:
1.) (AN)T = A za vse A € R™*™,
2) (@A)T = aAT za vse A € R™" in a € R,
3) (A+B)T = AT + BT za vse A, B € R™*",
4) (AB)T = BTAT za vse A € R™*" in B € R"*P.
Dokaz Prve tri lastnosti so dokaj oc¢itne in jih ne bomo podrobno dokazovali.

n
Oglejmo si dokaz lastnosti 4.): (4, j)-ti element produkta AB je enak Z by
k=1
Zato je (i,j)-ti element transponirane matrike (BA)T enak > p_, a;rbri. Po
drugi strani je (4, j)-ti element produkta BT A" enak skalarnemu produktu 4-
te vrstice v BT z j-tim stolpcem v AT, oziroma je enak skalarnemu produktu
i-tega stolpca v B z j-to vrstico v A. Torej je (i,7)-ti element v BT AT enak

n n
E briajr = § kb
k=1 k=1

Tako smo pokazali, da je (AB)T = BTAT. [ |
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2 Kwvadratne matrike

Oglejmo si sedaj nekaj posebnih vrst kvadratnih matrik. Ce je I € R™*"

identi¢na matrika, potem za o € R matriko

a 0 ... 0

0 « 0
ol = .

0 O o

imenujemo skalarna matrika. Matriko oblike

ar 0 0 0
0 az 0 0
0 0 ag 0

0 0 0 an

imenujemo diagonalna matrika. Pri tem so aq,a9,...,a, € R. Matrika je
diagonalna natanko tedaj, ko so vsi njeni elementi izven diagonale enaki 0.
Matriko oblike

a1 a2 ai3 a1n

0 az a azn

0 0 ass asn,
0 0 0 |

imenujemo zgornje-trikotna matrika. Matrika je zgornje-trikotna, ¢e so vsi
njeni elementi pod diagonalo enaki 0. Podobno je matrika spodnje-trikotna, ¢e
so vsi njeni elementi nad diagonalo enaki 0, torej, ¢e je oblike

aill 0 0 e 0 i
a1 a9 0 .o 0
a3y asy a3z ... 0
[Gn1  QAn2 Aan3 QAnn |

Z 9, oznac¢imo mnozico vseh diagonalnih matrik v R™*", z %, mnozico vseh
zgornje-trikotnih matrik v R™*™ in s .¥, mnozico vseh spodnje-trikotnih ma-
trik v R™*™. Velja

D =S NZ, .
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Opazimo e veé. Ce sta D; in Dy dve diagonalni matriki, potem so tudi
D1+ Do, aD1 in D1D4 za vse a € R diagonalne matrike. Podobno velja tudi
za mnozico zgornje-trikotnih matrik in za mnozico spodnje-trikotnih matrik:

-zaABe Z,je A+ B, aAin AB spet v 2,
-zaA,Be .Y, je A+ B, aA in AB spet v .7,.

Dokaz Vse lastnosti, razen lastnosti AB € 2, za A, B € %2, in AB € .%,, za
A, B € .%,, so dokaj o¢itne. Najprej bomo preverili, da je AB zgornje-trikotna
matrika, ¢e sta A in B zgornje trikotni. Ce je A zgornje-trikotna, je a;; =0
za i > j. Enako je bjj =0 za i > j. (i, j)-ti element produkta AB je enak

n
Z aikbkj .
J=1

Privzemimo, da je i > j. Ker je by; = 0za k > jin ay = 0 za k < i, je
aipbr; =0zak=1,2,...,i—1ink=j+1,...,n. Kerjeit>j,jei—12>j.
Zato je a;rbr; = 0 za vse k in produkt AB je spet zgornje-trikotna matrika.
Dokaz za spodnje-trikotne matrike sledi iz dejstva, da je transponiranka
spodnje-trikotne matrike zgornje-trikotna in transponiranka zgornje-trikotne
matrike spodnje-trikotna.
Za A,Be .7, je AT, BT € %,  Kerje B'AT € %,, je potem

T T
AB = ((AB)T) - (BTAT) €S m
Definirajmo Se eno vrsto matrik. Matriko A € R™*™ imenujemo simetricna
matrika, ée je A= AT.

1 3 -1
Zgled 2.1 Matrika | 3 —1 4 | je simetricna. g
-1 4 2

Opazimo, da je vsota dveh simetri¢nih matrik spet simetri¢na matrika in pro-

dukt simetricne matrike s skalarjem je spet simetri¢na matrika.

Zgled 2.2 Produkt dveh simetri¢nih matrik ni ve¢ nujno simetri¢na matrika:
2 11, -1 1| . -1 2 . .

Za A = L _J in B = [ 1 0] je AB = [_2 1], ki ni simetri¢cna ma-

trika.

Trditev 2.3 Ce je A € R™*", potem je AAT simetriéna matrika.
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Dokaz Iz lastnosti transponiranja matrik dobimo
T T
(447) = (aT) AT =aa".

Torej je AAT res simetriéna matrika. |

3 Elementarne transformacije na matrikah

Imamo tri tipe elementarnih transformacij na vrsticah matrike:

1.) Transformacijo “pristej skalarni veckratnik ene vrstice drugi vrstici” imenu-
jemo elementarna transformacija tipa 1.

2.) Transformacijo “pomnozi vrstico matrike z nenic¢elnim skalarjem” imenu-
jemo elementarna transformacija tipa I1.

3.) Transformacijo “zamenjaj dve vrstici” imenujemo elementarna transfor-
macija tipa 111

Zgled 3.1 Dana je matrika [1 2 _1].

1 -1 3
Naredimo na njej transformacijo tipa I “pristej (—1)-kratnik prve vrstice drugi
.. . . : 2 -1
vrstici”. Po tej transformaciji dobimo matriko [O 3 4 } . To transforma-

cijo bomo oznacili z

1 2 -1 1 2 -1

1 -1 3] 770 =3 4]
Na novi matriki naredimo sedaj elementarno transformacijo tipa II “pomnozi
drugo vrstico z —%”. Po tej transformaciji dobimo matriko

[12—1}
4.
01 —3

To transformacijo bomo oznagili z

1 2 -1 12 -1
0 -3 4] Mo 1 -4

Na tej matriki sedaj naredimo Se elementarno transformacijo tipa I “pristej
prvi vrstici (—2)-kratnik druge vrstice”. Tako dobimo

12—1} [103}
a| ~1 al- O
[01—3 01 —3
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Izrek 3.2 (o vrstiéni kanoni¢ni formi)
Vsako matriko A € R™*™ lahko s pomodcjo elementarnih transformacij tipov
1, IT in III na vrsticah preoblikujemo tako, da za preoblikovano matriko velja:

v vsaki nenicelni vrstici je prvi nenicelni element z leve enak 1,

ce je v matriki i-ta vrstica nicelna, potem so wvse wrstice z indeksom

k > i enake ni¢ (¢e so v matriki kake nicelne vrstice, potem so te zbrane

v zadnjih vrsticah)

¢e je (i + 1)-ta vrstica nenicelna, potem je prvi nenicelni element z leve
v (1 + 1)-ti vrstici bolj desno kot prvi nenicelni element v i-ti vrstici,

ce je v j-tem stolpcu kak prvi nenicelni element vrstice, potem je to v

j-tem stolpcu edini nenicelni element.

Ce so za matriko izpolnjeni pogoji izreka 3.2, potem recemo, da je v wrsticni
kanonicni formi. lzreka ne bomo dokazovali. Preden si ogledamo kak zgled,
vpeljimo Se en nov pojem.

Ce za element a;; v matriki A velja

- aij = 1,

—apg=0zak<iinl > j,

- ag; =0zak <i,

potem element a;; imenujemo pivot (matrike A).

Vsak prvi nenicelni element vrstice v vrsti¢ni kanonic¢ni formi je pivot.

Zgled 3.3 Podajmo nekaj matrik v vrsti¢ni kanoni¢ni formi:

1 020 1 3 0 -1 010
013 0],/j00 1 2{,]0 01
0 0 01 000 O 0 00

V prvi matriki so pivoti na mestih (1,1), (2,2) in (3,4), v drugi matriki na
mestih (1,1) in (2, 3), v zadnji pa na mestih (1,2) in (2, 3). O

Zgled 3.4 Poisci vrsticno kanoni¢no formo za matriko

2 -1
1 2
5

1
1
2 0

Ot = W
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Najprej pomnozimo prvo vrstico z (—1) in jo pristejemo drugi vrstici:

13 2 -1
~r01 -1 3
25 5 0

13 2 -1
~r10 1 -1 3
00 0 5
Pomnozimo zadnjo vrstico z %:
13 2 -1
~ir |01 —1
00 0 1

2
~
o O
O =
o |
—_
)

1 3 2 0
~r101 =1 0
00 0 1

Zaklju¢imo z elementarno transformacijo “pristej prvi vrstici (—3)-kratnik
druge vrstice”

10 5 0
~r101 -1 0
00 0 1

Dobljena matrika je v vrsti¢ni kanoni¢ni formi in ima tri pivote. To so elementi
(1,1), (2,2) in (3,4). O
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Zgled 3.5 Vedno pa ne gre iskanje vrsti¢ne kanoni¢ne forme le s pomocjo el-
ementarnih transformacij tipov I in II. Uporabiti moramo tudi transformacije

0 2 0 -2
tipa IIl. Za zgled pois¢imo vrsti¢no kanoni¢no formo za matriko {2 1 0 1
110 0
Najprej zamenjajmo prvo in zadnjo vrstico:
110 0
~rr (2 1 0 1
0 2 0 -2

11 0 O
~7 -1 0 1
0 2 0 -2

1 1 00
~r |0 =1 0 1
0 0 0O
Pristejmo drugo vrstico prvi vrstici:
1 0 01
~r {0 =1 0 1
0 0 0O

in za konec pomnozimo drugo vrstico z (—1):

1
-1
0

o O O

1 0

~rr [0 1

0 0

Dobljena vrsti¢na kanoni¢na forma ima dva pivota na mestih (1,1) in (2,2).0

Algoritem za iskanje vrsti¢ne kanoni¢ne forme je naslednji:
Postavii =1, j = 1.

Korak 1. - Ceje v j-tem stolpcu kak element v vrsticah i +1,i4+2,...,m
neniceln in je a;; = 0, zamenjaj i-to in k-to (k > i) vrstico tako, da
bo Qg 75 0.
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- Pristej veckratnik i-te vrstice k-ti vrstici k > 4 tako, da bo ag; =0
zak=i+1,1+2,...,m.

- Pomnozi i-to vrstico z a; jl. Element a;; je pivot.
Postavi ¢ = ¢ + 1 in dolo¢i novi j tako, da bo
—ap=0zak>i+1inl < j,
- apj # 0 za kak k > i+ 1.
Ce tak k obstaja, potem ponovi korak 1.

Korak 2. Vrstice s pivotom pristej predhodnim vrsticam, tako da bo pivot
edini neniceln element v svojem stolpcu.

Za vrsti¢no kanoni¢no formo velja naslednji izrek, ki ga ne bomo dokazali.

Izrek 3.6 Vsaka matrika ima enolicno doloceno vrsti¢no kanoniéno formeo.
Vrsticna kanonic¢na forma ni odvisna od zaporedja izvedenih elementarnih trans-
formacij.

Definicija 3.7 Naj bo A € R™*" dana matrika. Stevilu pivotov v vrstiéni
kanoni¢ni formi za A imenujemo rang matrike A. Rang ozna¢imo z r(A). ¢

1 3 2 -1
Zgled 3.8 Matrika |1 4 1 2 | iz zgleda 3.4 ima rang enak 3. Matrika
25 5 0
0 2 0 -2
2 1 0 1| iz zgleda 3.5 pa ima rang enak 2. O
110 0

Za rang matrike velja naslednji pomembni izrek, ki ga tu ne bomo dokazali.

Izrek 3.9 Ce sta P € R™™ in Q € R™™ obrnljivi matriki in je A € R™*",
potem je

r(A) =r(PA) =1(AQ) = r(PAQ).

4 Elementarne matrike

Elementarne transformacije na vrsticah lahko predstavimo tudi z mnozenjem
s tako imenovanimi elementarnimi matrikami. Vpeljimo jih:
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Zai # j,1<4,7 <mina € R je matrika E;j(o) € R™*™ enaka vsoti
identi¢ne matrike in matrike, ki ima edini neniceln element na mestu
(,7) enak o. Matrike E;;(«) imenujemo elementarne matrike tipa 1.

Zgled 4.1 Za m = 3 je npr.

1 a O
Elg(a): 0 1 0
0 0 1
in
1 00
E(6)=10 1 0 O
6 0 1

Zai=1,2,....,min a € R, o # 0, je matrika E;(«) € R™*"™ diagonalna
matrika, ki ima na diagonali enice povsod razen na i-tem mestu. Element
(i,7) je enak a. Matrike F;(«r) imenujemo elementarne matrike tipa I1.

Zgled 4.2 Zam =2 je F1(5) = [g (1)], za m = 4 pa je

)

Es(3) =

o O O
S O = O
o= O O
= o O

Za i # j,1 < i< j < m ozna¢imo s F;; matriko, ki jo dobimo iz identicne
matrike tako, da v i-ti in j-ti vrstici zamenjamo i-ti in j-ti element.
Matrike P;; imenujemo elementarne matrike tipa III.

Zgled 4.3 Za m = 3 imamo tri elementarne matrike tipa III:

010 0 01 1 00
P12: 1 0 0 y P13: 01 0 in P23: 0 0 1]. Il
0 0 1 100 010

Naj bo A € R™*". Ce mnozimo A z leve z matriko E;;j(a), potem pro-
dukt Ejj(a)A dobimo iz A tako, da i-ti vrstici pristejemo z o pomnozeno j-to
vrstico. Mnozenje z E;j(«) je torej ekvivalentno ustrezni elementarni trans-
formaciji tipa I.

Podobno je mnozenje matrike A z E;(a) z leve ekvivalentno elementarni
transformaciji tipa II - pomnozi i-to vrstico z a.

Mnozenje z matriko P;; z leve pa je ekvivalentno elementarni transformaciji
tipa III - zamenjaj i-to in j-to vrstico.



4. ELEMENTARNE MATRIKE

Trditev 4.4 Elementarne matrike tipa I, II in III so obrnljive.
Dokaz Inverz matrike Ejj(c) je matrika E;;(—«). Npr. [1 a] [

0 1
1o
~lo 1

Inverz matrike E;(a) je E;(a™!).
Za matriko Pj; velja P,Z =1, zato je R;l = P;.
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